Matice a siustavy linearnych rovnic

Matice

Definicia 1 Maticou typu m X n rozumieme siistavu prvkov zapisanych do tabul’ky
(schémy) s mv riadkami a n stlpcami, pre my,n € N:

ajp a1 eee Qip
a1 a9 eee Qop
A= . . . . ’
Aml1 Am2 ++«. Amn
kde a;; su prvky matice,t = 1,2,...,m, 3 =1,2,...,n.

Skrdtené oznacenie A = (a;;).

Specidlne typy matic:

e Matice rovnakého typu - matice s rovnakym po&tom riadkov a stipcov

e Submatica matice A - matica, ktord dostaneme z matice A vynechanim jedného
riadku a jedného stlpca

e Stvorcovd matica stupia 7 - matica typu m X n (pocet riadkov sa rovna poctu
stlpcov)

e Riadkovy vektor - matica typu 1 X mn (matica s jednym riadkom)

e Stlpcovy vektor - matica typu n X 1 (matica s jednym stfpcom)

e Nech a_>1, Eg, I cTn> su vektory a kq, ko, . . ., k,, si konStanty, potom vektor
T =ka, +kya}+...+kna,

je linedarnou kombindciou vektorov ar. as, ..., a_>n



e Nulova matica - matica, ktord ma vSetky prvky rovné nule

e Diagonalna matica - Stvorcova matica, ktorej prvky mimo hlavnej diagondly su
rovné nule

e Jednotkova matica - Stvorcovd diagondlna matica, ktorej prvky na hlavnej di-
agondle su jednotky, ozn. E alebo I

e Symetrickd matica - Stvorcovad matica symetrickd podl’a hlavnej diagonaly
e Transponovand matica k matici A = (a;;) - matica AT = (a;;)

e Horna trojuholnikova matica - Stvorcovd matica, ktorej prvky pod hlavnou di-
agondlou su rovné nule

e [ichobeZznikovd matica - matica, ktorej prvky pod hlavnou diagonélou su rovné
nule

Operacie s maticami

Definicia 2 Nech m,n € N. Sictom matic A, B typu m X n nazyvame maticu C
typu m X nm, pre ktori plati

cij = aij + bij,
pret=1,2,...,m,3=1,2,...,n.

Skrdtené oznacenie C = A + B

Definicia 3 Nech m,n € N a k je konsStanta. k-ndsobkom matice A typu m X n
nazyvame maticu C typu m X n, pre ktori plati

cij = k aij,
pret=1,2,...,m, 73 =1,2,...,n.
Skrdtené oznacenie C = k. A

Definicia 4 Nech m,n,r € N. Sicinom matice A typu m X r a matice B typu
r X m nazyvame maticu C typu m X n, pre ktori plati

r
Cij:a'il-blj+afi2-b2j+---+a'r1-brj: E aﬂik-bkja

k=1

pret=1,2,...,m373=1,2,...,n.

Skrdtené oznacenie C = A - B



Ekvivalentné matice

Ekvivalentné riadkové (stfpcové) Upravy matice:

1. zmena poradia riadkov (stfpcov),
2. vyndsobenie riadku (stfpca) nenulovou konstantou,

3. pripocitanie linedrnej kombindcie inych riadkov (stipcov) k niektorému riadku
(stfpcu).

Definicia 5 Dve matice A a B budeme nazyvat’ riadkovo (stlpcovo) ekvivalentné, ak
sa jedna z matic dd upravit’ na druhii pomocou ekvivalentnych riadkovych ( stl}acovﬁch )
uprav.

Oznacenie A ~ B.

Hodnost’ matice

Definicia 6 Nech m,n € N. Hodnost’ matice A typu m X n je maximdlny pocet
linedrne nezadvislych riadkov (stlpcov) matice A.
Oznacenie h(A).

Definicia 7 Nech m,n € N. Hodnost’ matice A typu m X n je pocet nenulovych
riadkov matice A upravenej na trojuholnikovy resp. lichobeZnikovy tvar. V nich kaZdy
nasledujiici riadok musi obsahovat’ zI'ava aspori o jednu nulu viac ako predchddzajiici

riadok.
Oznacenie h(A).

Determinant matice

Definicia 8 Nech je dand stvorcovd matica A = (a;j) n-tého stupria. Matici A
moZeme priradit’ ¢islo, ktoré nazyvame determinant matice A a oznacujeme ho det A,
resp. |Al.

aix QA2 A1n

a21 A22 ... Q2p
|A| =

Ap1 Ap2 o Apn



Definicia 9 Nech je dand $tvorcovd matica A = (a;;) n-tého stupria. Subdeter-
minant (minor) D;; vzhl’adom na prvok a;; matice A je determinant matice, ktord
vznikne vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca matice A.

ay; Ai2 ... A1 .. Qin
az; Q22 ... Q25 ... Q2pn

Vypocet determinantu matice

e Determinant 2. stupiia

a;; ax2

= Q11 Q22 — Q12 Q21
az1 Q22

e Determinant 3. stupinia - Sarrusovo pravidlo
e Determinant n-tého stupiia, n > 4

1. rozvoj podl'a ¢-teho riadku
|A| = a1 A + @iz Az + .« .« + Qi A,y
2. rozvoj podl'a j-teho stipca
|A| = a1 A1j + azj Az; + ... + anj Anj,
kde A;; je algebraicky doplnok prvku a;;, pre ktory plati
Ajj = (—=1)"" Dy,

kde D;; je subdeterminant (minor) vzhl'adom na prvok a;; matice A



Vlastnosti determinantu matice

Definicia 10 Stvorcovd matica A sa nazyva reguldrna, ak |A| # 0.
Stvorcovd matica A sa nazyva singuldrna, ak |A| = 0.

o |AT] = |A]
e Ak matica A obsahuje nulovy riadok (stipec), tak | A| = 0.

e Ak v matici A vymenime dva riadky (stipce) navzdjom, tak sa zmeni znamienko
jej determinantu.

e Ak v matici A je jeden riadok (stipec) linedrnou kombindciou jej ostatnych ri-
adkov (stlpcov), tak |A| = 0.

e Ak pripocitame k niektorému riadku (stipcu) matice A nasobok iného riadku
(stlpca), determinant matice A sa nezmeni.

e Ak jeden riadok (stipec) matice A vyndsobime nenulovou konstantou k, tak

.....

Inverzna matica

Definicia 11 Nech A je reguldrna matica (tj. |A| # 0). Potom k matici A vZdy
existuje matica A=Y a nazyvame ju inverznd matica k matici A, pricom plati

A.A'=A"'.A=E,

kde E je jednotkovd matica.



Sposoby hP’adania matice

1. pomocou jednotkovej matice

(A|E) ~ ekvivalentné Gpravy ~ (E|A™")

2. pomocou adjungovanej matice

T
A]_]_ A12 Y A].TL
A_l . iadj A . i A21 A22 oo A2n
|A| |A
Anl An2 Ann

A;; - algebraicky doplnok prvku a;;, pre ktory plati
Ajj = (—=1)"" Dy,

kde D;; je subdeterminant (minor) vzhl’adom na prvok a;; matice A

Pojem sustava linearnych rovnic

Definicia 12 Sistavu

a1+ a2+ ... +ai, T, = by

a21 1+ azex2 + ...+ az, T, = b

Q1 T1 + Q2 T2 + ..o + QG T, = by

nazyvame siistava linedrnych algebraickych rovnic.

Cisla aq4, + « +, Gy nazyvame koeficienty sustavy, xy, . . ., T, nAZYvame nezndme a

b1, ..., by, nazyvame pravé strany rovnic.
Ststavu linedrnych rovnic

a1+ a2+ ... + a1 T, = by

a21 1+ a2 + ...+ az, T, = by

Am1 L1+ A2 T2 + « .« + A Ty, = by,

prepiSeme do maticového tvaru



apy Qa2 ... Qip 1 b,
a21 a29 ees QAop Lo b2

Am1 Am2 -+« Amn Ln bm

resp. AT = 3}

Sustava linearnych rovnic v maticovom tvare

Maticu
apn a2 ... Qip
a21 a29 eee Qopn
A=
Am1 Am2 ++«« Amn
nazyvame matica sustavy.
Maticu
a1 Q2 a, b
— az Qzz ... G2, by
A =
Am1 Am2 ««+ Amn bm

nazyvame rozsirend matica sustavy.

Frobeniova veta

Veta 1 (Frobeniova veta) Sistava

a1 +apx+ ... +ain T, = by
a21 T1 + a2 + ...+ a2, T, = by
A1 T1 + QG2 T2 + oo o + Qi T, = by,

md rieSenie prdve vtedy, ak h(A) = h(A).



V tom pripade
a) Ak h(A) = n, tak dand sistava md prdve jedno riesenie.

b) Ak h(A) < n, tak dand sistava md nekonecne vel'a riesent.

Pozn: Ak h(A) # h(A), tak dand stistava nem4 riesenie.

Gaussova eliminac¢na metoda

1. PrepiSeme sustavu linedrnych rovnic do tvaru roz§irenej matice.
aii aijz ... Qin bl
— asy aAs2 ... Qop b2
A=

Ami Gm2 -+ Qmn bm

2. Pomocou postupnych ekvivalentnych tprav tejto matice upravime maticu na tro-
juholnikovy, resp. lichobeZnikovy tvar.

3. Na zdklade Frobeniovej vety urobime zaver o pocte rieSeni danej ststavy.

4. Urcime rieSenie danej sustavy.

Cramerovo pravidlo pre n = 3

Majme danu sustavu linedrnych rovnic

a1 1 + a2 2 + a3 3 = by
Q21 T1 + Q22 T2 + a23 T3 = by

az1 1 + asz 2 + aszs T3 = bs

Oznac¢me
a;; aiz2 Qais b1 a2 ais
D = | az a3 as; ?é 0 D; = | by azx ass
a3y aszz2 0ass bs aszx ass
a1 b1 ais a;;r a2 by
Dy = | a2 by ass D3 = | az1 a2 b
az; by ass az; asz bs




Potom rieSenie danej sustavy je 7 = (1, T2, x3)7, kde

D, D, Ds
r=—, Tza = —, Tz = —

D’ D’ D
Veta 2 Nech je dand siistava n rovnic o n nezndmych. Nech D je determinant matice
A a D;, pre kazdé 1 = 1,2,...,n je determinant odvodeny z determinantu D tak,

Ze i-ty stlpec nahradime pravou stranou. Potom pre kaZdii i-tu zloZku rieSenia plati

r; =

D



