Limita a spojitost’ funkcie

Pojem limita funkcie

Definicia 1 Hovorime, Ze funkcia f(x) md v ¢isle a limitu b, ak ku kaZdému okoliu
O (b) bodu b existuje také prstencové okolie O3 (a) bodu a, Ze pre kazdé x € O3 (a)
plati, Ze vSetky funkcéné hodnoty f(x) € Oc(b).

Jednostranné limity funkcie

Definicia 2 Hovorime, Ze b je limitou sprava funkcie f v bode a, pricom piseme
lim f(x) = b, ak ku kaZdému okoliu O, (b) existuje okolie OF (a), Ze pre kaidé

r—at

x € Of (a) je f(z) € Oc(b).

Definicia 3 Hovorime, Ze b je limitou z['ava funkcie f v bode a, pricom piseme
lim f(x) = b prdve vtedy, ak ku kaZdému okoliu O(b) existuje okolie Oy (a),

r—a—

Ze pre kazdé x € Oy (a) je f(x) € O(b).

Zakladné vety o limitach funkcie

Veta 1 Funkcia f(x) mdv ¢isle a limitu prdve vtedy, ked’ lim+ f(z) = lim f(x).
r—a~—

r—ra

Veta 2 Ak lim f(x) = by a lim f(x) = ba, potom by = bs.
rz—a r—a



Pozn.: Nech lim f(x) = b. Potom
r—ra

e ak b € R, hovorime, Ze ide o vlastna limitu

e ak b € {+oo}, hovorime, Ze ide o nevlastnd limitu

Vlastné limity funkcie

Veta 3 Nech li_r)n f(x) =b€eRa li_r)n g(x) = ¢ € R. Potom plati
1. tim £ @) = [0
2. li_r)n [f(x) £g(x)]=b=xc
3. nechk € R, k # 0, potom lim [k. f(x)] = k. b
r—ra
4. lim [f(x).g(x)] =b.c
r—ra

f(z) b
5. ak llm g(a:) # 0, potom lim ——~ = —

6. ak lim f(x) = 0 a g je ohranicend funkcia, potom lim f(x)g(x) = 0.

Nevlastné limity funkcie

Vetad | Ak li_r)n f(x) = £oo, tak li_r)n [—f(x)] = Foo.
2. Ak li_r)n f(x) = *oo, tak li_r)n |f(x)| = o0
3. Ak li_I)l’l f(x) =0c0a li_r}n g(x) # —oo, tak li_r)n [f(z) + g(x)] = c©

. . _ s 1
4. AkVw je f(z) > 0alim f(z) = 0, 1ak lim o5 = oo.

. : _ im -l — —
5. AkVa je f(x) < 0alim f(x) = 0, tak lim zo+ = —oo.

6. Ak il_l’)rcll |f(x)| = oo, tak }:1_r)rcll 7 = O



Nerovnosti pre limity funkcie

Veta 5 Nech existuje Og(a) také, Ze Vx € Of(a) plati h(x) < f(x) < g(x).
Potom

1. ak lim f(x) = by a lim g(x) = bs, potom by < by
r—a r—a
2. ak lim f(x) = oo, tak lim g(x) = oo

3. ak algl_)rré h(x) = gl;_}rr;g(a:) = b, tak algl_)n; f(x)="»

Pojem spojitost’ funkcie v bode

Definicia 4 Nech funkcia f je definovand na okoli bodu a. Hovorime, Ze funkcia f
je spojitd v bode a, ak lim f(x) = f(a).
r—ra

Definicia 5 Nech funkcia f je definovand na okoli bodu a. Hovorime, Ze funkcia f
je spojitd v bode a sprava, ak lim+ f(x) = f(a).
r—ra

Definicia 6 Nech funkcia f je definovand na okoli bodu a. Hovorime, Ze funkcia f
je spojitd v bode a zl'ava, ak lim f(x) = f(a).
r—ra—

Pojem spojitost’ funkcie

Definicia 7 Funkcia f je spojitd, ak je spojitd v kaZdom bode definicného oboru.

Definicia 8 Hovorime, Ze funkcia f je spojitd na otvorenom intervale (a,b), ak je
spojitd v kaZdom bode tohto intervalu.

Definicia 9 Hovorime, Ze funkcia f je spojitd na uzavretom intervale {a,b), ak je
spojitd v kaZdom bode intervalu (a, b) a naviac je spojitd v bode a sprava a spojitd v
bode b zl'ava.



Body nespojitosti funkcie

Definicia 10 Body, v ktorych nie je funkcia spojitd, nazyvame body nespojitosti funkcie.

Body nespojitosti mdoZeme zatriedit’ do dvoch skupin:

1. - ak existuju konecné jednostranné limity lim+ f(x),
r—ra
lim f(x)
r—a—
2. - ak aspon jedna z jednostrannych limit lim+ f(x),
r—ra

lim f(x) neexistuje alebo je nevlastnd
r—a—

Definicia 11 Funkcia f sa nazyva po castiach spojitd na intervale {a,b), ak md
konecny pocet bodov nespojitosti 1. druhu.

Spojitost’ funkcie

Veta 6 Nech funkcie f, g si spojité v bode a. Nech c€ R. Potom v bode a sii spojité
aj funkcie f & g, c. f, f. g, | f| a ak g(a) # 0 je spojitd v bode a aj funkcia 5.

Veta 7 Nech funkcia g je spojitd v bode a, funkcia f je spojitd v bode g(a). Potom
funkcia f (g(x)) je spojitd v bode a.

Veta 8 KaZdd elementdrna funkcia je spojitd.

Vlastnosti spojitych funkcii na intervale

Veta 9 Nech funkcia f : {(a,b) — R je spojitd. Potom
o f nadobiida minimum aj maximum,

e f nadobiida aj kazdi hodnotu medzi minimom a maximom.

Veta 10 (Bolzanova veta) Nech funkcia f : {(a,b) — R je spojitd na intervale
(a, b) a naviac nech f(a). f(b) < 0. Potom existuje bod ¢ € (a,Db) taky, Ze
fle)=0.



