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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy

Systémy

Q spojité
e stavy sa menia spojite v zavislosti na Case
e vystupy v tvare spojitej funkcie

x = x(t) t spojitd premenna Casu

@ diskrétne (DDS)

e stavy sa menia diskrétne, t.j. z "pripadu"na "pripad"
e vystupy v tvare diskrétnej funkcie

x = x(r) r diskrétna premenna udalosti (pripadu)
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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy v praxi - priklady

Priklady DDS
@ dopravné systémy

@ signalne sustavy

@ vyrobné procesy
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Diskrétne dynamické systémy

Modelovy systém - vyrobna linka - popis

Popis systému:

Vyrobna linka pozostava z viacerych strojov, ktorych praca je
navzajom ovplyvnena. Okrem poctu strojov je preto systém uréeny
dvoma druhmi parametrov. V prvom rade je pre kazdy stroj dana
Casova hodnota, kedy zaéne pracovat. Druha skupina parametrov
udava, kol'ko a &i vébec musia jednotlivé stroje ¢akat na seba,
pokym zaéna dalsi pracovny akon.
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Diskrétne dynamické systémy

Modelovy systém - vyrobna linka - ilustracia

@ 3 c praca pre 1. stroj
4 @ 1. stroj pracuje 3 jednotky
Casu, t.j. Caka "na seba"3j
@ casu
@ 2. stroj 4j Casu
8

@ 4. stroj 8j Casu

xi(r) Cas, kedy najskoér moze na-

stat r-ta udalost na j-tom stroji,

t.j. dokoncenie r-tého pracovného
r+1 Gkonu

x1(r +1) = max{x1(r) + 3, x2(r) + 4, xa(r) + 8}
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Diskrétne dynamické systémy

Diskrétne dynamické systémy - ciel

Ciel':

o formalizovat zapis [ubovolného DDS pomocou vektorov a
matic

@ definovat "vhodni algebru", v ktorej klasické operacie
nasobenia a s¢itania budi nahradené operaciou scitania a
maxima, ale operacie s vektormi a maticami budi formalne
definované, ako v klasickej algebre
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Diskrétne dynamické systémy

Formalizacia zapisu - predstavenie prvku e

x1(r +1) = max{xy(r) + 3, xo(r) + 4, xa(r) + 8}
formalne

x1(r+1) = max{xy(r) + a11, x2(r) + a1z, xa(r) + a1a}

max{x1(r) + a11, x2(r) + a12, x3(r) + a13, xa(r) + a1a} =
nech a;3 = —oc0 —

= max{xi(r) + a1, x2(r) + a1z, x3(r) + (—o0), xa(r) + a1a} =
= max{xl(r)—l—all, X2(r)—|-312, —00, X4(r)+al4} =
= max{xi(r) + a1, x2(r) + a1z, xa(r) + a1a} =

= Xl(l’—l— 1)

Zapis: —o00 = ¢
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka

Rekurzivny popis systému pozostavajici z n strojov v klasicke;j
algebre:

xi(r+ 1) = max{xi(r) + aj1, x2(r) + a2, ..., xa(r) + ain}

Rekurzivny popis systému pozostavajici z n strojov v max-plus
algebre:

xi(r+1)=an®xi(r) @ a2 ®@x(r)®...® an @ xu(r)
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Diskrétne dynamické systémy

Formalizacia zapisu - modelovy systém so 4 strojmi

x1(r+1) = max{xi(r) + a11, x(r) + a12, x3(r) + a13, xa(r) + a1}
xo(r+1) = max{xi(r) + az1, x2(r) + a2, x3(r) + azz, xa(r) + aza}
X3(r -+ 1) = max{xl(r) + asi, X2(I’) + asy, X3(r) + ass, X4(I’) S 334}

xa(r+1) = max{xy(r) + as1, x2(r) + as2, x3(r) + as3, xa(r) + ass}
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Diskrétne dynamické systémy

Formalizacia zapisu - matica prechodu modelového systému

Maticou prechodu diskrétneho dynamického systému s n strojmi
nazyvame Stvorcov maticu A = (a;;) € R*(n, n) radu n, v ktorej

kazdy prvok ajj, pre i,j = 1,2,...,n, reprezentuje velkost vplyvu
J-tého stroja na i-ty stroj, ak aj; je konecné, alebo nafi nema vplyv,
ak aj = e.

Pre modelovy systém (predstaveny Ciastocne na zaciatku) mézeme
zobrat napriklad maticu

o BN W
w o 61 &
O W iN M
[o) I~ O @)
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka

Popis systému pozostavajuci zo 4 strojov v max-plus algebre:

xi(r+1) = an®xi(r) ® an ®x(r)® a3 ® x3(r) ® au @ xa(r)
X2(f—|—1) = 321®x1(r)@a22®x2(r @823®X3(r)@ 824®X4(r)
X3(r—|-1) = a31®x1(r)69332®x2(r @333®X3(r)@ 334®X4(r)
xa(r+1) = an ®@x1(r) ® asn @ x2(r) ® asz @ x3(r) ® asq ® xa(r)
Maticovy zapis: x(r +1) = A® x(r)
x1(r+1) ajl alx a1z a4 x1(r)
x(r+1) | _ | an ax» a3 ax xo(r)
X
x3(r +1) a1 asp a3z au x3(r)
xa(r+1) as1 a4 a43 A x4(r)
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad 1

Priklad:

Majme vyrobnu linku pozostavajicu zo 4 strojov. Nech A je matica
prechodu daného DDS

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
= 4 6 3 4
e 3 0 6

Predpokladajme, ze vyrobny proces zac¢ne na vietkych strojoch v
case nula. Kedy skoncia jednotlivé stroje

a) prvy vyrobny cyklus,
b) druhy vyrobny cyklus.
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad 2

Priklad:

Majme vyrobnu linku pozostavajicu zo 4 strojov. Nech A je matica
prechodu daného DDS

M BN W
w o 01 b~
O W N M

S B~ M 0

Predpokladajme, ze vyrobny proces zacne na jednotlivych strojoch
v Case danom vektorom t = (2, 3,4, 1). Kedy skoncia jednotlivé
stroje

a) prvy vyrobny cyklus,
b) druhy vyrobny cyklus.
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad 3

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov. Nech A je matica
prechodu daného DDS

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
aEs 4 6 3 4
e 3 0 6

Predpokladajme, ze vyrobny proces zacne na vietkych strojoch v
Case nula. Po prvom vyrobnom cykle doslo k zdrzaniu 10 ¢asovych
jednotiek v désledku vypadku elektrickej energie. Vypocitajme, kedy
najskor moéze skoncit dvoj etapovy projekt.
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Diskrétne dynamické systémy

Vlastnosti ndsobenia matic

Nech A, B a C st matice vhodnych rozmerov nad R*. Plati

AR(B®C) = (A®B)® C  asociativnost ®

AR(B&C) = AB®A® C distributivnost ®
vzhladom na @

a®(A®B) = A®(a® B)

Poznamka:

Horeuvedené vztahy platia aj pre stlpcové vektory (matice s jednym
stlpcom). Posledna rovnost méze mat v takom pripade pre
ubovolni maticu A a vektor x podobu

a® (AR x)=AR (a® x).
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka

Aplikacia:
Uvazujme vyrobny proces, v ktorom doslo k vypadku pradu pocas
r-tého pracovného tkonu. Nech dlzka trvania vypadku bola 6. Ak
xi(r) predstavoval ¢as dokoncenia r-tého pracovného tkonu na
i-tom stroji, tak to znamena, Ze tato hodnota sa zvysi o § pre
kazdy stroj. Novy cas dokoncenia r-tého pracovného tkonu bude
reprezentovany vektorom
xi(r)+4
| =sex
Xn(r) + 6
Co znamens, ze (r + 1)-vy pracovny tkon (a teda kazdy dalsi)
bude ukonéeny s posunom o §
X(r+1)=A20®x(r) =02 (A®x(r)) =06 @ x(r + 1).
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Priklad:

Majme vyrobni linku pozostavajicu zo 4 strojov, ktord sme
predstavili v predoslych prikladoch. Nech A je matica prechodu

daného DDS
3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
ah 4 6 3 4
e 3 0 6

Predpokladajme, ze vyrobny proces zacne na vietkych strojoch v
Case nula. Kedy skoncia jednotlivé stroje pracu na projekte, ak
projekt pozostava z 5 pracovnych tkonov?
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Diskrétne dynamické systémy

Aplikacia - vyrobna linka - Priklad

Riesenie: Pri prvom pracovnom akone nie je dany stroj ovplyvneny
ziadnym inym = x(1) pozostava z diagonalnych prvkov matice A:

Xl(l) 3
x2(1) 5
W=l | 7| 3
X4(1) 6
Kedze x(r +1) = A® x(r) =
x(2) = A® x(1)
x(3) = A® x(2)
x(4) = A® x(3)
x(5) = A® x(4)

= x(5) = A* ® x(1)



Max-plus algebra
00000000000000000e

Diskrétne dynamické systémy

- Priklad

Aplikacia - vyrobna linka

A2

A% = (A2)?

x(5)=A* ® x(1)
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Vzostupny stavovy orbit

Vzostupny stavovy orbit

Majme DDS so zaciatoénym stavom danym vektorom x € R*(n) a
maticou prechodu A € R*(n, n). Postupnost stavov x(1) = x,
x(2)=A®x, x3)=A’®x, .., x(p+1) = AP ® x pre p € N*
nazyvame (p + 1)-stavovy vzostupny orbit zalozeny na vektore x.

Pre modelovy systém z predchadzajiceho prikladu 5-stavovy
vzostupny orbit ma tvar:

x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

3 14 20 26 32
5 10 16 22 28
317 11 )7 18 || 24 |’ 30
6 12 18 24 30
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Vzostupny stavovy orbit

Vypoctova zlozitost stavového orbitu

(p+ 1) - stavovy orbit pre DDS s n strojmi sa da vypoditat s
vypoctovou zlozitostou O(pn?).

D:
xi(J) n operacii
x(J) n? operacii
x(2), x(3), ..., x(p+1)  px n? operacii
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Konecnost

Konecné prvky matice

Nech m, n € N. Mnozinu vietkych matic typu m x n, v ktorych
ziadny riadok ani ziadny stlpec nepozostava vyluéne z prvkov ¢,
budeme oznacovat F(m, n) C R*(m, n).

Poznamka: F(m, 1) reprezentuje mnozinu vsetkych konecnych
vektorov.

Nech A€ F(m,r), B € F(r,n). Potom A® B= C € F(m,n).

D:
vj 3k 3, bkj>5 N aj > €
®
:>C,'J'ZZ a,-,®b/j23,-k®bkj>5
!
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Konecnost

Rastaci DDS

DDS s postupnostou stavovych vektorov x(1), x(2), ... nazyvame
rastacim, ak pre i =1, 2, ..., n je

xi(r+1)>xi(r) pre r=1,2,....

Poznamka: Systémy, ktorymi sa zaoberame, maji nezavisle na
volbe zaciatoéného vektora tato vlastnost.
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Konecnost

Rastiici DDS - postacujiica podmienka

Nech A € R*(n,n) s a; >0, pre i =1,2, ..., n. Potom plati
Q@ Ac F(n,n),
@ DDS s maticou prechodu A je rastici.

D:

© definicia F(n,n)
© o
x,-(r I 1) = Z ajl ®X/(r) > aji ®X,'(r) > x,-(r)
/
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Konecnost

Rastiici DDS a diagonalne prvky matice prechodu

Dosledok
Nech A€ R*(n,n) s a; >0,prei=1,2, ..., n. Potompre r >1
plati

X,'(I’ aF 1) > af,- ® X,'(l).

xi(r+1) ai ® xi(r) > a; ® (a; @ x;(r — 1)) = a2 @ x;(r — 1) >

>
>ai®x(r—2)>... 2 a; ®x(1)
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Konecnost

llustracia - Priklad

Priklad:

Majme vyrobnu linku pozostavajicu zo 4 strojov z predoslych
prikladov s maticou prechodu

3 4 ¢ 8
2 5 2 ¢
L= 4 6 3 4
e 3 0 6

a 5-stavovy vzostupny orbit zodpovedajici spusteniu v ¢ase nula:

x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

3 14 20 26 32
5 10 16 22 28
317 11 |’ 18 || 24 |’| 30
6 12 18 24 30
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Dakujem za pozornost.
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