Sustavy linearnych algebrickych rovnic

Definicia 1 Sustavu rovnic

a1+ aip Tot - +a, T, = by,
a1 T1 + Qg2 To+ -+ +ag, Ty, = by, (1)
Am1 L1+ Qa2 Lo+ -+ +QAmp T, = bm

nazgvame sustava m linedrnych algebr[ajickjch rovnic o n nezndmych (SLAR). Cisla
a11, 12, - .-, Gmn nazyvame koeficienty sustavy; xy, xs, ..., T, Su nezndme a by, by, ...,
by, st absolitne éleny (pravd strana). Maticu (tabulku), utvoreni z koeficientov

aj; a2 ... Qip
921 929 R (0579

A=| 7 7 . (2)
Am1 Am2 ... Qmn

nazjvame maticou sdstavy. Ak k nej priddme stlpec, utvoreny z pravej strany, dostaneme
maticu

a1 aip ... Q1np b1
921 29 ... Qo bg
A — : (3)
Gm1 Qm2 oo Qpmp by
ktori nazijvame rozsirenou maticou sustavy. [ |
Definicia 2 Zdpis
a1 a1 ... A1p b1
a1 G2 ... Qg | by
(4)
o P s I
budeme nazyvat maticovy tvar sustavy linedrnych algebrickych rovnic. |

Poznamka 1 Maticovy tvar ststavy rovnic sa hodi, napriklad, pri ru¢nom rieseni SLAR. V po-
rovnan{ s tvarom (|1) sme vynechali nezndme z;, znamienka + a znamienka = sme nahradili
zvislou ¢iarou, ktora oddeluje pravi stranu stustavy od matice stustavy. Pritom si uvedomujeme,
7e jednotlivé stipce matice ststavy prirodzene odpovedaji nezndmym 1, s, . .., Zn.

Usporiadané n-tice, resp. m-tice ¢isel, nazyvané tiez aritmetické vektory, sa daju zapisat do
stlpcov (stlpcovych matic)

1 by
z—| 2|, b= bf (5)
Tn b,'n
alebo do riadkov, pricom piseme :
w1, 20, ] =&, B =[r1,.,xn", [bibao bl =B, b=[b,... by (6)



Poznamka 2 V tedrii matic, ktorej sa budeme venovat v predmete Matematika 1, sa rozlisuja
dva rbozne zapisy tej istej usporiadanej n-tice ¢isel. Pouziva sa pritom operacia transponova-
nia stipcov, resp. riadkov, ktord zo stlpca, reprezentujiceho usporiadant n-ticu vytvori riadok
reprezentujuci tu istu n-ticu, resp. z riadku vytvori stlpec. V predchédzajicom riadku repre-
zentuje znacka T prave opericiu transponovania.

SLAR je mozné zapisat v maticovom tvare dvomi roznymi sposobmi: bud vo vyssie
uvedenom tvare ({]) — {A | b] — alebo v tvare vyuzivajicom stéin matic, ktorému sa nebudeme

venovat — A-T =b.

Definicia 3 KaZdu usporiadani n-ticu cisel aq, oo, ..., oy, pre ktord platia rovnosti
ajp oy + ajp gt - Fay, o, = by,
a1 Q1 + Qg Qg+ -+ +dp = by, (7)
Am1 O F Qo Qo+ -+ F Ay Oy = bma
budeme nazyvat rieSenie sustavy [ |

Definicia 4 MnozZinu vsetkych rieseni SLAR budeme nazyvat vSeobecnym rieSenim
SLAR. u

Poznamka 3 Privlastok ,vSeobecny® sa casto vynechéva a to isté slovo sa pouziva pre jed-
notlivé rieSenia SLAR aj pre mnozinu vSetkych rieseni SLAR.

Uvedme teraz priklad troch roznych SLAR s tromi neznamymi a prediskutujme urcéenie ich
vseobecnych rieseni.

Priklad 1 Riesme ststavy

21’1—21’2+4l’3=—4 2 =2 4|4
3z = -3 & 0 0 3|-3 (8)

Ozs = 9 (0 00| 9

21’1-21’2+4[E3:—4 _2 -2 4 —4_
22y 4323 = -3 & 0 —2 3|-3 (9)

315 = 9 (0 0 3| 9

221 — 229 +4w3 = —4 (2 =2 4| —4]
dry = —3 & 0 0 3|-3 (10)

Oz = O (0 00| 0]

Riesenie. Najprv si vSimnime, ze ststavy sa dost podobaji, pricom druha sustava @ sa od
prvej SLAR lisi len v dvoch koeficientoch a tretia SLAR sa od prvej lisi dokonca len jednym
koeficientom.

Venujme sa najprv SLAR . Tretia rovnica nadobuda tvar 0 = 3, ¢o zrejme nie je pravda.
Preto pre ziadnu usporiadanu trojicu ¢isel x1, xo, x3 stistava nema riesenie. VSeobecnym
riesenim tejto sustavy je teda prazdna mnozina. V zapise tretej rovnice sme mohli vynechat
symbol x3.



Pri rieseni SLAR @ budeme postupovat ,zdola — hore“ z pohladu riadkov, respektive
zprava — dolava® z pohladu stlpcov. Uvedeny postup sa tiez zvykne nazjvat spitna substi-
tacia. Z tretej rovnice 3x3 = 9 po vydeleni ¢islom 3 zistujeme, ze x3 = 3. Znamu hodnotu x3
dosadime do druhej rovnice a dostavame

Zname hodnoty x5 a x3 dosadime do prvej rovnice a dostavame

Vzhladom na to, Ze jednotlivé kroky boli jednoznacné, ststava rovnic ma jediné riesenie
Ty = —2, x5 = 6 a 3 = 3. Zapisujeme to tiez takto: [xq; xo; 23] = [-2;6;3].

Aj pri rieseni SLAR budeme postupovat ,zdola — hore“. Tretia rovnica 0 = 0 zrejme
plati pre lubovolné hodnoty neznamych xy, x5 a x3 a z hladiska rieSenia by sme ju mohli zo
sustavy aj vyskrtnit. Z druhej rovnice dostavame, ze x3 = —1. Po dosadeni znamej hodnoty
x3 do prvej rovnice dostavame

211 —2x5+4-(—1) = —4 & 201 =222 =0 < Ty = L.

Poslednti rovnost mézeme chapat tak, ze neznama x, je vyjadrena pomocou neznamej xo, ale
aj naopak, Ze nezndma x, je vyjadrenda pomocou neznamej x;. Ak by sme poznali alebo zadali
hodnotu jednej z dvoch neznamych x; alebo x5, hodnota druhej by uz bola uréena jednoznacne.
V takejto situacii hovorime, ze ,volime parameter®. Zvolme, napriklad, zo = t, kde para-
meter t moze nadobudat Tubovolni hodnotu. Potom bude aj z; = t. Toto vSeobecné riesenie
SLAR mozeme zapisat v tvare [x1;z9; 23] = [t;t; —1] = [0;0; —1] + ¢ - [1;1;0], t € R, ¢o je pa-
rametrickd rovnica priamky v trojrozmernom priestore. Je zrejmé, ze v tomto pripade SLAR
ma nekonecne vela rieSeni — kazdej hodnote parametra ¢ odpoveda v tomto pripade prave
jedno riesenie. Vsetky riesenia pritom lezia na jednej priamke. U

Poznamka 4 Plati, ze v pripade lubovolnej SLAR nastava jeden z pripadov, ktoré nastali pri
rieseni Prikladu [l — stistava linearnych algebrickych rovnic bud nema Ziadne rieSenie
alebo ma prave jedno riesenie alebo ma nekonecne vela rieseni. Nemoze teda mat,
napriklad, prave 7 rieSeni.

Sustavy — sa nam podarilo relativne jednoducho vyriesit preto, lebo majui Speci-
ficky tvar. Ich matice obsahuju dost vela nulovych koeficientov, ktoré st navyse umiestnené na
spotrebnych“ pozicidch. Teraz upresnime, zo mame na mysli.

Definicia 5 Koeficient matice M budeme nazyvat vedici prvok riadku matice, ak je ne-
nulovy a ak vsetky ostatné koeficienty v tom istom riadku nalavo od neho si nulové. [ |

Poznamka 5 Veduci prvok riadku matice je teda prvy nenulovy prvkov riadku zlava.
Nulovy riadok nema veduci prvok.

Definicia 6 Budeme hovorit, Ze matica M md stupniovity tvar matice prave vtedy, ak:

1. Ziadne dva vedice prvky riadkov nie si nad sebou,
2. pri usporiadani riadkov zhora dole su vedice prvky riadkov usporiadané zlava doprava,

3. nulové riadky su umiestnené dole.



Poznamka 6 Ak si vSimneme matice a rozsirené matice sustav (8) — (10) uvidime, ze kazdd
z nich mé stupnovity tvar. Nuly v Tavom dolnom rohu st usporiadané ako schodiky (tvar by
sa teda mohol nazyvat aj schodovity). Specidlny pripad stupiiovitého tvaru je trojuholnikovy
tvar Stvorcovej matice, v ktorom su vSetky prvky pod (alebo nad) hlavnou diagondlou nulové.
Také st matice ststav vSetkych sustav () — (10).

Definicia 7 Mazimdlny pocet linedarne nezavislych riadkov matice M sa nazijva hodnost ma-
tice M. Budeme ju uznacovat h(M). |

Pojmu linedrnej [ne|zavislosti vektorov sa budeme venovat v predmete Matematika 1. Teraz
sa zaobideme bez jeho zadefinovania. Da sa dokazat veta o tom, ze maximélny pocet linearne
nezavislych riadkov matice sa rovnd jej maximalnemu poctu linedrne nezavislych stipcov. Bez
dokazu uvedieme nasledujicu vetu.

Veta 1 Hodnost stupriovitej matice sa rovnd poctu jej vedicich prvkov riadkowv, t.j.
poctu jej nenulovych riadkov. <

Dalej, tiez bez dokazu, uvedieme zékladnt vetu, ktord pojedndva veobecnom rieseni SLAR.
Dokaz uvedieme pri vyklade tedrie predmetu Matematika 1.

Veta 2 (Frobeniova veta). Sistava md riesenie prave vtedy, ak h(A) = h(A"). V tom
pripade:

a) Ak h(A) = n, tak siustava md prdve jedno riesenie.

b) Ak h(A) < n, tak sustava ma nekonecne vela riesent, pricom existuje p =n — h(A)
nezndamych, ktoré mozeme lubovolne zvolit. <

Priklad 2 Postidme rieSitelnost SLAR (8] — na zdklade Frobeniovej vety.

Riesenie. Ako sme uz spomenuli v Pozndmke [0, vSetky matice sustavy ale aj rozsirené ma-
tice sustavy uvazovanych SLAR maju stupnovity tvar, preto sa ich hodnosti rovnaju poctu
nenulovych riadkov. To nam umoznuje pouzit Frobeniovu vetu bez dalsich vypoctov:

Ststava (8): 2 = h(A) # h(A') = 3, a preto ststava nem4 rieSenie.

Ststava (9): 3 = h(A) = h(A') = 3 =n, a preto sustava mé préve jedno riesenie.

Ststava (10): 2 = h(A) = h(A') = 2, a preto ststava md nekonecne vela rieSeni, pricom
volime p =n — h(A) = 3 — 2 = 1 parameter. O

7 doteraz uvedeného vyplyva, ze ak ma SLAR maticovy zapis so stupnovitymi maticami, na
zaklade Frobeniovej vety mdzeme lahko rozhodniit o pocte jej rieseni a taktiez vykonat riesenie
pomocou spatnych substiticii s pripadnou volbou parametrov. V dalSom sa budeme venovat
upravam, ktoré poévodni SLAR s nestupnovitym maticovym tvarom postupne pretransformuji
na novu sustavu s tou istou mnozinou rieseni so stupnovitym tvarom.

Definicia 8 Majme dve siustavy linearnych rovnic s rovnakym poctom nezndmych. Oznacme ich
S1 a Sy. Sustavy S a Sy nazyvame ekvivalentnymsi, prdve vtedy, ked kaZdé riesenie siustavy
S1 je riesenim sustavy Ss a kaZdé riesenie siustavy Sy je riesenim sustavy Si. Fkvivalentnost
sustav S a Sy oznacime Sy ~ Ss. |



Definicia 9 Nasledujice upravy nazgyvame ekvivalentnymi Gpravami SLAR:
1. Zmena poradie rovnic v siustave.
2. Vynasobenie jednej z rovnic sustavy cislom ¢ # 0.

3. Pripocitanie k jednej rovnici sustavy lubovolnej linedrnej kombindcie ostatnych rovnic
sustavy.

4. Pridanie k sistave rovnice (alebo vynechanie zo siustavy rovnice), ktord je linedrnou kom-
bindciou ostatnych rovnic tejto sustavy.

Uvazujme teraz matice, napriklad rozsireni maticu SLAR.

Definicia 10 Nasledujice upravy nazyvame riadkové ekvivalentné apravy matice
1. Zmena poradia riadkov matice.
2. Vynasobenie jedného riadku matice cislom ¢ # 0.

3. Pripocitanie k jednému riadku matice lubovolnej linedrnej kombindcie ostatnych riadkov
matice.

4. Pridanie k matici riadku (alebo vyskrtnutie z matice riadku), ktory je linedrnou kombind-
ciou ostatnych riadkov matice.

Zmova bez dokazu uvedme nasledujicu vetu.

Veta 3 Ak so sistavou S; uskutocnime niektori z ekvivalentnych uprav SLAR, dostaneme su-
stavu Sy, ktord je ekvivalentnd so sustavou Si. |

Maticovy analég Vety [3] bude:

Veta 4 Ak s rozsirenou maticou sustavy Sy uskutocnime niektord z riadkovych ekvivalentnijch
uprav matice, dostaneme rozsirenu maticu sustavy Sy, pricom sustava Sy je ekvivalentnd so
sustavou Sy. <

Poznamka 7 Na zaklade Vety |4) mézeme namiesto ekvivalentnych tprav sistav rovnic upra-
vovat rozsireni maticu sustavy, ¢o vyuzijeme pri rieseni prikladov. Pri pouziti ekvivalentnych
riadkovych tprav matice sa hodnost matice nemeni.

Gaussova eliminac¢na metdéda riesenia sustavy linearnych rovnic

Nizsie uvedieme metodu riesenia sustav linedarnych algebrickych sistav, ktora sa nazyva Gaus-
sova elimina¢na metéda (GEM). Jej princip spoc¢iva v postupnom pouziti riadkovych ekviva-
lentnych dprav rozsirenych matic ststav s cielom ziskania stupnovitej rozsirenej matice
sustavy. Zjednodusene sa dé povedat, Ze sa snazime vytvorit nulové prvky pod hlavnou
diagonalou najprv v 1. stipci matice, potom v druhom atd. Iny ciel, ktory ndm umoziiuje
rozhodovat o rieseni SLAR, je ziskanie rozsirenej matice sistavy, v ktorej ziadne dva
veduce prvky riadku sa nenachidzaji nad sebou. Z takej matice v pripade potreby
ziskame stupriovity tvar jednoduchou vymenou riadku (vid algoritmus na strane 10).

b}



Je rozdiel, ¢i rieSime pomocou GEM stistavu na pocitaci alebo rucne. Pri ru¢nom vypocte sa
pri eliminacii snazime vyhnat vytvaraniu zlomkov, pripadne nasobeniu velkymi ¢islami. Tieto
,problémy*“ si pri numerickom vypocte na pocitaci nezaujimavé. Napriek tomu existujia rozne
implementacie GEM, napr. Gaussova-Jordanova metdda, Gaussova-Doolittleova metéda, GEM
s vyberom hlavného prvku (po celej matici alebo v aktudlnom stipci.

Predtym, ako uvedieme mozny algoritmus pouzitia GEM, ktory vedie na stupnovity
tvar, uvedieme niekolko prikladov.

Priklad 3 RieSme stustavu
T +2£L’2+5ZE3 = -9

r1 — I2+3$3: 2
31’1—61’2— T3 = 25

Riesenie. Na zédklade poznamky [7] zostrojime rozsireni maticu stustavy a ti budeme upravovat.
Na pravej strane riadku, s ktorym uskutocnujeme tpravu, vyznacime, aky nasobok iného riadku
k nemu pripocitame:

12 5(-9 1 2 51 —9 12 5(-9
1 -1 3| 2|-1-Ry ~|0 =3 =211 ~ 0 -3 =2 11
3 =6 —1| 25 |-3-4 0 -12 —-16| 52 |-4-R, |0 0 —8| 8

Na zéklade Frobeniovej vety mame 3 = h(A) = h(A’) = 3 = n, a preto mé ststava prave
jedno riesenie. Poslednej matici priradime stustavu, ktora je ekvivalentna so ststavou v zadani
prikladu.
T —|—2ZL’2+5CL’3 = -9
-3 To — 2 T3 = 11
—8 T3 — 8

Vykoname spéatny chod. Jej rieSenim st z3 = —1, 9 = —3, 1 = 2, a preto rieSenim poévodnej
ststavy je vektor [2, —3, —1]T. O

Poznamka 8 Ked pridavame k urcitému riadku nejaky nasobok iného riadku, obycajne to
nerobime tak, ze najprv uré¢ime nésobok celého riadku a néasledne ho pripocitame k danému
riadku, ale postupne vykonavame operaciu ,krat-plus® s jednotlivymi prvkami riadkov, pricom
vysledok zapisujeme do nového riadku. Napriklad v prvok kroku sme ku 3. riadku pripoc¢itavali
(—3)-nasobok 1. riadku. Postupne sme vykonali 4 operacie ,krat-plus®:

—3-14+3=0, -3-2—-6=0, —3-5—1=—-16, —3-(—9) + 25 = 52.
Takto vzikli prvky nového 3. riadku.

Priklad 4 RieSme stustavu

21’1—31’2—{—41'3— Ty = 1
2$1—3$2+2[L’3+ 3274: 2
233'1 —3$2+2$3— 11{E4 = —4

Riesenie. Upravujeme rozsireni maticu

2 -3 4 -1 1 2 -3 4 -1 1 2 -3 4 -1 1
2 -3 2 3] 2 |-1-Ri~| 0 0 -2 4 1 ~ 10 0 =2 4 1
2 -3 2 -11|-4|-1-1 0O 0 -2 -10|-5|-1-R, |0 O O —14|-6

6



Na zaklade Frobeniovej vety mame 3 = h(A) = h(A’) = 3 # n = 4, a preto ma sustava prave
nekonecne vela rieseni. Pocet volenych parametrov bude p = n — h(A) = 4 — 3 = 1. NapiSeme

sustavu:
21’1—31’2+4I3—ZE4:1

—2{L‘3+4ZE4 = 1,
14.174 =6

z ktorej po spatnych substiticiach dostavame x4, = 3/7, x3 = 5/14, x5 = 2/3x1, x1 je lubovolné
redlne &fslo. Preto kazdy vektor [t,2/3t,5/14,3/7]F, kde t € R, je rieSenfm povodnej ststavy.
[

Priklad 5 Riesme ststavu linearnych algebraickych rovnic nad R

2£L'1 + 2I2 — T3 + Ty = 4
4y + 329 — 23 + 224 = 6
833'1 + 5$2 — 31’3 + 4.]]4 = 12
3$1 + 31‘2 — 2I3 + 21’4 = 6

Riesenie. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav upravime maticu ststavy rozsirenu o stlpec
pravych stran (rozsirent maticu sustavy) na stupnovity tvar.

2 2 -1 1| 471-R, 1 -1 1 —1]-2
AlB] = 43 -1 2| 6 4 3 -1 2| 6 |+4R
8 5 —3 412 8 5 -3 4|12 |48R,
33 -2 2| 6 3 3 -2 2| 6]+3R
1 -1 1 —1]-2 1 -1 1 —1]-2
0 -1 3 —2|-2 0 -1 3 —2|-2
Tl 0 =35 —4|—-4|-3R, | 0 0 —4 2| 2|7
0 01 —1| 0 0 0 1 —1| o0ls
1 -1 1 —1] -2 1 -1 1 —1]|-2
0 -1 3 —2|-2 0 -1 3 —2|-2
1 0 o0 1 —-1] 0 1 0 01 —=1] 0
0 0 —4 2| 2 |+4R, 0 00 —2| 2

Kedze 4 = h(A) = h(A’) = 4 = n, ststava ma prave jedno rieSenie. Vykoname spétné substi-
tucie. Z poslednej rovnice vypocitame hodnotu z, = —1. Postupnym dosadzovanim do pred-
chadzajucich rovnic dostaneme hodnoty ostatnych neznamych.

-1 — X3 + T3 — T4 = —2
— 9 + 3x3 — 224 = —2
r3 — x4 = 0

— 2x4 = 2 = x4 =—1.

Z tretej rovnice dostavame:
rx3—ry=w3—(—1)=23+1=0 = x3=-1
7, druhej rovnice dostavame:
—To+3w3—2x4=—22+3-(-1)=2-(=1)=—29—1=-2 = x9=1.
7



Z prvej rovnice dostavame
—ry—rytaz—xy=—r—14+(-1)—(-)=—-21—-1=-2 = =1

RieSenim ststavy je vektor & = [1,1, -1, —1]7. O

Poznamka 9 V prikladoch [3| a [ ,,sme mali Stastie“! Potrebné nuly sa ndm podarilo vytvorit
pomocou nasobkov riadkov hned. V tomto priklade to uz tak nebolo. Ak vezmeme koeficienty
prvého stipca — 2, 4, 8, 3 — nendjdeme medzi nimi ziaden, ktory by bol delitelom vSetkych
ostatnych. Preto sme v prvom kroku vytvorili v prvom riadku koeficient —1 odpocitanim stvor-
nasobku 4. riadku od prvého riadku. Kedze ¢islo 1 je uz delitelom vSetkych ¢isel 4, 8 a 3,
v druhom kroku sa ndm uz podarilo vynulovat vetky koeficienty prvého stipca od 2. riadku
az dole. Vo 4. kroku sme vymenili riadky, aby sme po naslednej eliminécii ziskali stupnoviti
trojuholnikovii maticu sistavy. Ako ukazeme neskor, vymeny riadkov nemusime uskutocnovat,
ak sa naucime vykondavat spitné substitiicie pri sistavach, pre ktoré je mozné ziskat stupnovity
tvar jednoduchou vymenou riadkov.

Poznamka 10 V druhom kroku sme vykonali naraz 3 riadkové tipravy pomocou prvého riadku
R;. Mohli sme ich vykonat postupne za sebou, ale tymto zapisom sme usetrili dve prepisovania
rozsirenej matice sustavy. Takto mozeme postupovat vzdy, ak robime upravy len pomocou
jedného riadku. Ak by sme sa o podobny zapis pokusili s viacerymi riadkami naraz,
mohli by sme dostat nespravny vysledok. RieSme, napriklad, jednoduchi ststavu rovnic:

2(171—33'2:3 o 2 —113
$1+1’2:3 1 13

Spravne riesenie je

2 —1]37-2R, 0 —3]-3 N _, N _,
1 13 1 1] 3 T2 = 11 =2

Ak by sme, napriklad, vykonali nasledujicu ,apravu“ vyuzivajicu naraz dva riadky, nebola by

ekvivalentné:
2 =13 |—-Ry » 1 =210 1 =210
1 113 |-R —1 210 | +R; 0 010

SLAR reprezentovana trefou rozsirenou maticou ma na zéklade Frobeniovej vety nekonecne
vela rieseni, preto nemoze byt ekvivalentna s pévodnou SLAR, ktord ma prave jedno riesenie!

Priklad 6 Pomocou Gaussovej eliminacnej metédy rieSme sistavu linedrnych algebraickych
rovnic nad R

4[E1 - 31’2 + 2[1)3 - Ty = 8
31 — 229 + a3 — 314 = 7
2x1 — T9 4+ 5x4 = 6
51 — 3x9 + x3 — 8xy = 1

Riesenie. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav upravime rozsireni maticu stustavy na
stupnovity tvar.



4 —3 2 —1]871-R, 1 -1 1 2|1

|3 =21 -3|7 3 2 1 —3|7|-3R,
[Albl=149 1 ¢ 5l6 Y12 -1 0 5/6|-2R,
5 -3 1 -8|1 5 -3 1 —8|1|-5R,

1 -1 1 2| 1 1 -1 1 2 1

0 1 -2 -9| 4 0 1 —2 —9| 4

0 1 -2 1| 4| —Ry 0 0 0 10| 0

0 2 —4 —18|—-4 | —2R, 0 0 0 0]-12

Sustava nema riesenie, pretoze hodnost matice stistavy sa nerovna hodnosti rozsirenej matice

ststavy 3 = h(A) # h(A") = 4. O

Priklad 7 Pomocou Gaussovej eliminacnej metédy rieSme sistavu linedrnych algebraickych
rovnic
221 — s + x3 + 2¢,x4 + 3x5 =
6xy — 329 + 223 + 4dx4 + Sy =
6$1 — 3&32 + 4%3 + 81’4 + 13565
41’1 — QIQ + T3 + Ty + 21’5 =

—_ O W N

Riesenie. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav upravime rozsireni maticu stustavy na
stupnovity tvar.

2 -1 12 3|2 2 -1 1 2 3| 2

6 -3 2 4 5|3 |-3R, 0 0 —1 -2 —4|-3
6 -3 4 8 13/9|-3R, ~ |0 0 1 2 4| 3|+R,
4 -2 11 2|1 ]|-2R, 0 0 —1 -3 —4|-3|-R,
2 -1 1 2 3| 2 2 -1 12 3|2
0 0 —1 —2 —4|-3 |(=1) 0 01 2 4|3
“lo 0o 0 0 0] 0 s 710 00100
0 0 0 -1 0| 0](-1) S 0 00000

Kedze hodnost matice sistavy sa rovna hodnosti rozsirenej matice ststavy 3 = h(A) = h(A’) =
= 3 # n = 5, sustava ma nekonecne vela rieSeni. Poeet volnych premennych (pocet parametrov)
uré¢ime na zaklade vztahu p = n — h(A) = 5 — 3 = 2 (t.j. linedrny priestor vSetkych rieseni
danej ststavy je dvojrozmerny).

Sustavu prepiseme na ,,obycajny“ tvar a vykoname spétné substittcie:

201 — X9 + x3 + 224 + 3x5 = 2
T3 + 2134 + 4275 = 3.
Ty =0

Volime dve volné premenné. Kedze x4, = 0, vzhladom na druhii rovnicu z dvojice z3 a x5
vyberieme jednu a z dvojice x; a x5 vyberieme druhi volni premenni. Nech x5 =t a 1 = s.
Potom z druhej rovnice dostavame:

r3+ x4 +4r5 =3 = r3 =3 — 4t.
Nakoniec dosadime vypocitané hodnoty do prvej rovnice a uréime -
201 — o+ 23+ 224 + 375 = 2 = To=1—14 2s.
Riesenim stistavy je vektor & = [s,1 —t + 2s,3 — 4¢,0,t]T pre s,t € R. O



Poznamka 11 Pri inej volbe volnych premennych, z tych, ktoré boli pripustné v tomto pri-
klade, je vyjadrenie vysledku odlisné od toho, ktoré sme pri horeuvedenom vypocte dostali.

Poznamka 12 Riesenie mézeme zapisat aj v nasledujiicom tvare:
x=1[0,1,3,0,01" +¢-[0,—1,-4,0,1]" +5-[1,2,0,0,0]" pre s,t€R,
ktory predstavuje rovnicu ,roviny* v patrozmernom priestore.

Ak zaciname rieSit sustavy linearnych algebrickych rovnic Gaussovou elimina¢nou meto-
dou, nie vzdy je jasné, ¢im zacat alebo ako pokracovat. Teraz predstavime algoritmus riese-
nia SLAR Gaussovou eliminacnou metédou pre stustavy s celociselnymi prvkami, ktory
umoznuje tuto ¢innost zautomatizovat. Pritom pouziva len zjednodusenu 3. riadkovu eli-
minacni apravu v tvare:

3’. Pripocitanie k nejakému riadku celociselného nasobku iného riadku.

Pocas celej prvej etapy riesenia — Upravy rozsirenej matice sustavy na stupnovity tvar —
ostavaju prvky matice celociselné.

Algoritmus rieSenia SLAR Gaussovou eliminacnou metédou

1. krok: V kazdom riadku vyznacime vedici prvok riadku (vid Definiciu [f]).

2. krok: Ak ziadne dva vedtce prvky riadkov nie si nad sebou, prva etapa skoncila, precha-
dzame na krok 6. V opacnom pripade pokracujeme krokom 3.

3. krok: Zo skupiny vedtcich prvkov, ktoré sa nachddzaji nad sebou (v pripade viacerych
skupin volime prvi skupinu zlava) zvolime jeden veduci prvok s najmensou absolitnou
hodnotou (nazveme ho aktivny vedici prvok a vyznacime ho, napriklad, znakom ,!*
napravo od matice).

4. krok: Pre kazdy veduci prvok z vyssie uvedenej skupiny okrem aktivneho, vykoname ce-
lociselné delenie (delenie so zaokrihlovanim) aktivnym vedidcim prvkom. Vysledok
zapiSeme s opacnym znamienkom napravo v prislusnom riadku a dopiseme ,nazov* riadku
aktivneho vedtceho prvku. Tymto urc¢ime potrebni elimina¢nt pravu.

5. krok: Vykoname prislusné eliminac¢né upravy a vraciame sa na krok 1.

6. krok: Rozsirenid matica je stupnovita. Prechddzame k rozhodovaniu o jej rieseni na za-
klade Frobeniovej vety. Pripadné parametre volime v stlpcoch matice sistavy, ktoré
neobsahuja veduci prvok. Riadky volime v poradi zodpovedajicom poradiu veducich
prvkov sprava-dolava.

Priklad 8 Gaussovou eliminacnou metodou riesme sustavu linedrnych algebrickijch rovnic

Sx1—3x9+ 223+ 4dx4 =21
41 —2x94+ 323+ Ty =25
8[E1—6[E2— Tr3 — 51‘4: 9
Taxy —3x9+ 723+ 1724 = 54
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Riesenie. Na riesenie danej SLAR pouzijeme prave opisany algoritmus:

-3 2 4|21 ]-1R, -1 -1 -3| —4 !
-2 3 7|25 ! -2 3 7| 25 |-4R
—6 —1 =5 9 |-2R, 0 ~7 —19| —41

7] =3 7 17|54 | 2R, 1 1 3| 4|+1R

-1 -1 -3| —4 -1 -1 -3|-4
0 719 41 ! 0 7 19| 41
0 [=2] =7 —19|—41 |+1R ~ | 0 0 0 0] 0
0O 0 0 0] 0 0 0 0 0] 0

Poznamka 13 Pocet vedtcich prvkov riadkov sa rovna hodnosti matice.

Na zaklade Frobeniovej vety konstatujeme, ze 2 = h(A) = h(A’) = 2 # n = 4, a teda SLAR
mé nekonecéne vela rieseni, pricom pocet volenych parametrov bude p=n—h(A) =4—-2=2.
Ako sme uviedli vyssie v opise kroku 6, volné nezndme budeme volit v 3. a vo 4. stlpci, t.].
zvolime, napriklad, x5 = 2t a x4 = 2s, t, s € R. Dalej sa orientujeme podla vedicich prvkov.
Pravy vedtci prvok sa nachddza v druhom stipci a v druhom riadku, preto najprv urc¢ime o
z druhej rovnice:

41
2004+ T -23+19 - 24 =229+ 141+ 385 =41 = x223—7t—19s.
Nasledujuci vedici prvok sa nachadza v prvom stipci a v prvom riadku. Préave z tohoto riadku
uréime neznamu x:

41 41 33
T1—To—T3—3T4 = X1 — ?—725—195 —275—63:331—?—{—525—}—133:—4 = x1:?—5t—13s.

Vseobecné riesenie SLAR je

33/2 -5 ~13
T = 41/2 I T tseR
0 2 0 ’ ’ '
0 0

VSeobecné riesenie vytvara ,rovinu“ vo Stvorrozmernom priestore. Rovina prechadza bodom
[33/2;41/2;0;0] a ma ,smerové vektory* [—5; —7;2;0] a [—13;19;0;2].

Priklad 9 Pomocou vyssie uvedeného algoritmu rieSme SLAR

T4+ 920 +4x3+ 214 =2,
221 —2x9+ x3+ x4 =0,
5x1 +6x9+3x3+ 214 = 3,
221 +3x0+ a3+ x4 =0.

Riesenie. Podobne ako v predchadzajicom priklade dostavame

9 4 2[27-3Ry 15 1 —1[-16 ]-1R; 0 0 —1|-7]-1R4
2] 21 116 ! 2] =21 1| 6 |-2Rs 0[-22] -1 1|24 |+4Ry

[5] 63 2(3|-2R, [1] 101 o] —9 ! 10 1 0[-9
2] 31 1/0]-1R: 0[5]0 o] -6 o [5] o o|-6 !
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0 0 0[-1][-1 0 0 o0[=1][-1 0 0 o0[-1] -1
0[=2] -1 1] 0 bl o[=2] -1 1] 0|+2Ry | 0 0[=5] 5|-12

[1] 10 1 0]-9 [1] 10 1 0[-9 1] 10 1 o] -9
0 [5] 0 o0|-6]+2R: o [1] 2 2|-6 ! 0o[1] -2 2| -6

Vedtce prvky uz nie si nad sebou. Na zaklade Frobeniovej vety je 4 = h(A) = h(A’) =4 =mn, a
preto ma sistava jediné riesenie. Spatné substiticie vykonavame ,sprava-dolava‘“. Pravy veduci
prvok sa nachadza vo 4. stipci a v 1. riadku. Preto z prvej rovnice uréime x4 = 1. Druhy veduci
prvok sprava sa nachddza v 3. stlpci a v 2. riadku. Z 2. rovnice teda uréime xs:

~

17
—5x3+bry=—-5x3+5=—12 = Z‘gzg.
Dals{ vedici prvok sprava sa nachddza v 2. stipei a vo 4. riadku, preto hodnotu s uréime zo
4. rovnice:

34 24 6
Tog—2x3+ 204 =09 — — +2=29— — =—6 = Ty = ——.
2 3 4 27 % 27 % 2 5
Vsimnime si, ze tito hodnotu sme mohli ur¢it uz po prvej faze eliminéacii z poslednej rovnice
5x9 = —6. Na zaver z 3. rovnice uréime hodnotu z:
+ 1029 + % + 17 13 9 = 2
x To+T3=21— —+— =02, — — = — T =—=.
1 2+ T3 175 5 17 1 5
D . . _ 2 6 17 77
Riesenim zadanej stustavy je teda vektor & = {—5; —g; g; 1}

Poznamka 14 Danu ststavu by sme mozno mohli riesit efektlvneJ51e keby sme si vsimali jej
Strukttru. Napriklad, keby sme vyuzili niektori z jednotiek vo 4. stipci, mohli by sme vo 4. stlpci
vytvorit hned 3 nuly. Vyhodou uvedeného algoritmu je vSak to, ze nas vedice prvky riadkov
spolahlivo vedu k cielu. Uvedené priklady nas presvedcili, ze vymena riadkov len spomaluje
rucény vypocet riesenia sustavy.

Poznamka 15 Prva faza GEM sa obycajne uskutocnuje zlava-doprava, ale ni¢ nam nebrani
postupovat sprava-dolava a vytvarat tak nuly pod ,vedlajsou diagondlou“ matice ststavy sme-
rujucej z jej Tavého dolného rohu do pravého horného rohu.

Poznamka 16 Na zaver eSte dodajme, ze uvedeny algoritmus sa da pouzit pri urcovani hod-
nosti matice (o ¢om sme sa uz dvakrat presvedcili), ale aj pri urc¢ovani hodnoty determinantu,
comu sa budeme venovat v predmete Matematika 1. Uvedené zjednodusené riadkové tpravy
3’ pouzité pre Stvorcovi maticu totiz nemenia hodnotu jej determinantu. Na vypocet deter-
minantu uz len potrebujeme povymienat riadky tak, aby sa vedice prvky dostali na hlavna
diagonalu (pri kazdej vymene dvoch riadkov sa meni znamienko determinantu), t.j. aby sme
dostali trojuholnikovii maticu. Determinant trojuholnikovej matice je rovny sucinu jej prvkov
na hlavnej diagonale. Ale, o tom potom ...

V odportcanej literatire uvedenej na konci tohto textu je mozné najst dalsie rieSené priklady
alebo neriesené tulohy.
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Ulohy

Pomocou Gaussovej eliminacnej metédy rieste sistavu linearnych algebraickych rovnic nad R
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S I

+ +

ot

k)

Ty = 20

T4 = 11
Tzy = 40 o)
25(]4 = 37

2513'4 = -3
5%4 = —6
huy = —8 7)
7374 = -8
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Xyg

I
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21’1
4.]71
2131
21‘1

2.731
x1
x

91’1

5% 1
15[[1
2033'1
10371

5.]71
3x1
21‘1

X

51‘1
I
31’1
4$1
il

2.]71
8x1
41‘1
21‘1

21‘1
x
T

5$1

12[[1
112,
Txq
8x1

T
21‘1
T
T

— X9 + T3 — T4 = 3

— 219 — 223 + 3x4 = 2

— X9 + 5.133 — 6ZE4 =1

— T — 3I3 + 4134 =95

— 3252 + 6I3 — X4 = 1

+ 21’2 - I3 = 0

+ 3132 - T3 — T4 = -2

— X9 4+ 1bx3 — bxry = 1

—I— ]_2.172 —I— 91’3 —I— 251’4 = 15
+ 341’2 + 251‘3 + 64ZE4 = 40
+ 461'2 + 341‘3 + 891’4 = 70
+ 23%2 + 17%3 + 44LU4 = 25
+ 229 — a3 + 4y = 12

— X9 + 2&33 + 6ZE4 = 7

+ 3172 - 3$3 - 25(]4 = 6

+ dr9 + 223 + x4 = —1

+ 31’2 + 3ZL'3 + x4 = 11

— T2 —I— T3 = —2

+ 329 + 223 + x4 = 10

+ X9 + 3.1'3 + x4 = 8

— 3%2 + 2373 = -7

+ 3£C2 — X3 + Ty = 1

+ 12]72 — 9$3 + 8374 =3

+ 629 + 3x3 — 214 = 3

+ 3ZE2 + 91’3 — 7ZE4 =3

+ 7%2 -+ 31’3 + Ty — 5

+ 3ZE2 —f- 51’3 — 2ZE4 = 3

+ 5$2 — 91‘3 + 8174 = 1

+ 18%2 + 41‘3 + 5334 = 12

— 6232 + 9[1?3 + 211’4 =3

— 519 + 1023 + 2424 = 1

— 35(72 + 7563 + 17564 =0

— 61‘2 - I3 — 51’4 =9

+ T2 + x3 + 24 = 1
—+ 21’2 + 21L'3 = 1
+ x2 + 51’3 — x4 + 6[[‘5 = 1
+ x9 — 3$3 + x4 — 6935 = —1



4dxy + 39 — x3 + 4 + x5 = 15 6r1 — X9 + 223 — Tzy = —1
1 — To + T3 — Ty + Xy = 2 ry — T2 - 3134 = —1
t) 3[L’1 — 21‘2 + T3 — x4 — 2[[‘5 = 5 X) 71‘1 — 25(]2 - 2[[‘3 — 10[[‘4 = =2
21‘1 + 3$’3 0 7(131 — To + X3 — 9[134 = —4
To + x4 =0 211 — 223 — 4x4 = —6
5ui + 1215 + Sas + 314 = 10 by + 5xp + day + Tzg = 5
11.T1 + 4(132 + 61’3 = 4
1133'1 -+ 111’2 -+ 4$3 + 8.%'4 = 8
u) y) 4371 + 5&32 + 51’3 + 91’4 = 8
2%1 + 7%2 + 3]73 + x4 = 6
Toi — 320 — 204 + 614 — 4 2$1 + 3.1‘2 + 2]33 + 5I4 = 3
! 2 3 1 93171 + 4%2 + 8I3 + 45(]4 = 10
—2171 + 21]2 = —6 Ty + 21’2 - 3I3 + x4 = —2
T + 81’2 + 21’3 + x4 = -3 31‘1 — 51’2 + 2ZL‘3 + x4 = 3
v) 3z + 10x9 + 225 — x4 = —2 z) 4x; + 3x9 — Txs + 2x4 = =5
2.’13'1 — X4 = 1 -7 + 21’2 - T3 + 31’4 = 2
4.’1}1 + 3%2 + 23 + T4 = 5 35131 + Ty — 4&33 + 2564 = -2
Vysledky
a)x =[1,3,2]7, b) & =[2,-1,0]7, c) sistava nemd riesenie,
d) z =[-1,4,0]7, e)T=1[3+p —1-2p,p|", peR,
f) z =[1,2,2,0]7, p) & =[2—3t—s, 2t 8s, —; +10s]7, s, tE€R,
g) T =[-2,01,-1]7T, q) T =[6—26t+17s, =1 + Tt —5s, t, s|]T, s, teR,
h) & =3, 2% 1 1]7, r) & =[-3 —5t—13s, —I — Tt —19s, 2t, 2s]", s, tER,
i)z =1[2-21-1]7, s) sustava nema riesenie
jx=[1213, t) Z=[3,0,-2,0,1",
k) ststava nem4 riesenie, u) T =[8—9t—4s, t, s, =10+ 11t + 5s]7, s, tER,
1) ststava nem4 rieSenie, v) ststava nemd riesenie,
m) stistava nem4 rieSenie, x) & =[2,-2,02",
n) ststava nem4 riesenie, y) & =[-2,1,2, 0],
o)z =[3,0,—5,11]7T, z)x =1t t, 1+t 17, teR.
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