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Pojem limity

Hromadny bod

Nech £ > 0 a nech a € R. O.(a) = (a — ¢, a + €) nazyvame c-vym
okolim bodu a.

Definicia

Nech ¢ > 0 a nech a € R. O_(a) = (a — ¢,a+¢) — {a} nazyvame
prstencovym e-vym okolim bodu a.

|

Definicia

Nech A C R a nech a € R* =R U {—00, oo}. Bod a nazyvame
hromadnym bodom mnoziny A, ked kazdé prstencové okolie O°(a)
obsahuje aspon jeden bod x € A. Bod x € A, ktory nie je
hromadnym bodom mnoziny A, nazyvame izolovanym bodom
mnoziny A.
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Pojem limity

Limita funkcie

Nech f: A— R, a, b € R* a nech a je hromadnym bodom
mnoziny A. Hovorime, ze funkcia f ma v bode a limitu b prave
vtedy, ak pre kazdé O.(b) existuje také prstencové okolie O;(a), Ze
f(O;(a) N A) C O(b).

Zapis:  lim f(x) = b <~

X—a

(Ve>0)(FI>0)(Vxe A, 0< |x—a|<d): |[f(x)—b|<e

Nech f : A— R a nech a je hromadnym bodom mnoziny A. Ak
lim f(X) = b; a |Ln f(X) = by, tak by = by.
X—a

X—a

Monika Molnarova Limita a spojitost’ funkcie



Limita a spojitost funkcie
00000

Pojem limity

Limita funkcie - graf

Y A
f@

b+e
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Obr.: limita funkcie
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Pojem limity

Jednostranné limity

Definicia

Nech f : A— R a nech a je hromadnym bodom mnozin
C=<a,00)NA, D= (—00,a>NAa mnoziny A. Hovorime, zZe
funkcia £ ma v bode a limitu sprava b prave vtedy, ak pre kazdé
O-(b) existuje také okolie O (a), ze f(Oj (a) N A) C O.(b).
Hovorime, ze funkcia f ma v bode a limitu zlava b prave vtedy, ak
pre kazdé O.(b) existuje také okolie O; (a), ze

f(O5 (a) N A) C O(b).

Zapis:
lim £ = b
xl)rra‘Jr (X)
lim f(x) = b
X—a—
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Pojem limity

Existencia limity a jednostranné limity

Nech f : A— R a nech a je hromadnym bodom mnozin C, D.
Potom |ig1 f(x) = b prave vtedy, ked
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Pojem limity

Existencia limity a jednostranné limity
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Vlastnosti limit

Vlastné limity

Nech f : A— R, nech g: A— R, nech a je hromadnym bodom
mnoziny A a nech |iLn f(x)=beR, |iLn g(x) = c € R. Potom

o lim [f(x)[ = |b],

° )!T;]a [f(x) £g(x)]=b=£c,

° )!imaf(x) -g(x)=b-c,

o ak pre kazdé x € O(a)NAje g(x) #0 a )I(ilpag(x) =c#0,
f(x) b

tak lim —= = —.
xX—a g(x) c
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Vlastnosti limit

Nevlastné limity

Nech f : A— R, nech a je hromadnym bodom mnoziny A a nech
IiLn f(x) = b € {£o0}. Potom
X—ra

° l@a [—f(x)] = —b,

° )!@a]f(x)] = 00,

° Jim g =%

Nech f : A— R, nech a je hromadnym bodom mnoziny A a nech

~ P M 1 = i 1 S
pre kazdé x € Aje f(x) >0a )![,“a A(x)I=0xtak )![)na% -
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Vlastnosti limit

Nevlastné limity
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Vypocet limit

Neurcité vyrazy

@ 00 — 00 lim (\/X2+2Ox—\/x2—1Ox>
X—>00
o 0 l ! (4x% +5)
& Jim, o
2 X
e 1%, % 0, 0° lim <1 + >
X—00 X
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Vypocet limit

Vypocet limity

Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Priklad 4.

Priklad 5.

Priklad 6.

x3—2x2 —5Bx+6

lim 357

x—3

. siInx-tgx
x—0 1 — cos® x
. sin3x

lim =
x—0 sin 2x

5x2 +3x — 4

lim
2x2 — x

5x3+3x — 4
2x2 — x
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Spojitost funkcie

Pojem spojitosti

Nech f: A— R, nech f je definovana v okoli bodu a € A.

Hovorime, ze funkcia f je spojita v bode a, ak |iLn f(x) = f(a).

Zapis:

(Ve > 0)(30 > 0)(¥x € A, [x — a| < 8) : |f(x) — f(a)] < &

Nech f : A— R, nech f je definovana v pravom (I'avom) okoli
bodu a € A. Hovorime, Ze funkcia f je spojita v bode a sprava

(zlava), ak § |iT f(x) = f(a).

—at(=)
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Spojitost funkcie

Spojitost funkcie - graf

Y] y=fx
fla)+ed

flw)
fla)-e

. 4

Obr.: spojita funkcia
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Spojitost funkcie

Spojitost funkcie - graf

Y A
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Obr.: nespojita funkcia
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Spojitost funkcie

Body nespojitosti a ich klasifikacia

Hromadné body definiéného oboru funkcie f, v ktorych funkcia
nie je spojita, nazyvame body nespojitosti funkcie f.

Body nespojitosti a funkcie f mézeme zatriedit do dvoch skupin:

o Ak existuju vlastné jednostranné limity lim f(x), lim f(x),
x—at X—»a~
tak a je bodom nespojitosti prvého druhu.

@ Ak aspon jedna z jednostrannych limit lim f(x), lim f(x)
x—at x—a~
neexistuje alebo je nevlastna tak a je bodom nespojitosti

druhého druhu.
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Spojitost funkcie

Nespojitost prvého druhu - graf

Obr.: Nespojitost prvého druhu
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Spojitost funkcie

Nespojitost druhého druhu - graf

Obr.: Nespojitost druhého druhu
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Spojitost funkcie

Spojitost na intervale

Definicia

Nech f : A — R. Hovorime, Ze funkcia f je spojita na otvorenom
intervale (a, b), ak je spojita v kazdom bode tohto intervalu.
Hovorime, Ze funkcia f je spojita na uzavretom intervale < a, b >,
ak je spojita v kazdom bode intervalu (a, b) a naviac je spojita v
bode a sprava a spojita v bode b zlava.
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Vlastnosti spojitych funkcii na uzavretom intervale

Minimum a maximum

Nech f : < a,b >— R je spojita. Potom funkcia y = f(x)
nadobdda na intervale < a, b > minimum aj maximum.

Désledok: y = f(x) je na < a, b > ohranicena.
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Vlastnosti spojitych funkcii na uzavretom intervale

Hladinova hodnota

Nech f : < a, b >— R je spojitd. Nech ¢ je [ubovolné ¢islo z

intervalu < min f(x), max f(x) >. Potom existuje aspon
xE<a,b> x€E<a,b>

jedno &islo xg €< a, b > také, ze f(xg) = c.
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Vlastnosti spojitych funkcii na uzavretom intervale

Nulova hodnota

Nech f : < a, b >— R je spojita. Nech f(a) - f(b) < 0. Potom
existuje aspon jedno Cislo xg €< a, b > také, ze f(xg) = 0.
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Asymptoty grafu funkcie

Asymptota bez smernice

Nech funkcia f je definovana na istom okoli O°(xp) bodu xo.
Priamka x = xp sa nazyva asymptota bez smernice grafu funkcie, ak
funkcia f ma v bode xg aspon jednu nevlastna jednostranni limitu.

Obr.: Asymptota bez smernice
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Asymptoty grafu funkcie

Asymptota so smernicou

Definicia

Nech funkcia f je definovana na intervale (—o0, a), resp. (a, c0). Ak
existuje taka priamka y = kx + q, ze ET (f(x) — kx —q) =0,

resp. Xli)rroo(f(x) — kx — g) = 0, tak ju nazyvame asymptotou so

smernicou grafu funkcie f v nevlastnom bode —oo, resp. +o0.

Veta

|

Priamka y = kix + g1 je asymptota grafu funkcie f pre bod +oo
prave vtedy, ked

. f(x :
ki _xﬂToc(x) €cR a q1 :XETOC(f(X)—kl-X) e R.

Priamka y = kox + g» je asymptota grafu funkcie f pre bod —oo
prave vtedy, ked

f
ko = lim @ER a go= lim (f(x)—ky-x) €eR.

X——00 X X—r—00
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Asymptoty grafu funkcie

Asymptota so smernicou

y=kix+aq

y=kx+q>

Obr.: Asymptoty so smernicou
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Postupnosti

Pojem postupnosti

Funkciu f : N — R nazyvame postupnostou realnych cisel. Cislo
an = f(n) nazyvame n-ty €len postupnosti.

Zapis:
(an)nz1, resp. {an}ni;

@ Geometricka postupnost

an = ar-q"*
dp = dp-1-¢9

= . 1=9"
Sn = a 1—q

@ Aritmetickad postupnost
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Postupnosti

Limita postupnosti, konvergentna, resp. divergentna postupnost

|i_>m an, = b prave vtedy, ked ku kazdému O.(b) existuje také np,
n o
ze pre véetky n € N, n > ng, plati a, € O-(b).

Zapis:
lim a, = b<= (VO-(b)) (Ino € N) (Vn € N, n> ng) : a, € O(b)

n—o0

Nech (a,)72;, je postupnost realnych &isel.

Ked lim a, = b € R, hovorime, Ze postupnost je konvergentna.
n—o0

V pripade, ked limita neexistuje alebo je rovna oo, resp. —co,
hovorime, Ze postupnost je divergentna.
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Postupnosti

Eulerovo cislo

Nech (an)72;, je postupnost realnych Cisel, kde a, = (1 + %)n
Limita tejto postupnosti existuje, oznacime ju e.

Zapis:

n—o0

1 n
lim <1+> =e+2,718218...
n
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Postupnosti

Priklad

Priklad 1.

Priklad 2.
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Dakujem za pozornost.
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