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1 DIFERENCNE ROVNICE

1.1 Uvod

V mnohych aplika¢nych tlohach st zndme hodnoty sktimanej funkcie iba
v istych diskrétnych bodoch (mnozine prirodzenych ¢isel). V tychto pripa-
doch nie je mozné uskutocnit limitné prechody, ktoré vedu k derivaciam a
integralom a pouzit diferencidlny a integralny pocet k formulacii fyzikalnych
zédkonov. Pre takéto funkcie, ktorych definicny obor st diskrétne mnoziny
pouzivame tzv. diferenény pocet.

Histéria diferenénych rovnic siaha k zac¢iatkom matematiky do Mezopo-
tamie (2. tisicrocie p.n.l.), kedy uz vedeli, sice velmi nepresne, odhadnut
pomocou rekurzivnych vztahov druhi odmocninu. Prave rekurzivne vztahy
mozno povazovat za predchodcu diferen¢nych rovnic. Rekurzivne vztahy po-
uzival aj matematik Heron z Alexandrie (10-90 n.l.) na vypocet povrchov
a objemov réznych telies. Zaciatkom 13. storocia taliansky matematik Fi-
bonacci pomocou rekurzivnych vztahov popisal rast idealizovanej populacie
kralikov.

Od tych ¢ias diferené¢nym rovniciam bola venovana velké pozornost, lebo
prostrednictvom nich bolo mozné vytvarat a analyzovat matematické modely
redlneho sveta.

1.2 Zakladné pojmy

V tejto kapitole sa oboznamime so zakladnymi pojmami z teérie linedrnych
diferen¢nych rovnic. Nech x(n) je funkcia premennej n € N. Vyraz

Az(n) =z(n+1) — z(n)

nazyvame diferenciou prvého radu funkcie z(n) v bode n. Diferenciou dru-
hého radu funkcie xz(n) v bode n nazyvame vyraz

A%z(n) = A(Az(n)) = Az(n+ 1) — Az(n) = 2(n +2) — 2z(n + 1) + 2(n).
Diferenciu m-tého radu, m € N v bode n definujeme nasledovne:
m ¢ 2m—k m
A™z(n) = ];)(—1) < i ) z(n+k)

Rovnicu v tvare

F(n,z(n),Ax(n),...,A™x(n)) =0, resp

F(n,z(n),z(n+1),...,xz(n+m)) =0,

kde x je nezndma funkcia premennej n a F' je dand funkcia premennej n + 2
premennych nazyvame

1.3 Linearna diferenc¢na rovnica prvého radu

Diferenént rovnicu
z(n+1) —a(n)z(n) = f(n), (1)

kde a(n) a f(n) si dané diskrétne funkcie premennej n € N nazyvame
linearnou diferen¢nou rovnicou prvého radu. Ak f(n) = 0, potom rovnicu (1)



nazyvame homogénnou diferenc¢nou rovnicou, v opac¢nom pripade hovorime
o nehomogénnej rovnici. Kazda linearna diferen¢nd rovnica ma riesenie. Pre
zvolent zac¢iato¢nt hodnotu z(1) vieme vypocitat vsetky dalsie hodnoty:

2(2) = a(D)z(1) + f(1),
2(3) = a(2)z(2) + f(2),

z(n+2)=an+Dz(n+1)+ f(n+1)

Teda vSeobecné riesenie zavisi na jednom parametri z(1). VSeobecné rie-
Senie homogénnej diferen¢nej rovnice

z(n+1) —a(n)z(n) =0
je mozné teda vyjadrif vztahom
z(n) = cy(n),

kde ¢ € R a y(n) je nenulové riesenie homogénnej rovnice. Riesenim y(n)
moze byt napriklad funkcia

y(n) =a(n —1)a(n — 2)...a(1). (1.1)

Ako u kazdej linedrnej rovnice, vseobecné riesenie rovnice (1) je mozné vy-
jadrit ako sicet vseobecného riesenia prislusnej homogénnej diferencnej rov-
nice a a jedného partikularneho riesenia nehomogénnej diferencnej rovnice
(oznacme ho v(n)). Teda vseobecné riesenie rovnice (1) je

z(n) = c.y(n) +v(n).

Priklad 1 Riesme homogénnu diferencnid rovnicu

n
n+1

z(n+1)— z(n) = 0.

RieSenie Zo vztahu (1.1) vyplyva, zZe jedno rieSenie danej homogénnej
diferencnej rovnice je
n—1n-2n-3

y(n) = afn — a(n —2)..a(t) = "L =202 ;

1
o

[N

A vseobecnim rieSenim danej rovnice je

1
=c.— R.
x(n) cn, c€E

Néajst predpis riesenia linedrnej diferencnej rovnice 1. rddu vyuzitim
vztahu (1.1) vieme len pre urc¢ité typy funkcii a(n), nie vo vSeobecnosti, preto
sa dalej budeme venovat linedrnym diferenénym rovniciam s konstantnymi
koeficientami.



1.4 Linearna diferenc¢na rovnica s konstatnymi koeficientami

s konstantymi koeficientami
rozumieme rovnicu v tvare

apx(n+m)+az(n+m—1)+ -+ apm_1z(n+1) + anz(n) = f(n) (E)

kde a; € R, ag,am # 0, x(n) je neznama funkcia premennej n, f(n) je dand
diskrétna funkcia premennej n.

Riesenfm diferencénej rovnice (E) nazgvame kazdu funkciu z(n), ktord splia
(E). Mnozinu vsetkych rieseni diferen¢nej rovnice nazyvame vseobecné riese-
nie (v pripade rovnice m-tého radu vSseobecné riesenie zavisi od m paramet-
rov). Partikuldrnym rie§enim rovnice (??) nazjvame rieSenie, ktoré spliia m
zaciato¢nych podmienok:

x(1) =z,
x(2) = o,
z(m) = zp,.

V pripade, ak f(n) = 0, rovnicu (E) nazyvame

apx(n+m)+az(n+m—1)+---+ap_1z(n+1) + apz(n) =0. (2)
Vlastnosti rieseni linearnej diferenc¢nej rovnice

Linedrne diferencné rovnice maju podobné vlastnosti ako linedrne diferen-
cidlne rovnice.

o Disktrétne funkcie z1(n), ...z, (n) st linedrne zavislé, ak existuju re-
alne konstanty cy, ... ¢, (aspon jedna nenulovd), ze pre Vn € N

c1z1(n) + cara(n) + -+ + cmam(n) = 0.

Funkcie x1(n),...2zn(n) nazgvame linedrne nezavislé, ak nie su line-
arne zdvislé na N.

o Ak st funkcie x1(n),...zy,(n) linedrne nezdvislé, tak pre Vn € N

zi(n) ... ZTm(n)
# 0.

xl(n—i-m). coo ZTm(n4+m)

o Nech z1(n),z2(n),...zm(n) su linedrne nezavislé riesenia rovnice (2),
potom kazdé riesenie homogénnej linearnej diferencénej rovnice (2) mo-
zeme vyjadrit v tvare

z(n) = cixi1(n) + cexa(n) + - - - + emrm(n),

kde ¢y, ... ¢y st redlne konstanty.



o Nech z1(n),z2(n),...xm,m(n) st linedrne nezavislé riesenia rovnice (2)
a x*(n) je partikularne rieSenie nehomogénnej diferenénej rovnice (F),
potom vseobecné rieSenie nehomogénnej rovnice (F) mé tvar

z(n) = cixi1(n) + cexa(n) + - - - + emrm(n) + ¥ (n),
kde c1,...cy, st redlne konstanty.

Vseobecné riesenie linearnej homogénnej diferenc¢nej rovnice s
konstatnymi koeficientami

Uvazujeme homogénnu diferenént rovnicu s konstantnymi koeficientami
apr(n+m)+ax(n+m—1)+---+ap_1z(n+1) +apx(n) =0 (2)

Hladajme riesenie rovnice (2) v tvare z(n) = A" kde A # 0 je konstanta. Po
dosadeni z(n) = A" do rovnice (2) dostédvame

ao A + N+ a1 A+ a, = 0. (3)

Zostavena rovnica sa nazyva

Charakteristickd rovnica je algebraickd rovnica (pre m = 2
kvadraticka, m = 3 kubicka, atd). RieSenia rovnice (3) moézu byt vo vse-
obecnosti redlne rozne, realne nasobné a komplexné. Uvedieme konstrukciu
m linedrne nezavislych rieseni vo vSetkych pripadoch.

Redlne rozne korene
Nech Aq, ..., Ay, st redlne rozne korene charakteristickej rovnice (3). Potom
funkcie
z1(n) = A1, z2(n) = Ay, ..., x;m(n) = A,

tvoria m linedrne nezavislych rieseni homogénnej diferencnej rovnice (2).
Vseobecné riesenie rovnice (2) vyjadrime v tvare linedrnej kombinécie tychto
funkeii

z(n) = AT + A5 + -+ ey,

kde ¢y, . .. ¢y st redlne konstanty.

Priklad 2 Riesme homogénnu diferencni rovnicu

z(n+2) —5z(n+ 1) + 6x(n) = 0.

Riesenie Charakteristicka rovnica odpovedajiica danej diferenc¢nej rovnici
mé tvar

A2 —BA+6=0.

Rieseniami tejto kvadratickej rovnice si \; = 2 a Ao = 3 a dve linedrne
nezavislé riesenia danej rovnice st z1(n) = 2" a xa(n) = 3". Testom cez
determinant

z1(n) xz(n)‘:‘ 20 3 gm0,

z1(n+1) za(n+1) gntl g+l

overime, ze z1(n) a x2(n) st linedrne nezavislé. Vseobecné riesenie danej
rovnice je
x(n) = 12" + 23", c¢1,c2 € R.



Reélne nasobné korene
Nech charakteristickd rovnica (3) ma redlny koren A nasobnosti r. Potom
funkcie

A A", LTI

tvoria systém r linedrne nezavislych rieSeni rovnice (2).

Priklad 3 Riesme homogénnu diferencni rovnicu

z(n+2)—6z(n+1)+9x(n) =0.

Riesenie Charakteristicka rovnica odpovedajica danej diferen¢nej rovnice
ma tvar

A2 —6A+9=0.

Kvadratickd rovnica mé dvojnasobny koren A2 = 3 a dve riesenia danej
rovnice maju tvar z1(n) = 3" a x2(n) = n3"™. Overime linedrnu nezéavislost
rieseni z1(n) a xa(n) testom cez determinat

z1(n) za(n) ‘ - ’ 3" n3" | _ 32+l £ .

ri(n+1) x9(n+1) 3ntl 9p 41037+
Vseobecné riesenie danej rovnice je

z(n) = 13" + con3", c1,c2 € R.

Komplexné korene
Nech komplexna funkcia u(n) + iv(n) je rieSenim rovnice (2). Potom reélne
funkcie u(n) a v(n) st linedrne nezévislé rieSenia rovnice (2).
Nech charakteristicka rovnica (3) ma komplexny koren A = a + i (samoz-
rejme aj komplexne zdruzené ¢islo A = a — 57 je korenom charakteristickej
rovnice). Rovnica (2) mé riesenie v tvare A", teda

A" = (a+ B1)" = p"(cosnp + isinnyp),

kde p je modul, p = /a2 + 32 a ¢ je argument komplexného ¢isla a + .
Redlna aj imaginarna zlozka komplexnej funkcie A" su linedrne nezavislé
rieSenia rovnice (2). Teda

u(n) = p" cosnyp,

v(n) = p" sin nep.

Priklad 4 Riesme homogénnu diferencni rovnicu

z(n+2)+2z(n+1) +4z(n) = 0.




Riesenie Charakteristickd rovnica odpovedajtica danej diferenc¢nej rovnice
ma tvar
N +2X +4=0.

Kvadraticka rovnica méa komplexné korene A\ o = —1+ V/3i. Prepiseme kom-
plexné ¢islo do goniometrického tvaru

2 2
1+ V/3i = 2(cos ?77 + isin §>
Po umocneni dostavame
2 2
(=14 v/30)" = 2"(cos nTW + isin nTﬂ)

Reilna aj imaginarna zlozka tejto komplexnej funkcie s linedrne nezavislé
rieSenia danej rovnice a vSeobecné riesenie vyjadrime v tvare ich linedrnej
kombinéacie

2 2
x(n) = 12" cos n—;r 4 92" sin nTW, c1,c0 € R.

Vseobecné riesSenie linearnej nehomogénnej diferencnej rovnice s
konstatnymi koeficientami

Uvazujeme nehomogénnu diferen¢nii rovnicu s konstantnymi koeficien-
tami

apx(n+m)+az(n+m—1)+-+ap_12(n+1) + apx(n) = f(n). (E)

Vieme, ze vSeobecné riesenie rovnice (E) je stcet vSseobecného riesenia ho-
mogénnej rovnice (2) a partikuldrneho rieSenia nehomogénnej diferencne;
rovnice (E) z*(n). Ako najst z*(n)? Vo vSeobecnosti mézeme pouzit metédu
varidcie konstant ale v pripade ak funkcia f(n) ma "Specidlny tvar'vieme ur-
¢it partikuldrne riesenie tzv. metédou neurcitych koeficientov.(odhadneme
tvar riesenia)

Metéda neurcitych koeficientov

Tato metdédu pouzivame pri tychto pravych stranach:

, (1.2)

kde Py, (n) je diskrétny polyném m-tého stupna, ¢ € R. Potom partikularne
rieSenie z*(n) nehomogénnej diferecnej rovnice (E) hladdme v tvare

z*(n) = Qm(n)q"n’,

kde Q.,(n) je diskrétny polyném m-tého stupna s neurcitymi koeficientami
a ¢ je s nasobny koren odpovedajicej charakteristickej rovnici.



Priklad 5 Riesme nehomogénnu diferencni rovnicu

z(n+2) —13z(n+ 1) + 30x(n) = (5n + 6)2".

Riesenie Charakteristickd rovnica odpovedajica homogénnej diferencnej
rovnici ma tvar
A2 — 130 +30=0

Kvadraticka rovnica mé realne korene A1 = 3, Ao = 10. VSeobecné riesenie
homogénnej rovnice vyjadrime ako linedrnu kombinaciu dvoch nezavislych
rieseni z1(n) = 3" a x2(n) = 10", teda

z(n) = 13" + 210", ¢1,c2 € R.
Partikuldrne rieSenie z*(n) nehomogénnej rovnice hladdme v tvare
z*(n) = (An + B)2",

pricom si uvedomime, ze 2 nie je koren charakteristickej rovnice. Dosade-
nim z*(n) do danej nehomogénnej diferen¢nej rovnice vypocitame nezname
koeficienty A a B.

(A(n+2)+B)2"+2) _13(A(n+1)+ B))2"*) £ 30(An+ B)2" = (5n+6)2".
Po vykrateni dostavame
(An +2A+ B)4 —26(An+ A+ B) 4+ 30(An + B) = (5n + 6).
Porovnanim koeficientov polynémov vypodcitame konstanty A a B.
A=1
B =3.

Nasli sme partikularne riesenie v tvare
z*(n) = (n+3)2"
a vSeobecné riesenie nehomogénnej diferen¢nej rovnice je

z(n) = 13" + 210" + (n+ 3)2", ¢1,c2 € R.

2. : (1.3)

kde Pr(nll) (n) a Pr(fl) (n) st diskrétne polynémy stupnia m; a ma, p € R.
Potom partikuldrne riesenie x*(n) nehomogénnej diferecnej rovnice (E) hla-
dame v tvare

2*(n) = p" (Q4) (n) cos(ng) + QR (n) sin(ng) ) n*,
kde Q%)(n) a Q(mQ) (n) st diskrétne polynémy stupna m = max{mj, ma}. V

pripade, Ze p(cos ¢+isin ¢) je koren odpovedajicej charakteristickej rovnice,
je s jeho nasobnost.
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Priklad 6 Riesme nehomogénnu diferencni rovnicu

x(n+2) — 3z(n + 1) + 2z(n) = cos (gn> .

Riesenie Charakteristickd rovnica odpovedajica homogénnej diferencnej
rovnici je
A2 —3A+2=0.

Kvadraticka rovnica ma realne korene Ay = 1, Ay = 2. VSeobecné riesenie
homogénnej rovnice vyjadrime ako linedrnu kombinaciu dvoch nezavislych
rieSeni z1(n) = 1" = 1 a x2(n) = 2", teda

z(n) =c1 + 22", c¢1,c2 € R.

Pravi stranu rovnice mbzeme zapisat ako 1" (cos (§n) 4 Osin (§712)) a preto
partikuldrne riesenie z*(n) nehomogénnej rovnice hladame v tvare

x¥(n) =1" (A cos (gn> + Bsin <§n)> = Acos <§n> + Bsin (gn> ,

pricom si uvedomime, ze cos (§7) 4 isin (§)) nie je koren charakteristickej
rovnice. Vyjadrime z*(n + 1) a 2*(n + 2).

z*(n+1) = Acos (g(n + 1)) + Bsin (g(n + 1)>
= (;1 + \/;:B> cos (gn> + <§ - \/§A> sin (§n>

z*(n+2) = Acos (g(n—i— 2)) + Bsin (g(n+ 2))

= (—;1 + \/§B> cos (gn> + <_§ - \/§A> sin (gn)

Dosadenim z*(n) do riesenej diferencénej rovnice dostavame

—V/3B cos <§n) + V/3Asin <gn> = cos (§n>

Porovnanim koeficientov pred funckiami sinus a kosinus mame A =0, B =
—?. Partikuldrne riesenie je

x*(n) = —\f sin (gn)

a vSeobecné riesenie nehomogénnej diferenc¢nej rovnice je

3
x(n) =c1 + 22" — \?{sin <gn) , 1,2 € R.

11



V pripade ak je prava strana v tvare suc¢tu dvoch alebo viacerych funkcii

f(n) = fi(n) + fo(n) + ... fe(n), k€N

pricom tieto funkcie st v tvare (1.2) resp. (1.3), partikuldrne riesenie hla-
ddme ako stcet dvoch alebo viacerych funkcii z7(n), x5(n), ... zj(n), kde
x7(n) je rieSenim nehomogénnej diferencénej rovnice s pravou stranou fi(n),
x3(n) je riesenim nehomogénnej diferencénej rovnice s pravou stranou fa, (n)
. z%(n) je rieSsenim nehomogénnej diferencnej rovnice s pravou stranou
fr, (n). Teda
z*(n) = zi(n) + 22 +* (n) - - + x(n).

Priklad 7 Riesme nehomogénnu diferencni rovnicu

z(n+2) —4dz(n+1) +4z(n) =3.5" + 7.(-1)".

Riesenie Ako prvé nijdeme vseobecné riesenie homogénnej diferencnej
rovnice pomocou charakteristickej rovnice, ktora mé pre dant rovnicu tvar

AN —4N+4=0.

Charakteristickd rovnica mé dvojnasobny koren Ao = 2, preto vSeobecné
rieSenie homogénnej rovnice je

x(n) = 12" + +eon2", c1,¢0 € R.
Prava strana nehomogénnej rovnice je v tvare sictu dvoch funkcii

f1 (n) =3.5"

fa(n) =7.(=1)".

Partikuldrne riesenie nehomogénnej diferen¢nej rovnice budeme preto hladat
v tvare suctu dvoch funkcii

z*(n) = x1(n) + z3(n),

kde z7(n) je partikuldrne riesenie nehomogénnej rovnice s pravou stranou
fi(n) a z3(n) je partikuldrne riesenie nehomogénnej rovnice s pravou stranou
fa(n). Kedze fi(n) a fa(n) st v "$pecidlnom tvare"

zi(n) = A5"

x7(n) dosadime do rovnice
z(n+2) —4z(n+1) + 4x(n) = 3.5"
a vyjadrime koeficient A = % Podobne z3(n) dosadime do rovnice

z(n+2) —4x(n+1) +4z(n) =7.(-1)"

12



a vyjadrime koefincient B = %. Partikularne riesenie ma teda tvar

1 7
z*(n) = zi(n) + 25(n) = 5.5" + 6.(—1)"
a vSeobecné rieSenie danej diferenc¢nej rovnice je
.Z'(TL) = 12" + +can2” + §-5 + 5-(—1) , c1,¢c2 € R.

Metdda variacie konstant

V pripade, ak funkcia f(n) ako pravéa strana rovnice (E) nie je v "Specidlnom
tvare,"resp. v ich stcte, moézeme na hladanie partikuldrneho riesenia neho-
mogénnej rovnice pouzit metddu variacie konstant. Tato metdda plati aj pre
linearne diferencné rovnice s nie konstantnymi koeficientami, ale uvedieme
jej odvodenie iba pre linedrnu diferen¢ni rovnicu s konstantnymi koeficien-
tami 2. rddu. Uvazujme nehomogénnu linedrnu diferen¢ni rovnicu 2 radu v
tvare

z(n+2)+ax(n+1)+bx(n) = f(n). (3)

Nech y(n) a z(n) st riesenia prislusnej homogénnej diferenénej rovnice. Vse-
obecné riesenie prislusnej homogénnej diferencénej rovnice vieme teda vyjad-
rit v tvare

ay(n) + c2z(n), c1,c2 € R.

Partikularne rieSenie x*(n) nehomogénnej diferencnej rovnice (3) hladajme
v tvare
2" (n) = cr(n)y(n) + c2(n)z(n),
kde ¢1(n) a c2(n) si nezndme funkcie premenej n.
z'(n+1)=cin+Dy(n+1)+ca(n+1)z(n+1) =
=ci(n)y(n+1)+ca(n)z(n+ 1) + Aci(n)y(n + 1) + Aca(n)z(n + 1).
Nech pre hladané funkcie ¢1(n) a co(n) plati
Aci(n)y(n+1) 4+ Aca(n)z(n + 1) = 0. (1.4)
Vyuzitim tohto predpokladu vyjadrime z*(n + 2) a dostdvame
' (n+2)=cin+ Dy(n+2)+ca(n+1)z(n+2) =

=ci1(n)y(n +2) + c2(n)z(n + 2) + Aci(n)y(n + 2) + Aca(n)z(n + 2).

Kedze chceme, aby funkcia x*(n) bola rieSenim nehomogénnej diferecne;j
rovnice (3), po dosadeni do (3) méme

caa(n)y(n+2) +ca(n)z(n+2) + Aci(n)y(n + 2) + Aca(n)z(n + 2)+

+acr(n)y(n +1) + aca(n)z(n + 1) + ber(n)y(n) + bea(n)z(n) = f(n).

Vyuzitim, Ze y(n) a z(n) st rieSeniami prislusnej homogénnej diferencne;
rovnice, teda plati

c1(n)y(n +2) +aci(n)y(n + 1) + ber(n)y(n) =0
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ca(n)z(n + 2) 4+ aca(n)z(n + 1) + bea(n)z(n) =0
dostavame rovnicu
Acr(m)y(n+2) + Aea(n)z(n +2) = f(n). (L5)

Rovnice (1.4), (1.5) tvoria systém linedrnych rovnic s neznamymi dife-
renciami Aci(n) a Ace(n), ktory dalej rieSime Cramerovym pravidlom.
Oznac¢me determinant

yin+1) z(n+1)
yin+2) z(n+2) |’

ako C(n). Tento determinant sa nazyva Carosatian (obdoba Wronskidnu,
ktory sa pouziva pri diferencidlnych rovnicach). Na zdklade Cramerovho
pravidla dostavame

0 z(n+1) ‘
o (n) = f(n) z(n+2) (n)z(n+1)
S =T ] o
yn+2) =(n+2)
’ y(n+1) 0 ‘
Aea(n) — y(n+2) f(n) f(n)y(n+1)
i y(n+1) z(n+1) Cn)
yn+2) z(n+2)
Ak si oznac¢ime diferencie Acy(n) a Aca(n) ako Acy(n) = u(n) a Acy(n) =
v(n), potom mdzeme funkcie ¢1(n) a co(n) vyjadrit nasledovne
n—1
ci(n) = Z u(n) + c1(0). (1.6)
r=0
& n—1
co(n) = Z v(n) + c2(0). (1.7)
r=0

Dosadenim vyjadrenych funkcii ¢1(n) a c2(n) (1.6),(1.7) do hladaného
tvaru partikuldrneho riesenia dostavame

2" (n) = ci(n)y(n) + ca(n)z(n) =

n—1
= [Z u(n) + 01(0)] y(n) +

r=0

Priklad 8 Riesme nehomogénnu diferencni rovnicu metédou va-
ridcie konstant.

z(n+2) —7zx(n+1) + 6z(n) =n.
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Riesenie Najprv nijdeme vsSeobecné riesenie prislusnej homogénnej rov-
nice. Charakteristicka rovnice

N -TA+6=0

mé rieSenia \;y = 6 a Ay = 1. VSeobecné riesenie homogénnej diferencne;j
rovnice je
x(n) = 16" + co.

Partikuldrne riesenie danej nehomogénnej rovnice hladame metédou variacie
konstant, teda v tvare

x*(n) = c1(n)6" + ca(n),

pricom pre funkcie ¢1(n) a ca(n) plati

0 z(n+1)
f(n) z(n+2) 1
Aer(n) = (n) (n)z(n+1)
yiln+1) z(n+1) C(”)
yn+2) z(n+2)
a
y(n+1) 0 ‘
yn+2) f(n 1
Aca(n) = (n+2) fn) | fn)y(n+1)
yin+1) z(n+1) C(n)
yn+2) z(n+2)
Pre dant diferen¢nti rovnicu mame
f(n) =n,
y(n) =6
z(n) =1
a
_Jyln+1) 2(n+1) | |6 1)y
Po dasadeni tychto funkcii pre vyjadrenie diferencii dostédvame
n
Aci(n) = F et = u(n)
a n
Aca(n) —g = v(n)
Vyuzitim vztahu (1.6) vyjadrime nezndmu funkciu ¢;(n)
n—1
1 2 n—1
_1<1+2+3+ n1>_|_c(0)
T56\6 62 63 ent e

Aby sme vyjadrili predpis funkcie ¢1(n) potrebujeme néjst sicet n ¢lenov v
zatvorke vyssie. Pomo6zme si nasledujicim siétom

1— "
l+a+a®+a’ 442" = .
— T
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Derivovanim uvedenej rovnice dostavame

1 —x")’ _ —nz" Y1 —z) + (1 —2™)

2 -2 _
142x+32°+---+(n—1)z" —< e

1—=x

Po vynasobeni oboch stran rovnice x # 0 mame

—nz" + 2" (n—-1)+ 2
(1—=)?

r+22° +323 4+ (n—1)2" =

Pre x = % dostavame vyjadrenie hladaného stuctu:

6 62 63 T en—1 (%)2 - 25 6n—1

Po dosadeni do vyjadrenia pre funkciu ¢;(n) dostavame

—5n —146"

o5 a0

1 /—5n—1+6"
ci(n) T

T 56\ 25601 )+cl(0>:

Potrebujeme este néjst predpis pre funkciu ca(n), pricom vyuzijeme vtah
(1.7)

n—1
CQ(TL):ZU(?’L)—FCQ(O):O—}—%_%_ ngl—l-Cg(O)
r=0

Po tuprave mame

1 1n(n—1 nn—1
ca(n) = ——(14+243+ - -+n—1)4c2(0) = —*gﬁ-CQ(O) = —Q—FCQ(O).
5 5 2 10
Mozeme predpokladat, ze ¢1(0) = 0 a ¢2(0) = 0, potom partikuldrne
rieSenie danej nehomogénnej diferenénej rovnice, na urcenie ktorého sme
pouzili metédu varidcie konstant je

—5n — 146" n(n—1)
* _ n _ n _
z*(n) = c1(n)6" + c2(n) = —re Ot
a vSeobecné riesenie je
—5n —1+6" n(n—1)
_ n * — n n R S
z(n) = 16" +ca + " (n) = 16" + c2 + mEgn 0t T
resp. po uprave
1 1 3
= — | 6" —1)— —=n?+ —n.
x(n) <c1 + 125) + (c2 ) lon + 5071

Ulohy

Néjdite vseobecné riesenie danej diferencénej rovnice
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P1.  z(n+1)+2z(n)=3n+4

P2, z(n+2)+2zx(n+1)+z(n)=5-3n

1
z(n) = ¢1 4 con + 4n? — 2n3]

P3. z(n+2)—-3z(n+1)+2x(n)=3"
[ 1
gj(n) =C1 + Can + 23n:|

P4, x(n+2)—4r(n+1)+4x(n) =n2"

1 1
on on 2 on
ac(n) =c12" +can2" +n (24n — 8) ]

P5.  z(n+2)+6z(n+ 1)+ 9x(n) = 2"(25n + 70)
[z(n) = c1(=3)" + can(—3)" + (n + 2)2"]

P6. z(n+2)—-3z(n+1)+2z(n) =4
[x(n) = c1 + 22" — 4n]
P7. z(n+2)—2z(n+1)+2zx(n)=4n+5
z(n) = 1 (V2)" cos(n%) + o (V2)" sin(n%) +4n + 5]

P8.  z(n+2)—2x(n+1)+2z(n) =3"(5n+ 32)
{x(n) = (V2)" cos(n%) + o (V2)" sin(n%) +3"(n + 4)]

P9.  z(n+2) —3z(n+ 1)+ 2z(n) = cos(nf)

[xm) — o+ 2 - *f sin(n}j)]

P10.  z(n+2) —4x(n+1) — 12z(n) = 2cos(n%)
26

n no 8 . om T
{x(n) = 16" + c2(—2)" + 185 sm(n§) + 185 Cos(nz)}

P11.  z(n+2) —1lz(n+ 1)+ 28z(n) = 27sin(ng) — 11 cos(ny)
x(n) = 14" + 7" + sin(ng)}

P12. z(n + 2) — 2z(n + 1) — 8z(n) = (2v2 — 2)sin(nf) + (—2v2 —
16) cos(n7)

{w(n) = 14" + co(—2)" + QCos(nZ)}

P13.  z(n+2)+z(n) = 4cos(ng)

z(n) =c Cos(ng) + co sin(ng) —2n cos(ng)}

Pl4.  z(n+2)+ z(n) = 2" 2 cos(nf)

{x(n) = cos(ng) + ¢ sin(ng) + %2”” (cos(nZ) + 4sin(n2)>}
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P15.  z(n+2)+6x(n+ 1)+ 9z(n) = (—3)"(162n + 216)
{ZL‘(TL) =c1(—=3)" + con(—3)" + (—3)"(3n> + 3n2)}

2 7 - TRANSFORMACIA

V tejto kapitole uvedieme definiciu a zdkladné vlastnosti Z-transformacie.
Z-transformécia prevadza, samozrejme podla istych pravidiel, diskrétnu fun-

kciu (postupnost) na komplexnti funkciu. Dalej uvedieme vyuzitie Z-transformécie
pri rieSeni diferen¢nych rovnic.

Definicia 1 Z-transformdciou postupnosti {a,}52q = f(n), an € C, ktord
spliia podmienku |a,| > Me*™ (M > 0,a € R), nazjvame komplexni fun-
kciu F(z), kde

oo
F(z2)= Z anz "pre |z| > e*.
n=0

Funkciu F'(z) nazyvame obrazom predmetu f(n) pri Z-transformacii. Vztah,
korespondenciu, medzi predmetom a obrazom zapisujeme

f(n) + F(z).

Priklad 9 Ndjdime obraz danej postupnosti pri Z- transformdcii.

f(n) = b",b#0.

Riesenie

Pre danti postupnost plati |f(n)| = [b"| = [b]* = 1.e" [l Teda |f(n)| <
Me*™ kde M = 1,a = In|b|. Preto existuje obraz danej postupnosti pri
Z-transformécii pre |z| > e* = |b], ktory vyjadrime na zéklade definicie

> b b? b"
F(z) = n_ 144l 4y =
(2) ngzof(n)z tot gttt

Vyuzili sme sucet geometrického radu, ktory konverguje pre |g| < 1, ¢o v

nasom priklade bolo ¢ = g.
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Priklad 10 Ndajdime obraz danijch postupnosti pri Z- transformd-
Cil.
a) f(n)=e" a€C,
b) f(n) =1,
¢) f(n) =0,
\ J

Riesenie a) f(n) = e = (e*)". Pouzijeme obraz funkcie f(n) = 0" z
prikladu 9 pre b = e a dostavame

z

fln) = e = () 2
b) f(n) =1 =1". Opét vyuzitim obrazu funkcie f(n) = b" z prikladu 9 pre

b = 1 dostavame obraz .

z—1
¢) Obraz postupnosti f(n) = 0 najdme na zéklade definicie Z - transformécie.
Teda

1+

f(n) =0+ Zf(n)zfn = ZO =0.
n=0 n=0

Vlastnosti Z-transformacie

1. Linearnost
Ak fr(n) = Fp(2), k=1,...,m,m € N a ¢, € C, tak

f: ckfi(n) + f: b (2).
k=1 k=1

2. Tlmenie, alebo veta o substiticii nezavislej premennej v ob-
raze

Ak f(n) =+ F(z),a € C, a#0, tak

3. Veta o predstihu
Ak f(n) = F(z), k € N, tak

fn+k)+ 2" lf(Z) -
4. Veta o oneskoreni
Ak f(n) = F(z), k € N, tak

f(n—k)=27FF(2).
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5. Veta o derivovani obrazu
Ak f(n) + F(z), k € N, tak

nf(n) +zF'(z),

n(n+1)f(n) = 22F"(2),
nn+1)...(n+k—1)f(n) + (—1)FFF® (2).

6. Veta o obraze diferencie

Ak f(n) = F(z), k € N, tak

Af(n) + (z = 1)F(2) — 2£(0),

f—
Affn) = (2 —1)*F(2) — 2 Z:l(z — DEIATF(0), B > 1.
r=0

Priklad 11 Najdime obrazy danijch postupnosti pri Z- transformd-
cii.

a) f(n)=sinwn,

b) f(n)=coswn,

\U J

RieSenie Najprv si prepiSeme predpis postupnosti f(n) =sinwn a f(n) =
cos wn pomocou exponencidlnej funkcie. Vyuzijeme zndmy Eulerov vztah

€'’ = cos ¢ + isin ¢,

ktory pre ¢ = nw resp. ¢ = —nw je
e = cosnw + 1 sin nw,
—inw

e = cosnw — 1 sin nw.

Z uvedenych dvoch rovnic dostavame nasledujice vyjadrenie danych postup-
nosti

' einw _ e—inw
sinnw = ———,
27
einw + e—inw
COSNw =
2

Vyuzitim linedrnosti Z-transformdcie a obrazu postupnosti e + —~5 pre
a = iw resp. a = —iw mame

1 } . 1 z z
sinnw = — (em“’ —e mw) - — — — — ) =
21 20\z—eWwW z—e W

1 z(e — e~ W) B zsinw
2\ 22— z(eW e W)+ 1) 22 —2zcosw+ 1
1/ i 1 z z
cosnw = o (emw +e m“’) 3 <z — + o e_iw> =
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1 < z(z — cosw) > ~ z(z —cosw)
2\ 22 —2z+4cosw+1) 22—2zcosw+1°
Poznamka: Uvedené transformac¢né vztahy platia pre |z| > 1, pre ktoré je

splnend podmienka |a,| > Me*" z definicie Z - transformaécie.

Priklad 12 Ndjdime obraz danej postupnosti pri Z- transformdcii.

f(n) =€e*"cosfn, a, B € R.

RieSenie Vyuzijeme vetu o tlmeni a” f(n) + F (£), priom v nasom pri-
klade a™ = e*" = (e“)", teda a = e“.
Ak si ozna¢ime obraz postupnosti cosnf ako F'(z), z predchddzajiceho pri-
kladu vieme F(z) = %, potom podla vety o tlmeni obrazom po-
stupnosti

f(n) = e*" cos fn

P <Z)
60(
- Z (& — cos B)
on N G e \e .
€™ cos Bn ( ) (Z)?—2Z%cosfB+1

a
(& o

je funkcia

Preto

Po tprave dostavame hladany obraz
z(z — e“ cos f3)
22 — 2ze® cos 3 + e2’

e cos fn + |z| > 1.

Priklad 13 Ndjdime obraz danej postupnosti pri Z- transformdcii.

f(n) =n.

RieSenie Ako prvé nijdeme obraz postupnosti f(n) = n pomocou vety o
derivovani obrazu nf(n) + 2F'(z). Kedze
n=n.l=+zF(z),

1
z—1"

kde F(z) je obraz postupnosti 1, ktory pozname z prikladu 10: 1 +

Preto
()=
n=nl-=+-z = .
z—1 (z—1)2

2

Obraz postupnosti f(n) = n®. ndjdeme opatovnym pouzitim vety o derivo-

vani obrazu, pretoze
. /
n* =nmn-=2F'(z2),

kde F(z) je teraz obraz postupnosti n, ktory uz pozname n + ﬁ Dosté-
vame

, z "oz(z+1
n? =n.mn <+ 2F'(2) _Z<(z—1)2) — (i _+1)§7‘z\ > 1.
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Tabulka niektorych vzorov a ich obrazov pri Z-transformacii.

predmet (vzor) f(n) obraz F(z)
1
z—1
! (17
2 z2(z+1)
(z—1)%
aan
z—e®
. zsinw
sinwn
22 —2zcosw+1
2(z — cosw)
coswn
22 —2zcosw+1

Inverzna (spatna) Z-transformaécia

Definicia 2 Inverznd Z-transformdcia Z~'je definovand pre vsetky n € N
vztahom
1 n—1
f(n)=a, = e KF(Z)Z dz,
kde krivka K je kladne orientovand kruznica takd, Ze vo svojom wvnutri ob-
sahuje vsetky singuldrne body funkcie F(z) a lezi v prstencovom okoli bodu
0.

Ak funkcia F(z) mé prave k-izolovanych singularych bodov zi,z9,..., 2
vo vnutri krivky K, potom mézeme na vypocet integralu pouzit Cauchyho
integralnu vetu

k
f(n) = Z res[F(z)z"_l}zj.
j=1

Ak z1,29,...,2; si plly funkcie F(z) ndsobnosti mi,ma,..., my, potom
rezidua v tychto bodoch pocitame podla nasledujiceho vztahu
1 dmj—l

res[F(z)z(n — 1)), = ;=11 ZlLrgj pT=Y [(z — zj)ij(z)zn—l} .

Priklad 14 Ndjdime postupnost, pre ktori obraz pri Z- transfor-
mdcii je

Riesenie Dand funkcia mé dva jednoduché poly: —2,2. Preto jej vzor pri
Z-transformacii vypocitame ako

f(n) = res[F(2)2" Y _s + res[F(2)2" .

res[F(z)2" 1 o = Zl_i)rr_12

(z+2)

2241 Zn_l] 5
(z+2)(z—2) N

2
res[F(z)2" 1)y = 2% [(z - 2)(2:+2)—(Fz:1—2)2n1] = §(2)"
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Hladana postupnost ma tvar

fln) = 2"+ (~2)").

Priklad 15 Ndjdime postupnost, pre ktoriu obraz pri Z- transfor-
mdcii je

Riesenie Dana funkcia ma dva jednoduché pdly: —i,i. Preto jej vzor pri
Z-transformacii vypocitame ako sucet rezidui

f(n) =res[F(2)2" Y _; + res[F(z)z"" Y.

"ty N St ) B
res|F(2)2 1]—23%{““)(zm(z—z‘)z 1]_ 5 )"
woty _pu [ 2 ] _ Lo
res|F(=)z"""); = lim {(Z e e 1] 2 "
F) = = (=) 4 i) = (7 = (<)) = (=1 + (-1)7).

Pouzitie Z-transformacie pri rieseni diferen¢nych rovnic

Uvazujme linedrnu nehomogénnu diferenént rovnicu m- tého radu s kon-
stantymi koeficientami definovana v kapitole 1.4

apr(n+m)+ax(n+m—1)+- - +apm_1x(n+1) + apz(n) = f(n). (E)
Nech je danych m zaciato¢nych podmienok:
z(0) =xo, (1) =21, ...,x(m — 1) = Typ—1, T, ..., Tm—1 € R (2.8)

Rovnica (F) a podmienky (2.8) ndm formuluji zaciatoéni tlohu pre line-
arnu diferenénii rovnicu a to nédjst partikularne riesenie rovnice (E), ktoré
spltia podmienky (2.8). Definovani zac¢iatoénu tlohu vieme riesit pomocou
Z-transformécie nasledujticim spésobom:

Nech funkcia z(n) mé obraz pri Z-transformacii funkciu X (z). Podla vety
o predstihu uré¢ime obrazy vsetkych funkcii z(n+m), z(n+m—1),... z(n+1),
ktoré sa v predpise danej rovnice nachidzaji. Dalej ndjdeme aj obraz funkcie
f(n). Po dasadeni vsetkych obrazov do danej diferen¢nej rovnice dostédvame
ALGEBRAICKU rovnicu, z ktorej vyjadrime funkciu X (z). No a hladans
funkcia z:(n) (rieSenie diferen¢nej rovnice) je predmetom k ziskanej funkcii
X (z), preto jej predpis vypocitame pouzitim spétnej Z-transformécie. Uve-
deny postup si ndzorne ukazeme na nasledujicom priklade.
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Priklad 16 Riesme dant diferencni rovnicu pomocou Z -transformdcie

z(n+2)+7z(n+1) 4+ 6x(n) =n, x(0) =0,2(1) = 1.

RiesSenie Nech riesenie diferencnej rovnice x(n) ma obraz pri Z-transformaécii
funkciu X (z). Potom podla vety o predstihu plati

s+ 1) =z <X(z) _ “’i?) — X (2),
z(n +2) + 22 (x(z) — a:Z((())) — :cil)) =22X(2) — 2.
Obraz pravej strany, teda funkcie f(n) =n je
n -+ GO

Po dosadeni obrazov vSetkych funkcii do danej diferen¢nej rovnice dostavame
transformovanu rovnicu, ktord je uz algebraickou rovnicou

22X (2) — 2+ 72X (2) + 6X(2) = EEEIER

Vyjadrime funkciu X (z) :

2(22 — 22+ 2)

X&) = oG+ 0

Nasli sme predpis funkcie X (z), ktoréd je obrazom hladaného rieSenia z(n).
Pomocou inverznej Z-transformdcie ndjdeme predmet k funkeii X (z). Kedze
X (z) méa 3 pdly: -1,-6 jednoduché pély a 1 dvojnasobny pol, plati

z(n) = res[X(2)2" 11 + res[X(2)2" 1 g + res[X (2)2""1];.
Vypocitame rezidud v jednotlivych péloch.

2(2% — 22 +2)

reslX(2)2" o = I G e e et S
M2 -2242) 1 n
= o1 Tt
n— IRT 2(22 —2z+ 2) n—1 _
reslX(2)2" s = lim(z = 6) oy =

2"(2% — 22 +2) 10
I e - Y

2(22 —22+2) n_ll _
)

n— — |1 d
res|X(z)z 1]1 = lim 1 l(z - 1)2(2 —1)2(z+6)(z+1 ’

d |2"(2%—22+2)
= lim — =
z=>1dz | (z+1)(2+6)
~ lim (n+2)2"" —2(n+1)2" + 202" H (22 + 72 +6) — (2"(22 =22 +2)(22 + 7)) B
=] (22472 +6)? B
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_ 14n-9
o142

Partikularne riesenie danej diferen¢nej rovnice je

1 10 14n —9
z(n) = Z(—l)" - E(—6)" + 1z
Ulohy
Najdite obrazy danych postupnosti pri Z- transformacii.
Pl.  f(n)=e" —2e"?
z z
Fe) = —2Z_\/é]
P2.  f(n) = 2"+ 6e>"
z z
F(z) = z—2 +6Z—€2}
P3.  f(n)=cos’n ' X ,
z z(z — cos
{F(z) T 9221 + 222 —( 2ZC082—)|- J
P4.  f(n) =sin’n
[F(z) 1z 1 z(z — cos2) }
2z—1 222—-2zcos2+1
P5.  f(n) =3"sinn N
zsin
Fz) = 22 —6zcosl+ 9}
P6.  f(n)=5"cosn )
22 — 5zcosh
F(Z) T 22— 10zcosh + 1
P7.  f(n)=2".n )
z
F) = = 2)2}
P8.  f(n)=n? ) )
z(z+4z+1
[CEey
P9. f(n)=a""% a#0 )
a’z
P10.  f(n) =cosw(n+1) ) )
2%(z — cosw
F(Z) T2 —(22 cosw —1)— 1
P11.  f(n) = nsinwn ) ,
z° — z)sinw
F(z) (22 (— 2z co)sw +1)?
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P12.  f(n)=(n—1)sinwn

[F(z) =

Rieste danud diferen¢ni rovnicu pomocou Z-

—2zsinw + 222 sin w cos w
(22 — 2z cosw + 1)?

transformacie.

Pl. z(n+3)+3z(n+2)+3z(n+1)+z(n) =0, z(0) =0,z2(1) =
0,z(2) =1
2(n) = %n(n )=y
P2, z(n+2)+4z(n+1)+x(n) =32" 2(0)=0,z(1) =1
3. ~1++3 N 1++/3 "
= T e v A
P3.  z(n+2)—4z(n) =4", 2(0) 1: l,x(%) =1 :
x(n) 54” + §2" + 24(—2)"}
P4, x(n+2)+4x(n+1)+3x(n) =47, 2(0) =1,z(1) = —1
1 5 5)
o(n) == (1) + 2(-3)" + 2|
P5. z(n+2)—4z(n)=1- (—1);, x(0) :E?,x(l) =1 '
2(n) = 35" = 75(-2)" — 3+ 5(-1)"]
P6. AZ%(n) =16, 2(0) =2,2(1) =3
{x(n) =8n? —7Tn+ 2}
P7.  z(n+2)—4x(n) =2+2", gs()O) = 2,3:(%) = (%3 )
o) = 2+ e
P8 z(n+2)+3z(n+1)—4x(n) =¢€", x(0)=0,z(1) :31 )
" n 3+e —e
{x(") “erne—n Yrure Tsa-o

3

APLIKACIE DIFERENCNYCH ROVNIC

Na dvod uvedieme jednt znamu tlohu, ktord sa uvadza pod nazvom FI-
BONACCIHO KRALIKY. Touto ulohou sa v r. 1202 zaoberal taliansky

matematik Fibonacci (vlastngm menom Leonardo

Pisano). Skumal akou

rychlostou sa mo6zu kraliky rozmnozovat za idedlnych podmienok.
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Priklad 17 Predpokladajme, Ze novonarodeny
par kralikov, jeden samec, jedna samicka, je
vypusteny ma pole. Krdliky siu schopné sa pdrit
vo veku jedného mesiaca tak, Ze na konci dru-
hého mesiaca samicka privedie na svet dalsi pdr
kralikov. Predpokladajme, Ze Ziadne krdliky nikdy
nezomri a Ze samicka vZdy porodi jeden movy pdr
(jedného samceka a jednu samicku) kazdy mesiac
od druhého mesiaca. Kolko pdrov kralikov bude na
poli po n mesiacoch?

. J

RieSenie Oznac¢me funkciou z(n) pocet parov kralikov po n mesiacoch.
Nech funkcia a(n) vyjadruje pocet parov dospelych krélikov a b(n) pocet
novonarodenych parov po n mesiacoch, ktoré dosiahnu dospelost po 1 me-
siaci. Zo zadania tlohy vyplyva, ze :

a(n) =a(n—1)+b(n—1)
b(n) =a(n—1),

teda mladé pary b(n) sa narodia iba jedincom, ktoré uz boli pred mesia-
com dospelé (ich pocet je a(n — 1)) a dospelé pary a(n) budia pozostévat
z dospelych pérov z predchadzajiceho mesiaca a(n — 1) a pérov, ktoré sa
pred mesiacom narodili b(n — 1) a stali sa dospelymi. Pocet parov vsetkych
kralikov po m mesiacoch je sucet mladych aj dospelych parov, ¢o moézeme
vyjadrit:

z(n) =a(n)+bn)=an—-1)+b(n—1)+a(n—1) =
=an—1)4+bn—1)4+an—-2)+b(n—2)=z(n—1)+z(n—2)

Dostali sme linedarnu diferenéni rovnicu 2. rddu s konstantnymi koeficien-

tami.
z(n) =z(n—1) + x(n — 2),resp.
z(n+2)=z(n+1)+z(n),
pricom pozname nasledovné zaciatocné tdaje:
x(1) =1 ...za mesiac prvy parik krélikov dospeje,
z(1) = 2 ...po dvoch mesiacoch pribudne 1 novy périk kralikov.
Charakteristicka rovnica odpovedajica zostavenej diferen¢nej rovnici ma

tvar

M_ox-1=0,

ktorej korene st

14++5
7
Vseobecné riesenie diferencnej rovnice je

z(n) = <1+\/5> + (1 _2\/5> ,c1,02 € R.

A2 =

2

Dosadenim zaciatoénych podmienok z(1) = 1 a z(1) = 2 dostdvame parti-
kuldrne riesenie

(1B (1VE)T L (—1+ VB (15"
"=\ 55 2 25 > )
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Vypocéitajme niekolko dalsich hodnét funkcie (resp. ¢lenov postupnosti)
x(n) pre n = 3,4,.. pomocou ziskaného predpisu. Dostdvame nasledujice
hodnoty pre pocet parov kralikov po 3, 4,... mesiacoch

z(3) =3
x(4)=5
x(5) =8

z(n)=xz(n—1)+z(n—2).

Poznamka:

7 tejto dlohy, rozmnozovania kralikov, odvodil Leonardo
Pisano postupnost dnes znamu ako Fibonacciho ¢iselnd postupnost. Je to
vlastne postupnost ¢isel, kde nasledujice ¢islo je si¢tom dvoch predchidza-
jucich a vyzerd takto: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987, 1597....

Pozrime sa na jednu velmi zaujimavi vlastnost tejto postupnosti. Pomer
dvoch po sebe idtucich ¢lenov Fibonacciho postupnosti, presnejsie nasledu-
juceho k predchadzajicemu konverguje k ¢islu 1*—2‘/5 Plati

1) 1
lim D _ *2‘/5 = 1,6180339887 .. ..

n—oo x(n)

Cislo, ktoré sme dostali je v matematike zndme ako &islo ¢ , zlaty rez alebo

bozsky rez. V matematickom prostredi sa prvykrat stretdvame so zlatym

rezom u Pytagora. Za svoj znak si vybrali pentagram — péatcipu hviezdu,

ktort vlastne tvoria uhlopriecky pravidelného péatuholnika. Ukazuje sa, ze

uhlopriecky v pravidelnom péatuholniku sa rozdeluji prave v pomere zlatého

rezu. Zlaty rez je najestetickejsie delenie celku na vic¢siu a mensiu Cast:
celok vacsia cast

e o e . = P
vacsia cast mensia cast

Ak ozna¢ime a ako vacsiu ¢ast, b mensiu cast, potom

a+b_g
a b

¢o vedie na kvadratickt rovnicu
' —p—1=0,

ktorej kladné riesenie je ¢ = 1‘*'2—\/5 =1,6180339887....
Doplnif este fibonacciho postupnost v prirode....

Nasledujticu tilohu, matematicky hlavolam HANOJSKE VEZE vymyslel
franciizsky matematik Edouard Lucas v roku 1883.
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Priklad 18 Majme 3 veZe. Na jednej st
na zaciatku umiestnené kotuce roznych prie-
merov. Zoradené siu od najvdcsieho po naj-
mensi. Vypocitajme kolko tahov je potreb-
nych na premiestnenie celej veze (aby ko-
tuce zostali usporiadané od najvicsieho po
najmensi) na druhid vezu. V jednom tahu
mozZeme preloZit z veZe na vezu len jeden
kotic a nesmieme poloZit vdcsi kotuc na
mensi.

\ J

RieSenie Nech funkcia x(n) oznacuje pocet tahov na premiestnenie veze
pozostavajicej z n koticov. Premiestnime najprv vez pozostavajicu z n — 1
kotticov, k tomu potrebujeme z(n—1) tahov a na pévodnej ty¢i nam zostane
najvacsi kota¢, ktory premiestnime na volnu ty¢ (to je jeden tah). Nasledne
vez velkosti n — 1 poskladame na najvicsi kotuac¢, k comu potrebujeme opéf
x(n — 1) tahov. Preto vSetkych tahov na premiestnenie veze pozostévajicej
z n kotucov je
z(n) =14 2z(n—1).

Vseobecné riesenie tejto linearnej diferencnej rovnice 1. radu je
z(n) =c2" -1

Kedze na premiestnenie 2 kottcov potrebujeme 3 tahy (z(2) = 3), dostdvame
partikularne riesenie
z(n) =2" -1,

¢o vyjadruje pocet tahov na premiestnenie veze pozostavajicej z n koticov.

Poznamka: Legenda hovori, ze niekde vo Vietname stoji klastor, v kto-
rom sdi hanojské veze so 64 zlatymi kot¢mi. Mnisi kazdy den na poludnie
za zvuku zvonov premiestnia 1 kotuc¢. V okamihu, ked bude premiestneny
posledny kotii¢ nastane koniec sveta. Podla riesenia nasej tilohy na premiest-
nenie veze so 64 koti¢mi potrebuji 254 —1 tahov, ¢o je 19-nést miestne éislo.
Aj ked by tah robili kazdt sekundu, trvalo by to mnichom 600 miliard rokov.
Vesmir ma priblizne 14 miliard rokov.
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"VECNA'"RASTLINA

Priklad 19 Predpokladajme, Ze istd rastlina rastie
stdale a reprodukuje sa len v 1. roku svojho Zivota.
Urc¢me pocet rastlin po n rokoch, ak zaciname s jed-
nou rastlinou.

@ jednoro¢na rastlina, ktora sa reprodukuje

1 rol Oviacroéné rastlina, ktora sa uz nereprodukuje
JTOK

Y
2.rok O

RiesSenie Nech funkcia z(n) vyjadruje pocet vSetkych rastlin po n ro-
koch, a(n) pocet rastlin, ktoré maji viac ako jeden rok (teda sa uz nerepro-
dukuji) a b(n) je pocet novych, jednoro¢nych rastlin (ktoré sa reprodukuji).
Pre a(n) a b(n) plati

a(n) =a(n—1)+b(n—1),

b(n) =b(n —1).

Rastliny st vecné, teda a(n) su rastliny, ktoré boli nové aj starsie v pred-
chadzajicom roku a nova rastlina vznikne len z jednorocnej rastliny. Pocet
rastlin po n rokoch je

z(n) =a(n)+b(n)=an—1)+bn—1)+b(n—-1)=z(n—-1) =

=z(n—1)+an)—an—-1)=zn—1)+z(n—-1) —xz(n—2)

Dostavame linearnu diferenént rovnicu

z(n) —2x(n—1) 4+ z(n —2) =0,

resp.
z(n+2)—2z(n+1)+x(n) =0,

pricom z(0) = 1 a (1) = 2. Charakteristickd rovnica odpovedajica dife-
ren¢nej rovnici ma tvar A2 — 2\ + 1 = 0, kde A1,2 = 1. VSeobecné rieSenie
je

z(n) =c1 + can

a dosadenim zac¢iatoénych podmienok x(0) =1 a z(1) = 2 dostdvame parti-
kuldrne riesenie
xz(n)=1+n,

¢o je pocet rastlin po n rokoch.
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"DVOJROCNE"'KVETY

Priklad 20 Predpokladajme, Ze zo zasadeného se-
mienka za rok vyrastie kvietok s dvoma semienkami,
nasledujici rok md kvietok len jedno semienko a dalsi
rok zahynie. KazZdé semienko sa hned vysddza a vyras-
tie z neho dvojsemienkovy kvietok. Zo semienka jed-
nosemienkovej rastliny nevyrastie dalsi kvet, lebo rast- Vi
lina zahynie. Zostavme a vyriesme diferencni rovnicu “
popisujucu pocet kvetov po n rokoch.

9 1ok 0 @ kvet s dvoma semienkami
@ @kvet s jednym semienkom
3.rok o @ Q

Riesenie Nech funkcia x(n) vyjadruje pocet vsetkych kvetov po n
rokoch, a(n) pocet kvetov, ktoré maju 2 semienka a b(n) je pocet kvetov,
ktoré maju jedno semienko po n rokoch. Pocet dvojsemienkovych kvetov v
roku n mézeme vyjadrif ako pocet dvojsemienkovych v predchiadzajicom
roku krat 2:

a(n) =2a(n —1)

Pocet jednosemienkovych rastlin v roku n je rovny poc¢tu dvojsemienkovych
v predchidzajicom roku, teda

b(n) =a(n —1).
Pocet vsetkych kvetov v roku n je
z(n) = a(n) + b(n) = 3a(n — 1),

pricom z(1) = 1, x(2) = 3. Z diferen¢nej rovnice a(n) = 2a(n—1) vyjadrime
funkciu a(n).
a(n) = c2".

Vyuzijtic predpis pre funkciu b(n) dostdvame

b(n) = 2" !

3
x(n) = 2" + 2" = 502”.

Dosadenim zaciato¢nej podmienky z(2) = 3 dostaneme pozadovany pocet
kvetov po n rokoch
z(n) = 3.2"72
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"DVOJROCNE"KVETY, modifikicia

Priklad 21 Predpokladajme, Ze zo zasa-
deného semienka za rok wvyrastie kvietok
s dvoma semienkami, nasledujici rok md
kvietok len jedno semienko a dalsi rok za-
hynie. KaZdé semienko sa hned vysddza a
vyrastie z neho dvojsemienkovy kvietok. Zo
semienka jednosemienkovej rastliny vyrastie
tieZ kvietok s dvoma semienkami. Zostavme
a vyriesme diferencnid rovnicu popisujucu
pocet kvetov po n rokoch.

9 rok c @ kvet s dvoma semienkami
@ @kvet s jednym semienkom
3.rok o @ @

RieSenie Nech funkcia xz(n) vyjadruje pocet vsetkych kvetov po n ro-
koch, a(n) pocet kvetov, ktoré maji 2 semienka a b(n) je pocet kvetov,
ktoré maju jedno semienko po n rokoch. Pocet dvojsemienkovych kvetov v
roku n moézeme vyjadrit ako sicet dvojnasobného poctu dvojsemienkovych
kvetov v predchddzajicom roku a jednosemienkovych kvetov v predchiadza-
jucom roku (vychddzame z predpokladu, ze z kazdého semienka vyrastie
dvojsemienkova rastlina):

a(n) =2a(n —1)+b(n —1).

Dvojsemienkova rastlina sa v nasledujicom roku stdva jednosemienkovou,
preto
b(n) =a(n —1).

Vsetkych rastlin po n rokoch bude
z(n) =a(n) +b(n) =3a(n — 1) +b(n —1).

Dosadenim b(n) do vyjadrenia a(n) dostdvame diferennénii rovnicu s jednou
neznamou funkciou a(n), preto najprv vypocitame pocet dvojsemienkovych
kvetov.

a(n)=2a(n—1)+b(n—1) =2a(n—1) + a(n —2),

resp.
a(n+2) —2a(n+1) —a(n) =0.

Charakteristicka rovnica odpovedajiica zostaveniej homogénnej linedrnej di-
fernc¢nej rovnici je

AN 22 —-)A=0,
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ktorej korene st A\; =1 + V2, A2 = 1 — /2 a vSeobecné rieSenie ma tvar
n n
a(n) = (1+\/§> + ¢ (1—\/5) ,c1,¢2 € R.

Kedze b(n) = a(n — 1) pre funkciu b(n) dostdvame

b(n) =c (1 + \/5)”71 4 co (1 — \/§>n

Nakoniec mozeme zapisat funkciu vyjadrujicu pocet vSetkych kvetov po n
rokoch

~1 ~1
s(n) =a(m) +b(n) = (1+v2)" 2+v2)+e(1-v2)" (2-V2).
Vyuzijtc, ze po dvoch rokoch mame 3 kvety a po troch sedem kvetov, t.j.
x(2) = 3, x(3) = 7 vypocitame konstanty c; a co

1
22— V2)(1+v2)’

4—3V2
2(2 — /2)2
Po dosadeni vypocitanych konstant do vseobecného riesenia xz(n) , dosté-

vame predpis funkcie vyjadrujicu pocet kvetov po n rokoch Nakoniec mo-
zeme zapisat funkciu vyjadrujicu pocet vsetkych kvetov po n rokoch

C1 —

Cy —

z(n) = 2(2_1\@ [(1 + ﬂ)"iz (2+v2)+ (1- \@)”*1 (4 - 3\@)} .

BINARNE RETAZCE 1

Priklad 22 Kolko je roznych bindrnych retazcov (po-
zostdvajicich z 0 a 1) dlZky n, ktoré neobsahuji po-
stupnost 00 (kazdé dve nuly musia byt oddelené aspor
jednou jednotkou).

Riesenie

Oznac¢me funkciou x(n) pocet vsetkych bindrnych retazcov, ktoré neob-
sahuju dve nuly po sebe. Rozdelme vsetky tieto retazce na 2 skupiny, podla
toho, ¢i koncia 1 alebo 0.

o Pocet vsetkych retazcov, ktoré koncia jednotkou je xz(n — 1), lebo po-
sledné miesto mame obsadené a pocet vsekych retazcov dlzky n — 1,
ktoré neobsahuji 2 nuly za sebou je z(n — 1).

o Pocet vsetkych relazcov, ktoré koncia ¢islom 0 je x(n—2), lebo posledné
miesto je obsadené, predposledné tiez (musi tam byt 1) a teda zostava
nam n — 2 miest, pricom pocet retazcov dlzky n — 2 je z(n — 2).
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Sumarizaciou vyssie uvedenych tvah dostavame vyjadrenie pre pocet vset-
kych retazcov
z(n)=xz(n—1)+z(n—2).

Zostavena diferenc¢nd rovnica je rovnakad ako v priklade 6 a jej vseobecné
rieSenie ma tvar

z(n) =1 (1 +2\/5> + (1 _2\/5

Dosadenim zac¢iatoénych podmienok, ktoré pre nasu tlohu st z(1) = 2,
x(2) = 3 dostavame Fibonacciho postupnost.

n
> ,c1,¢c2 € R.

BINARNE RETAZCE 2

Priklad 23 Kolko je roznych bindrnych retazcov (po-
zostavajicich z 0 a 1) dizky n, ktoré obsahuji postup-
nost 00.

RieSenie Oznac¢me podobne ako v predchéddzajicom priklade funkciou x(n)
pocet vsetkych binarnych retazcov, ktoré teraz obsahuji dve nuly po sebe.
Rozdelme vsetky tieto retazce na 2 skupiny, podla toho, ¢i koncia 1 alebo O.

o Pocet vsetkych pozadovanych retazcov, ktoré konéia jednotkou je z(n—
1), lebo na poslednom mieste je 1 a potom mame n — 1 miest, pri¢om
pocet retazcov dlzky n — 1 obsahujtcich 00 je presne z(n — 1).

e Pocet vSetkych pozadovanych retazcov, ktoré konéia nulou opét roz-
delime na dve skupiny. Bud retazec ma na predposlednom mieste 1
alebo nulu.

1. Ak ma retazec na poslednych dvoch miestach 10, potom nam
ostédva n — 2 miest, pricom pocet retazcov dlzky n—2 je x(n —2).

2. 'V pripade, ak retazec konci ¢islami 00, potom nasa podmienka,
aby boli dve nuly za sebou uz je splnend a na zostavajicich n — 2
miestach uz moéze byt "hocico", teda nula alebo jednotka, mame
2"=2 moznosti pre obsasadenie volnjch n — 2 miest.

Scitanim vSetkych moznosti dostavame diferenént rovnicu popisujicu
pocet pozadovanych retazcov

z(n)=z(n—-1)+z(n—-2)+ on—2

resp.
z(n+2)—z(n—1)—z(n)=2"

Odpovedajica homogénna rovnica vedie na Fibonacciho postupnot, jej vse-
obecné riesenie je

14+v5\" 1-v5\"
x(n):q( +2\[> +02< 2\[> ,c1,c2 € R.
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Partikularne riesenie nehomogénnej rovnice hladame v tvare
x*(n) = A.2".

Po dosadeni do diferen¢nej rovnice z*(n) = 2". Vseobecné riesenie nehomo-
génnej diferenc¢nej rovnice vyjadrime ako sicet vseobecného riesenia homo-
génnej a partikularneho riesenia

1+v5\" 1—v5\"
x(n):q( 2\[> —1—02( 2\f> + 2" c1,09 € R.

Zaciatotné podmienky pre nasu tdlohu su z(2) = 1, z(3) = 3, pomocou
ktorych najdeme partikuldrne riesenie. Pocet binarnych retazcov dlzky n,
ktoré obsahuju postupnost 00 je

_6\/5—7<1+\/5>”+ 7—-6V5 (1—\/S>"+2n.

xr\n) =
(n) 65 + 10 2 6v5 — 10 2

HESLO 1

Priklad 24 Mdme k dispozicii jedno c¢islo (napr. 7 )
a jedno pismeno (napr. A). Kolko roznych hesiel dizky
n vieme vytvorit z tychto dvoch znakov, ak v kazdom JNEBECEEGE
hesle musi byt aj cislo aj pismeno. S ephdes <

QfWE|(R|[T| Y]|uj{1]lo]P

RieSenie Oznac¢me funkciou z(n) pocet hesiel dlzky n, ktoré obsahuji
aspon jedno ¢islo 7 a aspon jedno pismeno A. Vsetky tieto hesld moézeme
rozdelit na 2 skupiny:

1. Heslo zac¢ina pismenom A a zostdva nam n — 1 miest na umiestnenie
dalsich znakov 7 alebo A, to je z(n — 1) moznosti. Tieto hesla urcite
obsahuju aj pismeno aj ¢islo. Potom na n — 1 miest m6zeme umiestnit
uz len ¢islo 7, vznikne heslo A777..., ktoré splia nasu podmienku. Teda
dostdvame z(n — 1) + 1 moznosti hesiel.

2. Heslo zacina ¢islom 7, pricom nam zostava n — 1 miest na umiestnenie
dalsich znakov 7 alebo A. Bud na dalSie miesta umiestnime uz len
samé pismend A (to je jedno heslo TAAA...), alebo znaky umiestnime
lubovolne, pri zachovani nasej poziadavky, aby v hesle bolo aj ¢islo aj
pismeno, ¢o je x(n — 1) moZnosti. Aj teraz dostdvame xz(n — 1) + 1
moznosti hesiel.

Pocet pozadovanych hesiel dlzky n vyjadruje teda nasledovna diferncna
rovnica
x(n) =2x(n—1)+2

so zafiatoénymi podmienkami x(1) = 0, 2(2) = 2. VSeobecné rieSenie tejto
diferenc¢nej rovnice je
z(n)=c2"—-2,ceR
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a partikularne riesenie, ktoré vyjadruje pocet pozadovanych hesiel dlzky n
ma tvar
x(n) =2"—2.

HESLO 2

Priklad 25 Mdme k dispozicii dve ¢isla (napr. 7 a 8)
a jedno pismeno (napr. A). Kolko roznych hesiel dizky
n vieme vytvorit z tychto troch znakov, ak v kazdom INEBEBCBGE
hesle musi byt aj cislo aj pismeno. selisine =

Q|WE|(R[T|Y]|uj{1]lo]P

RieSenie Oznac¢me funkciou z(n) pocet hesiel dlzky n, ktoré obsahuji
aspon jedno ¢islo 7 alebo 8 a aspon jedno pismeno A. Vsetky tieto hesla
mozeme teraz rozdelit na 3 skupiny:

1. Heslo zacina ¢islom 7, zostdva n — 1 miest, kde moze byt bud len
pismeno A (vznikne heslo TAAA...), alebo x(n — 1) moznosti hesiel,
ktoré obsahuju aj ¢islo aj pismeno. Teda spolu z(n — 1) + 1 moZnosti.

2. Heslo zacina ¢islom 8, rovnakymi itvahami ako v 1. pripade dostavame

z(n — 1) + 1 moznosti.

3. Heslo zac¢ina pismenom A, zostava nam n — 1 miest, ktoré mozu byt
obsadené iba ¢islami 7 a 8 (na kazdej pozicii), ¢o nam déva 2"~! moz-
nosti hesiel alebo x(n — 1) moznosti hesiel, ktoré obsahuju aj ¢islo aj
pismeno.

Spolu hesiel dizky n vyjadruje nasledovnd diferenéné rovnica
z(n) =3zx(n—1)+2+2" 4

resp.
z(n+1)—3z(n)=2+2"

so zaCiatoénymi podmienkami z(1) = 0, x(2) = 4. VSeobecné riesenie ho-
mogénne]j diferencnej rovnice je

z(n) =c3", c € R.

partikuldrne riesenie pre pravia stranu 2 je

x] =-1
a partikuldrne riesenie pre pravu stranu 2" je

x5 = —2".
Vyuzitim principu superpozicie partikuldrne rieSenie zostavenej diferencnej
rovnice je

r=ax]+a5=-1-2"
a jej vSeobecné rieSenie ma tvar
x(n)=e3" —1-2"

Dosadenim jednej zo zaciatoénych podmienok dostavame pocet pozadova-
nych hesiel dlzky n
z(n)=3"—-1-2"
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