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1 OBYCAJNE DIFERENCIALNE ROVNICE

1.1 Uvod

Problematika obycajnych diferencidlnych rovnic sa zacala rozvijat uz v 17.
storoc¢i. Uz v tomto obdobi Isaac Newton (1643-1727) sformuloval svoj druhy
pohybovy zikon v tvare 1
= a(mv)a

t.j. sila sposobujica pohyb telesa sa rovné ¢asovej zmene hybnosti. Pomocou
tohto zakona sa podarilo opisat pohyb planét okolo Slnka pomocou diferen-
cidlnych rovnic, na zaklade ktorych je mozné predpovedat ich polohu vo
vesmire.

Od tych cias diferencidlnym rovniciam bola venovana velkd pozornost,
lebo prostrednictvom nich bolo mozné vytvarat a analyzovat matematické
modely realneho sveta.

1.2 Zakladné pojmy

V tejto kapitole sa oboznamime so zdkladnymi pojmami z tedrie obycaj-
nych diferencidlnych rovnic, ako je pojem diferencidlnej rovnice, riesenie,
rad diferencidlnej rovnice. mozeme zapisat
vo vSeobecnom tvare

F(t7 y7 y/7"'7y(n)) = 07 (1)

kde F' je dana funkcia n + 2 premennych definovana na istej otvorenej mno-
zine G = I x §, I je ¢iselny interval, Q C R™! t je nezévisld premennd,
y = y(t) je nezndma funkcia a 3/,... y(™ st derivicie nezndmej funkcie.
Predpokladame, ze aspon jedna z derivacii je obsiahnutd v rovnici (1).

Rovnica (1) vyjadruje vztah medzi nezndmou funkciou a jej deriviciami,
¢o je vlastne vztah medzi neznamou funkciou a jej vlastnostami, kedze vlast-
nosti funkcie sa v mnohych pripadoch daji vyjadrit pomocou jej derivacii.
Prave tato skutocnost nam umoznuje pouzit diferencidlne rovnice ako néa-
stroj popisujuci javy pozorované v réznych oblastiach vedy.

R4d najvyssej derivéicie vyskytujicej sa v rovnici (1) nazyvame

. 'V pripade diferencidlnej rovnice prvého radu sa v rovnici

(1) vyskytuje derivicia neznamej funkcie iba prvého rddu. Uvedieme pri-
klad najjednoduchsej diferencidlnej rovnice 1. radu, ktord vo vSeobecnosti
mozeme zapisat v tvare y' = f(¢).

Priklad 1 Riesme diferencidlnu rovnicu

y/:t2+1

Riesenie Nezndmu funkciu x uré¢ime priamym integrovanim, teda

Y= /(t2 + 1)dt,
3

t
y=§+t+c, c€ R.



Teda riesenim danej diferencidlnej rovnice sa vsetky funkcie tvaru y = % +
t+c.

Riesenim diferencialnej rovnice, ako sme videli v priklade je mnozina
funkcii. Pre tieto funkcie musia existovat vsetky derivicie vyskytujice sa v
rovnici a musia ,spliiat* dand diferencidlnu rovnicu, teda po ich dosadeni
do rovnice dostavame identitu.

Definicia 1 Funkcia ¢ € C™(I) je (1) na
intervale I, ak pre kazdé t € I plati

(t, (), @ (1), s ™ (1) € G @ F(t, (1), ¢/ (2), ., 0™ (1)) = 0.

Riesenie diferencidlnej rovnice prvého radu sa niekedy nazyva aj

Funkciu y = ¢(t) nazyvame urcené rieSenie diferencidlnej rov-
nice. Riesenie vyjadrené rovnicou H(t,y) = 0 nazyvame urcené
rieSenie diferencidlnej rovnice. Mnozinu vsetkych rieseni danej diferencidlnej
rovnice n-tého rddu nazyvame . Pri rieseni praktickych
uloh nie je potrebné poznat vsetky rieSenia, staci poznat tie, ktoré spfﬁajﬁ
isté zaciatotné podmienky. Ak zo vSeobecného riesenia vyberieme jedno,
ktoré vyhovuje danym zaciatoé¢nym podmienkam, tak hovorime o

Velmi doélezitou otazkou v tedrii diferencidlnych rovnic, je otazka exis-
tencie a jednoznacnosti riesenia. V nasich tlohdch budeme predpokladat
existenciu riesenia zostavenych diferencidlnych rovnic, k ¢omu spravidla po-
staCuje spojitost koeficientov diferencidlnej rovnice

1.3 Elementarne metddy riesenia niektorych typov
diferencialnych rovnic prvého radu

1.3.1 Rovnica so separovanymi premennymi
Diferencialna rovnica prvého radu, ktorti mozno pisat v tvare

dy

g(y)y'(t) = f(t), resp. 9(y) 4, = f), (2)

kde g, f st spojité funkcie na intervale I, sa nazyva
. Kazdu diferencialnu rovnicu prvého radu, ktord sa da po

vhodnych tpravach napisat v tvare (2), nazyvame
Takou je napr. rovnica

p(t)q(y)dy + r(t)s(y)dt = 0.

Prechod od rovnice so separovatelnymi premennymi k rovnici so separova-
nymi premennymi nazyvame separaciou premennych. Rovnicu (2) riesime
priamym integrovanim

/ g(y)y'(t)dt = / f(t)dt.

Integral riesime substitticiou y(t) = u, ¢'(¢t)dt = du,

/ g(w)du = / F(O)dt.
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Ak oznacime primitivne funkcie k funkcidm g(u) a f(t) ako G(u) a F(t),
potom riesenie danej rovnice je vyjadrené vztahom

G(u) =F(t)+¢, c€eR,

G(y(t)) = F(t) + c.

Uvedeny vztah urcuje vSeobecné riesenie rovnice (2) v implicitnom tvare. V
pripade, ak existuje inverzna funkcia G~' k funkcii G, potom vieme zapisat
vSeobecné riesenie v explicitnom tvare

y(t) = GH(E() + ).

Priklad 2 Riesme diferencidlnu rovnicu

Yy =ty°.

Riesenie Po separacii premennych dostavame
1
?dy =tdt, = #0.

Integrovanim mame
-1
— =—+¢ c€R.
Y 2

Dostavame riesenie diferencialnej rovnice vyjadrené v explicitnom tvare
-1

t) = ——.

y(®) t24c

V priebehu riesenia, sme vylicili funkciu « = 0, ktora je tiez riesenim
danej diferencialnej rovnice.

Priklad 3 Riesme diferencidlnu rovnicu

Y =1+y+t2+yt’

Riesenie Dani rovnicu vieme zapisat v tvare
Y =(1+y)1+17).

Separaciou premennych a naslednou integraciou dostavame

1
—d :/1+t2 dt, -1,
T ( ydt, y #

t3
ln]1+y!:t+§+c, ceR.

Riesenie je vyjadrené v implicitnom tvare. Pripominame, Ze rieSenim danej
diferencialnej rovnice je aj funkcia y = —1, presvedéime sa o tom priamym
dosadenim do rovnice.



Ulohy

P1.Rieste (1+e")yy =e”, [yQ =2In(1+¢%) —&—c}
P2. Rieste (1 +y?)dz+(1+2%)dy =0, [arctg x + arctgy = (]
P3. Rieste  sinzcosy+y’ tgycosx = 0, [cosy =

P4. Rieste €Y (1 + 2?) dy+2z (1 +e¥)dz = 0, {y =1In (

P5. Rieste o1+ y2+yy'vV1+ 22 =0, {—\/ 1+22+c= m}

P6. Rieste  x(y?—1)dz+y(z2—1)dy = 0,

P7.Rieste 3y’ = z%e?, [y =e"(x? —22+2)+c

P8. Rieste ¢/ =e*7Y,

1.3.2 Homogénna rovnica

Diferencialna rovnica prvého radu, ktort mozno pisat v tvare
y(t)
v =1 (7).

kde f je spojitda funkcia na intervale I, sa nazyva
. Pri rieseni tejto rovnice pouzijeme substiticiu

2(t) = =2, ateda y(t) =tz(t) a y'(t) =2/ ()t + 2(t),

In|cosz|+ ¢

ktorou prevedieme rovnicu (3) na rovnicu so separovatelnymi premennymi

2 ()t + 2(t) = f(2(t)).

Priklad 4 Riesme diferencidlnu rovnicu

(t—y)dt+tdy = 0.

Riesenie Dannt diferencidlnu rovnicu vieme upravit na tvar

<1—i>dt—|—dy:0,

i-oiea(t)

Pouzitim substittcie z = ¥ dostdvame diferencidlnu rovnicu so separovatel-
t

nymi premennymi
/
Zt=—1.

C
1+



Separaciou premennych a néslednou integraciou dostavame

o= [ (-Y)a

z=—Inlt|+¢, c€R.

Teda vseobecné riesenie danej diferencidlnej rovnice je

y=—tl|t|+tc, c€R.

Ulohy
1. Rieste  y?+2%y/ —ayy =0, {y — cer]
2. Rieste 2y =y(lny —Inz), [y = gecrtl
3. Rieste @y’ —y = aer, {ln(c:z) —e ¥t
4. RieSte  y' =2+%, {y2 = 222 ln(cx):
5. Rieste  xy’ = /2% — y>+y, [y = xsin(In(cz))]
6. Rieste ¢/ = ;__2@;, {a:z — 2wy + 2y = c}
. )
7.Rieste ¢y = xyTy’ {:ﬁ +hny=c, (y# 0)]
1.3.3 Linearna diferencialna rovnica 1. radu
Diferencidlnu rovnicu
Y () + a(t)y(t) = b(t), (4)
kde a(t), b(t) si spojité funkcie na intervale I, nazyvame
Ak b(t) = 0, potom rovnicu
y'(t) +a(t)y(t) =0, (5)
nazyvame . Ak b(t) # 0, potom rovnicu
(4) nazyvame . Pridruzen4

homogénna diferencidlna rovnica je diferencidlna rovnica so separovatelnymi
premennymi, rieSime ju teda separdciou premennych

Y —alt)

d
?y = —a(t)dt, y#0.

Integrovanim dostavame
In|y| = —/a(t) dt +1Inecy,
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kde c; je lubovolna kladna konstanta. Po tprave

y = Ce—fa(t)dt7

pricom ¢ = *¢; je Iubovolna nenulova konstanta. Pri rieSeni rovnice sme po-
uzili predpoklad y # 0, ale lahko overime, ze funkcia y = 0 je tiez rieSenim
rovnice (5). Nazyvame ho trividlnym riesenim. Toto rieSenie mézeme zis-
kat z posledného vztahu, ak za konstantu ¢ dosadime 0. VSeobecné riesenie
pridruzenej homogénnej rovnice (5) je teda vyjadrené vztahom

- d
y = ce Ja) t ceR.
Metdéda variacie konstanty

Zo vseobecnej tedrie linedrnych systémov vyplyva:

Potrebujeme este najst partikuldrne rieSenie nehomogénnej rovnice (4).
Pouzijeme metddu varidcie konstanty, pri ktorej predpokladédme, Ze pozname
vSeobecné riesenie pridruzenej homogénnej rovnice, ¢o je v nasom pripade

y = Ce—fa(t)dt'

Pri tejto metéde hladdme partikuldrne riesenie rovnice (4) v tvare vseobec-
ného riesenia homogénnej rovnice, iba namiesto konstanty ¢ mame neznamu
funkciu ¢(t). Teda partikuldrne rieSenie hladdme v tvare

y* _ C(t)eifa(t) dt.

Funkciu ¢(t) uréime tak, aby partikuldrne rieSenie y* bolo riesenim nehomo-
génnej rovnice (4). Teda funkciu y* a jej derivaciu dosadime do rovnice (4)
a vypoc¢itame nezndmu funkciu ¢(t). Dostavame

d(t)e S WA _ cpya(t)e S MDA 4 c(pya(t)e S WD = py).

Po uprave

(1) = b(t)e) e,

Integrovanim vyjadrime funkciu c(t)
c(t) = / b(t)el O qt 4k, ke R.

Polozme k = 0, kedze hladame jedno partikuldrne riesenie, potom méame
partikularne riesenie v tvare

y* _ /b(t)ef a(t) dtdt 6—fa(t) dt

a vSeobecné riesenie nehomogénnej rovnice dostaneme ako sicet vSeobec-
ného riesenia pridruzenej homogénnej rovnice a partikuldrneho riesenia ne-
homogénnej rovnice, teda

y= ce™ Jalddt 4 /b(t)ef a()dtqy o= [al)dt o ¢ R

Poznamka 1 Pri vyjadrovant partikuldrneho riesenia mézeme ponechat in-
tegracnu konstantu k a dostaneme hned vseobecné riesenie mehomogénnej
rovnice.



Riesenie nehomogénnej rovnice pomocou intergacného faktora

Uvedieme este jednu metédu riesenia nehomogénnej linedrnej rovnice,
ktord je zalozena na vynésobeni rovnice (4) vhodnou funkciou, ktori nazy-
vame integra¢ny faktor (IF).

IF — efa(t)dt'
Po vynasobeni rovnice (4) integraénym faktorom, dostdvame
y/efa,(t) dt a(t)yefa(t)dt _ b(t)efa,(t) dt’

pri¢om na lavej strane rovnice sme dostali derivaciu st¢inu funkeii y(t) a IF,
¢o mdzeme zapisat

el w09 Z el w0

Nasim cielom je vyjadrit funkciu y(¢), ¢o dosiahneme integrovanim a nésled-
nou upravou

yef“(t) dt — /b(t)ef“(t) ddt+¢, ceR,
Dostavame vseobecné riesenie nehomogénnej linedrnej rovnice v tvare

y— /b(t)efa(t)dtdte—fa(t)dt _|_Ce—fa(t)dt’ cER,

Poznamka 2 MoézZeme si vsimnit, Ze vseobecné riesenie nehomogénnej li-
nedrnej rovnice vyjadrené pomocou integracného faktora je samozrejme v
rovnakom tvare ako pri vyjadreni metodou varidcie konstanty.

Priklad 5 Riesme diferencidlnu rovnicu

2
y'—;y:t—i—l.

RieSenie

Priklad vyriesime obidvoma metédami, aj metédou varidcie konstanty,
aj pomocou integracného faktora.

1. sposob: Riesime najprv pridruzeni homogénnu rovnicu separaciou pre-
mennych.

d 2
—y:fdt, y # 0.
Y t

Integrovanim dostdvame
In|y| =2In|t|+1Ine;, ¢ € RT.
Po tprave dostavame vsSeobecné riesenie pridruzenej homogénej rovnice

y:ctQ, ceR,
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kde je samozrejme zahrnuté aj riesenie y = 0. V dalSom kroku néjdeme par-
tikuldrne riesenie nehomogénnej rovnice metédou variicie konstanty, teda
rieSenie hladame v tvare

y* = c(t)t.

Derivovanim a dosadenim do nehomogénnej rovnice mame
()2 +c(t)2t — 2te(t) =t + 1.

Vyjadrime funkciu c(t)

1 1
/
t) = — —
c(t) t+t27

1 1 1
c(t):/<t+t2>dt:ln|t|—t+k, keR

Dosadenim vypocitanej funkcie ¢(t) pre k = 0 dostdvame partikuldrne rie-
Senie v tvare

1
y* =t Int| — 7

Vseobecné riesenie danej diferencidlnej rovnice je vyjadrené ako sucet vse-
obecného riesenia pridruzenej homogénej rovnice a partikularneho riesenia
nehomogénnej rovnice, teda

1
y=ct’ +t*Int| — T
2. spbsob: Riesime danu diferencidlnu rovnicu pomocou integra¢ného fak-

tora, ktory pre nasu rovnicu je vyjadreny funkciou

P=c i1
2
Vynasobime dant diferencialnu rovnicu integra¢nym faktorom

1 2 1
/
ytj—ﬁy:(t"'l)tjv

[1y_1+1
Yo| =7 T

Integrovanim a néslednou tpravou dostavame vSeobecné riesenie

1 1 1 1

po uprave

1
y:ﬁmM—z+d?

Ulohy
2x 2 .
P1. Riest 5y =2 _ -~ & 5
1este  y —oy = 4T, {y 5 o + ce }
1 N
P2. Riest ! = 2241 _ 4 3 2 _
DU T P 1+a 1+a

11




P3. Rieste y/+x24j— Y= @ —li- 13’ [ = (?r_ttfgx)z (1 +Cx2)2
P4. Rieste  y'—ycotgx = sinz, [y = zsinz + csin ]
P5. Rieste y'—;y =z%e7 %, [y = 2% T —ge T 4 :L'C}
P6. Rieste y’—;y =Inz, {y =—zlnzx—z+ 1‘26}
P7.Rieste y +2xy = 4x, {y =2+ ce_‘rq

1.3.4 Bernoulliho diferenciidlna rovnica

Diferencidlnu rovnicu v tvare

Y () + a(t)y(t) = b(t)y* (),

kde a(t), b(t) su spojité funkcie na intervale I a « je redlne ¢islo, nazyvame
Bernoulliho diferencidlna rovnica. Predpokladame, ze o # 0 a « # 1, lebo v
tychto pripadoch dostédvame linedrnu nehomogénnu rovnicu a linedrnu ho-
mogénnu rovnicu. Pre o > 0 je y = 0 vzdy jedno z rieseni Bernoulliho
rovnice. VSeobecné riesenie Bernoulliho rovnice ndjdeme pomocou substita-
cie

2(t) =y (), () =(1—a)y ()Y (1),

ktorou prevedieme rovnicu na linearnu diferencialnu rovnicu. Uvedieme pri-

klad.

Priklad 6 Riesme diferencidlnu rovnicu

Riesenie Kedze v tomto priklade o = 2 , zavedieme substitiiciu

5= y—1’ Z, —_ _y—2y/.
Pred pouzitim substitticie je vyhodne predelit rovnicu funkciou 2, pricom
predpokladame dalej, ze y # 0, ale nezabudneme, Ze rovnica m4 aj riesenie
y = 0 kedZe o = 2. Predelenim a pouzitim substiticie dostavame

y 1 1

ooyt ot
Z’—FE:}
t t

Dostali sme linearnu diferencidlnu rovnicu, ktori vyriesime pomocou integ-

ra¢ného faktora. V nasom priklade IF = ef t4 _ ¢ Rovnicu vynasobime
IF, integrujeme a vyjadrime funkciu z(t).

Jt4z=1,
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(2t) =1,
z2t=t+c, cé€R,
t+c

ot
Vratime sa k povodnej nezndmej funkcii cez substituény vztah z = y=! a
vyjadrime vSeobecné rieSenie danej diferencialnej rovnice

t
V= et ceR a x=0.
Ulohy
I~ 1Y 2 2
P1. Rieste y'+==y"Inz, y=——>——, y=20
T —zln“z+ cx
P2. Rieste  y'—2ye” = 2,/ye”, {\/37 = 1+ ce”, Yy = 0}
.y /. 3 .92 1 . ]
P3. Rieste 2y sinz+ycosx = y°sin” z, — = —xsinx + ccosx, y=20
Yy _
2 3
P4. Rieste  y'+= y = 2y, [y = v=0
x cr? —x
/ z 2 ]
P5. Rieste y'+y = z\/y, {y = (ce_5 +x— c) , y=20
. / a? 2 2 2 2]
P6. Rieste zy —y = ?, [y =z"Inz"+cx ]
1.3.5 Exaktna diferencidlna rovnica
Rovnica
M(z,y) + N(z,y)y" =0,
resp.
M (z,y)dz 4+ N(z,y)dy =0 (6)

sa nazyva exaktnd diferencidlna rovnica, ak existuje funkcia F'(z,y) také, Ze

OF (z,y)
ox

OF (z,y)

Exaktnu diferencidlnu rovnicu (6) vieme zapisat v tvare

d

a teda rieSenim exaktnej rovnice je potom funkcia implicitne urc¢end vztahom

F(x,y)=¢, c€R.
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Funkcia F'(z,y) so spominanymi vlastnostami existuje ak je splnend tzv.
podmienka exaktnosti

OM(x,y) _ ON(z,y) (8)

oy  oxr
Teda pri rieseni diferencidlnej rovnice v tvare M(z,y)dz + N(z,y)dy =
0 overime ¢i plati podmienka exaktnosti (8). Ak dno, vSeobecné riesenie

vyjadrime v tvare F(z,y) = ¢, ¢ € R, pricom funkciu F' vyjadrime na
zéklade podmienok (7).

Priklad 7 Riesme diferencidlnu rovnicu

(y? 4 cosz) dz + 2zy dy = 0.

Riesenie Najprv overime, ¢i dana diferencidlna rovnica je exaktna. Vypo-
Citame parcidlne derivacie funkcii M a N, pricom v nasom priklade su to
funkcie M (x,y) = y? + cosz a N(z,y) = 22y.

oM

T 9
By Y,
ON

— = 2.
ox y

Kedze plati podmienka exaktnosti %—]\; = %—Jl, dana diferencidlna rovnica je
exaktnd a ma riesenie F'(x,y) = ¢, kde funkciu F' vyjadrime z nasledujicich

podmienok:

oF
— :M:y2+cosm,
ox

Integrovanim prvého vztahu dostavame
F(z,y) = /(y2 +cosz)dz = y*z +sinz + k(y).

Funkcia F' je ¢iasto¢ne vyjadrend, potrebujeme este konkretizovat funkciu
k(y). Preto zderivujeme F podla premennej y a vyuzijeme informéciu a tejto
parcidlnej derivacii

oF 2zy + k' (y) = 2

— =2z = 2zy.

dy Y Yy Yy
Teda

K (y) =0,
k(y)=k, k€R.

Za konstantu k zvolime napr. £ = 0 (Stac¢i ndm jedna konkrétna funkcia F')
a dostdavame predpis funkcie F'

F(z,y) = vz +sinz.

Vseobecné riesenie danej exaktnej rovnice mame vyjadrené implicitne vzta-
hom
F(z,y) =y*cr +sinz=c¢, c€R.
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Prirodzena otazka je, ¢co ak podmienka exaktnosti pri rieSeni diferen-
cidlnej rovnice tvaru M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 nie je splnend? V tomto
pripade je cielom vhodnou tpravou previest rovnicu na exaktni. Vhodna
Uprava je vynasobenie rovnice samozrejme nenulovou funkciou, ktora nazy-
vame integrac¢ny faktor IF (s podobnou upravou sme sa stretli pri rieseni
linedrnej diferencidlnej rovnici prvého radu). V akom tvare ma byt IF, aby
sme dosiahli ciel? Kvoli jednoduchosti budeme za integracny faktor uvazovat
iba funkciu jednej premennej. Teda bud

IF = p(z),

resp.

IF = p(y).

Zaoberajme sa najskor pripadom, ze I F = p(z). Vyndsobime rovnicu (6)
funkciou p(z) a dostavame

pu(x)M (2, y) dz + p(z)N(z,y) dy = 0.

7 podmienky exaktnosti tejto rovnice dostavame

OM _ 8N
dinp() _ B-F
dx N '

Kvoli jednoduchsiemu zépisu sme zaviedli pomocni funkciu ¢ (z). Integraény
faktor je vyjadreny v tvare

plw) = el w2
Uvazujme dalej, ze integracny faktor je funkcia premennej y, teda IF =

wu(y). Opéat vynasobime rovnicu (6) funkciou p(y) a naslednou podmienkou
exaktnosti dostavame vyjadrenie pre I F

ON oM

(o) = e H0, ke ) = B0

Poznamka 3 Poznamenajme, Ze funkcie o(x) a ¥ (y) si funkciami jednej
premennej, aj ked su vytvorené z parcialnych derivacii funkcii M a N.

Priklad 8 Riesme dand diferencidlnu rovnicu pomocou integrac-
ného faktora p(x).

(1 —2%y)dz + 2%(y — 2)dy = 0.

RieSenie Vypocitame parcidlne derivicie funkcii M = 1 — 2%y a N =
2 3
Yy —x
oM
—— = —a? £ 2y — 32% =
dy

o
oz’

15



pricom vidime samozrejme, ze podmienka exaktnosti nie je splnené. Vyjad-
rime integracny faktor

_ %y = _ _Z*
1

Vynasobime dant rovnicu funkciou pu(x) a dostdvame

1
(:ﬁy)dan(yaz)dy:O.
Ziskana rovnica je uz exaktna, overime platnost podmienky exaktnosti

oM _ _ _ON

T
Riesenim takto upravenej uz exaktnej rovnice je funkcia F(x,y) = ¢, kde
or 1
9r 22
oF
—=y—u.
oy Y

Po vyjadreni dostdvame vSeobecné riesenie

y* 1
F(x,y):—ym—i—?—gzc’ c € R.

Ulohy
Rieste dané exaktné diferencidlne rovnice

P1. (1 + e§> dz+ev (1 — Zj) dy =0, [x + yeﬁ = c}

P2. (ny + 2% + 3) dy+ (3y2 + 2zy + 290) dz =0, [3xy2 + 2%y 4 2% + 3y = c}

P3. (1:3 + 31:3/2) dz+ (y3 + 33623/) dy =0, HJ,A + %:chQ + %y‘l = c}

P4. (2x3 + ny) dz+ (2y3 + x2y) dy =0, (2% + 22y + v = (]

1 1
P5. (siny+ysinx+> dx+<a:cosy—cosx+> dy =0,
Z Yy

[xsiny — ycosz + In |zyl]

Dané diferencidlne rovnice rieSte pomocou integrac¢ného faktora p(z).

2

P1. (w + y2) dx—2xydy =0, [M(l’) =272 Ilnz-— ¥y _.
x

P2. (2x2y +2y+ 5) dz + (29:3 + 2:(;) dy = 0,
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{,u(:z:) = (22 +1)7Y, 2zy + barctgr = c}

P3. (3:2 + y) dex—zdy =0, {,u(a:) =272, y=a2- c:z:}

P4.  (z+sinz +siny)dz + cosydy =0,

[u(z) =e*, 2e*siny + 2e*(x — 1) + e*(sinx — cosy) = (|

Dané diferencidlne rovnice rieSte pomocou integra¢ného faktora u(y).

P1. Rieste

P2. Rieste

P3. Rieste

P4. Rieste

P5. Rieste

P6. Rieste

y? dz+(zy—1)dy = 0, [,u(x) =y !, zy—Iny= c:
(1 + 32%sin y) dx—z cotgydy = 0, {,u(x) = (siny) !, siiy +a3=c¢
2zy dx+ (y2 — 3x2) dy =0, [u(a:) =y 4 ;U; — ; = c:
(wy2 + y) dr—xdy =0, {u(aﬁ) =y 2, 2’y 2= cy}
(sinz 4 e¥) dz+cosz dy = 0, [u(z)=e"Y, e Ycosy=ux+(]
y (2zy — 1) dz+xdy = 0, [,u:y_Q, xzy—x—i-cy:O}

17



2 Aplikacie obycajnych diferencialnych rovnic 1. a
2. radu

2.1 Uvod - zostavovanie diferencialnych rovnic

Nech je dand funkcia y(t), ktord moze vyjadrovat napr. drdhu v case t,
teplotu telesa v Case t, cenu tovaru v case t, mnozstvo radioaktivnej latky
v Case t, velkost populédcie v ¢ase t (pri velkej populdcii moézeme funkciu
povazovat za spojiti). Nasim cielom je urcit vyvoj zmeny funkcie y(t), teda
ako sa menia hodnoty funkcie v istom ¢asovom intervale [t,t + h]. Podiel

y(t+h) —y(t)
h

vyjadruje tuto zmenu a je to priemerna rychlost zmeny funkcie.

Napriklad, ak ma populacia prirastok 300 jedincov za 3 mesiace, tak
podiel M = 3g—0 = 100 vyjadruje priemerny prirastok (priemernii
rychlost rastu) populdcie za 1 mesiac. V mnohych tlohéch nds nebude zau-
jimat priemerna rychlost zmeny funkcie, ale to ako sa meni funkcia v danom

casovom okamziku, teda okamzita rychlost. Matematicky to vieme vyjadrif

nasledovne B
i YE+R) —y(t)
h—0

Uvedend limita je derivacia funkcie y(t) v bode t. Teda
oyt +h) —yt)
i = =y
Derivécia funkcie y(t) v bode t vyjadruje okamzitd rychlost zmeny tejto
funkcie v case t.

Tento poznatok vyuzivame pri rieSeni praktickych tloh pomocou diferen-
cidlnych rovnic, kedze derivacia funkcie je vyborny prostriedok na popisanie
zmien funkcie. Praktické uilohy, ktoré budeme riesit pomocou diferencidlnych
rovnic, moézeme rozdelit na 2 skupiny. Prva pozostava z tloh, kde informa-
cia o zmene funkcie bude priamo v zadani tlohy a vyplyva z opakovanych
pozorovani skimaného javu. Druhé skupina obsahuje tlohy, v ktorych in-
formécia o zmene funkcie bude vyplyvat z fyzikdlnych zadkonov (napr. zékon
o ochladzovani, 2. Newtonov pohybovy zdkon,...).

Uvedieme niekolko prikladov na 1. skupinu tloh.

Priklad 9 Isty druh stromu (nezZ dosiahne zrelost) ras-
tie rijchlostou nepriamotumernou svojej vyske. Za prvé 38
roky vyrastol 1m. Pri sadeni mal 0, 5m. Vyjadrime di-
ferencidlnu rovnicu popisujicu rast stromu a vypocitajme
vysku stromu na konci 4. roku.

A J/

RieSenie Nech funkcia y(t) vyjadruje vysku stromu v ¢ase t. Vieme, zZe
pri zasadeni mal strom vygku 0, 5 m, ¢o zapiseme y(0) = 0,5m. (Cas nula je v
tomto priklade zasadenie stromu). Za prvé 3 roky vyrastol 1 m, teda y(3) =
1,5m. Strom rastie rychlostou (informdacia o zmene = derivacia funkcie)
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nepriamotmernou svojej vyske, ¢o vyjadrime nasledujicou diferencidlnou
rovnicou

yl(t):yft)’ k> 0.

Diferencidlnu rovnicu riesime separaciou premennych a dostavame

/ydy:/kdt,

y(t) = V2kt 4 2c.

Konstanty k a ¢ vypocitame zo zaciatocnych podmienok y(0) = 0,5m a

y(3) =1,5m.
1
k= g, Cc = 0, 125.

Predpis funkcie, ktord vyjadruje vysku stromu v Case t je

/2

Vysku stromu na konci 4. roku vypocitame

2
y(4) = \/§4+0, 25 =1,71lm.

Ulohy

P1. Liana rastie prvych 5 rokov rychlostou nepriamotimernou svojej
dizke. Po roku ma dlzku 2 metre a dvoch rokoch mé dizku 3 metre. Dal-
gich 5 rokov rychlost jej rastu je nepriamotimerns druhej mocnine jej dizky
(s rovnakou konstantou tmernosti ako prvych 5 rokov). Aka dlha bude po
siedmych rokoch.

[5,1m]

P2. Strom rastie priamo imerne siacinu viyska stromu krat rozdiel medzi
vyskou stromu v dospelosti a sicasnou vyskou. Vyska stromu z dospelosti
je 120 m. V case zasadenia meral 1m a po dvoch rokoch mal vysku 3m.
Vyjadrite rovnicu rastu stromu v zavislosti na c¢ase (sta¢i v implicitnom

tvare).
= (5 )
120 —y 239

P3. Batéria sa nabija rychlostou nepriamoimernou mnozstvu energie
na ktord je prave nabitd. Ak k uplnému nabitiu dplne vybitej batérie st
potrebné 2 hodiny, tak

a) ako dlho bude trvat nabitie batérie na poloviénu kapacitu.

b) ako dlho bude trvat tplné nabitie batérie, ak je batéria uz nabitd na
tretinu svojej kapacity.

()0, 5hod. b)¢hod.|
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2.2 Exponencialny pokles - tillohy na ochladzovanie

Priklad 10 Teplota kdvy je 95°C, po mindite sa ochladi

na 85°C. Teplota prostredia (kaviaren je klimatizovand, S
predpokladame konstantni teplotu) je 20°C. Vyjadrime "gﬁ
funkciu teploty kavy z zdavislosti na case. Vypocitajme tep- o m
lotu kdvy po 3 mindtach. Vypocitajme, kedy bude mat kdva \L:_/
60°C, pretoZe takito kdvu mdame najradse;.

A J/

Riesenie V zadani tlohy nemame informéaciu o rychlosti zmeny funkcie
(teplota kavy). Pouzijeme Newtonov zakon o ochladzovani:

Teplejsie teleso sa v chladnejSom prostredi ochladzuje rychlostou pria-
moumernou rozdielu teplota objektu a teplota prostredia.

Zavedieme oznacenie, nech x(t) vyjadruje teplotu kédvy v case t. Nech
konstanta T vyjadruje konstantni teplotu prostredia. V stlade so zdkonom
o ochladzovani, m6zeme zmenu teploty kidvy vyjadrit pomocou diferencialnej
rovnice

2'(t) = —k(z(t)-T), k> 0.

Konstanta k zahina vela faktorov, ktoré ovplyvnuju rychlost ochladzovania:
tvar Salky (velkost povrchu), material z ktorého je $élka vyrobena,... .
Diferencialnu rovnicu riesime separaciou premennych a dostdvame vse-
obecné riesenie
z(t) = 20 + ce ",

Konstanty &k a ¢ vyjadrime na zéklade vstupnych tdajov (teplota kévy
na zaciatku a po 1 min), ¢o zapiseme

2(0) = 95°C, (1) = 85°C.

Dosadenim tychto idajov do vSeobecného riesenia dostavame ¢ = 75 a k =
In % Teda teplotu kavy v zavislosti na case mame vyjadrent funkciou

65\
tH)=204+75| — ) .
£(t) = 20+ (75)

Dalsou tilohou bolo vyjadrit teplotu kévy po 3 min, ¢o vypoéitame dosade-
nim do ziskaného vztahu za t = 3. Dostdvame

65\° . .
z(3) =20+75 o= ) =68,82°C.

Cas t1, kedy bude mat kéva 60°C vypocitame zo vztahu

65\
t1) =60=2 5 = .
(L‘( 1) 0 0+ (75)

Pozadovana teplota kavy bude priblizne po 4 min a 24 sek.
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Priklad 11 Telo mrtvoly bolo objavené o 7:30 hod. O
8:20 hod. prisiel lekar, ktory zmeral teplotu mitvoly:
32,6°C. Po hodine bola teplota mrtvoly 31,4°C. Teplota
miestnosti, v ktorej sa telo nachddza je 21,1°C'. Zistime
cas vrazdy, ak predpokladdme telesni teplotu obete pred
smrtou 37°C.

Riesenie Aj v tomto priklade budeme vychadzat z Newtonovho zakona
o ochladzovani. Ak oznac¢ime funkciou z(t) telesni teplotu obete, T' teplotu
miestnosti, ktord povazujeme za konstantnid, potom diferencidlna rovnica

vyjadruje zmenu teploty. Zo zadania tlohy vyplyvaji nasledujice vstupné
udaje

xz(0) =32,6°C, =x(1)=31,4°C, T =21,1°C,
pricom ako nulovy cas sme zobrali prvé meranie teploty, teda 8:20 hod.
Zostavenu diferencidlnu rovnicu riesime separiciou premennych a vseobecné
riesenie je

z(t) = 21,1+ ce M.

Konstanty k,c vypocitame pomocou zaciatoénych podmienok (merani) a
dostdvame ¢ = 11,5 a e % = i(l)g Teda funkcia vyjadrujica zavislost teploty
tela obete od casu je

10,3\
x(t) =21,1+11,5 (11’5> )

Cas vrazdy t; vypocitame z rovnice

t1
37=21,1+11,5 <1O’3> .

11,5

Dostavame t; = —2,951 = —2 hod. 57 min. Po prepoc¢te vzhladom k nasej
casovej nule, ¢as vrazdy je 5:23 hod.

Priklad 12 Hordr md podozrenie, Ze pytliaci za-
strelily diviaka, preto kvoli alibi je potrebné zistit
cas smrti diviaka. Mdame nasledovné ddaje: teplota
diviaka pri ndjdeni 30° C, po hodine 25° C. Teplota
vzduchu sa meni tak, Ze kazZdu hodinu spojite klesla
o 1°C. V momente ndjdenia diviaka bola teplota
vzduchu 0° C. Ndjdime cas umrtia diviaka, ak tep-
lota zivého diviaka je 37°C.

A J/

RieSenie Oznac¢me z(t) funkciu, ktord bude vyjadrovat teplotu diviaka
v Case t. Zo zadania mame nasledujiice vstupné udaje: z(0) = 30°C, z(1) =
25°C. V tomto priklade mame prostredie, ktorého teplota sa meni, nech
preto funkcia a(t) vyjadruje meniacu sa teplotu vzduchu. Zo zadanie vieme,
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7e a(0) = 0°C. Dalej vieme, Ze teplota vzduchu kazdd hodinu klesne o 1°C,
¢o vieme vyjadrif pomocou diferencialnej rovnice

a(t)=—1.

Vyriesenim tejto rovnice pri danej zac¢iato¢nej podmienke dostavame predpis
pre funkciu a(t).
a(t) = —t.

Ochladzovanie tela diviaka sa riadi Newtonovym zdkonom o ochladzovani,
¢o v tomto priklade vyjadrime diferencidlnou rovnicou

2(t) = —k(z(t) — a(t)), k> 0.

Dosadenim predpisu funkcie a(t) a ipravou dostdvame linedrnu diferencidlnu
rovnicu

o' (t) + kx(t) = —kt.
Rovnicu riesime pomocou integraéného faktora, v tomto priklade IF = ek,

Vyndsobenim rovnice integracnym faktorom, dostavame
Kt kt
(x(t)e ) = —kte™.
Integrovanim méame vseobecné riesenie DR

1
z(t) = —t + Tt ce Rt

Dosadenim vstupnych tdajov pre teplotu diviaka dostavame

c=30—

| =

1
26 = T + ce Rt

Dosadenim vyjadrenia ¢ dostavame rovnicu
26~k — M — 30k +1 = 0.

Presné riesenie zostavenej rovnice nevieme najst, preto pouzijeme vhodnu
numericki metédu. Zvolili sme Newtonovu metédu. Vyuzitim matematic-
kého softvéru Matlab, v ktorom sme naprogramovali spominani metédu
dostavame k == 0,17895 a ¢ ~ 24,41191. Dostavame funkciu

z(t) = —t + + 24,41191¢ 7017895

0,17895

ktora vyjadruje teplotu diviaka v zavislosti na ¢ase. Pre zistenie Casu zabitia
diviaka do ziskanej zavislosti dosadime teplotu 37°C. Po vyrieseni, opét
pouzitim Newtonovej metédy dostéavame

t~ —1,193.

Teda diviak bol zastreleny 1 hodinu a 12 min pred jeho najdenim.
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Ulohy

P1. Chlieb ihned po upeceni mé teplotu 180°C. Po 1/2 hodine jeho
teplota klesne na 100°C. Kedy ho budeme moct jest (20°C) ak je ulozeny v

yklimatizovanej komore*, ktord ma teplotu 15°C.
[t = 2,64 hod]

P2. S partiou kamardtov sa chystite pozerat Ligu majstrov (zaciatok
8:45 p.m.). O 7:00 p.m. déte pivo s teplotou 20°C do chladnicky so stdlou
teplotou T = 4°C. Po hodine sa ochladi na 14°C. Aku teplotu bude mat
pivo na zaciatku futbalového stretnutia?

[11,03°C]

P3. Telo mftvoly bolo objavené o 17:00. O 17:30 prisiel obhliadajtci
lekar, ktory zistil teplotu tela 29° C. Po hodine bola teplota tela 27,5° C.
Teplota miestnosti je 22° C. Ak predpokladame, ze smrt nastala v tejto
miestnosti, zistite ¢as smrti.

[t =14 : 20]

2.3 Exponencidlny pokles - radioaktivny rozpad

Nech Q(t) vyjadruje mnozstvo (pocet atémov) radioaktivnej latky v case t.
Rychlost rozpad radioaktivnych atémov je priamotmerna celkovému poctu
atémov, ¢o moézeme vyjadrit diferencidlnou rovnicou

Q'(t) = —kQ(t), k> 0.

Nech Q(0) = Qo, potom riesenim diferencidlnej rovnice a dosadenim uvede-
nej zaciatocnej podmienky dostdavame rovnicu tzv. exponencidlneho poklesu

Q(t) = Qoe ™.

Pre rddioaktivne latky je charakteristickd konstanta: polcas rozpadu. Je
to Cas, za ktory sa rozpadne polovicné mnozstvo latky z pévodného mnoz-
stva. Oznac¢me T polcas rozpadu, teda mozeme pisat

_ %
2

Q(T) = —ke M,
7 uvedeného dostdvame vyjadrenie konstanty k& pomocou hodnoty T', ktort
vieme pre konkrétnu latku vyhladat v prislusnych tabulkich

In2
k= —.
T

Uvedieme niekolko tloh na radioaktivny rozpad latok, v ktorych budeme
vyzivat to, ze rozpad sa riadi exponencidlnym poklesom.

4 )\

Priklad 13 Aké mnozstvo Ra226 zostane zo 150mg ¢ R:° o
vzorky po 100 rokoch? -

=]

°
-0 o
‘_eo_.o'«s
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Riesenie Pri rieseni vychddzame z odvodenej rovnice, ktorou sa riadi
radioaktivny rozpad

Q(t) = Qoe™ 7,
pric¢om v nasom priklade 9 = 150mg a hodnotu pol¢asu rozpadu pouzijeme
T = 1622 rokov. Po dosadeni

Q(t) = 150¢ 052 *.
Mnozstvo Ra po 100 rokoch je 143,7 mg.

4 )

Priklad 14 MnoZstvo rddioaktivneho  izotopu
jodu 131 (I1131) v mori pri japonskej elektrdarni
Fukusima [ je 3355-krdat wyssie ako povoluji
normy. Ak nedojde k dalsiemu uniku, kedy bude
mnozstvo jodu v nmorme? (sprdva z tlace, marec
2011)

. J

RieSenie Polcas rozpadu 1131 je 8 dni. Ak ozna¢ime normu (povolené
mnozstvo radioaktivnej latky ) ako N, potom zaciato¢nd hodnota v nasom
priklade je Qo = 3355N. Dosadenim do rovnice, ktorou sa rozpad riadi,
dostavame

—In2
gt

Q(t) = 3355Ne

Mame zistit, kedy bude mnozstvo radioaktivneho jédu v norme, preto
do vztahu dosadime Q(t) = N a vypocitame cas

—In2
gt

N = 3355Ne

Rédioaktivny 1131 bude v povolenom mnozstve za 94 dni.

Poznamka 4 Rddioaktivny rozpad atémov (konkrétne C14) sa vyuZiva aj
pri zndmej metdde zistovania veku organickych zvyskov, teda fosilii. Princip
tejto tzv. Uhlikove] metody je zaloZeny ma tom, Ze v Zivgch organizmoch sa
nachddza ako stabilng C12, tak aj nestabilng C14. Pocas Zivota organizmu je
pomer tychto izotopov konstantny. Po smrti organizmu C12 ostdva, ale C14
sa rozpadd na stabilnyg N14 a wvolnuje sa slabd beta castica. Teda pomer sa
meni v zavislosti na veku organickijch zvyskov a urcuje vlastne vek fosilie.
Pri vyjpoctoch budeme pouzivat polcas rozpadu uhlika C14 T = 5730 rokov.

4 ™\

Priklad 15 Polcas rozpadu C14 je 5730 rokow.
Akd stard je kost ndjdend pri vykopdvkach, ak ob-
sahuje 9-krat menej uhlika C14, ako je to pri Ziju-
cich organizmoch.

RieSenie Nech Q(t) vyjadruje mnozstvo uhlika C14 v case t, nech Qg
vyjadruje zaciatocni hodnotu, teda mnozstvo C14 v zijicom organizme.
Aktuédlna hodnota je Q(t) = %. Dosadenim do vztahu, ktorym sa riadi
radioaktivny rozpad, dostdvame

QO 71n2t

XY — OQpes30 L.
9 Qo

Po tprave a vyjadreni ¢asu t dostdavame, ze kost je stard 18309 rokov.
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Priklad 16 Uhlikovd metoda bola pouzitd aj pri
urcovani veku Turinskeho pldtna (viskum prebiehal
v 1.1988). Tri laboratorid (Zurich, Oxford, Tuscon)
namerali vo vzorke pldtna 93 % C14 oproti mnoz-
stvu pritomnom v Zijiicom organizme.

Riesenie Nech Q(t) vyjadruje mnozstvo uhlika C14 v case t, nech
Qo vyjadruje zaciato¢ni hodnotu, teda mnozstvo C14 v platne v case jeho
vzniku. Aktudlna hodnota, teda v roku 1988 je 0,93Q)y. Dosadenim do rov-
nice exponencialneho poklesu dostavame

71n2t

0, 93@0 = Qoe 5730

Po vyjadreni ¢asu dostavame, ze platno je staré priblizne 600 rokov a teda
jeho vznik podla tohto vypoctu sa datuje okolo roku 1388.

Ulohy

P1. Kratko po vypiti poharika alkoholu stipne hladina alkoholu v krvi
na 0,3mg/l. Po hodine kleslo mnozstvo na hodnotu 0, 15mg/l Ako dlho po-
trva, nez budete moct bezpecne viest auto, ak policajnymi pristrojmi sa da
zistit alkohol od trovne 0,08mg/1?

Poznamka: Odburavanie alkoholu krvi sa riadi taktiez exponencidlnym po-
klesom.
[t =1,9hod]

P2. Na zistenie veku fosilif ndjdenych v hlbokych morskych sedimentoch
sa pouziva radioaktivne berylium. Jeho pol¢as rozpadu je 4,6.10% rokov.
Najdite vek fosilie, ak obsahuje 20% radioaktivity pritomnej v zivych orga-
nizmoch.

[10, 7.10%rokov

2.4 Exponencialny rast

Nech Q(t) predstavuje veli¢inu, ktord rastie rychlostou imernou samotnému
Q(t), co mdzeme vyjadrit diferencidlnou rovnicou

Q'(t) = kQ(t), k > 0.

Riesenim tejto diferencidlnej rovnice a pouzitim zaciato¢nej podmienky Q(0) =
Qo dostavame

Q(t) = Qoe™.

Ttato rovnicu nazyvame rovnicou exponencialneho rastu. Exponencidlnym
rastom sa riadi napr. rozmnozovanie baktérii v laboratérnych podmienkach,
rast populdcie (ale iba isté obmedzené ¢asové obdobie). Spominany model,
pri ktorom rastie populécia exponencialne sa nazyva Malthusov populacny
model.
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Priklad 17 Na zaciatku pokusu mdme 5000 bak-
térii. Po 1 hodine ich je 7500. Kolko baktérii bude
po 10 hodindch pokusu?

A J/

Riesenie Nech Q(t) vyjadruje pocet baktérii v ¢ase t. Kedze sa mno-
zenie baktérii riadi exponencidlnym rastom, pouzijeme rovnicu

Q(t) = Qoe™.

Dosadenim zac¢iatoénych podmienok Qg = 5000 a Q(1) = 7500 vyjadrime
konstantu k. Rovnica, ktorou sa riadi rast baktérii je

Q(t) = 5000(1, 5)".
Po 10 hodinich je podet baktérii Q(10) = 5000(1,5)10 = 288325.
Ulohy

P1. Ak prirastok populacie je 2%za rok, kedy ddjde k zdvojndsobeniu
populacie?
[t = 35 rokov]

2.5 Verhulstov logisticky model

V predchadzajicej kapitole sme uviedli zakladny popula¢ny model, v ktorom
populacia rastie exponencialne. Nevyhodou tohto modelu je jeho nepouzi-
telnost pre vacsie ¢asové obdobia (pre t — oo Q(t) — o0). Populécia (Iudia,
zvieratd) v redlnych podmienkach samozrejme nerastie exponencidlne ale
jej rast ovplyvnuju aj iné faktory ako choroby, vojny, stiperenie o priestor,
potravu,... . Preto belgicky matematik Verhulst navrhol vylepsit populac¢ny
model pridanim kompenzac¢ného ¢lena, ktory vyjadruje spominané spoma-
lujuce faktory. Zakladny predpoklad, Zze rychlost rastu populécie je priamo
amernd velkosti populécie zostava a pridany je ¢len vyjadrujici spomalenie
rastu. Nech p(t) je velkost populdcie v Case t, potom moézeme rast populécie
vyjadrit diferencidlnou rovnicou

P (t) = ap(t) — bp*(t),a > 0,b > 0,a > b.

Vplyv kompenzaéného ¢lena bp?(t) sa prejavuje malo pri nizkych hodnotéch
populécie, jeho vplyv je vyrazny pri vysokych hodnotéch populacie p(t).
Skor ako budeme riesit zostaveni diferencidlnu rovnicu, urobime analyzu
grafu rieenia p(t). Nech velkost populdcie v ¢ase 0 je p(0) = po > 0. Dalej
predpokladdme rast populécie, teda p'(t) > 0. Polozme otézku: kedy sa rast
populdcie zastavi? Ak p/(t) = 0, teda

7 (1) = ap(t) — () = p(t) (0 — bp(t) = 0 <= p(t) = 7.

Hodnotu 7, kedy uz populécia nerastie nazyvame kapacitou prostredia

a oznacujeme K = . Pre dalSiu analyzu grafu vypoc¢itame druhu derivéciu
p'(t) = ap'(t) — 2bp(t)p'(1).
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Vypocitame nulovy bod druhej derivacie

a

p(t) = ap'(t) = 2bp(t)p'(t) = p'(t)(a = 20p(t)) = 0 = p(t) = 5.

Navyse pre p(t) < 5 dostdvame p”(t) > 0 a teda funkcia p(t) je konvexnd a
pre p(t) > %, je p"(t) < 0 a teda funkcia p(t) je konkdvna. Funkcia p(t) sa v
bode 57 = 5 meni z konvexnej na konkdvnu, teda je to inflexny bod. Navyse
v tomto bode je maximum prvej derivacie a teda dochadza k najrychlejsiemu
rastu populécie. Teda populécia rastie najrychlejsie, ak jej velkost dosahuje
polovicu kapacity. Zistené vlastnosti funkcie p(t) zakreslime do grafu.

t

Graf funkcie, ktord popisuje rast populacie pomocou Verhulstovho logistic-
kého modelu nazyvame logisticka krivka. V dalSom budeme riesit zostavent
diferencidlnu rovnicu

p'(t) = ap(t) — bp*(t),
pri zaciatoénej podmienke p(0) = py. Separujeme premenné
dp

S —
ap — bp?

Po rozklade na parcidlne zlomky a integrovanim dostavame

1 1 b
/(—i— )dp—/ldt,
a p  a—bp

1
—(Inp—1In(a—bp)) =t +c,
a

a a—bp

1
n—2 =t (2.1)

Dosadenim zaciato¢nej podmienky p(0) = py vypoéitame integraéni kon-
stantu

1 Do
c=—1In .
a a—bpgy
Vyjadrenu konstantu ¢ dosadime do riesenia 2.1 a naslednymi tpravami osa-
mostatnime p(t). Dostavame

eatapo
p(t) = — :
ebpy + a — bpo
Dalsimi tpravami a vyuzitim oznaenia pre kapacitu prostredia K = 7
mame predpis pre funkciu, ktora vyjadruje velkost populécie v Case t
Kpo
p(t) (22)

"~ po+ (K —pole@t’
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Funkciu 2.2 nazyvame logisticka funkcia, ktorej grafom je logistickd krivka.

Pri rieseni konkrétnych tloh je potrebné maf eSte 2 zaciatoéné pod-
mienky (2 merania velkosti populécie), aby sme vypocitali konstanty a, K.
Kvoli jednoduchsiemu dalsiemu vypoctu majme merania v ¢asoch —tq a ty.
Napr. ak zaciatoénd hodnota py bola zistend napr. v r. 1990 (nasa casova
nula), tak dal$ie 2 merania budii urobené napr. v r.1980 a 2000. Nech teda
dalsie zaciato¢né podmienky si

p(—t1) = p-1, p(t1) =p1.

Dosadenim do logistickej funkcie 2.2 mame

by = Kpo
" po+ (K —po)eatr’
Kpy
p1

~ po+ (K —po)ematr’
Po tprave tych dvoch rovnic dostdvame rovnice
p-1(K — po)e™ = poK — p_1po,

p1(K — po)e ™ = poK — p1po.

Vynésobime navzajom lavé strany tychto rovnic a takisto aj pravé strany.
Vyuzijic pravidlo: ak I'y = P, a Il = P,, potom aj I'1Ils = P; P» mame
rovnicu len s jednou nezndmou K

(K — po)*p-1p1 = (poK — p—1p0) (poK — p1po).
Po tprave sme dostali predpis pre vypocet konstanty K

s — PO +p-1) = 2pop_1p1
P — p-1p1

(2.3)

Pre vypocet konstanty a pouzijeme zac¢iatoéni hodnotu p(—t1) = p_; alebo
p(t1) = p1 a dosadenim do predpisu 2.2, pricom budeme predpokladat,
ze konstantu K uz mame vypocitani. Ak napriklad pouzijeme podmienku
p(t1) = p1 dostavame

- Kpo
P po+ (K —poJeabr
K —
a=—In P Po) (2.4)
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Priklad 18 Predpokladajme, Ze pocet obyvatelov
istého mesta sa riadi logistickou formulou. Mdme
rok | pocet obyvatelov
1990 600 000
2000 1000 000
2010 1500 000
citajte kapacitu mesta a pocet obyvatelov v roku
2018.

nasledovné udagje: Vypo-

Riesenie

Nech pocet obyvatelov mesta v ¢ase ¢ vyjadruje funkcia p(t). Zo zadania
dostavame, ze rok 2000 bude nasa ¢asova nula a p(0) = 1000000. Rok 2010
je t1 = 10 a p; = 1500000. Podobne rok 1990 je ¢as —t; a p_1 = 600000.
Dosadenim tychto hodnot do vztahu (2.3) pre vypocet kapacity dostdvame

K = 3000000.

Teda kapacita mesta je 3 milién obyvatelov. Pre vypocet poc¢tu obyvatelov
v roku 2018 potrebujeme najprv zistit konstantu a. Zo vztahu (2.4) mame

a=-—In2.
10
Predpokladany pocet obyvatelov v roku 2018 vypocitame tak, ze do predpisu
logistickej funkcie (2.2) dosadime, samozrejme vypocitané konstanty K a a
a za Cas t dosadime 18. Po dosadeni

p(18) = 1906000.

Teda predpokladany pocet obyvatelov v r. 2018 je 1906 000 pri vyuziti lo-
gistického modelu rastu populdcie.

Ulohy

1. Na ostrove zije 1000 kulanov (divy osol). Po 4 rokoch je ich 1400 a po 8
rokoch 1600. Aké je kapacita ostrova a kolko kulanov bude po 10 rokoch, ak

predpokladame, ze populécia sa riadi Verhulstovym logistickym modelom.
[K = 1711, p(6) = 1647]

2. Na Madagaskare zije 10000 lemurov. Pred 10 rokmi ich bolo 9500 a
pred 20 rokmi 8500. Ak& je kapacita ostrova a kolko ich bude o 5 rokov, ak

predpokladame, Ze populdcia sa riadi Verhulstovym logistickym modelom?
[K = 10400, p(15) = 10136]

3. Mame k dispozicii idaje zo s¢itania obyvatelstva USA. Pocet obyva-
telov v roku 1881 je 50 156 000, v roku 1940 131 669 000 a v roku 2000 bolo
281 400 000 obyvatelov USA. Zostavte logistickt funkciu a urcte kapacitu a
predpokladany pocet obyvatelov USA v r. 2010.

[K = 631000000, p(70) = 310600000]
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2.6 Ekonomické modely

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vztahom medzi cenou, dopytom a po-
nukou, samozrejme vyuzitim derivicie funkcie. Nech funkcia p(t) oznacuje
cenu tovaru v Case t. Nech d(t) (z ang. demand) oznacuje dopyt v Case ¢ a
s(t) (z ang. supply) bude funkcia ponuky. Pod pojmom dopyt rozumieme
mnozstvo tovaru, ktoré st ochotni spotrebitelia kupit pri danej cene p(t).
Pod pojmom ponuka rozumieme mnozstvo tovaru, ktoré je vyrobca schopny
pri danej cene p(t) vyrobit. Dopyt a ponuka zdvisia samozrejme na aktudl-
nej cene tovaru. Zavislost moze byt matematicky rozne vyjadrend (linedrna,
kvadratickd, exponencidlna). Pouzijeme najjednoduchsiu a to linedrnu za-
vislost. Teda nech
d(t) = di + dap(t)

s5(t) = s1 + s2p(1),

kde di,d2, 81,82 € R, da < 0 a s3 > 0. Z vyjadrenej zavislosti (dopyt je
rastica funkcia a ponuka klesajica) vyplyva , ze s rasticou cenou dopyt po
tovare klesa a ponuka samozrejme s rastiicou cenou rastie.

EKONOMICKY MODEL I

Nasim cielom je vyjadrit vztah medzi funkciami p(t), d(t) a s(t). Predpokla-
dajme, ze cena reaguje na rozdiel medzi dopytom a ponukou. Ak je dopyt
dopyt po tovare je velky, ale ponuka nie je, tak tato situdcia na trhu tlaci
cenu hore. Matematicky to mozeme vyjadrit, ze zmena ceny (rast) je pria-
moumerna rozdielu dopyt - ponuka, vyjadrené diferencialnou rovnicou

P (t) = k1(d(t) — s(t)), k1 > 0.

Ak d(t)—s(t) > 0, potom p/(t) > 0, teda ako bolo spominané, cena rastie. Ak
d(t)—s(t) < 0, potom p'(t) < 0, cena klesa, ¢o je logické pri vyssej ponuke ako
je dopyt. Do zostavenej diferencialnej rovnice dosadime vyjadrenie funkcie
ponuky a dopytu

P'(t) = k1(di + dap(t) — s1 — s2p(t)).

Po uprave
di — s
R A e )
S9 — d2
Podiel
d1 — 851
S9 — d2

vyjadruje tzv. rovnovaznu cenu (EIVILIBRIUM), je to cena, pri ktorej sa
ponuka rovnd dopytu. Ozna¢ime tito hodnotu p.. Konstantu ki(se2 — d2)
oznac¢ime K. Diferencidlna rovnica ma potom tvar

resp.
P'(t) + Kp(t) = Kpe.

Dostali sme linedrnu diferencidlnu rovnicu prvého radu, ktoru riesime po-
mocou integracného faktora, ¢o je v tomto priklade e’

(p(t)eKt)/ = Kpeelt,
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Integrovanim

p(t) = pe +ce M.
Nech cena v ¢ase t = 0 je p(0) = pg, teda mame dani zac¢iatoéni podmienku.
Jej dosadenim dostdvame partikuldrne riesenie

p(t) = pe + (po — pe)e .

Funkcia ceny p(t) je monoténna, v pripade ak zaciatond cena pg > pe, tak
cena klesa k rovnovaznej cene p.. Naopak, ak zaciatoCnd cena pg je mensia
ako rovnovazna pe, tak funkcia ceny rastie k hodnote rovnovaznej ceny.(vid
nasledujuce grafy)

p(t)“

Po

pe ___________ ____ _ - - - =

Y

Pe b = = = = = = =0 o o 0 4 4 4 4 - - - - -

Po

Y

~~

EKONOMICKY MODEL II - VPLYV SKLADOVYCH ZASOB

Zakladny ekonomicky model prezentovany v predchadzajicej kapitole
rozsirime o faktor, ktory tiez vplyva na vyvoj ceny a to vzniknuté skla-
dové zasoby. Ako matematicky vyjadrit skladové zasoby? Skladové zasoby
vznikaji, ak je v istom c¢asovom obdobi ponuka vicsia ako dopyt. Skla-
dové zasoby v aktudlnom case napr. t* teda mozeme zapisat ako rozdiel
s(t*) — d(t*). Skladové zasoby za Casovy interval [0,¢] vyjadrime ako stucet
skladovych zasob pre t* € [0,t], ¢o zapiseme

/Ot(s(t*) —d(#)) dr*.
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Vzniknuté skladové zasoby maji na cenu negativny vplyv, znizuju ju, preto
vyvoj ceny vyjadrime diferencidlnou rovnicou v tvare
¢
p'(t) = k1(d(t) — s(t)) — k;z/ (s(t*) —d(t"))dt*, k1 >0, ko > 0,
0

kde je ponechany zékladny predpoklad, Ze cena je priamotmernd rozdielu
d(t) — s(t) a zahrnuty fakt, ze skladové zasoby spdsobia pokles ceny tovaru.
Zostavenu integrodiferencidlnu rovnicu riesime derivovanim

p(t) = ki (d'(t) = 8'(t)) — ka(s(t) — d(1)).
Dosadime vyjadrenie dopytu a ponuky d(t) = di +dap(t) a s(t) = s1+ sa2p(t)
P (t) = ki(dap'(t) — s2p'(t)) — ka(s1 + s2p(t) — dy — dap(t)).

Po tprave a oznaceni o = ki(s2 — da), S = ka(se — d2) a v = ka(d1 — s1)
dostdvame linearnu diferencidlnu rovnicu 2. radu

p'(t) +ap'(t) + Bp(t) = 7.

Pouzitim substiticie 8p(t) — v = z(t) dostaneme z nehomogénnej DR ho-
mogénnu linedrnu DR 2. rddu, ¢o ndm zjednodusi dalsi vypocet.

2(t) + a2/ (t) + Bz(t) = 0.
Diferencialnu rovnicu riesime pomocou charakteristickej rovnice
M4+ a\+ 8 =0,

a > 0, 8 > 0. Charakteristickd rovnica mo6ze mat redlne alebo komplexné
korene. V pripade redlnych korenov (2 rézne alebo ndsobny) musia byt tieto
korene zaporné A\; < 0, Ay < 0 a vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice je

z(t) = c1eMt + et ¢ e €R

C C
p(t) = Ele“ + éem + %,

Pre t — oo p(t) — % = % = pe, teda cena konverguje k rovnovaznej

cene a tato konvergencia je monoténna. V pripade komplexnych korenov
charakteristickej rovnice

c1,c3 € R.

D
Map= -2V

D=a>-48<0
: 2 2 o —4f <

dostdvame vSeobecné riesenie DR v tvare

o \/ D (o7
—2lcos ‘2’1‘ + 626_5t

VID]

z(t) = cre sin Tt’ cl,c2 €R

Funkcia ceny ma potom predpis

o VDL e VD]

e cos t+ —e 2tsin Yt + X c1,c0 € R

B 2 B 2 B’

Cena p(t) aj v tomto pripade konverguje k rovnovaznej cene

C1

p(t) =

. _1_
tlggop(t) =3 = e,
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ale nie monoténne. Cena osciluje okolo hodnoty p, ¢o redlnejsie vystihuje
spravanie sa ceny tovaru. Graf funkcie ceny je na nasledujicom obrazku.

Po

Y
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3 Fyzikalne aplikacie diferencialnych rovnic

3.1 Druhy Newtonov pohybovy zakon

Mnohé fyzikalne aplikdcie (napr. pohyb rakety, planét v gravitacnom poli
Slnka) vedt na druhy Newtonov pohybovy zdkon (2. NPZ). Pripomenieme
si jeho formuléciu:
Vysledna sila p6sobiaca na teleso je rovna derivacii hybnosti.
Matematicky zapis je

d
F= &(mv)

Blizsie vysvetlime nasledujicou tvahou. Na teleso o hmotnosti m(t)
(hmotnost sa moéze v ¢ase ¢ menif, napr. hmotnost rakety pri spalovani
paliva) posobi niekolko sil povedzme tri Fy, Fy, F3. Ich vyslednica

F=F +F+F

sposobuje pohyb telesa uréitym smerom rychlostou v(t) so zrychlenim a(t)

!
M,

V tomto pripade sa teleso pohybuje v smere modrého vektora pricom

plati
d

dt
V jednoduchsom pripade, ked teleso nemeni svoju hmotnost, t.j. m(t) = m,
tak predchadzajuici vztah sa transformuje na

(m(t)v(t)) = F.

F = mdv(t) = ma.
dt

V tomto pripade vysledna sila posobiaca na teleso je imernd stcinu jeho
hmotnosti a zrychlenia, ktoré mu posobiaca sila udeluje.

Uvazujme este jeden priklad, ked teleso, napr. sip, je vystrelené kolmo
nahor, pricom zanedbame odpor prostredia. V tomto pripade na teleso po-
sobi jedina sila - gravitacna, ktora brzdi jeho pohyb.
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Smer kolmo nahor budeme povazovat za kladny a teda na zaklade 2.
NPZ plati

resp.
du(t)
dt
Ak by sme brali do vahy aj odpor prostredia, ktoré pdsobi proti smeru
pohybu silou O, ktorej velkost moze byt priamo amernd rychlosti pohybu
telesa (O = kyv(t)), tak v tomto pripade plati

m = —mg.

du(t)
dt

L )

kde konstanta odporu
1
ki = iCSp, (3.1)

kde C je koeficient aerodynamického odporu zavisly na tvare telesa a druhu
materidlu (Drag Coefficient), S je plocha prierezu telesa resp. jeho kolmy
priemet a p je hustota vzduchu, ktord mdze zahrnovat atmosferické pod-
mienky. Hodnota koeficientu odporu C' sa urcuje experimentalne v tzv. ve-
ternom tuneli. Hodnoty pre niekolko beznych predmetov si priblizne:

e duta polgula: C =~ 1,4;

e vypukla polgula: C = 0, 4;

e Stvorcova rovna doska: C' ~ 1, 2;

e bezné osobné auto: C' =~ 0, 4;

e monopost F1: C = 1;

e lietadlo: C' =~ 0,02.

» paddk pologulovity : C € (0,75;1.2).

Pre praktické pocitanie potrebujeme este poznat koeficient p. Jeho hod-
nota nad povrchom mora je je 1,29 kg/m? a vo vyske 2000 metrov je pri-
blizne je 1kg/m?
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Priklad 19 Akud zaciatocnid riyjchlost treba udelit telesu
(rakete), aby sa trvalo vzdalovalo od Zeme (2. kozmickd
rychlost). Odpor prostredia ani vplyv okolitych planét a
Sinka neberieme do vvahy.

Riesenie. Samozrejme raketa napr. pri ceste na Mesiac nadobtuda rych-
lost potrebnu na prekonanie gravitacnej sily Zeme postupne a dosiahne ju
nad povrchom Zeme vo vyske, kde je uz gravitacna sila slabsia a aj raketa ma
vplyvom spalovania paliva mensiu hmotnost. My ale riesime iny problém.
(Jules Verne - Cesta na Mesiac).

Kvo6li ndzornosti pouzijeme obrazok.

Q

Ozna¢me v case t vysku rakety nad povrchom Zeme (os x) r(t) a jej
rychlost v(t). Vzhladom na uvazované podmienky na raketu pdsobi len gra-
vitacn4 sila, ktorej velkost vo vyske r(t) je

mM,

G =2
(R, +7)

kde s je gravitacna konstanta, R, je polomer Zeme, M, je hmotnost Zeme.

KedZze na povrchu Zeme (r = 0) je gravitacna sila G = mg = %mé‘z/,fz, plati

_ mgR?
(R, + 1)
Podla 2. NPZ méme F = -G t.j.
do(t 2
olt) _ ___9R: (3.2)
dt (R, +T)

Vo vztahu (3.2) spoznavame diferencidlnu rovnicu prvého radu. Problém je,
ze obsahuje tri premenné - cas, rychlost a prejdenii drahu. Tento problém
odstranime tak, Ze na rychlost sa budeme divat ako na funkciu vysky t.j.
v = v(r). Podla vzorca pre deriviciu zloZenej funkcie

dv dv g dv

dt " drdt Cdr
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Po dosadeni do (3.2) ziskavame separovatelni DR

R2
vdy = —— 97 5 dr,
(R, + 1)
ktorej vseobecné riesenie je
2 2
v R
v g T
2 R,+r

2
v
c= ?0 —gR..
Preto )
2gR
2 z 2
v = R ir + (vo QgRZ) : (3.3)

Ako ale z odvodeného vztahu urcit vg? Pouzijeme nasledujicu tvahu. Kedze
prvy ¢len na pravej strane (3.3) pre r — oo konverguje k nule, aby sa pohyb
nezastavil (v > 0) nesmie byt ¢len v zatvorke zdporny! To vedie k podmienke

vy = 2ng.

Odvodeny vztah plati pre inikova rychlost na akejkolvek planéte, s polome-
rom R a gravitaénym zrychlenim g na jej povrchu.

Priklad 20 Ciolkovského rovnica. Raketa s hmotnostou
mg leti konstantnou rychlostou vg > 0, mimo gravitac-
ného posobenia telies. Na T sekind sa zapne motor, pri-
com raketa kazZdi sekundu vymrstuje plyny s nemennou
hmotnostou m* a konstantnou rychlostou w. Urcte rych-
lost rakety po T' sekunddch.

Riesenie. Najprv zvolime pevny bod, z ktorého budeme pozorovat po-
hyb rakety. (vhodnu vztazni sistavu)
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Ozna¢me m(t) hmotnost rakety a v(t) rychlost rakety v case t € (0,7).
Raketu pohana hybnost vypustanych plynov H. KedZe je to jedina sila,
ktora posobi na raketu, podla 2. NPZ plati

F=—-H.

Znamienko — vyjadruje, ze plyny sa pohybuji opa¢nym smerom ako raketa.
Hybnost vypustanych plynov z pohlahu kozmonauta v rakete je —m*u, ale
z pozicie pozorovatela, ktory vnima aj pohyb rakety (ako kladny) aj pohyb
plynov (ako opacny) je to H = m*(v(t) — u). Plati

d / /
F = &(m(t)v(t)) =m/(t)v(t) + m(t)v'(1).

Raketa znizuje svoju hmotnost o spalené palivo t.j. m/(t) = —m*, a preto
m(t) = my — m*t. Po dosadeni do rovnice mame

—m*v(t) + (mo — m*t)v'(t) = —m* (v(t) — u).

Po dprave
m*u
Ul(t) = —
mg — m*t
Odtial
v(t) = ¢ — uln(my — m*t).
Integraéni konstantu ¢ vypocitame z podmienky v(0) = wvg. Dostdvame

Ciolkovského rovnicu

mo
t) = In—— te (0,T).
’U() v0+unm0_m*t7 <7 >
Preto m
0
U(T):U0+Ulnm, t€<0,T>

To znamen4, ze prirastok rychlosti po spaleni paliva je zavisly len na rychlosti
vypustanych plynov u a pomeru

hmotnost rakety : hmotnost rakety po spaleni plynov.

Preto ziadnymi jednoduchymi konstrukénymi tipravami nemoézeme zvacsit

rychlost rakety.

mo
mo — m*T"
Jedind moznost je odhodit nepotrebni zifaz, t.j. zbavit sa prazdnych na-
drzi. To mé ale prakticky vyznam len pri viacstupnovej rakete.

KTicova je teda otazka ako je mozné zmenit spominany pomer

Priklad 21 Nawvrhnite pocet stupriov rakety pre efektivne
vynesenie uzitocného ndakladu do vesmiru.

Riesenie.
Uvazujme na zaciatok trojstupnovi raketu. Hmotnost kazdého stupna je
m;, t =1,2,3 a my, je uzitotnd hmotnost (napr. satelit, posadka, modul...)

38



ms = Ams + (1 — \)ms

mo = Amsg + (1 — )\)mg

my = Amq + (1 = A\)my

Celkova hmotnost rakety je teda
mo = M1 + mo + m3 + My,.

Ozna¢me Am; hmotnost ,zeleza“ pre i-ty stupen rakety, potom (1 — A)m;
je hmotnost paliva v i-tom stupni rakety, kde samozrejme A € (0,1). Na
zaklade Ciolkovského rovnice po spéaleni paliva v prvom stupni, raketa ma

rychlost
mo

My + A1 +ma +ma’

v1 = uln

Raketa odpoji prvy stupen a dalej leti dvojstupniova raketa s hmotnostou
my + mo + m3. Po spaleni paliva v druhom stupni ziska raketa rychlost

My, + Mg + mg3
My + Ama +ms’

vy =01 +uln

Nésledne sa zbavi druhého stupna a po spaleni paliva v trefom stupni sa
raketa pohybuje rychlostou
My, + M3

v=1v2+uln ,
2+ My, + Ams

respektive nadobudnuté rychlost

My + M1 + Mo + M3 My, + Mo + M3
v=uln +uln uln

My + AM1 + Mo + m3 My + Ao + mg3 My + Ams

My, + M3

Zaujimaju nas dve praktické otazky:
o ako zvolit m1, ma, ms, aby v bolo maximalne;

m
e aky je pomer —0, t.j. akd musi mat raketa hmotnost na vynesenie 1
m

tony nakladu.

Najprv vyrieSime prvy problém. Zrejme

v_ln<mu+m1+m2+m3 My, + Mo + M3 mu—i-mg)
My + Amy +mo +m3  my + Amg +ms  my +Ams /)

Hladdme maximum funkcie v logaritme. Nasledujtice substitiicie vyrazne
zjednodusia nasu tlohu. Ozna¢me postupne

My, + M1 + Mo + m3 my
Y —q = 1l+— =y,
My, + Mo + M3 My + Mo + M3
My + Mo + M3 mo
=P =y = 1+ —" =ay,
My, + M3 My + M3
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My, +m3 ms
— P a3 = 14+ —=a;s.
My My

Potom
v -1 (5] a9 a3

v Tt M1 —1) T+ Mas—1) 1T+ Aag 1)

Zo ziskaného symetrického vztahu je zrejme, ze podiel v/u je maximélny pre

] = g = (X3 = Q.

St to zaroven rovnice na urcenie mi, mg a mg. Najprv ale vypocitame a.

Plati
v (a>
u 1+ XMa-1)/"
Po uprave
1—A v
a:m, P =¢ 3u,. (34)
Je uzitoc¢né si vSimnut, ze
3 _ Mo
alanas = o = —.
e
a ziskali sme aj odpoved na druht otazku.
mo 1—AX >’g N
_ = [ P — 3u 35
o (3=5) : (35)
Predpokladajme, ze chceme dosiahnut rychlost v = 10,5km/s. Stcasné

technolégie poskytuju technické konstanty u = 3km/s a A = 0,1. Po do-
sadeni do vztahu (3.5) ziskavame pre m, =1

o _ 7.

my

To znamend, Ze na vynesenie 1 tony uzitocného nakladu potrebujem 77
tonovu trojstupnovu raketu. Zaroven mézeme dopocitat hmotnost jednotli-
vych stupnov pre tato raketu.

m1 = 58,9, mo=13,8, m3g=3,3.

Vratime sa k povodnému problému kolko stupnova raketa je najoptimélnej-
sia. Vztahy (3.5) prepiseme pre n-stupnovu raketu

mo 1—)\ " _ v
- = _— P: nu
My, <P)\> ’ ¢

A pre v =10,5km/s, u = 3km/s a A = 0,1 dostavame

pocet stupnov hmotnost rakety

2 149
3 77
4 65
5 60
00 50

Z tabulky je zrejme, Ze najviacsia ,uspora“ hmotnosti rakety je pri pre-
chode od dvojstupnovej ku trojstupnovej rakete. Pri stvorstupnovej rakete
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je uspora hmotnosti negovana nakladmi na konstrukciu takejto rakety. Po-
sledny riadok tabulky predstavuje teoretickii ivahu pre nekonecne - stup-
novu raketu a zaroven poskytuje minimalnu hmotnost rakety, pod ktort sa
neda ist pri sucasnych technologickych moznostiach.
Pre nazornejsiu predstavu o poziadavkach na raketu urobime nasledu-
jacu tvahu. Raketu pohana hybnost plynov resp. tah motorov
dm
H=-m"u=———u.
dt
Na vzlet rakety z povrchu Zeme sa pozaduje fah motorov H = 1,25G =
1,25mg. Preto
dm 1,25m
_Gn_ LMy 0,24m  za minitu.
dt U
T.j. trojstupnova raketa pri Starte musi za minttu spalit Stvrtinu svojej
hmotnosti! Alebo inymi slovami za minttu musi spalit 19 ton paliva. Aj
preto je prvy stupen rakety najmohutnejsi.

Priklad 22 Parasutista s hmotnostou m v okamihu ot-
vorenia paddka md rychlost vg. Predpokladajme, Ze od-
por vzduchu je priamo umerny jeho riychlosti. Urcte jeho
rychlost a termindlnu rychlost (t = co).

1

A J/

RieSenie. Na parasutistu pdsobi gravitacnd sila G = mg (predpokla-
dame rovnakud gravitacnu silu pocas celého letu), ktord pdsobi kolmo dole.
Tento smer povazujeme za kladny. Opacnym smerom pdsobi odpor vzduchu
O = Kv(t). Oznac¢me z(t) drdhu, ktort preleti za ¢as ¢. Podla 2. NPZ plati
F=G-0,t.;j.

mdv(t) =mg — Kv(t). (3.6)
dt
Oy A @‘
G
0

Ozna¢me k; = (gm)/K. Po odseparovani premennych

dv K
v— Kk m

RieSenim tejto rovnice je

K
Injv—Fki|=——t+c,
m



preto
K

——t
v(t) — k1 =ce m |

pricom z podmienky v(0) = vy plynie ¢ = vy — k1 a preto

o(t) =22+ (UO - i@”) e m' (3.7)

Teraz sa lahko nahliadne, ze terminalna rychlost

gm
vy = v(00) = e

Terminalna rychlost je teda priamo imerna hmotnosti a je vlastne ekvi-

librium rovnice (3.6). Pre m = 90kg, g = 9,8m/s? a K = 190kg/s je

vr ~4,6m/s.

dz(t)
dt

o(t) = &% (t+ (”go _ Z) (1- e—it)> . (3.8)

Vyuzitim vztahu v(t) = , £(0) = 0 dostavame

Priklad 23 Urcte minimdlnu vysku nad zemou, v ktorej
must parasutista otvorit paddk, aby jeho rychlost dopadu
bola mazximdlne o 0,1 % odlisnd od termindlnej rijchlosti
dopadu.

1

A J/

RieSenie. Z rovnice (3.7) ur¢ime ¢as t1, ktory je potrebny na spomalenie
z rychlosti vg na v(t;) = 1,001vp. T.j.

K
——t
1,001vp = vp + (vg —vp)e ™M '

m . 0,00lvr m ’U()) )
t1i=——In—=—1In(1000{ — ) —-1).
! K nvo—UT K n( (UT

Preto
Po dosadeni do (3.8) dostdvame vztah pre minimélnu vysku h pre otvorenie

padaka
h=uz(t))=v t+(®0 m) 1 N
=x(t1) =vr |t — - = - :
g K 1000(%—1)

Pre vg = 55m/s je h = 49 m. Samozrejme ide o ,Sibeni¢ni“ hodnotu, pri
ktorej je posledna moznost otvorit padak. Najdu sa ale aj ,,odvazlivci“, ktori
skacu zo sochy Krista v Riu z vysky 30 m.
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Priklad 24 Urcte termindlnu rijchlost dopadu ok padd
parasutista bez pouZitia paddka. Predpokladdme, Ze odpor
prostredia je v tomto pripade priamo dmerny druhej moc-

nine rychlosti. %

Riesenie. Podla 2-NPZ plati FF =G — O, t.j.

do(t
m Z(t ) = mg — kv’(t),
Co je separovatelna diferencidlna rovnica
dv k mg
——=——4dt ko =/ —
v2 — k3 m 2 k’
ktorej riesenie je
1 v — kQ k ¢+
—In =—— c
2ks v+ ko m b
respektive
v—k
2 _ ce 2 %t.
v+ ko
vy — ko

. Preto

podmienky v(0) = vy plynie ¢ ——,

’U*kz :UO*]{?2672 /%t
v+ ko vo + ko

Pre t — oo dostavame terminalnu rychlost

m
UT:kQZ TQ

Pre nase vstupy a pre k = 190 kg/s je vr ~ 54.2m/s.
Je teraz lahké vyratat cas t* za ktory dosiahne pri volnom pade parasu-
tista napr. 90% termindlnej rychlosti. Predpokladajme, Ze vg = 0. Potom

’UT—F’U_E.

1 /m
t" = -,/—1In19.
2\ gk "

Pripomfname (pozri (3.1)), Ze konStanta odporu prostredia k = £ CSp a
preto vztah pre termindlnu rychlost pre let s padakom (malé rychlosti) je

_9 ﬂt* vr — v 1
e m = —

A tak

_ 2mg
~ CSp

2mg
U =y ==
=\ csp

Posledny vztah je standartne pouzivany na vypocet plochy paddka, (resp.
jeho kolmej projekcie) pre zbrzdenie objektov na pozadovani rychlost vp.

vr

a pre velké rychlosti

2mg

- Cpvd’
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Priklad 25 Silvestrovska raketka je vystrelend so zacia-

tocnou rychlostou vy kolmo nahor. Jej pohyb spomaluje .
gravitacnd sila a odpor prostredia (tdto sila je priamo LY
amernd druhej mocnine jej richlosti). Urcte cas, za ktory ’
dostahne raketka maximdlnu vysku.

. J/

Riesenie. Pohyb v smere osi y povazujeme za kladny. Na zaklade da-
nych tdajov, mézeme podla 2-NPZ zostavit rovnicu

% ov|da
Og
F=-G-0,tj.
du(t
m g(t ) _ —mg — kv (t).
resp. ak oznacime k = ki /m, tak
dv
— = —kdt.
g/k+v?

VyrieSenim tejto rovnice dostavame

arctg\/k/gv =—\kgt+c,
pri¢om ¢ = arctg\/k/gvo a teda

arctgy/k/guvo — arctg\/k/gv = Vkgt.

Pri dosiahnuti maximélnej vysky v ¢ase T" je v(T') = 0 a preto
k
T arctg\/; V0
vkg

Ak by sme chceli vypocitat maximéalnu vysku, ktori raketa dosiahne, tak
vyuzijeme vztah pre drahu rakety

dZSft) =o(t) = \/ztg <arctg\/§ vy — \/@t>

g [T k
s(T) = \/>/ tg| arctgy [ —vo — Vkgt |dt
k Jo g
1 k
= ——In|cos (arctg\/7v0> |
k g
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1

V1+tgla

S(T):]tlnwl—k];vg.

Ak by sme v nasich dvahédch zanedbali odpor prostredia (k; = 0), tak sila
F=-G,tj.

Vyuzitim vztahu |cosa| = , mame

do(t)
m— —mg
Preto
v(t) = v — gt

a hladany ¢as stipania je T = vg/g a draha sttpania s(T) = v3/(29).
Pre nasledujtice vstupy pouzité vo vztahu (3.1): m = 1 kg, vo = 30m/s,
C=0,1,8=0,01m? p=1,29kg/m? dostédvame

Cas stipania  max. vyska

model 1 2,99s 44,56 m

model IT 3,05s 45,8Tm
Priklad 26 Vrh sikmy. Teleso je vymrstené so zaciatoc- ‘
nou rychlostou vg pod uhlom a s horizontom. Urcte jeho &
mazximdlnu vysku a dolet. ’

Riesenie. Zanedbame odpor prostredia, takze pohyb telesa ovplyvinuje
len gravitacna sila. Pri rieseni tejto dlohy je vyhodné pouzif parametrické
rovnice, ktoré sa objavia ak uvazujeme v 2. NPZ zlozky jednotlivych pdso-
biacich sil F = (F,, F,). Gravitaéna sila nad povrchom Zeme G = (0,myg),
drédha 5(t) = (sz(t),sy(t)) a rychlost telesa ©(t) = (vy(t),vy(t)), pricom
7(0) = (vg cos a, vg sin ).

A

Uy(o)A

Y

Pohyb v smere osi x aj y povazujeme za kladny. Podla 2. NPZ rozpisaného
po zlozkach plati

vysledna sila v smere osi x vysledna sila v smere osi y
F, =0, F, = —mg,
dv,(t) dv,(t)
= O = —
SAY : RARY g
vz (t) = vo cos a, vy (t) = vpsina — gt.
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Y

Podobne

draha v smere osi x

ds,(t)
dt

= v,(t) = vp cos v,

sz (t) = tvg cos a,

drdha v smere osi y
dsy (%)

dt
sy(t) = tvgsin o — S gt2.

= v,(t) = vosina — gt,

Teraz vieme vypocitat cas T dopadu telesa z podmienky s,(T") = 0, t.j.

20 s
T Vg Sin «
g

a z podmienky vy (t*) = 0 vyratame cas stipania

o Vo sin o
g
a maximalnu vysku

v3 sin? a

sy(t*) = 29

Poznamka 5 Postup pouZity v predchddzajicom priklade (rozpis vyslednej
sily do zloziek) pouzivame ak vektor rychlosti nie je kolmy na zemsky povrch.

Priklad 27 Keplerove zdkony. Vo vzdialenosti £ od Sinka
sa nachddza planéta, ktorej rijchlost v case t = 0 je vy
a vektor rychlosti vy je kolmy ma na spojnicu Slnka a
planéty. Ndjdite trajektoriu planéty. (Modifikicia — pohyb
satelitu okolo Zeme)

RieSenie. Ozna¢me M hmotnost Slnka, m hmotnost planéty, r(t) vzdia-
lenost Slnka a planéty v case t a (t) uhol, ktory zviera sprievodic¢ s osou 0.
Pri rieseni tejto tlohy je opét vyhodné pouzit parametrické rovnice, ktoré sa
objavia ak pri aplikacii 2. NPZ pouzijeme zlozky sily F = (Fy, Fy). Potom
gravitacna sila G = (G1,G2). Vhodné parametrické vyjadrenie trajektorie
dostaneme pouzitim polédrnych stiradnic.
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(3.9)

Nech v Case t je planéta v pozicii B, pricom sa pohybovala po trajektérii
s(t). Velkost gravitacnej sily je

M
G = %m ,
r3(t)
Pouzitim 2. NPZ dostavame
vysledn4 sila v smere osi x vysledné sila v smere osi y
F, = -Gy, F, = -G,
dx?(t dy?(t
ztg ) = —Gcosp(t), gétg ) = —Gsinp(t),
¢o vedie na sustavu rovnic
t)
") = _k cos ¢
O]
. )
M) = — sin ¢(
y ( ) T’Q(t) Y
kde k = »M a zaciatocné podmienky st
z(0) =4, 2(0)=0, y(0)=0, ¥ (0)=uwp. (3.10)

Dvojndsobnym zderivovanim (3.9) vyjadrime z”(t) a y”(t) pomocou de-
rivacii p(t) a r(t):

t

(r" - rcp'2) cosp — (2ro’ +r¢")sing = —k C(:ZS&() )

(r" - 7‘90’2) sinp — (2r¢’ +r¢") cosp = —k sin o (¢)
r2(t)
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Vynéasobime prvid rovnicu funkciou cosp, druht rovnicu funkciou singy a
vysledné rovnice s¢itame. Potom vynasobime prvi rovnicu funkciou sin ¢,
druhi rovnicu funkciou cos ¢ a vysledné rovnice od¢itame. Dostavame

(T‘// _ T¢/2> = —g, (3.11)

2rp’ +re"” = 0.

Zaciatocné podmienky (3.10) sa transformuji na

rO) =6 (0)=0. @0)=0, &)= (3.12)
Druht rovnicu v (3.11) po vynasobeni r vieme zapisat v tvare
(1"2(,0')/ =0,
¢o vedie k podmienke 12y’ = ¢ a vyuzitim hodnét pre t = 0 mame
2’ = lvg. (3.13)

Odvodeny vztah ma zaujimavi geometrick interpretaciu.
Je zname, Ze plochu ohranic¢ent krivkou danou

A

Y

v polarnych stradniciach r = r(p) pre uhly 0 a ¢ vypocitame podla vzorca

1 r¥
s=3 [
2 Jo
preto
1
ds = 572 de. (3.14)

Rovnicu trajektorie planéty (3.13) mozeme zapisat v tvare
r? dy = fuydt
¢o po dosadeni do (3.14) dava
ds ¢
& _ T (3.15)
dt 2
Odvodili sme II. Keplerov zakon - plocha opisand sprievodi¢om za jed-
notku casu je konstantna. T.j. planéta ma v perihéliu vacsiu rychlost ako v
aféliu.
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Vratime sa spat k rieSeniu sistavy (3.11). Vyuzitim vztahu (3.13) ziskavame
diferencialnu rovnicu rovnicu druhého radu
(f’UO)Q k

()~ ORRREEI0} (3.16)

Nasim cielom je najst rovnicu trajektérie v polarnych sturadniciach, t.j. vy-
jadrit r ako funkciu premennej . Preto pouzijeme nsledujicu transforméciu,
ktord zaroven transformuje nasu rovnicu na linedrnu

r(t) = % <u(1¢>> N di <u<1¢>> in = 15(1;)%20

r'(t) = —lvg u ().

T.j.

Preto

) = 50 = 5 () = - (o)

= — (Lvg)* u™(@)u*(¢p).

Po dosadeni do (3.16) ziskavame linearnu diferencidlnu rovnicu druhého

radu. "
Ut +u = W, T(O) = E, T.(O) = O,

ktorej vseobecné riesenie je

= u(yp) = c1cosp + casinp +

r(p) (€vo)?”

Tento zépis zjednodusime nasledujticou Gvahou. Oznaéme ¢ = (/c? + 3 a
polozme cos pg = ¢1/c. Potom sin ¢y = c3/c a

1 k
—— = ¢( cos p cos pg + sin psin pg) + ,
i)~ )F oy
respektive
1 ( )+ k
= ccos (¢ — o .
() (£vo)?
"y e . A 1 k
Vyuzitim zaciato¢nych podmienok overime, ze o9 = 0 a ¢ = - —
4 (61}0)2

Preto

1
k

r(p) =
ccos(p) + (T

Y 2
Ak oznadime E = —0 _ 1, tak hladané parametrické vyjadrenie trajektoérie
je
P8 1
%M 1+ Ecos(p)’

()
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V zavislosti na hodnote konstanty F st mozné nasledujtce trajektorie.

Hodnota F Podmienka Trajektoria
E=0, v} = %M, kruznica,

0<|E| <1, (v < 2xM, elipsa,
E=1, (v = 2xM, parabola,
|E| > 1, g > M, hyperbola.

To znamend, ze mozné trajektorie st len kuzelosecky. (I. Keplerov zakon).
Ziskany vysledok mdzeme aplikovat aj na planétu a jej satelit. Ak polozime
¢ = R (polomer planéty), tak gravitacné zrychlenie na povrchu planéty

P
g= R a vysledné trajektérie pohybu satelitu sa pre

vo = V9R, kruznica,
VR < vg < /29R, elipsa,

vo = 29R, parabola,

vo > V2¢R, hyperbola.

Zo ziskanych rovnic vieme odvodit (III. Keplerov zékon). Predpokla-
dajme, ze planéta obieha okolo Slnka po elipse s hlavnou poloosou a a ved-
lajsou poloosou b. Kedze rovnica elipsy v polarnych sturadniciach je

r(p) = g 1
LA 1+ Ecos(p)’
plati, ze
202 b
_r 1
xM a (3.17)

Nech doba obehu planéty okolo Slnka je T, pritom sprievodi¢ opiSe plochu
S = mab. Integrovanim rovnice (3.15) pre ¢t € (0,7T") dostdvame

1
mab = §EUOT. (3.18)
Odtial, vyuzitim (3.17)
472
T = ——a’
M ©

T.j. druhd mocnina obehu planéty okolo Slnka resp. satelitu okolo planéty
je priamo imerna tretej mocnine jej hlavnej poloosi.

Aplikécie Keplerovych zékonov:

7 doby obehu satelitu okolo planéty a velkosti hlavnej poloosi vieme urcit
hmotnost planéty.

Ak sa satelit pohybuje po kruhovej drahe s polomerom a, tak jeho rych-
lost je konstantnd, v = 2wa/T, ¢o vedie k

M
V=4 —.
a
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Ak okolo planéty obiehaju dva satelity vo vzdialenostiach a; resp. as s
dobami obehu T} resp. 15, tak z treticho Keplerovho zdkona plynie, ze

3/2
T, =Ty (6‘2) .

ai

Priklad 28 Vo vzdialenosti £ od stredu Zeme obieha po
kruhovej drahe satelit. Urcte jeho rijchlost.

Riesenie. Kedze satelit sa pohybuje po kruhovej drdhe tak paramet-
rické rovnice jeho trajektérie s

x(t) = Lcos p(t),
y(t) = Lsinp(t),

7 Keplerovych zakonov plynie, ze satelit sa pohybuje konstantnou rych-
lostou, dalej za cas t sa oto¢i o uhol ¢(t) a prejde drahu s(t) = lp(t). Preto

(3.19)

ds dy
V= EE = const. (3.20)

Y

Na druhej strane z 2. NPZ plynie
ma’(t) = —G1 = —Gcosp(t) = ——2—

Vyuzijtc, ze ¢'(t) = const, z (3.19) plynie

2(t) = —Leosp(t) (¢'(t))
a po porovnani s (3.21) dostdvame

2
(¥'(1)* = g%,
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¢o po dosadeni do (3.20) dava

N I
U_R\/; R R+ 0%’

kde £* je vyska satelitu nad povrchom Zeme. Ak sa satelit pohybuje napr.
600 km nad povrchom Zeme, tak jeho rychlost je v &~ 7,6 km/s.

Priklad 29 Dopad meteoru. Vo vzdialenosti h od Zem-
ského stredu sa nachddza meteor, s nulovou zaciatocnou
rychlostou. Vplyvom gravitdacie Zeme sa pohybuje priamo-
ciaro k Zemi. Urcte rychlost vstupu do atmosféry Zeme.
(Pohyb Zeme neberieme do dvahy)

Riesenie. Uvazujeme velmi zjednodusent situdciu. Ozna¢me R polomer
Zeme,

-
N

N

x(t) je drdha, ktort prejde meteor za ¢as t a r(t) je jeho vzdialenost od
zemského povrchu v ¢ase t. Potom h = R + r(t) + z(t). Podla 2. NPZ plati
F = G, kde pre gravitac¢na silu vo vyske r nad povrchom Zeme plati

mgR?
(R, +7)*

Preto pre rychlost meteoru plati

dv(t)  gR?

= . 3.22
de (R, + 1) (3.22)
Pretoze
dv _dvdr _ dvde _ do
a  drdt | drdt ldr
plati

dv gR?
V= .
dr (R, +r)
Riesenim tejto separovatelnej diferencidlnej rovnice je
h—R—r
2 2
v =29R" ——,
T R+ )h
¢o pre r = 0 dava

v=+29R 1—%.

Pre h — oo je rychlost narazu v =~ v/2¢gR, ¢o je druha kozmicka rychlost.
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Priklad 30 Lodka spomaluje svoj pohyb vplyvom odporu
vody, ktory je priamo umerny rychlosti lodky. Zaciatocnd

rychlost lodky je v(0) = 1,5m/s a po 4s md rychlost @
v(4) = 1m/s. Kedy bude rijchlost lodky v(T) = 1cm/s?

Akt vzdialenost urazi lodka, nez sa zastavi?

RiesSenie. Oznacme v(t) rychlost lodky v ¢ase t. Podla 2. NPZ plati

dv
ma = -0 = —kv.
Ak oznac¢ime ko = k/m, tak rieSenim tejto rovnice je
v(t) = ce kot
Z podmienky v(0) = 1,5 ndjdeme ¢ = 1,5 a preto
v(t) = 1,5e kot

Pretoze v(4) = 1, z rovnice 1 = 1, 5e =% ngjdeme e %0 = (2/3)/4 a teda

o(t) =1,5 (g)m. (3.23)

Podmienka v(T) = 1¢e¢m/s déva

In(1/150) _

T=4 ~ 50s.
n(2/3) 3
- o » ds(t) o
Dalej, ak prejdent drahu oznacime s(t), tak e v(t). Z (3.23) vidime,
ze
6 2) t/4
ty=—1" (2 .
0= 5@/ <3> 0
6
Pretoze S(O) = O, tak S0 — *m, ¢o lmpllkUJe

6 6 2\ /4
W =162 T e (3) '

Prejdend draha je potom

. 6
S1 = tl:l’élos(t) == m ~ 15m.

Priklad 31 Projektil preleti cez dosku hribky 12 cm tak,
Ze jeho vstupnd rijchlost je vg = 200m/s a vystupnd rijch-
lost je v1 = 60m/s. Doska pdsobi proti pohybu projektilu
stlou priamo umernou druhej mocnine rychlosti. Najdite
predpis pre drahu s(t) projektilu v doske a cas, ktory bol
v doske.
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Riesenie. Podla 2. NPZ plati

dv
— =0 =—k?
mdt v

Ak oznacime ko = k/m, tak rieSenim tejto rovnice je

1
—— = kot +c.
o) ot +¢
00 s(t) U1
—_— - - - - - - - - >

Kedze v(0) = 200, tak ¢ = 1/200 a

200

=
v(t) 200kot + 1

Naviac, ak oznac¢ime T Cas, ktory bol projektil v prekazke, tak

200
T)= —F—— = 60. 3.24
1) = S0k 1 1 (3.24)
ds(t
Na druhej strane, fi(t) =v(t), s(0) =0, a preto

1
s(t) = T In(200kot + 1).

Pre t =T, mame

1 1 10
0,12 = — In(200koT 4+ 1) = —In —.

Preto kg = % In %). Hladany ¢as T urcime z rovnice (3.24)

1
200kg

7
=3 ~ 0,00114s.
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Priklad 32 Na stole je natiahnuta retaz dizky ( = 4m
tak, Ze cast retaze dlzky a = 0,5m precnieva cez okraj
stola. Zanedbajuc trenie, ndjdite rychlost akou opusti re-
taz stol a cas kedy to nastane. Predpokladame, Ze viska
stola je vicsia ako diZka retaze.

RieSenie. Ozna¢me previs retaze v Case t cez okraj stola z(t) a jej
rychlost v(t). Vstupné tdaje st 2(0) = a a v(0) = 2'(0) = 0. Nech hmotnost
retaze je m.

m
Potom tiaz previsu je G(t) = mg x(t). Tato sila sposobuje pohyb celej retaze

a preto na zéklade 2. NPZ méame diferenciadlnu rovnicu druhého radu.

d?z(t)
de?

= G(t) = 2 a(t).

Ak oznaéime k = /g/l, tak jej vSeobecnym rieSenim je
z(t) = creft 4 cpeF
a vyuzitim zaciatoCnych podmienok dostavame

z(t) = g (ekt + e_kt> , te(0,7),

kde T je cas ked retaz opusti stol. Odtial spatne

1 1
t=—1In (x + Va2 — a2> , (3.25)
k a a
¢o pre dané vstupné udaje dava T = 1, 7679 s.

Vypocitame teraz rychlost retaze pri opusteni stola. Kedze plati

u(t) = dzit) = %’“ (e —e ™), te(o1),

tak v(T") = 6,2151m/s.
Druhd moznost ako vyriesit dlohu je najprv néjst rychlost a nasledne
vypocitat hladany cas. ZapiSeme teda 2. NPZ v tvare
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m— =G(t) = 7 x(t).

Pretoze
dv _dvds _ dv
a  drdt dz’
tak mame d
v
= — k2 2
v x (3.26)

Riesenim tejto diferencidlnej rovnice prvého radu (s vyuzitim zaciatoénych

podmienok) je
v(z) = kvVa? —a?, x € (a,l),
a preto v(f) = kv¢? — a? = 6,2151m/s. Na druhej strane vychddzajtc za

T .., .
vztahu v = T vidime, ze

1 1
dt = —dox = ———=dux.
v kvVaz? — a?
Riesenim tejto separovanej diferencidlnej rovnice prvého radu je opat (3.25).
Modifikacia tlohy I. Predpokladajme, Ze na zaciatku je previs retaze
nulovy (z(0) = 0) a refaz ma zac¢iato¢nu rychlost v(0) = vy > 0.

Riesenim rovnice (3.26) je teraz

v(z) =/ k222 4+ v3
a teda v(f) = /gl + v3. Pretoze

1 1/k
dt = —dz = /

2
v e

2
t:%ln (m+ x2+(l;:> )+c.

tak

1
Naviac pre t =0 je z =0 a teda ¢ = % In (i:) Preto

1 kx k 00\ 2
o [P e () ).
! kn(vo+vo x—i_(k))
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Pre dané vstupné ddaje (vo = 0.9m/s) je ¢as opustenia stola 7' = 1.6848 s.
Vsimnime si, Ze pri zmenenych vstupnych tidajoch je trajektoria pohybu
retaze odlisna.

Modifikacia dlohy II. Predpokladajme v poévodnej tlohe, ked previs
retaze je a, ze pohyb retaze brzdi trecia sila O. Trenie sa prejavuje len na tej
Casti retaze, ktora lezi na stole a preto kladieme O(t) = ki (¢ — x(t)). Podla
2. NPZ plati

_mg

14

(t) — k(0 — 2(t)).

Po uprave a oznaceni k = k1 /m

dv g

Prechodom k v = v(x) dostédvame

vdv = (g—;kgx—kﬁ) dz, v(a) = 0.

RieSenim tejto diferencialnej rovnice je

v—\/g—;kgarz—2k€x—g—;/€€a2—2k€a

g+ ke ( ke )2_( k2 )2
—\ R, “Tetkl)

d 1
Pretoze v = —:E, resp. dt = — dx, tak
dt v

/ dx
t =
k2 k2

N )

a hladany cas opustenia stola T je

Tzw/g_fkgln(Z—i— (Z)Q—l), (3.27)

ke? ab e ae ke?
g+kt " g4kl
Cas T = 1.7829. V specidlnom pripade ked k = 0 sa vztah (3.27) samozrejme
redukuje na (3.25) (z = /).

kde z = /—

Ak uvazujeme k1 = 0,01 am = 1 kg, tak

Priklad 33 Na stole je natiahnuté retaz dizky £ = 4m
tak, Ze na jeho pravom konci cast retaze dlzky a = 0,5m
precnieva cez okraj stola a na lavom konci cast retaze
dlzky b = 0,2m precnieva tie cez okraj stola. Ndjdite
rychlost ktorou opusti retaz stol a cas kedy to nastane.
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RieSenie. Nech dizka stola je ¢. Potom ¢ = a + b + ¢. Oznaéme previs
retaze v Case t cez pravy okraj stola x(t) a jej rychlost v(t). Vstupné tdaje
st 2(0) = a a v(0) = 2/(0) = 0. Nech hmotnost retaze je m. Ulohu rozdelime
na dve Casti.

G |

Cast I. Zistime za aky ¢as T) bude mat retaz previs len na pravej strane
t.j. (Th) = a + b a akd bude mat retaz v tomto case rychlost.

Cast II. Budeme zistovat za aky ¢as T sa retaz zosmykne zo stola a aki
nadobudne rychlost.

Cast I. Pohyb retaze ovplyviiuje tiaz ,Javého“ aj ,pravého* previsu.
Plati G1(t) = % x(t) a Ga(t) = % (¢ — c— x(t)). Pohyb teda spdsobuje
sila
mg

14

Pretoze dizka retaze na stole je konstantna, je trecia sila

G(t) = Gy (t) — Go(t) = 22 (2a(t) — € + ¢).

O = kiev(t)
a podla 2. NPZ plati
mdfigst) =Gt)—O) = %(233@) — 0+ c) — kiev(t). (3.28)

Ak uvazujeme rychlost ako funkciu previsu x, tak

d
vé = %(Qx—ﬁ—i—c) —kev, w(a)=0, k=k/m.

Na riesenie tejto diferencidlnej rovnice vyuzijeme Matlab, ktory poskytne
hodnotu v(a + b) = v9 = 0,66094 pre konstantu k = 0, 1.

Teraz vyratame cas T, ked je na lavej strane nulovy previs. Prepiseme
rovnicu (3.28) do tvaru

ey Mg / o / o
2'(t) = 7(23:(1‘,) —l+c) — kex'(t) z(0) =a, 2'(0)=0.

Vyuzitim podmienky z(71) = a + b, Matlab poskytne 77 = 1, 8558.

Cast II. Vynulujeme ¢as a sme v situdcii, ked pohyb retaze ovplyviiuje
len tiazova sila G a trecia sila O = ki (£ — z(t))v(t).
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Preto z 2. NPZ vyplyva, ze

mdzc’lf) = Gi(1) — O(t) = " n(t) — i (¢~ 2(1))(t)
A teda
vj—; = %x—k(f—m)v, v(a+b) =vy, k=ki/m.

Opit, vyuzitim Matlabu dostavame v(¢) = 6,202945. Na vypocet prislus-
ného casu T, pouzijeme rovnicu
mg

() = —a(t) = k(€ - 2()2' (1),

kde z(0) = a + b, 2/(0) = vg. Vyuzitim Matlabu, z podmienky z(T%) = ¢
nijdeme T5 = 1,3213. Celkovy cas potrebny na opustenie stola je T =
T + T5.

Priklad 34 Retaz dizky { je umiestnend na kotici tak,
e z jednej strany je previs diZky a a z druhej strany je
previs dizky b, pricom a > b. Za aky cas retaz skizne z
kotica?

RieSenie. Predpokladdme, Ze priemer kottca je vzladom na dizku retaze
zanedbatelny t.j. £ = a + b. Oznac¢me previs retaze v Case t na ,padajicej*
strane z(t) a jej rychlost v(t). Vstupné udaje st z(0) = a a v(0) = 2/(0) = 0.
Nech hmotnost retaze je m.

0 — x(t) x(t)
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m
Na retaz posobia proti sebe dve sily Gi(t) = —gac(t) spdsobend, ¢astou

14
retaze dlzky x(t) a sila Go(t) = % (¢ — z(t)) sposobend ¢astou retaze dlzky
¢ — z(t). Podla 2. NPZ plati F' = G; — G2 a preto

21’ m
d dt;” =9 (2u(r) - ¢).

Po substittcii y(t) = 2x(t) — ¢ dostdvame rovnicu

-2y =0, y0)=t  0)=0

[2
Ak oznacime k = 79, tak rieSenim tejto rovnice je

_a—b/ gy, —kt
y(t)—?(e +e ), te(0,7T),

kde T je ¢as, ked retaz skizne z kottca, resp. (T) = £ = y(T). Odtial

T:Wm(e+m>
29 )

a—>

Priklad 35 Na stole je stoGend retaz diZky { = 4m tak,
e cast retaze dizky a = 0,5m precnieva cez okraj stola.
Zanedbajic trenie, najdite rychlost akou opusti retaz stol
a cas kedy to nastane. Predpokladame, Ze vyska stola je
vicsia ako dizka retaze.

RieSenie. Oznacme previs refaze v Case t cez okraj stola z(t) a jej
rychlost v(t). Vstupné tdaje st x(0) = a a v(0) = 2/(0) = 0. Nech hmotnost
retaze je my.

m m
Potom hmotnost previsu je m(t) = -0 x(t) a tiaz previsu je G(t) = g x(t).
Tato sila spésobuje pohyb retaze, ale narozdiel od natiahnutej retaze sa po-

hybuje len previs. Preto na zdklade 2. NPZ mame diferencidlnu rovnicu
prvého radu pre rychlost

d mog
L mty(e) = " afr),

60



Pretoze v(t) = 2/(t), z predchddzajiceho vztahu dostdvame

mo o mo dv(t)  mog
i (t)—l——g x(t) i x(t).
Kedze d—v = d—vd—z: = v@, dostavame Bernoulliho diferencidlnu rovnicu
dt  dx dt dz
v? + xvj—i = gz, v(a) = 0.

Po substittcii v?(x) = z(x) sa Bernoulliho diferencidlna rovnica transfor-
muje na lineadrnu rovnicu tvaru

d
2z + $£ = 2gx, z(a) = 0.

Riesenim tejto rovnice je

resp.

v(x) = \/?x?’x—a?’7 x € (a,?l)

a hladana rychlost retaze v okamihu opustenia stola je v(¢) = %97W.

Poktsime sa vyratat ¢as T kedy retaz opusti stol. Vychadzame zo vztahu

dg;(tt) () = \/?\/xlfai% t € (0,T).

Po odseparovani premennych dostavame

3 T
Tz,/—/id:c.
29 ) V13— a3

Bohuzial dany integral nevieme vyjadrif pomocou elementarnych funkcii.
Pomozeme si tak, ze hladany ¢as vyjadrime pomocou uréitého integralu

T 3 /z T 4q
= -_— —— dX.
2.9 a \/m3—a3

Na vyriesenie tlohy mézZeme pre dané vstupy a = 0,5 a £ = 4 pouzit nu-
merické metédy. VSimnime si ale, ze sme dospeli k nevlastnému integrélu.
Tento problém vyriesime ¢iastoénym integrovanim metédou per partes.

7 /Z T q /4 1 T
= —_—Ar =
a Va3 —a3 a VT —ava?+azr + a2
20\1 —a t 2y —a . 222 + ax B
—_— — — x.
V2 + al + a? a Vr?+ax + a? 2 (2% 4 ax + a?)
Pre dané vstupy vyuzitim Matlabu dostavame, ze T' = 1, 1509 sektnd.

Vsimnime si, Ze zmenené podmienky na polohu refaze viedli ku kvalita-
tivne odliSnym diferencidlnym rovniciam.

dx
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Priklad 36 Gulocka s hmotnostou m je zavesend na ho-
rizontdlnej kruhovej slucke s polomerom r. Ak pozndame
koeficient trenia ky, uréme aki zaciatocni rijchlost vg
treba gulocke udelit aby vykonala prdve jeden obeh po kruz-
nici a zastavila sa.

. J

Riesenie. Na gul6cku posobi trecia sila 6, ktora spomaluje jej pohyb az
ju nakoniec zastavi. Tato trecia sila je sposobend vyslednicou T posobenia
2
ve(t
®) kde v(t) je

)
r

tiaze G a odstredivej sily ﬁ, pricom G = mg, R = m

rychlost gulocky v case t.

=L

G T

Sila T pritlaca gulocku ku slucke a teda o= ky T. Naviac pre jej velkost

plati
/ m2vt  m
T=VG*+R?= 242 = —/1r2g2 + vt
+ megc + 2 . 49+ v

Podla 2. NPZ plati F' = —0O a teda

d’U_ kf/22 4
E—TTQ‘F’U.

Ozna¢me x(t) drahu, ktort prejde gulocka za ¢as t. Potom vyjadrenim rych-
losti ako funkcie drahy dostavame

dv ki 5 5 4
U£:—7 reg +U,

pricom na zaciatku pre x = 0 mame v = vy a na konci pre x = 27r mame
v = 0. Po odseparovani premennych a naslednom integrovani dostdvame

v? 4+ 4/1r2g% + v?

dosadenim x = 271 vypocitame konstantu ¢ = (In(rg) + 47ks)/2 a teda

) v2 4 /1r2g%2 + v 2k
n =

——x +4rky.
rg T

ky

1
7] = - .
5 n ” xr—+c

Teraz pre x = 0, vidime, ze

v%—l—\/ﬂg?—i—vé ek
= dnky.

rg

n

Odtial
e47rkf _ e—47rkf

5 = rgsinh(4rky).

Vg =T9g
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a teda gul6cke treba udelit zac¢iatoénu rychlost

vo = \/rgsinh(4rky)

na jeden obeh po kruznici. Lahko sa overi, ze na dva obehy je potrebna

zaciatocna rychlost vg = y/rgsinh(8mky).

Priklad 37 Lietadlo leti z bodu A do bodu B. |AB| = a

Motory lietadla udeluji lietadlu konstantni rychlost v (za

bezvetria). Kolmo na spojnicu AB fika vietor rijchlostou \ A
w. Lietadlo leti tak, Ze jeho trup je stdle natoceny do bodu
B. Ndjdite trajektoriu lietadla a urcte ako sa pocas letu
mens rychlost lietadla.

A J/

Riesenie. Umiestnime body A, B na os z. Oznacme vektor rychlosti
lietadla . Této rychlost @ = ¥ + W, pricom @ = (ug,uy), UV = (Vg,vy) a
w = (0,w).

Kedze v, <0, vy, <0, tak
U = (vg,vy) = (—vcos p, —vsin )
a preto
U = (ug,uy) = (—vcosp,w —vsingp).

Vieme, ze u, je rychlost lietadla v smere osi z, takze

dz
= Ue = Tveosy
a analogicky

dy

=Uy =w —vsing

v/ w
Ak oznac¢ime k = —,

dt
T Y

/22 + 2 /22 + y2‘ v
Y

dy dy/dt TV ere
de  dx/dt —vm

Vyuzijeme, zZe cosy = a sinp =

tak
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T.j. dospeli sme k homogénnej diferencidlnej rovnici

Y (x) = %—k1/1+ <Z>2, y(a) = 0.

ktord substiticiou y(x) = xz(x) transformujeme na separovatelni diferen-
cidlnu rovnicu

z+axz=z—kV1+4 22 z(a) = 0.
Riesenim tejto rovnice je

In(z++vV1+4+2%2)=—klnz +ec

Vyuzitim zaciatocnej podmienky dostavame ¢ = klna, a preto

s+ V1t 22 = <‘Z)k (3.29)

Na druhej strane

1 z\*
24+ V1 + 22 a

¢o v kombindcii s (3.29) déva

a teda hladana trajektoria ma rovnicu

, % l(j)lk— (2>1+k] | (3.30

Je logické predpokladat, ze & € (0,1). Ak by bolo k£ > 1, tak lietadlo do
bodu B nemoéze doletiet.
Teraz mozeme vyratat ako sa meni rychlost lietadla. Plati

u=\/u+u = \/v2+w2 —2vwsin90:v\/1—|—/~c2 — 2ksin ¢

:v\/1+k2—2k: y

kde y je dané v (3.30). Z odvodeného vztahu plynie, ze napr. najvicsia
rychlost lietadla je u(A) = vv/1 + k2 = Vo2 + w2, resp. najmensia rychlost
jeu(B)=v(l—k)=v—w.

Priklad 38 Modifikujte predchddzajici priklad v tom, Ze
smer vetra je taky, Ze zviera s kolmicou na spojnicu AB \ —
uhol o. Ndjdite trajektoriu lietadla.

RiesSenie. Vektor ¢’ sa nemeni, a preto

U= (vg,vy) = (—vcosp, —vsinp).
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Pre vektor o plati

W = (wy, wy) = (wsina, wcos o).

Kedze vektor rychlosti lietadla « = v + o, tak
U = (Ug, uy) = (—vCos @ + wsin o, —vsin ¢ + w cos a)

Vieme, Ze u, je rychlost lietadla v smere osi z, takze

dx 1 wsi
— = Uy = —VCOS wsin o
1 z ¥
a analogicky
dy si + w cos
— =u, = —vsin W COS (.
dt Y QJO
vee . . Yy v
Vyuzijeme, Ze cos ¢ = ———— a sinp = ———. Ak oznacime k = —,
yuzij 2 OB ¥ Pt "

tak
y

dy dy/dt e
dr dr/dt —v—LZ— +wsina’

T.j. dospeli sme k homogénnej diferencidlnej rovnici
_y—kcosay/z? +y?

"(z) = , a) = 0.
¥ () x — ksinay/22 + 2 v(e)

Bohuzial, rieSenie tejto diferencidlnej rovnice nevieme vyjadrif explicitne, a
preto na vykreslenie grafu riesenia pouzijeme Matlab.

+ wsin a

Modifikacia tlohy I. Pri danom smere vetra, pod akym uhlom treba
natocit lietadlo, aby sa pohybovalo po tsecke AB?
Oznacme [ odklon lietadla od spojnice bodov A a B.
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KedZe 4 = ¥ + W, na zéklade poziadaviek na vektor rychlosti lietadla
U= (—vcosf +wsina, —vsin f + wcosa) = (—vcos f + wsina, 0)

Preto hladany uhol spliia
. . [w
vsinf =wcosa <= [ =arcsin ( cosa> .
v
Mozeme vypocitat rychlost lietadla

. w? .
u = |uz| =veosf —wsina = v/l — — cos?a —wsina
v

=12 —w?cos?a — wsina

Doba letu a
T= —
Vu? —w? cos? a — wsin
4 Y

Priklad 39 Pohdr naplneny spolovice tekutinou polo-
zime na podlozku, ktord rotuje konstantnou uhlovou rijch- v
lostou w. Aky tvar nadobudne povrch tekutiny?

8 L=

A J/

Uvazujme bod (molekulu) so sturadnicami [z, y] na kolmom reze povrchu
tekutiny po dosiahnuti rovnovazneho stavu (bod sa uz nepohybuje smerom
nahor ani nadol). Na molekulu posobia dve sily — gravitaénd G = mg a

odstrediva O = mzw?.
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V rovnovaznej polohe vysledna sila F smeruje kolmo na dotyc¢nicu ku
krivke. Z geometrickej interpretacie derivacie plynie

2
, w
r)=1t == =—u,
y(z) =tgy =5
a preto
2
_ Y2

Kedze v kolmym rezom povrchu tekutiny je parabola, tak vysledny povrch
2

w
je rotaény paraboloid s rovnicou z = 50 (2% + %) .
g

Priklad 40 Parabolické zrkadlo. Nech je zdroj
svetla umiestneny v zaciatku suradnicovej sustavy.
Ndjdime tvar zrkadla (predpis krivky), aby sa lice
od neho odrdzali rovnobezne s osou zrkadla, v na-
som pripade s 00U 0.

Riesenie Situaciu zakreslime do pravouhlého stradnicového systému.
Zdroj svetla, ako to vyplyva zo zadania, je umiestneny v zaciatku stradni-
cového systému. Vychadzame z fyzikdlneho zékona, ze uhol dopadu sa rovna
uhlu odrazu. Pricom uhol priamky a krivky urcujeme ako uhol priamky a
doty¢nice ku krivke v spolo¢nom bode.
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Trojuholnik QOP je rovnoramenny, preto |QO| = |OP|. NavySe, z pravouh-

1ého trojuholnika ORP dostavame

QO] = 0P| = /a2 + y2.

Doty¢nica ku hladanej krivke, oznac¢me jej predpis y(z), v bode P[z,y] ma
smernicu
k = tga.

7 pravouhlého trojuholnika QRP dostavame

tgor = |PR[ _ y _ y
QR[] |QO[+|OR]  a?+y?+x
Vyuzijic geometricky vyznam derivacie funkcie: derivacia funkcie v dotyko-

vom bode je smernica dotyc¢nice, mame

’ Yy
= t o= ——
Y 8 Vi +y?+a
diferencidlnu rovnicu prvého radu, ktorej rieSenim je hladand krivka. DR

Vz2+y?—z

upravime vynasobenim pravej strany vhodnou jednotkou Y—=—
p ynas p ) S y J \/m—a:

_WWEIF ) A

y: =

22 + y2 — a2 y
Po dalsej uprave
Yyt = a2ty
yy +x

2 Y 1

KedZe vyraz na Tavej strane rovnice je derivacia funkcie /x2 + y2 mdZzeme

zapisat
d(v/z* +y?)

=1.
dx
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Integrovanim dostavame vseobecné riesenie
y? =2cx 4+, c€R.

Krivka je pre rozne hodnoty konstanty ¢ parabola, ktorej os je o,. MozZeme
zvolit zaciato¢ni podmienku, napr. nech krivka prechddza bodom [—a, 0],
teda y(—a) = 0. Dosadenim tejto podmienky do vSeobecného riesenia dostéa-
vame ¢ = 2a a partikuldrne rieSenie (konkrétna parabola, ktord prechadza
danym bodom) je y(z) = 4a(x + a). Z predpisu ziskanej paraboly mézeme
vycitat, ze jej ohnisko je zaciatok sturadnicovej stustavy, v nasej tlohe zdroj
svetla.

Poznamka 6 S problémom riesenym v predchddzajiicom priklade sa v praxi
mdzZeme stretnut pri reflektoroch auta, satelitngch prijimacoch, teleskopy,
slnecné elektrarne, ....

Priklad 41 Na nehmotnej niti dizky | visi teleso

o hmotnosti m. Nit je upevnend na volnom konci.

Vychylenim telesa z rovnovdznej polohy zacne te-

leso kmitat. Vyjadrime predpis pre drihu pohybu

telesa (pohyb kyvadla). Predpokladdme, Ze na za-

ctatku mdme vijchylku o uhol o a telesu neudelime J
Ziadnu zaciatocnd rijchlost.

A J/

Riesenie Pohyb telesa upevneného na niti sposobuje iba gravitacna
sila. Tato sila sposobuje jednak napnutie nite (zlozka F’i) a samotny pohyb
sposobuje zlozka ﬁ2, ktorej smer je v smere dotyCnice ku drahe pohybu
telesa. Oznacme z(t) ako drahu pohybu telesa, pricom ak z(t) = 0, tak
teleso je v rovnovaznej polohe (kyvadlo sa nehybe). Nech ¢(t) vyjadruje
uhol odpovedajuci drédhe x(t). (vid nasledujtci obrazok)

7 pravouhlého trojuholnika dostédvame

sin ¢(t) = %
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a teda
Fy = G.sin¢(t) = m.g.sin ¢(t).

Na zéklade 2. Newtonovho pohybového zdkona vysledna sila posobiaca na
teleso je imernd sucinu jeho hmotnosti a zrychlenia, ktoré mu posobiaca sila
udeluje. V nasom priklade je to sila F’g, ktord posobi proti pohybu telesa a
mozeme teda zapisaft

d2x(t)
dez -
Po dosadeni vyjadrenia pre Fy dostavame

—F2 =m.

d2x(t)
de?

—m.g.sin ¢(t) = m.

Zostavili sme diferencidlnu rovnicu 2. radu, kde si ale 2 nezname funkcie
x(t) a ¢(t), preto uhol vyjadrime pomocou drahy

Dosadenim do DR mame

—gsin —> = 2" (t).
Aby sme zostavenu diferencidlnu rovnicu vedeli riesit vyuzijeme nasledovné
zjednodusenie. Vyuzijeme znamy vztah

. sinx
lim =1,
x—0 X

teda pre "malé'hodnoty z moézeme hodnotu sin z aproximovat hodnotou =x.
V nasom priklade, ak dodame zjednodusujuci predpoklad, ze budeme mat
"malé odchylky", tak funkciu sin@ mo6zeme nahradit funkciou @ Po
zjednoduseni dostavame linedrnu diferencidlnu rovnicu 2. radu v tvare

2 (t) + %a:(t) —0.

Charakteristicka rovnica odpovedajica tejto DR je

X+ 2=,

jej korene si A\ o = +1%,/9 a vSeobecné riesenie DR je
> [

x(t) = ¢1 sin (ﬁt) + ¢35 cos <ﬁt> ,c1,C2 € R.

Dosadenim zaciato¢nych podmienok z(0) = al (zaciatocné vychylenie telesa
o uhol a) a 2/(0) = 0 (nulovd zaciatoéna rychlost) vypocitame konstanty
C1,C2.

c1 =0, co=al.

Partikularne riesenie DR a teda predpis funkcie vyjadrujicej drahu pohybu

telesa na kyvadle je
x(t) = al cos (ﬁt) .
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Poznamka 7 V Priklade 41 sme dostali rovnicu tzv. netlmengch "vecnych”
kmitov. Takéto "vecné'kyvadlo zostrojil v r.1851 francuzsky fyzik J.B. Leon
Foucault, ktory tymto zariadenim dokdzal rotdciu Zeme a jeho neustdle kmi-
tanie zabezpecil "malym dskokom" - magnetom umiestnenym v zdkladni,
ktory pésobi na kovovid gulu na konci kyvadla. Rovnaky efekt - "vecné'
kmity by sme dosiahli, aj keby bolo kyvadlo umiestnené vo vikuu. Redlne na
kazdé kyvadlo posobi odpor prostredia a po istom case sa kmitanie zastavi.
Tento problém budeme riesit v nasledujiicom priklade opdt pomocou vhodne
zostavenej diferencidlnej rovnice.

Priklad 42 Na nehmotnej niti dizky | visi teleso
o hmotnosti m. Nit je upevnend na volnom konci.
Vychylenim telesa z rovnovdznej polohy zacne te-
leso kmitat. Vyjadrime predpis pre drihu pohybu
telesa (pohyb kyvadla), ak na kyvadlo posobi odpor
prostredia, ktory je priamoumerny riychlosti po-
hybu telesa. Predpokladdme, Ze na zaciatku mdme
vijchylku o uhol a a telesu neudelime Ziadnu zacia-
tocni rychlost.

. J

Riesenie Z prikladu 41 vieme, Ze pohyb kyvadla sposobuje gravita¢na
sila (presnejsie jej zlozka F3) a teraz navyse posobi na kyvadlo aj odpor
prostredia, ktory na zéklade zadania vyjadrime nasledovne

dz(t
0= ki, k> 0.
dt
Na zéklade 2. Newtonovho pohybového zdkona vysledna sila posobiaca na
teleso je imernd sucinu jeho hmotnosti a zrychlenia, ktoré mu poésobiaca
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sila udeluje. V nasom priklade je to sila F_é, a odpor O ktoré posobia proti
pohybu telesa a mdzeme teda zapisat

d?z(t)
de?

Po dosadeni vyjadrenia pre Fy = G.sin¢(t) = mgsin¢(t) = mg@ a O
dostédvame linedrnu diferencidlnu rovnicu 2. rddu

—FQ—O:m.

Kvéli jednoduchosti dalsieho zépisu pouzijeme oznacenia a? = %, 2b
teda

2" (t) 4 202’ (t) + a’x(t) = 0.

Charakteristickd rovnica odpovedajica DR Je
A2 420\ 4+ a? =0,

ktorej korene st

_9b+ VAL — 442
. @ btiva — b2

Ao =

Pri vyjadreni koretiov sme predpokladali, ze a®> > b?. Tento predpoklad je
velmi logicky, vychddzame z toho, Ze konstanta k z vyjadrenia odporu je
"mald", v pripade "velkych" hodno6t odpor prostredia by bol tak velky, ze
kyvadlo by sa po zaciato¢nom vychyleni hned zastavilo. Na zaklade korenov
charakteristickej rovnice je vSeobecné riesenie DR

z(t) = cre sin(tv a2 — b2) + cxe " cos(tV a2 — b?).

Dosadenim zaciato¢nych podmienok x(0) = al (za¢iatoéné vychylenie telesa
o uhol @) a 2/(0) = 0 (nulova za¢iatoénd rychlost) vypocitame konstanty
C1,C2.

lab
Va2 — b2’
Partikularne riesenie DR a teda predpis funkcie vyjadrujicej drahu pohybu
telesa na kyvadle pri odpore prostredia je

lab
x(t) = Le_bt sin(h/ﬂ) + al cos(t\/W).

2 _ b2

c1 = co = al.

Dostali sme predpis funkcie, ktord popisuje tz. "tlmené"kmity. Graf riesenia
(tlmenych kmitov) je na nasledujicom obrazku.
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