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Uvod

Téato vysokoskolska ucebnica je uréena predovSetkym Studentom prvého rocénika
bakalarskeho $tudia odboru informatika Fakulty elektrotechniky a informatiky
Technickej univerzity v Kogiciach. Ma sluzit ako pomodcka pri stidiu predmetu
Matematicka logika.

To, ¢o sme uviedli v skriptéach, je iba Gvod do matematickej logiky. Vzhladom
na rozsah skript sme uvadzali len dokazy niektorych tvrdeni, ¢itatel si moze doplnit
vedomosti z danej problematiky z uvedenej literattury.

Skripta su rozdelené do troch kapitol. Prva sa venuje mnozindm a binarnym
relaciam, druha vyrokovej logike a posledna kapitola predikatovej logike. Kazdé
z nich mé niekol'ko podkapitol. Preberané uéivo je ilustrované na rieSenych prikla-
doch. Na konci kazdej podkapitoly si uvedené tlohy na samostatné rieSenie spolu
s ich vysledkami.

Nage podakovanie patri RNDr. Janovi Bugovi, CSc. za cenné pripomienky,
ktoré prispeli k skvalitneniu textu a za pomoc pri pisani skript v programe LaTEX,
RNDr. Daniele Kravecovej, PhD. za starostlivé precitanie textu a navrhy na jeho
zlepSenie a Mgr. Janovi Busovi, PhD. za vytvorenie obrazkov v LaTEX-u.

Autori



Kapitola 1

MnozZiny a binarne relacie

1.1 Zakladné pojmy tedérie mnoZin

Pojem mnoziny nedefinujeme, chapeme ho intuitivne. Pod mnoZzinou rozumie-
me subor navzajom roéznych objektov, ktoré nazyvame prvky mnoziny. MnoZiny
oznacujeme velkymi pismenami

AB,... . X,Y,...

a prvky mnozin ozna¢ujeme malymi pismenami

Ak z patri do mnoziny A, zapisujeme

x e A.
Ak z nepatri do mnoziny A, zapisujeme

x ¢ A

Mnozinu, ktord nema Ziaden prvok nazyvame prazdna mnoZina a oznacujeme
ju symbolom . Hovorime, %e dve mnoZziny st rovnaké, ak maju rovnaké vsetky
prvky, t.j. ak kazdy prvok prvej mnoziny je sticasne prvkom druhej mnoziny a na-
opak. Niektoré mnoziny maju zauzivané oznacenie:

Z

ozna¢uje mnozinu prirodzenych &isel (¢islo 0 nepovaZzujeme za prirodze-
né ¢islo),

oznacCuje mnozinu celych ¢&isel,

oznacuje mnozinu racionalnych &isel,

oznacuje mnozinu realnych &isel,

oznacuje mnozinu komplexnych ¢isel.

QORON

Mnozinu méZeme zadat vymenovanim prvkov. Ak mnoZina A obsahuje konecny
pocet prvkov x1,xa,...,x,, zapisujeme A = {1, z2,...,2,}. Najtastejsie mno-
zinu zadavame pomocou nejakej vlastnosti, ktorou su charakterizované jej prvky.
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Napriklad, nech V' je vlastnost ,byt parnym ¢&islom®. Ak mnozina A obsahuje prvky
z mnoZiny B, ktoré maju vlastnost V', tak zapisujeme A = {z € B; V(z)}.

Priklad 1.1.1 Mnozinu prvocisel, nie vacsich ako 20, vieme zapisat A = {z € N;
x £ 20 a z je prvocislo} alebo vymenovanim v8etkych prvkov A={2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19}. 0

Niekedy, ak mnoZina mé nekonecéne vel'a prvkov, nevieme vypisat vSetky prvky
mnoziny, moZeme ich ,naznacit”. Napriklad, ak chceme vyjadrit mnozinu parnych
prirodzenych &isel, zapiSeme A={2, 4,6, 8, ..., 2k, ...; k € N}.

Definicia 1.1.1 Majme mnoziny A, B. Hovorime, Ze mnoZina A je podmmnoZi-
nou mnoZiny B prdve vtedy, ked kaZdy prvok mnoZiny A je prvkom mmnoZiny B.
Pisemd] A C B.

Ak A nie je podmnoZinou B, piSeme A ¢ B.
Je zrejmé, ze A = B préave vtedy, ked A C B a sucasne B C A. Pre T'ubovolnu
mnozinu A plati, Ze § C A a tiez A C A.

Definicia 1.1.2 Potenénd mnoZina mnoZiny A je mnoZina P(A) vSetkjch pod-
mnozin mnoziny A.

Priklad 1.1.2 Nech A = {a,b,c}. Potom
P(A) = {0,{a} ,{b},{c},{a,b} ,{a,c},{b,c} {a, b, c}}. O

Ak A =10, tak P(A) = {0}.

Potenénd mnozina I'ubovolnej mnoziny je vzdy neprazdna, kedZe vzdy obsahuje
prvok 0.

Predpokladajme, Ze prvky mnoziny st prvkami nejakej univerzalnej mnoziny
U. Definujme nasledujice operacie s mnozinami.

Definicia 1.1.3 Zjednotenie dvoch mnozin A a B je mnoZina
AUB={xze€U; x € A alebo x € B}.

Definicia 1.1.4 Prientk dvoch mnozin A a B je mnoZina
ANB={zeU; x€ Aaxe B}

Definicia 1.1.5 Rozdiel dvoch mnozin A a B je mnoZina
A-B={x€U; z€Aax¢ B}

Definicia 1.1.6 Doplnok (komplement) mnoZiny A je mnoZina

A={zeU; z ¢ A}
Plati: A=U — A.

INiektori autori pouZivaji na oznalenie podmnoziny symbol C.
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Definicia 1.1.7 Symetrickd diferencia dvoch mnozZin A a B je mnoZina
A+B={xeU; x€ (AUB) az ¢ (AN B)}.
Plati: A~ B=(A—B)U(B - A).

Definicia 1.1.8 Kartezidnsky sucin A X B dvoch mnoZin A a B je mnoZina
vsetkych usporiadanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B, teda

AxB={(z,y); r€ Aayec B}

Poznamenajme, Ze v usporiadanej dvojici je dolezité vediet, ktory prvok je prvy
a ktory druhy. Usporiadané dvojice (1,2) a (2,1) st navzajom rozne. Ale pokial
by 1 a 2 boli prvkami mnoZiny, vtedy nezalezi na poradi, piSeme {1,2} alebo aj

(2.1}.

Definicia 1.1.9 Hovorime, Ze dve usporiadané dvojice (a,b) a (¢,d) sa rov-
naju prdve vtedy, ked a = c a b = d.

Pojem kartezianskeho su¢inu dvoch mnozin A x B méZeme zovSeobecnit. Kar-

tezidnsky su¢in mnozin Ay, As, ---A,, zapisujeme A; X As X --- X A,, je mno-
Zina vSetkych usporiadanych n-tic (z1,x9,...,2,), kde z; € A; pre vietky i =
=1,2,...,n. Dve usporiadané n-tice (z1,22,...,2Zn) & (y1,Y2,.--,Yn) Sa rovnaji

prave vtedy, ked x; = y; pre vietky i = 1,2,...,n.
Definicia 1.1.10 Ak AN B = (), tak mnoZiny A, B nazjvame disjunktné.

Nech A, B, C st podmnoziny univerzalnej mnoziny U. Potom plati nasledujuca
veta.

Veta 1.1.1 Pre lubovolné mnoziny A, B, C plati

1. Komutativnost
ANB=BnNA, AUB=BUA,

2. Asociativnost

AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC,

3. Distributivnost
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO), AU(BNC)=(AuB)N(AUCQ),

4. Absorpcia
ANG =0, AuU=U,

5. Involicia
(4) =4,

6. De Morganove pravidld
ANB=AUB, AUB=ANB,

7. Identita
ANU = A, AU =A,



8. Idempotentnost
ANA=A, AUA= A,

9. Zdkon vylicenia tretieho
AUA=U,

10. Zdkon sporu
ANA=0.

Nech I je mnozina indexov. Pre kazdé ¢ € I nech existuje mnozina A; C U.
Mnozinu {A4;;i € I} nazgvame systém mnoZin. Definujme prienik a zjednotenie
pre takyto systém mnozin.

Definicia 1.1.11 MnoZinu U{iel} A;, ktord obsahuje vsetky prvky z U patriace
do niektorej mnozZiny A;, nazgvame zjednotenie systému mnoZin.

Mnozinu ﬂ{iel} A;, ktord obsahuje vsetky prvky z U patriace do kazZdej mnoZiny
A;, nazgvame prienik systému mnoZin.

Definicia 1.1.12 Rozkladom neprdzdnej mnoziny A nazijvame systém neprdzd-
nych mnozin {A;;i € 1}, pre ktory plati

J 4i=4

{iel}

A;NA; =0 pre lubovolné i,j € I,i # j.

Definicia 1.1.13 Nech a,b € Z. Hovorime, Ze ¢islo b je delitelné ¢islom a prdve
vtedy, ked ezistuje cislo q € Z také, Ze b = aq. Zapisujeme: a|b (¢itame a deli b).

Hovorime tiez, ze a je delitel ¢isla b, resp. b je nasobok ¢&isla a.

Veta 1.1.2 Necha,b € Z, b # 0. Potom existuje prdve jedna dvojica éisel q,r € Z,
0= r < |b| také, Ze a = bq + .

Definicia 1.1.14 Ak dve celé ¢isla a,b po delent prirodzenym ¢islom m maji rov-
naky zvysok r, nazjvame ich kongruentnymi podla modulu m. Zapisujeme:

a =b (mod m).

Ak a je kongruentné s b podla modulu m, teda a a b maja rovnaky zvySok
po deleni &islom m, mozeme pisat

a=mq +r, b= mgqs +r, pricom 0 S r < |m|, q1, ¢2 € Z.

Z toho dostavame a — b = m(q; — g2). KedZe g1 — ¢2 je celé &islo, plati, Ze &islo
a — b je nasobkom ¢&isla m, teda m| (a — b).



Ulohy

1.1 Vypiste prvky mnozin:
a) A={zxeN; —13 < -2z —1 < 3 a z je parne},
b) B={x €Z; =0 (mod 4)},
c) C={(z,y) EZXZ; 2> =yay<I11}.

1.2 Nech A={z€Z; =0 (mod 2)}, B={z eN; 2z <5}, C ={-3,-2,

1, 2,3}. Najdite prvky mnoZiny:
a) AUBUC,
b) AnBNC,
c) An(C - B),
d) (AnB)+C,

) C

e) C=(C—+B).

1.3 Nech A = {a,b,c} a B = {1,2}. Napiste prvky mnozin A x A, A x B, B x A.

1.4 Napiste prvky potenénej mnoziny P(A) pre mnoZinu:
a) A=1{1,2},
b) A={a,b,c,d}.

1.5 Najdite v8etky rozklady mnoziny:

a) A={1,2},
b) B ={a,b,c}.

Vysledky

1.1 a) {1,2,3,4,5},

{1,
{4k; k € 7},
{

d) {-3,-2,-1,0,1,3},

)
)
)
1.2 a)A
)
)
)
e) {1,2,3}.

( ) ( lal)v(lvl)a(_2’4)5(274)’(_379)v(3a9)}'

1,0,



1.3 Ax A={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(bb), (b, c),(c,a),(cb), (cc)},
A x B=1{(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)},
Bx A={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}.
1.4 a) {0, {1}, {2},{1,2}},
b) {0, {a}, {b}, {c}, {d},{a, b}, {a, c}, {a,d}, {b, ¢}, {b,d}, {c, d}, {a, b, c},
{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}.
1.5 a) {{0,{1,2}}, {{1}, {2}}},
b) {{0.{a,b,c}}, {{a}, {0}, {c}}, {{a}. {b, c}}. {{b}, {a, c}}. {{c}. {a, b}}}.

1.2 Binarne relacie

Definicia 1.2.1 Bindrna reldcia R z mnoZiny A do mnoZiny B je lubovolnd
podmnoZzina kartezidnskeho sucdinu A X B.

Ak A= B, teda R C A x A, hovorime, Ze reldcia R je na mnoZine A.

Ak (a,b) € R, hovorime, Ze prvok a je v reldcii R s prvkom b a zapisujeme
aRb. Ak (a,b) ¢ R, zapisujeme aRb.

V dalsom sa budeme zaoberat iba binarnymi relaciami na mnoZine.

Definicia 1.2.2 Reldcia R na mnoZine A sa nazijva

e reflexivna prdve vtedy, ked
pre vSetky a € A plati aRa,

e symetrickd prive vtedy, ked
pre vietky a,b € A plati, Ze ak aRb, tak bRa,

e antisymetrickd prdve vtedy, ked
pre vietky a,b € A plati, Ze ak aRb a zdroveri bRa, tak a = b,

e tranzitivna prdve vtedy, ked
pre vSetky a,b,c € A plati, Ze ak aRb a zdroven bRc, tak aRc.

Priklad 1.2.1 Rel4cia ,,<“ na mnozine Z je reflexivna, antisymetricka a tranzi-

tivna. O

Definicia 1.2.3 Reldcia R na mnozine A sa nazjva ekvivalencia prdve vtedy,
ked je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Nech €& je ekvivalencia na mnozine A.

Veta 1.2.1 Kazdd ekvivalencia £ urcuje rozklad mnoZiny A a kazdy rozklad mno-
Ziny A urcuje nejaki ekvivalenciu.

Ak a € A, tak trieda ekvivalencie & prisluchajica prvku a je mnozina [a]g,
ktora obsahuje vSetky prvky mnoziny A, ktoré st v relacii £ s danym prvkom a,
teda [a]e = {z € A; x€a}.
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Priklad 1.2.2 Nech A = {0,1,2,3,4}. Relacia R na mnozine A je definovana
takto: 2Ry < y = 2x. Vymenujme prvky relicie R a uréme, ¢ je reflexivna,
symetricka, antisymetricka a/alebo tranzitivna. Jedna sa o ekvivalenciu? Ak nie,
uréme najmensiu ekvivalenciu £ na mnozine A, ktorej podmnozinou je relacia R
a uréme rozklad mnoZiny A ureny ekvivalenciou £.

Riesenie: Lahko vieme ur¢it, Ze prvkami mnoZiny R st usporiadané dvojice (0,0),
(1,2) a (2,4), teda R = {(0,0), (1,2),(2,4)}. KedZe napriklad (1,1) ¢ R, relacia R
nie je reflexivna. Relacia R nie je ani symetrické, pretoze (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R.
Je antisymetrické, pretoze predpoklad (a,b) € R a zarovenr (b,a) € R plati iba
pre a = b = 0. Relacia R nie je tranzitivna, lebo (1,2) € R a tiez (2,4) € R, ale
(1,4) ¢ R. Relacia R nie je ekvivalencia, lebo nie je reflexivna ani tranzitivna.

Najmensiu ekvivalenciu € najdeme pridanim minimalneho poétu usporiada-
nych dvojic tak, aby vzniknuta reldcia mala vlastnosti ekvivalencie. Aby relacia
€ bola reflexivna, musime relaciu R rozsirit o usporiadané dvojice (1,1), (2,2),
(3,3), (4,4). Pridanim usporiadanych dvojic (2,1), (4,2) vzniknuta relacia bude aj
symetrickd. A aby bola aj tranzitivna, pridame usporiadané dvojice (1,4) a (4,1).
Teda relacia &€ = RU{(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,4), (4,1)} je reflexivna, symet-
rickd a tranzitivna. Jedna sa o najmensiu relaciu obsahujtcu relaciu R s tymito
vlastnostami.

Teraz najdeme rozklad mnoziny A podla ekvivalencie £. Trieda rozkladu [1]g
prisluchajuca prvku 1 obsahuje v8etky prvky mnoziny A, ktoré su v relacii s prv-
kom 1, teda [1]¢ = {1,2,4}. Pre prvky 2 a 4 plati [2]¢ = [4]¢ = [1]¢. Prvok 0 je v re-
lacii iba sam so sebou a podobne to plati aj pre prvok 3, teda [0]s = {0}, [3]¢ = {3}.
Rozklad mnoziny A podla ekvivalencie £ je mnozina {{0}, {3}, {1,2,4}}. O

Priklad 1.2.3 Urdme, ¢i relacia R na mnozine Z, definovana Ry < |z — y| > 1,
je reflexivna, symetricka, antisymetrickd a/alebo tranzitivna.

RieSenie: Nech x € Z. Relacia R nie je reflexivna, lebo |z — 2| =0 % 1.

Nech z,y € Z. Ak |z —y| > 1, tak na ziklade vlastnosti absolitnej hodnoty
plati aj |y — x| > 1. Relacia R je symetricka. Ak |z —y| > 1 a zaroven |y — x| >
> 1, tak nemusi byt z = y. Stadi zobrat x = 1 a y = 9. Teda relacia R nie je
antisymetricka.

Nech z,y,z € Z. Ak |z —y| > 1 a zaroven |y — z| > 1, tak z toho nemusi
vyplyvat, Ze |x — z| > 1. Stadi vziat x = —3, y = 0, z = —2. Teda relacia R nie je
tranzitivna. g

Priklad 1.2.4 Zistime, ¢i relacia R = {(a,b) € Z x Z; a = b (mod 4)} je ekvi-
valencia. Ak ano, najdime rozklad mnoZiny Z urceny touto relaciou.

RieSenie: Podl'a definicie[T.2:3] ak chceme zistit, ¢ relacia je ekvivalencia, musime
zistit, ¢ je reflexivna, symetricka a tranzitivna. Ak relacia nemé niektora z tychto
vlastnosti, nie je ekvivalenciou. Dve celé ¢isla x a y st v relacii R prave vtedy, ked
x a y maju rovnaky zvySok po deleni Styrmi.
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Relacia R je reflexivna, lebo pre kazdé celé ¢islo x plati, ze x a x maji rovnaky
zvySok po deleni ¢islom Styri.

Relacia R je symetricka, lebo pre Tubovolné dve celé ¢isla x, y plati, Ze ak = aj
y maju rovnaky zvySok po deleni ¢islom Styri, tak aj y a x maji rovnaky zvySok
po deleni ¢islom Styri.

Relacia R je tranzitivna, lebo pre vSetky celé Cisla x,y, z plati, ze ak = a y
maji rovnaky zvySok po deleni ¢islom $tyri a zaroven y a z maja rovnaky zvySok
po deleni ¢islom Styri, tak aj x a z maji rovnaky zvySok po deleni ¢éislom Styri.

KedZe sa jedna o ekvivalenciu, uréme rozklad mnoziny Z. Najprv napiSeme
triedu ekvivalencie [k]g pre nejaké k € Z.

klr ={z €Z; 2Rk} ={x €Z; x =k ( mod 4)}.

V tejto mnozine s teda vietky celé ¢isla, ktoré maji rovnaky zvySok po deleni
Styrmi ako ¢islo k. Teda [k]r = {..., k—12, k=8, k—4, k, k+4, k+8, k+12,...}.

Ozna¢me tato mnoZinu k.
Dosadme za k konkrétne ¢isla.

I ={...,—12,-8,-4,0,4,8,12,...} = {4l; l € Z} = 0.

Ir ={...,—11,-7,-3,1,5,9,13,.. } = {dl+ 1; L € Z} = 1.
I ={...,—10,—6,-2,2,6,10,14,...} = {4l +2; € Z} = 2.
Ir ={...,—9,-5,—1,3,7,11,15,...} = {4l + 3; L € Z} = 3.

Mnoziny 0, 1, 2, 3 tvoria rozklad mnoziny Z. Ozna¢me mnoZinu tried ekviva-
lencie Z4 = { 0, 1, 2, 3}. Mnozina Z4 sa nazyva mnoZzinou vsetkych zvyskovych
tried mnoziny Z podla modulu 4. g

Vo veobecnosti, ak m € N, tak mnozina Z,, = { 0, 1, 2, ..., m — 1}, kde
k={...,k=3m, k—2m, k—m, k, k+m, k+2m, k+3m, ...}, sa nazyva mnoZina
vietkych zvyskovych tried mnoziny Z podla modulu m.

Ulohy

1.6 Majme relaciu R na mnozine M = {—2,—-1,0, 1,2} definovani nasledovne:

a) (z,y) e Re4|(z+y),
b) 2Ry z+y =1,
¢) (z,y) e Rezx—y=0(mod 2).
Vymenujte prvky mnoziny R a zistite, ¢i je reflexivna, symetricka, antisy-

metrické, tranzitivna. Jedna sa o ekvivalenciu? Ak nie, najdite najmensiu
ekvivalenciu £ na mnozine M, ktorej podmnozinou je relacia R.

1.7 Majme relaciu R = {z,y) € Ax A; z|(z —y)}, kde A = {1,2,3,4,5,6,7}.
Zistite, ¢i je reflexivna, symetrické, antisymetrickd a/alebo tranzitivna.
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1.8 Zistite, ¢i nasledujiice binarne relacie si reflexivne, symetrické, antisymetrické
a/alebo tranzitivne:

a) R={(z,y) €ZxZ; x|y},

b) R ={(z,y) € NxN; y =27},

¢) R={(z,y) e NxN; x|y},

d) R={(z,y) €ZxZ; z-y=1 (mod 2)},
e) R={(z,y) € RxR; =+ 3y < 12},

f) R={(z,y) eRxR; [z —y| =4},

g) R={(z,y) € Z x Z; x+ y je parne},
h) R={(z,y) € Zx Z; 4xr =y (mod 3)},
) R={(z,y) €ZxZ; z =y (mod 4)},
i) R={(z,y) € NxN; nsd(z,y) =1},

k) R ={(z,y) e RxR; y=ux—5}.

1.9 Zistite, ¢i relacie R na mnozine N s ekvivalencie. Ak &no, néjdite prislusny
rozklad mnoziny N uréeny touto relaciou:

a) Ry & x <y,

o

TRy &z = y?,

d) 2Ry & x =y (mod 5),

[¢)

TRy < x — y je parne,

)
)
¢) TRy < 3| (z +y),
)
)
f)

2Ry < z | (y + 3).

Vysledky

1.6 a) R nie je reflexivna, je symetrickd, nie je antisymetrickd ani tranzitivna,

E=RU{(-1,-1),(1,1)},

b) R nie je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka ani tranzitivna,

E=TRU{(2,0), (0,2), (2,1), (1,2), (2,2), (1,1), (1,2), (2,1)},

¢) R je reflexivna, je symetrick4, nie je antisymetrick4, je tranzitivna,
E=TR.

1.7 Je reflexivna, nie je symetrické, je antisymetrické, nie je tranzitivna.
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1.8

1.9

a) je reflexivna, nie je symetricka, nie je antisymetricka, je tranzitivna,
b) nie je reflexivna, nie je symetrické, je antisymetricka, nie je tranzitivna,

)

)
c) je reflexivna, nie je symetricka, je antisymetricka, je tranzitivna,
d) nie je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, je tranzitivna,
)

e) nie je reflexivna, nie je symetrickd, nie je antisymetrickd a ani
tranzitivna,

f) nie je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, nie je tranzitivna,

g) je reflexivna, je symetrické, nie je antisymetricka, je tranzitivna,

)
h) je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetrick4, je tranzitivna,
i) je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, je tranzitivna,
j) nie je reflexivna, je symetricka, nie je antisymetricka, nie je tranzitivna,
k) nie je reflexivna, nie je symetricka, je antisymetrické, nie je tranzitivna.
a) nie je ekvivalencia,

)

b) nie je ekvivalencia,

d) je ekvivalencia, N = U?:O{Qk +1i,k e N},
e) je ekvivalencia, N = {2k, k € N} U {2k + 1,k € N},

)
)
)
¢) nie je ekvivalencia,
)
)
f) nie je ekvivalencia.
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Kapitola 2

Vyrokova logika

2.1 Vyrok a formula

Vyrokova logika sa zaoberé vyrokmi, ich pravdivostou a odvodzovanim. Pojem vy-
roku nedefinujeme. Pod pojmom vyrok rozumieme tvrdenie v tvare oznamovacej
vety, pri ktorej mé zmysel sa pytat, ¢i je alebo nie je pravdivé. Nemusime byt ale
schopni rozhodnut o pravdivosti. Napriklad nevieme, ¢i veta ,Na svete je viac bru-
netiek ako blondinok.* je pravdiva. Vyrokom nie sa napriklad vety: ,Prsi?“,  Neber
si dazdnik!“.

Elementarny vyrok je tvrdenie, ktorého Zziadna ¢ast nie je vyrokom. Ozna-
¢ujeme ich pomocou vyrokovych premennych p, ¢, v, ..., 2, y, 2, ...

Zlozeny vyrok je tvrdenie, ktoré obsahuje v svojej struktire vyroky. Inak
povedané, zlozeny vyrok obsahuje elementarne vyroky spojené tzv. logickymi spoj-
kami, ktoré bezne pouzivame v prirodzenom jazyku pomocou slov ,Nie je pravda,
Ze ... , ...a...  ...alebo ...“ Ak ... tak ...“ | ...prave vtedy, ked ...
Uvedme priklad. Majme tri elementarne vyroky:

Y

o  Prsi.
o Mam v taske dazdnik.“
o Je jesen.”

Vytvorme nasledujiice zlozené vyroky:
e  Nie je pravda, Ze prsi.“
o Prsi a v tasSke mdm daZdnik.“
e Je jesen alebo prsi. “E]
o Ak je jesen, tak prsi.¢

e  Prsi prave vtedy, ked mdm v taske ddzZdnik.“

INa rozdiel od bezného jazyka sa tieto dve moznosti nevyluduju, t.j. moze sicasne priat aj
byt jesen.
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Kazdy z uvedenych zlozenych vyrokov pouziva prave jednu logicku spojku. St to
tieto logické spojky:

e negacia, oznacujeme ju symbolom —
Dostaneme ju z akéhokol'vek vyroku pomocou slov ,Nie je pravda, Ze ...“

e konjunkcia, ozna¢ujeme ju symbolom A
Dostaneme ju, ak spojime dva vyroky slovom ,a‘“.

e disjunkcia, oznacujeme ju symbolom V
Dostaneme ju, ak spojime dva vyroky slovom ,alebo®.

e implikacia, oznacujeme ju symbolom =
Dostaneme ju, ak spojime dva vyroky slovami ,ak ..., tak ...

e ekvivalencia, oznacujeme ju symbolom <
Dostaneme ju, ak spojime dva vyroky slovami ,prave vtedy, ked*.

Negacia je unarna logické spojka, ostatné logické spojky sii binarne.

Ak predchadzajuce tri elementarne vyroky oznac¢ime pomocou vyrokovych pre-
mennych p - Prsi”, g — ,Mam v taske dazdnik.”, r —,Je jesen.”, tak predchadzajuce
zlozené vyroky zapiSeme postupne takto:

[ ] ﬁp’

® pAg,

o 1 Vp,

o =D,

®*p=q.

Vo vyrokovej logike nés zaujima, ¢i zlozené vyroky si pravdivé alebo neprav-
divé, na zéklade pravdivosti alebo nepravdivosti zakladnych vyrokov. Vnutorna

struktaru elementarnych vyrokov, kroré nahradzame vyrokovymi premennymi, uz
d'alej neskiimame.

Definicia 2.1.1 Abecedou viyrokovej logiky nazjvame mnozinu, ktord obsahuje
symboly pre

i) vyrokové premenné: p, ¢, r, ..., T1, Ta, T3, ...,
i) logické spojky: =, A, V, =, &,
i11) pomocné symboly: zdtvorky.

Lubovolnai koneéni postupnost symbolov abecedy vijrokovej logiky nazjvame slovo
nad abecedou vyrokovej logiky.

Definicia 2.1.2 Slovo « nad abecedou vyrokovej logiky sa nazgva formula vy-
rokovej logiky (vyrokovd formula resp. formula) prdive vtedy, ked existuje
postupnost slov ay, as, ..., an takd, Ze o, je slovo a a pre lubovolné i < n je
splnend prdve jedna z tychto podmienok:
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a) «; je vgrokovd premennd,
b) «; je negdcia niektorého proku mnoziny {a1, asz,..., a;—1},
c) a; je tvaru (a; Aoy), (o Vayg), (o = ag), (o < ax) pre nejaké j, k < i.

Postupnost slov ay, as,..., «an nazgvame vytvdrajica postupnost for-
muly a.

Vyrokové formuly budeme oznac¢ovat pismenami gréckej abecedy «, 3, v, ...
alebo pismenami f, g, h,

V dalsom texte vonkajsie (posledné) zatvorky vo formulach budeme vynechéa-
vat. Napriklad, budeme pisat —z A (y = z) namiesto (—z A (y = z)). Vyrokova
premenni, pred ktora piSeme negéciu (aj viackrat), nedavame do zatvoriek. Piseme
—p namiesto —(p), a tiez =——p namiesto —(=(-p)).

Definicia 2.1.3 Podformulou formuly o nazgvame formulu virokovej logiky,
ktord sa vyskytuje vo vSetkych vytvdrajucich postupnostiach formuly c.

Priklad 2.1.1 Postupnost symbolov abecedy vyrokovej logiky A()—g— = —p)) je
slovo nad abecedou vyrokovej logiky, ktoré nie je formulou vyrokovej logiky.

Postupnost symbolov abecedy vyrokovej logiky ¢ = p = r tieZ nie je formulou
vyrokovej logiky, nakol'ko zapis nie je dobre uzatvorkovany. Mohli by sme to &itat
(¢ = p) = r ale tiez ¢ = (p = r), teda nevieme napisat prislusna vytvarajicu
postupnost.

Postupnost symbolov abecedy vyrokovej logiky (p V r) < ((¢ = —-p) A1)
je formula vyrokovej logiky. Jej vytvarajuce postupnosti si napriklad tieto tri
postupnosti:

p, v @, 7P PV, =, (¢=p) A1, (pVT) S (= p);

ps 7w, ¢ s pV T, 2(pVr), or, g = -p, (= -p) A1, (pV71) & (= p);

r, P, ¢, T, TP, = q, pVr, @ = p, pe T, (= p)Ar, (pVr) & (¢= p).
Jej podformulami st vSetky Cleny prvej z uvedenych vytvarajicich postup-

nosti. Kazdu vyrokovu formulu moéZeme reprezentovat pomocou grafického atvaru

nazyvaného syntakticky strom. Nacrtnime syntakticky strom tejto formuly.

)
O, W
® © @ O
@ ©
®

Koncové vrcholy syntaktického stromu reprezentuji vyrokové premenné a os-
tatné vrcholy st priradené logickym spojkam. Formulu prechadzame zl'ava doprava
a strom naértavame zdola nahor a zl'ava doprava. ]
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Ulohy

2.1 Zistite, & nasledujuca postupnost symbolov je vyrokova formula. Ak ano,
najdite jej vytvarajucu postupnost a nacrtnite jej syntakticky strom:

2.2 Nasledujice vyroky napiSte vo forméalnom jazyku vyrokovej logiky:

a) Moja starké nie je vzdelana, ale je midra Zena. E|

=3

Ak urobim skusku, budem Stastny.

o

o,

)
)
) Ak dnes je stvrtok a ak 2+2 nie je 8, tak dostanem pétku z matematiky.
) Na vylet p6jdu Janko aj Marienka, ak pojde Peter a nepojde Blazena.

)

e) Péan Petruska si kipi nové auto, ak si kipi auto jeho sused Mrkvicka.

f) Pani Novakova pdjde na dovolenku prave vtedy, ked pojde aj pan Novak.
g) Ak bude slnefno, pdjdem sa okipat a ak bude prsat, ostanem doma.

h) Maria Terézia bola panovnitka, ale Michelangelo nebol panovnik, on bol
maliar.

i) Janko, hoci nie je mudry Student, je velmi usilovny a cielavedomy.

j) Dom si postavim a pojdem na dovolenku na Floridu prave vtedy, ked vyhram
v lotérii.

k) Tento obraz nenamaloval ani Picasso ani Renoir.
1) Dam ti facku, ak ma oklames.

m) Ak bude krasne pocasie a nepokaz{ sa nam auto, pojdeme na vylet a budeme
sa kupat.

2Spojku ,ale* je potrebné chapat ako ,a“.
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Vysledky

2.1 a) vytvarajica postupnost: z, -z, y, —y, ——y, =z A -y, —(-x A —y)
syntakticky strom:

b) vytvarajica postupnost: z, y, x, -z, "z Ay, zVz, (mzAy) = (V)
syntakticky strom:

nie je vyrokova formula,
nie je vyrokové formula,

c)
d)
e) nie je vyrokova formula,
f)
)

nie je vyrokova formula.

g) vytvarajica postupnost: z, y, z, * = y, —~(z = y), ~(z = y) A
Nz,(mlx=y)ANz)Ee 2z (Hlea=y)Az) & 2)Vy
syntakticky strom:
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h) vytvarajaca postupnost: z, y, yVz, z = (y Vx)
syntakticky strom:

2.2 a) Oznafme: v — ,Starkd je vzdeland.“, m — ,Starkd je mudra.“. Potom
danému vyroku odpoveda formula —v A m.

b) Ozna¢me: s — ,Urobim skasku.”, ¢ — ,Som S§tastny.“. Potom danému
vyroku odpoveda formula s = .

¢) Oznacme: s — ,Je stvrtok.“, o —,2+2 je 8. p — ,Dostanem pétku z ma-
tematiky.“. Potom danému vyroku odpoveda formula (s A —0) = p.

d) Ozna¢me: j — ,Janko pdjde.”, m — ,Marienka pojde’, p — ,Peter
pojde., b —  Blazena pojde.”“. Potom danému vyroku odpoveda formula
(p A —b) = (j Am).

e) Oznacme: p — ,Petruska kiapi auto.“, m — , Mrkvicka kapi auto.“. Potom
danému vyroku odpoveda formula m = p.

f) Oznacme: n — ,Novakova pdjde na dovolenku.”, m — ,Novak pdjde na
dovolenku.“. Potom danému vyroku odpoveda formula n < m.

g) Oznac¢me: s —,Bude slnecno.“, o —,Pojdem sa okupat.”, p —, Bude prsat.“,
d —,Ostanem doma.“. Potom danému vyroku odpoveda formula (s =
=0) A (p=d).

h) Ozna¢me: t — ,Maria Terézia bola panovnicka.“, p — ,Michelangelo bol
panovnik.“, m —  Michelangelo bol maliar.“. Potom danému vyroku od-
poveda formula (¢t A —p) A m.

i) Ozna¢me: m — ,Janko je madry.“, u — ,Janko je usilovny., ¢ — ,Janko je
cielavedomy.“. Potom danému vyroku odpoveda formula (—m A u) A c.

j) Oznacme: p — ,Postavim dom.“, f — P6jdem na Floridu.”, v — , Vyhram
v lotérii.“. Potom danému vyroku odpoveda formula (p A f) < 1.

k) Ozna¢me: p — ¢, r — ,Obraz namaloval Renoir.“. Potom danému vyroku
odpoveda formula —p A —r.

1) Ozna¢me: f — ,Dam facku., o —,Oklame§ ma.“. Potom danému vyroku
odpoveda formula o = f.

m) Oznalme: k —,Pocasie bude krasne.“, p — ,Pokazi sa auto.”, v —,Pojdeme
na vylet.“, o — ,Budeme sa kupat.“. Potom danému vyroku odpoveda
formula (kA —p) = (v Aw).
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2.2 Sémantika vyrokovej logiky

V sémantike vyrokovej logiky budeme sktimat pravdivostni hodnotu zloZeného
vyroku v zévislosti na pravdivostnych hodnotach jeho zloZiek. Budeme vytvatat
tabulku pravdivostnych hodnot, v ktorej ohodnotime vyrokové premenné vysky-
tujice sa vo formule, najdeme pravdivostné ohodnotenie podformil danej formuly
a nakoniec samotnej formuly.

Definicia 2.2.1 (Pravdivostné) ohodnotenie u vyrokovych premenniych je
priradenie hodnoty 0 alebo 1 kaZdej z tyjchto vyrokovych premennych.

,»1“ budeme oznacovat pravdu a ,0“ nepravdu.

Definicia 2.2.2 Nech D = {0,1}. Funkciu f : D" — D nazyjvame booleovskd E]
funkcia n premenngjch.

Kazd4a booleovska funkcia priradi n-tici nal a jednotiek hodnotu nula alebo jedna.

Priklad 2.2.1 Existuje 16 roznych booleovskych funkcii dvoch premennych:
vy LA [k [ falfs [ folfolflf[fol ful fis] fis] fia] f15 | fie

x|y
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1
Jednotlivé funkcie modZeme zapisat takto:

fi== fs=xANy fo=xVy fiz=x A~z

fa=y fe=x A~y Jio=zV -y fuu=zV -z

fa=—z  fr=-zAy Jiu=-xzVy fis = (@ A-y)V (~z Ay)

fa=-y  fs=-zA-y  fu=—aVoy o fie=(xAy) V(T Ay)
Funkcia f3 reprezentuje logicki spojku negaciu, funkcia fg reprezentuje disjun-
kciu, funkcia fs konjunkciu, funkcia f1; implikdciu a funkcia f16 ekvivalenciu.

Definujme d'alsie binarne logické spojky:

Definicia 2.2.3
o Shefferova E] operdcia, oznacujeme ju symbolom 1
x Ty je vyjadritelnd formulou —(xz N y), (t. j. ,Neplati sucasne x aj y.“),
e Peirceova E] operdcia, oznacujeme ju symbolom |
x |y je vyjadritelnd formulou —(x V' y), (t. j. ,Ani x ani y.“),

e vylucovacia operdcia, oznacujeme ju symbolom &
x @y je vyjadritelnd formulou —~(x < vy), (t. j. ,Bud x alebo y.“).

3George Boole - anglicky matematik a logik
4Henry Maurice Sheffer - americky logik
5Charles Sanders Peirce - americky filozof a logik
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V predchadzajacom priklade booleovské funkcie f12, fs a fi5 postupne repre-
zentuju binarne spojky 1, | a @.

O kazdej formule vyrokovej logiky vieme povedat, ¢i je pravdiva alebo neprav-
diva na zéklade nasledujuicich pravidiel:

e —q je pravdiva prave vtedy, ked vyrokové formula « je nepravdiva,

e a A 3 je pravdivai préave vtedy, ked stucasne obe vyrokové formuly « aj g s
pravdivé,

e «V 3 je nepravdiva prave vtedy, ked stacasne « aj 8 st nepravdivé,
e « = f3 je nepravdiva prave vtedy, ked « je pravdiva a 8 nepravdiva,

e a & [ je pravdiva prave vtedy, ked obe « aj 8 st pravdivé alebo obe « aj
(3 st nepravdivé.

Definicia 2.2.4 Pravdivostnd hodnota u(a) vyrokovej formuly o pri ohod-
noteni u viyrokovych premennijch je priradenie hodnoty 0 alebo 1 pre formulu o
v sulade s predchddzajicimi pravidlams.

Ohodnotenim vSetkych vyrokovych premennych, ktoré sa vo formule vyskytuju,
je jednozna¢ne urcené pravdivostnd hodnota celej formuly. Vlastnosti pravdivost-
nych ohodnét formul zapisujeme pomocou tabuliek pravdivostnych hodnét,
ktoré zaviedol Charles Sanders Peirce.

alﬁ“aABLaVﬂLaéﬂla@ﬁ
al -a 0J0] 0 0 1 1
0 1 01 0 1 1 0
1 0 10 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1

Uvedomme si, Ze slovo ,,alebo* ma v beznom jazyku dva rozne vyznamy. Ak dis-
junkcia nema vylucovaci vyznam, tak disjunkcia dvoch vyrokov je pravdivé prave
vtedy, ked aspon jeden vyrok je pravdivy. Vo vylutovacom vyzname disjunkcia
dvoch vyrokov je pravdiva prave vtedy, ked jeden vyrok je pravdivy a druhy je
nepravdivy. Vo vete ,Zakaznici, ktorf st ucitelia alebo studenti, maju 50% zlavu.*
ani ucitelia ani $tudenti nie st vyladeni zo ziskania zlavy. Naproti tomu, vo vete
wZajtra vecer budem doma alebo pdjdem do divadla.”“ vyluéujeme, Ze modZeme byt
zajtra veCer na oboch miestach.

V matematickej logike pouzivame ,alebo* vo vyzname, ktory nie je vylu¢ovaci.

V beznom jazyku sa modZeme vyhnut pouzitiu slova ,alebo®, ak mame na mysli
jeho vylucovaci vyznam, pouzitim slov ,bud ...alebo ...“

V beznom jazyku spajame dva vyroky slovom ,alebo“, ak medzi nimi exis-
tuje obsahova suvislost. Ten, kto nepozné matematicku logiku pravdepodobne by
vetu ,Mam chripku alebo medzi Kogicami a PreSovom je dialnica.* nepovaZzoval za
zmysluplnt, a uz vobec nie za pravdivy vyrok. Bezne pouzivame disjunkciu vtedy,
ked vieme, Ze jeden z vyrokov je pravdivy, len nie sme si isti, ktory. Povieme:
Skiska z matematickej logiky je 26. alebo 27. méja.“ No nepovieme , Travnik je
zeleny alebo modry.”, lebo vieme urcite, ze je zeleny.
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V beznom jazyku spajame dva vyroky slovami ,ak ..., tak ...* tiez, iba ak
medzi nimi existuje obsahova suvislost. Vsimnime si, Ze implikicia o = (3 je ne-
pravdiva len v jedinom pripade. A to, ak predpoklad (formula «) je pravdiva
a zaver (formula /) je nepravdiva. Majme nasledujice $tyri vyroky:

Ak 242=4, tak Vianoce st v decembri.”

LAk 2-+2=5, tak Vianoce st v decembri.*

»Ak 242=4, tak Vianoce nie st v decembri.“

Ak 242=5, tak Vianoce nie st v decembri.“

V beznom jazyku by sme nepokladali predchadzajtce vyroky za zmysluplné, nie
to eSte za pravdivé. Z hladiska matematickej logiky st vSetky zmysluplné, pricom
treti je nepravdivy a ostatné si pravdivé. Ale aj v beZnom jazyku st pripustné
vynimky. Ak poviem priatelovi: ,,Ak vyriesi§ tento problém, tak ja zjem klobuk.*,
vyjadrujem svoje presvedcenie, Ze on problém nevyriesi.

Uvedomme si, Ze ak poviem , Ak zajtra bude pr8at, tak sa budem uéit.* a druhy
den vonku prsi a ja sa neuc¢im, tak som klamal; ak prsi a ja sa uéim, tak som hovoril
pravdu; ak svieti slniecko, tak moZem robit ¢okolvek a vzdy som hovoril pravdu,
pretoze o tom, ¢o budem robit, ked bude pekne, som ni¢ netvrdil.

Definicia 2.2.5 Ak u(a) = 1 hovorime, Ze formula « je pravdivd pri ohodnoteni
u vyrokovych premenngch. Ak u(a) = 0 hovorime, Ze formula « je nepravdivd
pri ohodnotent u vijrokovijch premennych.

Definicia 2.2.6 Formula sa nazjva tautoldgia (oznacujeme T') prdve vtedy, ked
je pravdivd pri kaZdom ohodnoteni vijrokovych premenngch. Formula sa mazjva
kontradikcia (oznacujeme F') prave vtedy, ked je nepravdivd pri kaZdom ohodno-
teni vyrokovijch premennijch.

V predchédzajucom priklade booleovské funkcia f14 reprezentuje tautologiu T'
a booleovska funkcia f13 kontradikciu F'. Kontradikcie sa negécie tautologii.

Definicia 2.2.7 Formula sa nazjva splnitelnd prdve vtedy, ked existuje ohod-
notenie vijrokovych premennijch, pri ktorom je formula pravdiva. Systém formail
S sa nazyva splnitelny prave vtedy, ked existuje také ohodnotenie vyrokovyjch pre-
mennyjch, pri ktorom je pravdivd kazdd formula systému S. Ak systém formal S
nie je splnitelny, nazyva sa nesplnitelng.

Priklad 2.2.2 Rozhodnime, ¢i formula (y = z) < (yV —x) je tautologia, kontra-
dikcia alebo splnitelna formula.

RieSenie: Pre danu formulu vytvorme tabulku pravdivostnych hodnot, v ktorej
kazdy riadok odpoveda jednému jednému ohodnoteniu dvojice vyrokovych pre-
mennych z,y a v kazdom policku tejto tabulky sa nachddza pravdivostna hod-
nota formuly uvedenej na zaciatku prislusného stipca pri ohodnoteni vyrokovych
premennych v prislusnom riadku. Existuja Styri rézne ohodnotenia dvojice vyro-
kovych premennych z,y, teda tabulka méa styri riadky. Vo v8eobecnosti, tabulka
pravdivostnych hodnot formuly obsahujtcej n vyrokovych premennych méa 2" riad-
kov.

23



|y

xLy\/ﬂxL(y:x) (y vV —x)

=
1
0
1
1

<
1
0
0
1

— O R ol

[ e i SN

KedZe existuje ohodnotenie vyrokovych premennych, pri ktorom je dan4 for-
mula pravdivé, ale tiez existuje ohodnotenie, pri ktorom je nepravdiva, tak formula
je splnitelné, ale nie je tautologia. O

Priklad 2.2.3 Johnson, Middleton a Smith st podozrivi z vrazdy. Pod prisahou
sved¢ili takto:

e Johnson: ,Middleton je vinny a Smith je nevinny.*
e Middleton: ,Ak je vinny Johnson, tak je vinny aj Smith.“

e Smith: ,Ja som nevinny, ale najmenej jeden z ostatnych je vinny.*
Kto je vinny?

RiesSenie: Oznac¢me vyrokovymi premennymi j, m, s postupne vyroky , Johnson je
vinny.“, ,Middleton je vinny.“, ,Smith je vinny.“. Vypovede v8etkych troch podoz-
rivych zapiSeme pomocou nasledujicich formal vyrokovej logiky: m A —s, j = s,
=8 A (j V'm). Pomocou tabulky pravdivostnych hodnot zistime, ¢i tieto vyrokové
formule, ktoré odpovedajui danym vypovediam troch podozrivych, tvoria splni-
telny systém formaul.

ijLsum/\—'sLjﬁsk—'s/\(‘j\/m)
0] 01]0 0 1 0
0| 0]1 0 1 0
0| 110 1 1 1
0] 1)1 0 1 0
110]0 0 0 1
1] 0|1 0 1 0
1] 110 1 0 1
1] 1|1 0 1 0

Vsetky formuly vytvorené z vypovedi podozrivych si pravdivé v tretom riadku,
v ktorom je ohodnotenie vyrokovych premennych u(j) =0, u(m) =1, u(s) = 0.
Teda vinny je iba Middleton.

Na urcéenie pravdivostnych hodnot vyrokovej formuly méZeme pouzivat okrem
tabulky pravdivostnych hodnét aj binomicky strom. Vyrokové premenné su
postupne nahradené konstantami nula a jedna, pre ktoré moze byt formula zjed-
noduSena az na posledna konstantu, ktora uréuje pravdivostni hodnotu formuly.
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Priklad 2.2.4 Pomocou binomického stromu overme, ze formula (zr = y) V
V((y A =z) < y) je tautologiou.

RieSenie: Nacrtneme binomicky strom pre dani formulu.

(z=y)V((yAr-2)&y)

(x=1)V(IA-2)e1) (x=0)V ((0A=2) < 0)
1V(—z&1) (x=0)V(0<0)
@ (x=0)Vv1
@

Teda lava aj prava vetva ukazuju, Ze pravdivostna hodnota formuly (x = y) V
V((yA—z) < y) je 1 v pripade, Ze y nahradime 1 a aj v pripade, Ze y nahradime 0
pre Tubovolné pravdivostné ohodnotenie vyrokovych premennych = a z. Teda tato
formula je tautolégiou. |

Zaujima nas, ¢ nejaka formula vyplyva z daného systému formil. Uvedme pri-
klad. Majme nasledujice dva vyroky. ,,Ak je slnecny den, tak mam dobru naladu.*
a ,Je slneény den.“ Ak st oba vyroky pravdivé, je pravdivy aj vyrok ,Mam dobra
néaladu.“ Ozna¢me vyrokovou premennou p elementérny vyrok ,Je slneény den.” a
vyrokovou premennou g vyrok ,Mam dobri naladu.“ Potom predchadzajice tvr-
denie mozeme nahradit tvrdenim, Ze ak su pravdivé formuly p = ¢ a p, tak je

pravdiva aj formula gq.

Definicia 2.2.8 Hovorime, Ze formula ¢ je sémantickym dosledkom systému
formal S (vyplgva zo systému formil S) prdve vtedy, ked je pravdivd pri kazdom
ohodnoteni vyrokovijch premennijch, pri ktorom je pravdivd kazdd formula zo sys-
tému S. Zapisujeme S = .

Definicia 2.2.9 Hovorime, Ze systém formil F je sémantickym doésledkom
systému formal S prdve vtedy, ked vsetky formuly zo systému F si pravdivé pri
kazdom ohodnotent vijrokovijch premennijch, pri ktorom je pravdivd kazZdd formula
zo systému S. Zapisujeme S = F.

Nech ¢, 1 st formuly vyrokovej logiky, a nech S = ¢. Ak systém formal S je
jednoprvkovy resp. neobsahuje Ziaden prvok, pre jednoduchost budeme zapisovat:

o ¥ = namiesto {6} = ¢,
e = ¢ namiesto () |= .

Plati: {¢1, p2,---, wx} = ¢ prave vtedy, ked o1 A wa A= App A =1 je
kontradikcia.

Priklad 2.2.5 Doplime mnozinu predpokladov tak, aby uvedeny zaver vyplyval
z mnoziny predpokladov.
Predpoklady:
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e Podozrivy je vinny prave vtedy, ked 1. januara tohto roku bol o deviate]
hodine rano v Kosiciach.

e Bolo zistené, ze podozrivy bol o deviatej rano uvedeného dina v Poprade.

o 7
Zéver: Podozrivy je nevinny.

RieSenie: Zavedme nasledujice oznacenia: ,,Podozrivy je vinny.“ vyrokovou pre-
mennou v, ,,Podozrivy bol 1. januara tohto roku o deviatej hodine rano v Kosi-
ciach.“ vyrokovou premennou k, ,Podozrivy bol 1. januara tohto roku o deviatej
hodine rano v Poprade.“ vyrokovou premennou p.

Potom predpoklady zapiSeme mnoZzinou {v < k, p, 7} a zaver formulou —w.
Teda ide o nasledujuce vyplyvanie {v < k, p, 7} = —w.

vaLpHv@kl—\vL Lp:>—\k;
0|00 1 1 1
0|01 1 1 1
0|10 0 1 1
0|11 0 1 0
1100 0 0 1
1101 0 0 1
1111]0 1 0 1
1111 1 0 0

Na zéklade definicie[2.2.8] z tejto tabulky pravdivostnych hodnot vidime, ze —w
nie je sémantickym dosledkom mnoziny formul {v < k, p}, nakolko pri ohodnoteni
vyrokovych premennych v poslednom riadku tabulky su formuly {v < k, p} prav-
divé, ale formula —wv nie. TakZe k predpokladom chceme pridat taka formulu, ktora
nadobuda v tomto ohodnoteni vyrokovych premennych pravdivostni hodnotu 1
a pri ohodnoteni vyrokovych premennych v druhom riadku, pravdivostnu hod-
notu 1. Pridajme do tejto mnoziny namiesto otaznika napriklad formulu p = —k,
ktorej odpoveda vyrok ,, Ak bol podozrivy 1. januara tohto roku o deviatej ho-
dine rdno v Poprade, tak podozrivy nebol 1. januara tohto roku o deviatej hodine
rano v Kogiciach.“. Z doplnenej tabulky pravdivostnych hodnoét vidime, Ze plati
{vek, p, p= -k} E . O

Veta 2.2.1 Ak S je systém formil a p € S, tak S = .

Dokaz: Ak existuje pravdivostné ohodnotenie vyrokovych premennych, pri kto-
rom je pravdivé kazda formula zo systému S, tak pre toto ohodnotenie vyrokovych
premennych je pravdiva aj formula . O
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Veta 2.2.2 Tautoldgia je sémantickym dosledkom kazZdého systému formul S.

Doékaz: Neexistuje ohodnotenie vyrokovych premennych, pri ktorom by bola prav-
diva kazda formula zo systému S a tautologia nie, kedZe tautologia je formula
pravdiva pri kazdom ohodnoteni vyrokovych premennych. O

Veta 2.2.3 Formula ¢ je tautoldgia prdve vtedy, ked |= .

Dokaz: Vzhladom na predchédzajuce tvrdenie sta¢i ukazat, ze ak | ¢, tak ¢ je
tautolégia. Nech ¢ nie je tautologia. Potom existuje také ohodnotenie u vyrokovych
premennych, Ze u(¢) = 0. Ale ked'Ze pri tomto ohodnoteni vyrokovych premennych
st v8etky formuly z prazdnej mnoziny pravdivé a sucasne u(p) = 0, teda neplati

. O

Veta 2.2.4 KaZdd formula je sémantickym dosledkom systému formil S = {p, ~¢}.

Doékaz: Nech v je Tubovolna formula. Keby v nebola sémantickyn dosledkom sys-
tému S, tak by existovalo pravdivostné ohodnotenie u vyrokovych premennych,
pri ktorom je kazdé formula z S pravdiva a formula v je nepravdiva. Ale to nemoze
nastat, kedze formuly ¢ a = nemozu byt pravdivé sucasne. |

Veta 2.2.5 Pre lubovolné systémy formaul S, T, R plati
a) ak S je podsystém systému T, tak T E S,
b)) akTES aSER, tak T ER.

Veta 2.2.6 Pre lubovolny systém formil S a formulu ¢ plati
S E ¢ prdve vtedy, ked mnoZina SU{—p} je nesplnitelnd.

Dokaz: Nech plati S = ¢. Potom pre kazdé ohodnotenie vyrokovych premennych,
pri ktorom je pravdivé kazda formula z S, je pravdiva aj formula ¢. Teda pri tomto
ohodnoteni vyrokovych premennych je formula —¢ nepravdiva. Teda S U {—p} je
nesplnitelna.

Teraz predpokladajme, Ze SU{—¢} je nesplnitelna. Potom pre kazdé ohodnote-
nie vyrokovych premennych, pri ktorom je pravdiva kazda formula z S, je formula
- nepravdiva. Teda formula ¢ je pravdiva. Potom plati S |= . O

Priklad 2.2.6 Ukazme, Ze z danych predpokladov vyplyva zaver.
Predpoklady:

e Jan je uditel.

e Neplati, ze Jan je uditel a zaroven je bohaty.

e Ak Jan je majitel prosperujicej firmy, je bohaty.
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Zaver: Jan nie je majitel prosperujucej firmy.

RieSenie: Oznaéme vyrok ,Jan je uditel.*“ vyrokovou premennou z, ,Jan je bo-
haty.* vyrokovou premennou y a vyrok ,Jan je majitel prosperujicej firmy.“ vyro-
kovou premennou z. Potom predpoklady méZeme zapisat mnoZinou formal {z, —(zA
AY), z = y} a zaver formulou —z. Podla vety musime ukézat, Ze mnoZzina
formtl {x, —=(zAy), z =y, 2z} je nesplnitelna. Vytvorme tabulku pravdivostnych
hodnét.

xLyLzHﬂ(x/\y)lzéy
0(0]0 1 1
0101 1 0
0(11]0 1 1
0(1]1 1 1
11010 1 1
1101 1 0
11110 0 1
1111 0 1

KedZe neexistuje pravdivostné ohodnotenie vyrokovych premennych, pri kto-
rom by bola kazda formula z uvedenej mnoziny pravdivé, tdto mnozina je nespl-

nitelna. Teda na zaklade vety plati {z, ~(z Ay), z =y} E -z O

Veta 2.2.7 Pre lubovolny systém formil S a pre lubovolné formuly ¢ a v plati

SU{¢} = ¢ prdve vtedy, ked S = ¢ = 1.

Dokaz: Nech plati S U {¢} E ¥. Majme ohodnotenie u vyrokovych premennych,
pri ktorom je pravdiva kazda formula z S. Ak u(p) = 0, tak u(p = ¢) = 1. Ak
u(p) = 1, tak kazda formula z S U {¢} je pravdiva, a teda aj formula 1, opidt
u(ep = 1) = 1. Dostavame S = ¢ = ).

Teraz predpokladajme, Zze S | ¢ = 1. Majme ohodnotenie v vyrokovych pre-
mennych, pri ktorom je pravdiva kazda formula z S U {¢}. Pri tomto ohodnoteni
je pravdiva kazda formula z S, teda aj formula ¢ = . KedZze v(p = ¢) = 1
av(p) =1, tak v(¢p) = 1. Teda SU {p} = . O

Definicia 2.2.10 Hovorime, Ze formuly ¢ a ¢ si sémanticky ekvivalentné
prdve vtedy, ked ¢ =1 a zdroveri i = p. Zapisujeme ¢ H .

Plati, Ze formuly ¢ a 1 st sémanticky ekvivalentné prave vtedy, ked pre kazdé
ohodnotenie u vyrokovych premennych plati u(p) = u(t)).

Veta 2.2.8 Pre lubovolné formuly vyrokovej logiky ¢ a v plati
© B ¥ prdve vtedy, ked p < ) je tautoldgia.

Veta 2.2.9 Pre lubovolné formuly vijrokovej logiky o, B, v plati
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1. Idempotentnost konjunkcie a disjunkcie
aha B a, aVa H a

2. Komutativnost konjunkcie a disjunkcie

anB H BAa, aVBHBVa,

3. Asociativnost konjunkcie a disjunkcie
aN(BAy) H(@AB) Ay,  aV(BVy) H(aVB)Vy,

4. Absorpcia konjunkcie a disjunkcie

aN(BVa) B a, aV(Bha) B a,

5. Zdkon dvojitej negdcie
-—a B a,

6. De Morganovo pravidlo pre konjunkciu a disjunkciu

—(anB) H (cavap),  Hlavp) H (man=p),

7. Distributivnost konjunkcie a disjunkcie
aV(BA7) H@VB)A(@VY),  aA(BVA) H(@AB)V (i),

8. Zdkon nahradenia implikdcie
a= 0 H aV}p.
Ak naviac T je lubovolnd tautoldgia a F je lubovolnd kontradikcia, tak plati
9. Tha B «, FAa B F,
10. TVva B T, FvaH qa,

11. an-a H F, aV-oa H T.

Platnost v8etkych tychto zdkonov mozeme ukézat pomocou tabuliek pravdi-
vostnych hodnot.

Poznamka: KedZe pre logické spojky A a V platia asociativne zakony, v d'al-
som budeme vynechavat zatvorky pre viac ako dva €leny v konjunkcii resp. dis-
junkeii.

Ulohy

2.3 Jedna sa o tautologie?
a) z = (y = x),
b) (z=(y=2) = (z=y) = (xz=2)),

¢) (ry= )= (x=y).

2.4 Uréte, ¢ dané formuly s tautologie, kontradikcie alebo splnitelné formuly:
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(zAY)V (~eA-y)) & (2 Voy) Az V),
(z=2)A(y=2)) = (A y) = 2),
(

r=2z)V(y=2)=>(xz=vy),

(
(
(
(zVy)=2z) e (n(zA-y) A-z),
ey ANze)A(ye =),

(

= (y=2) e (z=y) = (z=2).

2.5 Pri ktorych pravdivostnych ohodnoteniach w vyrokovych premennych je for-

mula
a) ¢ = (z = y) nepravdiva,
b) z A (y = (2 Vx)) pravdiva.

2.6 Z definicie urcte, & dand mnozina formul M je splnitelna:

a) M={zV-y, y&e x, y=z},
b ={(zAy)=z (zANYy) =z z= 2},
c
d

)
) M
)
)
e)
) M
)
)

M = {x/\yv _‘I'V_‘y},

M={zAy, ©=z o< -y},
M={zV-y, y Az, y=z},
f

g
h

={(zVy)=z (zANy) =z z= 2},
M={(z=y)Vz xe -z (tANy) =2z "yAz},
M={zANy, =2z o<y, vV z}

2.7 Rozhodnite, ¢ plati M E a:

a) M={p=gq pVq}, a:pAg,

b) M={pVgq pAa}, a:p=g

c) M={pV—q, ~qg&-r, p=r}, «a: p=>(@qAT),

d) M={(pAq)=r, ~gA-r, r=-p}, a: q=p,

e) M={(-zVy Az, (xVy)=2z2 &z}, «a: y=uzx,

Yy M={z= -z, (x A Ny)=2z yA-z}, «a:y=uzx,

g) M={(z=y)Vz, 2z (xAy) =2z yAz}, a: (xVy) =z
hy M={z=(yAz), 2y, oV (y=2)}, «a: yA-z,

) M={pV—q p=4q}, a:psg

HDM={(z=y)Vz, ze -z (xANy)=2z yAz}, a: (zVy) =z,
k) M={z=y, -yVz, xA-y}, a:ysz,

30



) M={zAy, x=2z &y, zVz}, a:zsz,
m) M={z=—x, (zxAy)=2 —yA-z}, «a: ysuz.

2.8 Preformulujte nasledujtuce vety do formul vyrokovej logiky a rozhodnite, ¢i
formula pod ¢iarou je sémantickym désledkom formul nad ¢iarou:

a) Mrzne a nesnezi.
Ak snezi, tak svieti slnko.
Mrzne alebo nesvieti slnko.

b) Nie je pravda, ze Anka vie spievat aj tancovat.
Anka nevie spievat.
Anka vie tancovat.

¢) Peter ma vodi¢sky preukaz, ale nemé auto.
Peter ide do prace, ak ma auto.
Peter ma vodiésky preukaz alebo nepdjde do prace.

d) Ak je pod mrakom a nezoberiem si dazdnik, zmoknem.
Nezoberiem si dazdnik.
Zmoknem.

e) Nebudem sa ucit.
Budem sa iba hrat.
Ak sa budem iba hrat, budem hlapy.
Ak sa nebudem ucit, budem hlapy.

f) Ak precitam sto knih a nebudem mudry, nepojdem na vysoka skolu.
Ak prec¢itam sto knih a budem mudry, p6jdem na vysoku Skolu.

g) Nie je pravda, ze Jano hra futbal aj hokej.
Jano nehré futbal.
Jano hré hokej.

h) Je den alebo noc.
Ak je dei, na ulici nesvietia lampy.
Ak na ulici svietia lampy, je noc.

i) Ak mam skusku, oble¢iem si oblek,
ale ak idem do 8koly na cvi¢enie, oble¢iem si rifle.
Bud mam skuasku alebo idem do 8koly na cvicenie.
Ak si oble¢iem oblek, neoble¢iem si rifle,
a ak idem do 8koly na cvi¢enie, neoble¢iem si oblek.
Obleciem si rifle.

j) Ak prsi a vezmem si dazdnik, nezmoknem.
Vezmem si dazdnik.
Nezmoknem.
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Nebude prsat.
Spadnem do potoka.
Ked spadnem do potoka, budem mokry.

Ked nebude prsat, budem mokry.

Ak nespim, pracujem, ale ked spim, som v posteli.
Pracujem alebo som v posteli.

Som v posteli.

2.9 Zistite, ¢i z danych predpokladov vyplyva uvedeny zaver:

a)

Ked sa ohliadol, uvidel ju.
Uvidel ju.

Ohliadol sa.

Ked sa ohliadol, uvidel ju.
Neuvidel ju.

Neohliadol sa.

Ked sa ohliadol, uvidel ju.
Neohliadol sa.

Neuvidel ju.

Ked sa ohliadol, uvidel ju.
Ohliadol sa.

Neuvidel ju.

2.10 Doplitte predpoklad (rézny od zaveru) tak, aby tvaha bola spravna:

2)

Ak snezi, zle sa jazdi.

Ak sa zle jazdi, budem meskat.
°

Budem meskat.

Ak ma mas rad, pdjdes dnes so mnou do divadla.

Divadlo dnes nehra.
?

Nemaés ma rad.

2.11 Pomocou binomického stromu urcte, ¢ formuly st tautologie alebo kontra-

dikcie:

a) p= (pNq),
b) (pe g A-(p=q),
c) (pVag) = (pA—q).

2.12 gtyri priatel’ky sa rozhodli, Ze pdjdu na kavu. Nakol'ko boli rozhddané, zacali

si klast nasledujice podmienky na spolo¢nicky:
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e Xénia: ,Pojdem, ak nepdjde Zara a pojde Yvona a pojdem prave vtedy, ked
nepdjde Tamara.”

e Yvona: ,Pdjdem, ak nepdjde Tamara alebo pdjdem, ak pdjde Xénia.“
e Zara: ,Ak pojdem, musi ist Xénia a Yvona.*

e Tamara: ,Ak nepojde Yvona a pojde Zara, tak pdjdem.*

Urcte, v akom zloZeni moézu ist na kavu, aby podmienky kazdej Zeny boli
splnené.

2.13 Do predajne maju priviezt tovar. Vedici pozné isté obmedzenia, ktoré cha-
rakterizuje takto:

e Ak privezu mlieko a neprivezu zeleninu, tak neprivezi ani pecivo.
e Mlieko privezi, ak priveziu pecivo a neprivezi zeleninu.

e Urcite privezu asponn dva druhy tovaru.

Urcte, akym sposobom sa moZe rozvoz realizovat.

Vysledky
2.3  a) ano, b) ano, ¢) ano.
2.4  a) kontradikcia, b) tautologia, ¢) splnitelna formula.

d) splnitelna formula, e) splnitelna formula, f) tautologia.

2.5 a)u(z)=1, u(y) =0,
b) u(z) =1, u(y) aj u(z) je lubovolné.
2.6 a) ano, b) ano, ¢) nie, d) nie,
e) nie, f) ano, g) ano, h) nie.
2.7 a) neplati, b) plati, ¢) neplati, d) plati,
e) neplati, f) plati, g) neplati, h) neplati,
1) plati, j) plati, k) neplati, 1) plati,

m) neplati.

2.8 a) Oznacme: m — ,Mrzne.”, s — ,Snezi.“, k —,Svieti slnko.“. Potom vyrokom
nad ¢iarou odpovedaju formuly m A —s, s = k a vyroku pod ¢iarou
odpoveda formula m V —k. Tento sémanticky désledok plati.

b) Oznaéme: s — ,Anka vie spievat.“, ¢ —  Anka vie tancovat.. Potom vyro-
kom nad ¢iarou odpovedaju formuly —(s A t), —s a vyroku pod Giarou
odpoveda formula ¢. Tento sémanticky désledok neplati.

¢) Ozna¢me: v — ,Peter méa vodi¢sky preukaz.”, a — ,Peter ma auto.”, p —
,Peter ide do prace.”“. Potom vyrokom nad ¢arou odpovedaju formuly
v A —a, a = p a vyroku pod ¢iarou odpovedé formula v V —p. Tento
sémanticky dosledok plati.
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d) Oznatme ¢ — ,Zoberiem dazdnik.“, r — ,Zmoknem.“. Formalizaciou da-
nych viet mame zistit, ¢ plati {(p A —=¢) = r, =q} = r. Neplati.
e) Oznatme p — ,Budem sa udit.”, ¢ — ,Budem ssa iba hrat.“, » — Bu-

dem hluapy.“. Formalizadciou danych viet mame zistit, ¢i plati {—p, ¢,
q=r}E (—p=r). Plati.

f) Ozna¢me p — ,Prefitam sto knih.“ ¢ — ,Budem mudry., r — ,Poj-
dem na vysoki gkolu.“. Formaliziciou danych viet méme zistit, ¢i plati
{(pAN—q) = —-r} E((pAq)=r). Neplati.

g) Oznatme p — ,Jano hra futbal.“, ¢ — ,Jano hra hokej.”. Formalizaciou
danych viet mame zistit, ¢i plati {—(p A q), —p} E ¢. Neplati.

h) Ozna¢me p — ,Je deir.”, ¢ — ,,Je noc., r — Svietia lampy.“. Formalizaciou
danych viet mame zistit, ¢ plati {p V¢, p = —r} | (r = q). Plati.

i) Ozna¢me p — ,Mam skusku., ¢ — ,Obleciem si oblek., r —  Idem na
cvidenie.”, s —,Oble¢iem si rifle.“. Formalizaciou danych viet mame zistit,
ciplati {(p=q) A (r=s), pVr, (¢g=—s)A(r=—q)} = s. Neplati.

j) Ozna¢me: p — ,Prsi¥ d — Vezmem si dazdnik.”, z — ,Zmoknem.“. Potom
vyrokom nad Earou odpovedaju formuly (p A d) = -z, d a vyroku pod
¢iarou odpoveda formula —z. Tento sémanticky dosledok neplati.

k) Ozna¢me: p — ,Bude prsat.”, s — ,Spadnem do potoka.”, m — ,Budem
mokry.“. Potom vyrokom nad ¢iarou odpovedaju formuly —p, s, s = m
a vyroku pod ¢iarou odpoveda formula —p = m. Tento sémanticky
dosledok plati.

1) Ozna¢me: p — ,Pracujem.”, s — ,Spim.“, ¢ — ,Som v posteli.“. Potom
vyrokom nad ¢iarou odpovedajia formuly (-s = p) A (s = ¢q), pV ¢
a vyroku pod ¢iarou odpoveda formula gV—s. Tento sémanticky dosledok

neplati.
2.9 a) nie, b) éno, ¢) nie, d) nie.
2.10 a) Odidem skoro rano a nebude sa zle jazdit.

b) Ak dnes pojdes so mnou do divadla, tak urcite dnes divadlo hra.
2.11 a) nie je ani tautologia ani kontradikcia,

b) kontradikcia,

¢) nie je ani tautologia ani kontradikcia.

2.12 Oznaéme: z — ,Zara pojde.”; y — ,Yvona podjde.”, t — Tamara pojde.”, x —
LXénia pojde.”. Systém formial M = {((-z Ay) = ) A (r & 1), (-t =y)V
V(z=1t), z= (xAy), (-y A z) =t je splnitelny. Formuly z tejto mnoziny
su pravdivé v 3 ohodnoteniach vyrokovych premennych, ktorym odpovedaja
vety:

podjde Tamara,

pojdu vSetky okrem Tamary,
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e pojde iba Xénia s Yvonou.

2.13 Oznaéme: m — ,Privezi mlieko.”, z — ,Priveza zeleninu.“, p — ,,Privezi pecivo..
Systém formal M = {(m A —z) = —p, (pA—z)=m, (mAz)V(mAp)V
V(pAz)} je splnitelny. Formuly z tejto mnoziny su pravdivé v 3 ohodnoteniach
vyrokovych premennych, ktorym odpovedajua vety:

e privezi zeleninu a pecivo a neprivezu mlieko,
e privezi zeleninu a mlieko a neprivezu pecivo,

e privezi vSetky tri druhy tovaru.

2.3 Uplné systémy logickych spojok

Pozname péat zakladnych typov logickych spojok, a to negaciu, konjunkciu, dis-
junkciu, implikaciu a ekvivalenciu. Okrem nich sme v predchadzajicej kapitole
zaviedli dal8ie tri, a to Shefferovu operaciu, Peirceovu operéciu a vyluc¢ovaciu ope-
raciu. V tejto kapitole nas buda zaujimat najmensie mnoziny logickych spojok,
pomocou ktorych vieme realizovat vSetky booleovské funkcie odpovedajice formu-
lam vyrokovej logiky. Vieme, Ze kazda vyrokova formula predstavuje booleovski
funkciu. Dve formuly si sémanticky ekvivalentné prave vtedy, ked predstavuji
rovnaki booleovsku funkciu. Pokial v nejakej formule nahradime jej podformulu
formulou s nou sémanticky ekvivalentnou, tak ziskana formula bude sémanticky
ekvivalentné s povodnou formulou. Uved'me priklad.

Priklad 2.3.1 Majme formulu o = (-2 < y) V =(z A ). Jej podformula ¢ =
= —z < y je sémanticky ekvivalentna s formulou ¢ = (zVy) A (-2 V-y). Nahrade-
nim podformuly ¢ formulou ¢ vo formule «, ziskame formulu f =
= ((xVy A(mxV-y))V-(zA-y), ktord je s formulou « sémanticky ekviva-
lentna a obsahuje iba tri rozne logické spojky. Vo formule a sme nahradili logicka
spojku < logickymi spojkami A, V, - vyuZzitim sémanticky ekvivalentnych formal
rey B E=2yAly=2)az=y B V.

Je zrejmé, Ze nielen pre dand formulu, ale pre I'ubovolnta vyrokovu formulu,
vieme najst vyrokova formulu, ktoré je s fiou sémanticky ekvivalentna a obsahuje
iba logické spojky A,V,—. Zaujima nas, ktoré iné mnoZiny logickych spojok A
maju tu vlastnost, Ze pre Tubovolnu vyrokova formulu vieme najst formulu s fiou
sémanticky ekvivalentni, obsahujicu iba logické spojky z mnoziny A.

Definicia 2.3.1 Hovorime, Ze mnoZina logickijch spojok A tvori uplny systém
logickijch spojok prdve vtedy, ked pre kaZdi formulu o existuje formula 8 takd,
Ze o B B a formula B obsahuge iba logické spojky z mnoZiny A.

Mnozina A = {—~, A, V, =, <} tvori uplny systém logickych spojok. Existuju
aj iné mnoziny, ktoré tvoria tplné systémy logickych spojok. Na to, aby sme doka-
zali, Ze nejakd mnozina logickych spojok tvori aplny systém logickych spojok, staci
formuly obsahujuce logické spojky nejakého znameho tuplného systému logickych
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spojok nahradit sémanticky ekvivalentnymi formulami obsahujtcimi iba logické
spojky nového systému logickych spojok. UkaZeme, Ze aj mnozina A; = {—,A}
tvori uplny systém logickych spojok. Sta¢i najst formuly sémanticky ekvivalentné
s formulami —x, x Ay, TVy, * = y, © < y pouZivajice iba negaciu a konjunkciu.

e zVy F ~(-x Ay,
=y H wVy H ~(zAy),
ey HE=>yAy=2) H @Ay A(yA-z).

Teda A; = {—, A} tvori uplny systém logickych spojok.
Obdobne vieme ukazat, ze aj mnoZzina Ay = {—, V} tvori aplny systém logic-
kych spojok.

ez Ay F/ ~(mxV ),
er=y H aVy,

erxey H@=yAy=2) H(zVyA(-yAz) H ~(=((-xVy)V-(-yAz).

Na zaklade prikladu zo zac¢iatku kapitoly, aj mnozina Az = {—, A, V} tvori
iplny systém logickych spojok.
Uvedieme dalgie priklady mnoZzin, ktoré tvoria tplné systémy logickych spojok:

1. Ay = {_\, :>}

x Ay B —(z= -y),
xVy B~z =y,

ey H@=yAy=12) H (z=y) =@ =1).
2. As = {1}

-z H -(zAhz) B zte,

Ay H (@ Ay) B ~(@ty) H @ty t@Ty).

KedZze A tvori tplny systém logickych spojok, aj As tvori dplny systém
logickych spojok.

Teda existuje aj jednoprvkova mnozina, ktord tvori plny systém logickych
spojok.

Na druhej strane, ak chceme o nejakej mnozine ukézat, ze netvor{ iplny systém
logickych spojok, sta¢i ukazat, Ze niektora z formil -z, Ay, aVy, z =y, x Sy
sa nedé vyjadrit pomocou spojok z danej mnoziny.

Uvedieme priklad mnoziny, ktora netvori uplny systém logickych spojok.

Priklad 2.3.2 Mnozina {A,V, =, <} netvori aplny systém logickych spojok.

RiesSenie: Ukazeme, Ze neexistuje formula ¢ vyrokovo ekvivalentna s —x obsahu-
juca iba logické spojky z mnoziny {A,V,=-,<}. Ak by taka formula existovala,
tak pre Tubovolné pravdivostné ohodnotenie u vyrokovych premennych by platilo
u(p) = u(—z). Majme pravdivostné ohodnotenie v vyrokovych premennych, v kto-
rom su vSetky vyrokové premenné pravdivé. Teda v(z) = 1. Ale ak y je vyrokova
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premenna, tak aj v(y) = 1. Potom v(zAy) = v(zVy) =v(z = y) =v(z < y) = 1.
Ale kedZe v(—z) = 0, tak ¢ nie je sémanticky ekvivalentna s —z. a

Ulohy

2.14 Ukazte, ze danid mnozina tvori uplny systém logickych spojok:
a) {=, &},
b) {V, &, @&},
c) {\, &, D},

d) {}}-

2.15 Ukazte, ze mnoZina {A, V, ®} netvori aplny systém logickych spojok:

2.16 Napiste formulu, ktora obsahuje iba logické spojky =, F' a je sémanticky
ekvivalentna s tautologiou T'.

Vysledky

2.14 Kedze mnoziny {—, A}, {—, V}, {-, =} tvoria uplné systémy logickych
spojok, sta¢i pre mnoziny v a) — d) najst formulu sémanticky ekvivalentna
s —x, ktord pouziva iba logické spojky z danej mnoziny.

a) = H ze (zdx),
b) B z< (z® ),
¢) x H = (zdx),
d) 2 Hazle,zvy BHlyl(@ly).

2.15 Stadi uvazovat pravdivostné ohodnotenie u vyrokovych premennych, pri kto-
rom si v8etky vyrokové premenné nepravdivé. Potom v8etky formuly obsahu-
juce iba logické spojky z danej mnoziny st nepravdivé pri tomto ohodnoteni
vyrokovych premennych.

2.16 T H F = F.
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2.4 Normalny konjunktivny a normalny
disjunktivny tvar

Definicia 2.4.1 Hovorime, Ze formula @, obsahujica n premenngch p1, pa, ...,
Dn, je realizdciou booleovskej funkcie f n premennych (n € N) prave vtedy, ked
pre kaZdé ohodnotenie u vgrokovych premenngch plati u(p) = f(u(p1), u(p2),. ..,

Je zrejmé, Ze dve formuly st sémanticky ekvivalentné prave vtedy, ked sa
realizaciou tej istej booleovskej funkcie.

Definicia 2.4.2 Literdlom [ nazijvame logickd premenni alebo negdciu logickej
premennej. Elementdarnou disjunkciou nazgvame disjunkciu  literdlov
l1VigV...Vl,. Elementdrnou konjunkciou nazjvame konjunkciu literdlov
lh Nla A ... ANl Hovorime, Ze formula je v normdlnom disjunktivnom tvare
(NDT) prdve vtedy, ked je disjunkciou elementdrnych konjunkcii. Hovorime, Ze
formula je v normdlnom konjunktivnom tvare (NKT) prdve vtedy, ked je kon-
junkciou elementdrnych disjunkcii. Elementdrnu disjunkciu nazgvame tieZ klau-
zula a normdlny konjunktivny tvar nazyvame klauzuldrny tvar.

Definicia 2.4.3 Hovorime, Ze formula o md uplng nmnormdlny disjunktivny
tvar a formula § md dplnyg normdlny konjunktivny tvar prdve vtedy, ked « je
v normdlnom disjunktivnom tvare a 8 je konjunktivnom normdlnom tvare, pricom
kazdd elementdrna konjunkcia v o a kazZdd elementdrna disjunkcia v 3 obsahuje
vSetky vyrokové premenné danej formuly.

Priklad 2.4.1 NapiSme v norméalnom disjunktivnom tvare formulu
rA(mp = (rV ).

Riesenie: r A (-p= (rV—q)) H rA(-pV(rv-q) HrA(pVv(rv-g) B
H(r/\p)V(r/\r)V(r/\—q) H(r/\p)\/r\/(r/\—\q). O

Priklad 2.4.2 NapiSme v klauzularnom tvare formulu (p A —¢q) < 7.

Riesenie: (pA—q) <1 B (pA—q)=71)A(r=(pA-q) B (-(pA—q) VT)A
A(=rVvpA=q) B (-pVaqV)A(-rVp)A(=rV-g). O

Veta 2.4.1 Ku kazdej booleovskej funkcii f existuje formula v disjunktivnom nor-
mdlnom tvare, ktord je realizdciou funkcie f. Ku kaZdej formule o existuje formula
B, ktord je v disjunktivnom normdlnom tvare a plati « 5 S.

Veta 2.4.2 Ku kaZdej booleovskej funkcii f existuje formula v normdlnom kon-
junktivnom tvare, ktord je realizdaciou funkcie f. Ku kaZdej formule o existuje
formula 8, ktord je v normdlnom konjunktivnom tvare a plati « H .

38



Priklad 2.4.3 N&ajdime formulu v iplnom normalnom disjunktivnom tvare a for-
mulu v dplnom normélnom konjunktivnom tvare, ktoré su realizdciou booleovskej
funkcie troch premennych f(z,y, z), ktora nadobtuda hodnotu 0 iba v argumentoch
(0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0) (jedna sa o usporiadané trojice ntl a jednotiek pre
postupné ohodnotenie vyrokovych premennych x,y, z).

Riesenie: K takto danej booleovskej funkcii f(x,y,2z) mozeme napisat tabulku
pravdivostnych hodnot. Pre riadky, v ktorych booleovska funkcia f(z,y, z) nado-
buida hodnotu 1, napiSeme elementarne konjunkcie Z A y A Z a to tak, Ze

_ ] = ak pravdivostné ohodnotenie u(x)=1
" | —z ak pravdivostné ohodnotenie u(x)=0

Rovnako postupujeme pre y aj z.
Pre riadky, v ktorych nadobuda booleovska funkcia f(z,y, z) hodnotu 0, napi-
Seme elementarne disjunkcie TV iV Z a to tak, Ze

P ak pravdivostné ohodnotenie u(x)=0
| —z ak pravdivostné ohodnotenie u(x)=1

Rovnako postupujeme pre y aj z.

T Ly L z H f(z,y,2) lelementérna konjunkcia Lelementérna disjunkcia
0100 1 - Ay Az

0]0]1 0 xVyV-z
01110 1 T Ay Nz

0]1]1 1 T AYNz

110]0 0 —TVyVz
1101 0 —zVyV -z
11110 0 -z V-oyVz
111 1 TANYNz

Disjunciou elementarnych konjunkcii dostaneme formulu (—a A -y A —z) V
V(rzAyA-z) V (2 AyAz) V (2 Ay A z), ktord je realizaciou booleovskej
funkcie f(z,y,z) a je v tiplnom normélnom disjunktivnom tvare.

Konjunciou elementarnych disjunkcii dostaneme formulu (z V y V —z) A
AN(—xVyVz) A (mzVyV-z) A (-xV -y Vz), ktord je realizaciou boole-
ovskej funkcie f(x,y, z) a je v uplnom normalnom konjunktivnom tvare. O

V d'alom sa budeme zaoberat uré¢enim ¢o najjednoduchsieho normalneho tvaru
formuly, ktora je realizaciou danej booleovskej funkcie. K tomu budeme pouZivat
Karnaughove mapy. Ide o prehladny zapis hodnot prislusnej booleovskej fun-
kcie (namiesto klasickej tabulky pravdivostnych hodnot) do tabulky typu 2 x 2,
v pripade dvoch premennych, do tabulky typu 2 x 4, v pripade troch premennych,
do tabulky typu 4 x 4, v pripade Styroch premennych, do dvoch tabuliek typu
4 x 4, v pripade piatich premennych a do $tyroch tabuliek typu 4 x 4, v pripade
Siestich premennych.
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Plati, ze dve susedné politka v jednej tabulke sa lisia v prave jednej zlozke.
Podobne aj dve tabulky vedla seba sa lisia prave v jednej zlozke. Teda za susedné
st povazované aj dva (3tyri) krajné Tavé (pravé) stipce resp. riadky a tiez aj krajné
(Tavy s pravym) stipce resp. riadky (horny a dolny) mapy. Z takto zapisanej bo-
oleovskej funkcie vieme pomerne jednoducho vyjadrit minimalny disjunktivny
tvar (MDT) a minimalny konjunktivny tvar (MKT) booleovskej funkcie. Su
to normalne tvary formuly pouZivajuce najmensi moZzny pocet literalov, elemen-
tarnych konjunkcif a elementarnych disjunkcif.

Ako najdeme minimélny disjunktivny resp. minimélny konjunktivny tvar bo-
oleovskej funkcie? Najprv hodnoty booleovskej funkcie zapiseme do prislusnej Kar-
naughovej mapy. Potom zdruZovanim (krazkovanim) jednotiek resp. nal uréime
prislusné konjunkcie resp. disjunkcie. Uvedme postup pri zdruzovani jednotiek (pre
zdruzovanie nul platia rovnaké pravidla). ZdruZovanie robime tak, aby vznikol ob-
dlznik (kvader, ak je aspoii 5 premennych), ktorého kazdy rozmer je mocninou
¢isla 2 a obsahuje iba jednotky a to, maximélny mozny pocet. Kazdému jednému
zdruzovaniu odpovedé nejaka konjunkcia, ktort vytvarame tak, ako sme to uviedli
v predchédzajicom priklade. Rozdiel je iba v tom, Ze tieto konjunkcie nemusia
obsahovat vSetky premenné. Cim viac jednotiek naraz zdruzime, tym menej litera-
lov obsahuje konjunkcia prislichajica tymto zdruzenym jednotkdm. Samozrejme,
moZe sa stat, Ze sa neda zdruzit viac ako jedna jednotka. V tomto zdruZovani je
skryty distributivny zakon. Napriklad jednoduché disjunkcia (z Ay) V (z A —y) je
sémanticky ekvivalentné s formulou x. V Karnaughovej mape pre booleovskiu fun-
kciu dvoch premennych by sme zdruzili dve jednotky s polickami odpovedajicich
dvojiciam 11 a 10 a napisali by sme namiesto (z Ay)V (z A —y) formulu z. Zdruzo-
vanie robime dovtedy, kym kazdé jednotka nie je niekde zdruZen4, ale tiez dbame
na to, aby pocet takychto zdruzovani bol minimélny. Nakoniec z takto ziskanych
konjunkcii napiSeme minimalny disjunktivny tvar. Poznamenajme, Ze minimélne
tvary nie su jednoznacné.

Priklad 2.4.4 N&ijdime minimélny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny
tvar booleovskej funkcie

a) f(z,y, z) z predchadzajuceho prikladu,

b) f(p,q,r), ktora nadobuda hodnotu jedna iba v argumentoch (1,1,1) a (0,0,1),

c) f(p,gq,r,s), ktorda nadobuda hodnotu nula iba v argumentoch (0,0,1,0),
(1,0,0,0), (1,0,1,0, (1,0,0,1), (1,1,0,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1),

d) f(p,q,7 s,t), ktord nadobuda hodnotu nula iba v argumentoch (0,0,0,1,0),
(1,0,1,1,0), (1,1,1,1,0), (0,1,0,1,0), (0,0,0,1,1), (0,1,0,1,1), (1,0,1,1,1),
(1,0,0,1,1), (1,1,1,1,1), (1,1,0,1,1),

e) f(p,q,7 s,t,u), ktorej hodnoty s v Karnaughovej mape nizsie (v rieSeni
tohto zadania).

RieSenie:

a) Najprv vyrieSime tuto tlohu tak, Ze pomocou sémanticky ekvivalentnych
formul zjednoduSime najprv normalny konjunktivny tvar a potom norméalny
disjunktivny tvar danej formuly.
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(:z:\/y\/—'z) A (—w\/y\/z) A (ﬂ:r\/y\/—'z) A (—'ZL'\/—‘y\/Z) H
H (yv-z) vV (@A-2)) A ((m2Vz) V (yA-y) B (yv-z) v F) A
A ((mzVvz) vV F) B (yv-z) A (-zV2)

Teda (y\/ —|Z) A (—mc \Y z) je minimalny konjunktivny tvar danej booleovskej
funkcie.

(rzA-yA-z) V (e AyA-z) Vo (teAyAz) Vo (zAyAz) H
H ((hzA=2) A (yVy) V ((yAz2) A (mevae) B ((reA-z) AT) V
V ((ynz) AT) B (raA-z) V (yAz)

Teda (—w A ﬂz) \Y (y A z) je minimalny disjunktivny tvar danej booleovskej
funkcie.

Teraz riesme tlohu pomocou Karnaughovej mapy. Hodnoty booleovskej fun-
keie, ktoré sme v predchadzajucom priklade zapisali do tabulky pravdivost-
nych hodnét, teraz zapiSeme do Karnaughovej mapy. Najprv uréime zdruzo-
vanim nul, podla predchadzajiceho postupu, minimélny konjunktivny tvar
tejto booleovskej funkcie. Vytvorime dva obdizniky rozmerov 1 x 2, ktorym
odpovedaju disjunkcie y V —z a -z V 2. p

Yz

000 010 011 001

111@
ool

100 110 111 101

Minimalny konjunktivny tvar je (ﬁx \Y z) A (y \Y ﬁz).

Teraz zdruzovanim jednotiek uréme minimalny disjunktivny tvar. Opét vy-
tvorime dva obdlzniky rozmerov 1x 2, ktorym odpovedaji konjunkcie ~zA—z

ayANz.
Yz

L ]1][1]]0
0loll1]o

Minimélny disjunktivny tvar je (—\x A ﬂz) \% (y A z).

V predchadzajicej Karnaughovej mape, a aj v nasledujicich, budeme pri ur-
¢ovan{ minimalnych konjunktivnych resp. disjunktivnych tvaroch rovnakou
farbou oznacovat disjunkcie resp. konjunkcie a im odpovedajuce zakruzko-
vané oblasti v Karnaughovej mape. V b), v ¢) a v d) zapiSeme booleovské
funkcie do prislusnych Karnaughovych mép a uréime minimalne disjunk-
tivne a minimalne konjunktivne tvary pre dané booleovské funkcie. V e),
kedZe funkcia je dand v Karnaughovej mape, prvy krok vynechavame.
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qg_r qg__ T

0100l 1 000 |@
p‘fjoliol@ Pl O |0 |0

)

Minimélny konjunktivny tvar je (—|p \Y, q) A (p \Y —\q) AN
Minimalny disjunktivny tvar je (p AgA 7‘) vV (ﬂp A =g N 7’).

0 10 °11 o0 00, 10 11 .01

o 1([0]1]1 o 1]0[1]1

w[olllo]l 0 |[0] 000010
pq pq —

uof[ 1110 Tulo a0

ol 1111 o T 111 1

Miniméalny konjunktivny tvar je (—pV¢) A (gV—-rVs) A (-pVr).
Minimalny disjunktivny tvar je (—p A=) V (¢Ar) V (mpAs).
Q)
t
/\
0 1
rs rs
00 10 11 01 00 10 11 01
o/ 111 @7 1111 @,
o 1|10 1 111 ([0[|O0
” 0 0[] 0]
a1l 1] |1]1]lol]o]
oif 1 |11 Wﬁ 1171 Wﬁ

Minimalny konjunktivny tvar je (—\p VsV —\t) A(pVrv=s) A (—\p vV —or Vv _|S)ﬂ

6Pri zdruzovani dvoch a dvoch nal v tretich stipcoch a v druhom a tretom riadku sme vyuzili
susednost map.
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/\
0 1
s s
00 10 11, 01 00 10 11, 01
ol T 1110 T 11 10
w 1] 1llolal [1]1]olo
| L 1
a1l 1lfola] [1]1lo]o
o 1 (1] 1]] 0 Ll 1]] o

e) /{;\
0 1
00 10 rf.ll. 01 , 00 , 10 rf,ll, 01 ,
o 1] 1{lo]o| |o]1]lo]o
ol 11111 11101
0 P4 — —
[ 0l 1|11 ol[1]0]1
01 1 (0] 1 Ol 11([0]] 1
u
ol 1] 1{lo]o]| o] 1]lo]o
w1 ,111010 Ol 11]1]1
1 Pq
110\0 01 olff1]1]1
ol o/l o [0 1 ol 1[0]] 1

Minimalny konjunktivny tvar je (7‘ VsV -tV ﬁu) A (ﬁq VarVviV ﬁu) A
A (pVv-rv=as) A (pvavos) A (pvrvsvat) A (mgVrVs) A
A VAN
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/\
0 1
s s
00 10 11 01 00 10 11 01
oo 111010 olltilo]o
o 1/(1]] 1|1 {1l o]
0 pgq — —
| 0111 |1 oll1l] 0|1
o] 0 |1]l0]1 0llt]l o] 1
u
ol 11/l01]0 01l1]l0] o0
1011010 oll1/|[1]1
1 g — f
ulo ool oll1][1 |1
0] 0]0|0]1 01([1]] 01

Minimélny disjunktivny tvar je (7‘ A =8 A ﬁu) \Y (r A—sA t) V ((/ A=rAs)V

V (p ANSNEN u) \Y, (—\q ANRREAN —\t) \Y, VI(pA—gA—-rA ﬁ(/). O

Ulohy

2.17 Zistite, ¢i dané formuly st sémanticky ekvivalentné:

a) (rz=y)=2) < (xA2), (Vv -z) = (—xAy),

b) (x=y)V(ze ), 2= (mzVy).

2.18 Najdite formuly sémanticky ekvivalentné s formulami

f@,y) = (-z = y) A(mx Ay), g(@,y,2) = (@ Vy) = (2@ A y) A-z),
h(p,q,r,s) = (pV qV —r) = —s tak, aby obsahovali iba:

a) negécie a disjunkcie,

b) negéacie a konjunkcie.
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2.19 Najdite tplny normalny disjunktivny tvar a tplny normélny konjunktivny
tvar booleovskej funkcie realizovanej formulou:

a) (rx=y)AzAYyA(zVy),

)

b) Z/\(‘!QJV(—!Z:>I’)),

o) (p= g A((~g=r)V=lpr-r),
d) (pVvVqV-r)e s

2.20 Najdite minimalny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny tvar pre
funkcie v predchédzajucom priklade.

2.21 Najdite uplny normélny disjunktivny tvar booleovskej funkcie, ktorej aplny
normalny konjunktivny tvar je:

a) (xV-yVz) A (mzVoyVoz) A (mzVyVoz),
b) (:z:\/y\/z) A (ﬂx\/—'y\/—\z) A (ﬂx\/—'y\/z) A (x\/ﬂy\/—'z),
c) (—mc\/y\/z) A (:rv—|y\/—|z).
2.22 Najdite uplny norméalny konjuktivny tvar booleovskej funkcie, ktorej aplny
norméalny disjunktivny tvar je:
a) (rz A-yAz) Vo (tzAyA-z) Vo (zAyA-z) V(B Ay Az),
b) (a:/\y/\—\z) \% (—w/\—'y/\ﬂz),
c) (xA—'y/\—\z) Vv (—\x/\y/\z) V (x/\y/\z) \% (—\a:/\y/\—'z).

2.23 Nech booleovska funkcia f(x,y,z) je dana tabulkou. N4jdite jej uplny nor-
malny konjunktivny tvar a minimalny disjunktivny tvar.

vlyl=]l/
1[1]1]0
1/1]{0]1
1jo[1]0
1001
0]1]1]0
o[1]0]1
0[o0][1]1
0]0/0]1

2.24 Najdite uplny normalny disjunktivny tvar booleovskej funkcie realizovanej
formulou ¢ a minimalizujte ho pomocou Karnaughovej mapy, ak formula ¢
jer

a) ((zV-z)=y) e (-yAz),
b) (z & —y) = (2 A ),
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o) ((hzV-y)Az) & u) = (mzA-w).

2.25 Nijdite tplny normalny konjunktivny tvar booleovskej funkcie realizovanej
formulou ¢ a minimalizujte ho pomocou Karnaughovej mapy, ak formula ¢
je:

a) 76 (y = (=0 v 2)),
b) (mx = y) Az,
c) (rzA=(zAYy) V.

2.26 Najdite miniméalny disjunktivny tvar booleovskej funkcie f(p,q,r,s), ktora
nadobuda hodnotu 0 iba v argumentoch (1,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,1,1), (1,1,0,0),
(1,0,1,1), (0,0,0,0), (1,1,1,0).

2.27 Najdite minimélny konjunktivny tvar booleovskej funkcie f(p,q,r,s), ktora
nadobida hodnotu 1 iba v argumentoch (0,1,0,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (0,0,1,1),
(0,1,1,1), (1,1,1,1).

2.28 N4jdite minimélny disjunktivny tvar booleovskej funkcie f(p,q,r, s,t), ktora

nadobtda hodnotu 1 len v argumentoch: (0,0,0,0,-), (1,1,1,1,-), (0,0,1,0,-),
(170’17170)’ (170717030)7 (170’07170)’ (17070’030)7 (171’0717_)'

2.29 Najdite minimalny konjunktivny tvar boolovskej funkcie f(x,y, z,t,u), ktora
nadobtida hodnotu 1 len v argumentoch:

a) (05070707')7 (1a171717')7 (07(),170")7 (1707171a0)? (170717()’0)7 (1a0507170)a (1a0707070)7
(1717071")7

b) (1,0,1,0,0), (1,1,1,0-), (1,1,0,1,0), (0,0,1,0,1), (1,0,1,0,1), (0,1,0,1,0),
(1,1,1,1,1), (1,0,0,1,0), (0,0,0,1,0), (0,0,1,1,0), (1,0,1,1,1),

C) (13071713_)7 (13071703_)7 (03170707_)7 (03171717_)7 (030717170)7 (030717070)a (171317171)3

d) (1,0,1,1,—), (1317070a_)7 (1a17071a_)7 (0317071a0)7 (Oa07071a_)7 (OaOale—); (1a0507171)7
(1,0,1,0,1).

2.30 N4jdite minimalny konjunktivny tvar booleovskej funkcie f(x,y,z,t), resp.
f(z,y, z,t,u) ktord ma tplny normélny disjunktivny tvar:

a) (xA-yAzA=t) V (mz Ay AzAL) V (zAyA-zA—t) V (T Ay AzAL) V
V (mz Ay A-zAt) V(s Ay A-zAt) V(@ Ay Az AL,

b) (mzAyAzA=t) V (zA-yA-zAL) V (mAyA-zAL) V (mzAyA-zA-t) V
V (mz Amy Az At) Vo (me Ay Az At) V(2 Ay Aoz A ),
o) (AyA-zAt) V (zAyAzAt) V (tzAyA-zAt) V (mzAyAzAL) V
V (rzAyAzASt) Vo (mz Amy Az At),
d) (zAyA-zA=t) V (zAyA-zALt) V (zAyAzAL) V (e AyA-zA-t) V
V (mzAyA-zAL) V (mzAyAzAL) Vo (mz Ay AzAL) V(@ AyAzA-t),
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e) (A-yAzA=tAu) V (tzA-yAzAtA-u) V (ZAyA-zAEA-u) V
V (mz Ay A-zAtAu) Vo (z Aoy AzAtA—u) Vo (meA-y Aoz AtAu) V
V (zA-yA-zAtA-u) Vo (mz Ay Aoz A—tA-u) V(2 Ay AzAEAu) Y
V (mz Ay AzAtAW) V (mz Ay A-zAtAu),

f) (AyAzA—tAu) V (tzsAyA-zAtAu) V (tz Ay AzAtAu) V
(rzAyA-zA-tAu) V (A yAzA—tA-u) V (me AyAzA-tAu) V
(xAyA=zAtA-u) V (zA-yA-zAtA-w) V (zAyAzA—tA—u) V
(rzAyAzAtAW) V (zAyA-zAtA-u) V (tz Ay A-zAtAu)

)

Vv
v
v
g) (xA-yA-zA=tA-u) V (tzAyA-zAtAu) V (ta Ay AzAtAu) V
V(zAyAzAtAu) V (@A-yAzAtA-u) V (tz AyAzA-tAu) V
V (zAyA-zAtA-u) V (z Ay A=z AtA-u) Vo (zAyAzA—tA-u) V
V (rz AyAzAtAu) Vo (mz Ay Aoz At Au).
2.31 Najdite minimalny disjunktivny tvar booleovskej funkcie f(x,y,2,t), resp.
f(x,y, z,t,u) ktord mé tplny normalny konjunktivny tvar:

a) (x\/ﬂszV—\t) A (m\/—\y\/z\/t) A (asv;g\/z\/—\t) A (—\Jc\/—\y\/ﬂz\/t) A
/\(ﬂx\/—\y\/z\/t) A (—\x\/—\y\/—\z\/—\t) A (—\x\/y\/—\z\/—\t),

b) (mzVyV-zV-t) A (maVyV-zVie) A (maV-oyV-ozVe) A (zVoyVazV-t) A
A (zV-yV=zVE) A (maVyVzVvie) A (zVyV-zVat) A (maVyVzyv-t),

¢) (maVyVv-zVt) A (@VyVozVie) A (zVyVozVat) A (zVoyVozVi) A
A (mzV oy V-z Vi),

d) (reVyVzVvivu) A (mzVyV-ozVivu) A (zVyVozVoatVa) A
A(mzV-oyVazVivu) A (maV-yV-ozVivue) A (mzVyVzV-tVau) A
A (mzVyVzViv-u) A (maVyV-ozViV-ou) A (mzVoyVaViEy ou) A
A (mzV-yV-zViEV-u) A (zVyV-zViv-u) A (zV-oyV-z ViV -u) A
AN(zVyV-zV-tV-u) A (meVyVzV-tV-u),

e) (xvyvzvivu) A (zV-yVzVivu) A (zVyV-zViVa)
A@vyVzVv-tvu) A (zV-yV-ozVivu) Az VoyVzV-tVa)
A(@VyVzViv-u) A (@VyV-zViv-u) A (zV-yVzViV-u)
A (zVoyVozVEV-w) A(-zVyV-zV-tV-u) A (mzVyVzV -ty -w)
A(mzVoyVozV otV o) A (maVoy VeV otV ou),

A
A
A
A

f) (xvyvzVvt) A (zVoyVazV=t) A (@V-yV-zVe) A (zV-oyVozVat) A
/\(ﬂx\/y\/z\/—\t) A (—\x\/y\/—\z\/—\t) A (ﬂx\/y\/—\z\/t)7

g) (mzVyVvzVt) A (mzVyVzVv-t) A (zVoyVozVat) A (zVyVozVat) A
A(rzVyV-zVat) A (zVyVazVv-t),

h) (mzV-oyVozv-tvVa) A (zV-yVozV-atVu) A (naVy VeV -tV -u)
A (mzVyV-zV=tV-u) A (mzVyV-zViv-u) A (zVyVzV-tV-w)
A(zVyV-zV-tv-u) A (zVyV-zVEV-u).
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2.32 Najdite minimélny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny tvar boole-
ovskej funkcie f(p,q,r, s, t,u), ktora nadobida hodnotu 1 len v argumentoch:
(0,0,0,0,-,-), (1,1,1,1,1,-), (0,0,1,1,0,0), (1,0,1,1,1,-), (1,0,1,1,0,0), (1,0,0,1,0,1),
(1,0,0,0,0,-), (1,1,0,1,-,1), (0,0,0,1,--), (1,1,0,0,0,-), (0,1,0,0,-,-), (1,1,1,1,0,0),
(0,1,1,1,0,0), (0,1,0,1,--), (1,0,0,1,1,1).

Vysledky
2.17 a) nie, b) ano.
218 a) f = 2(=(zVy ValzV-y), g=-(Vy V-a(a(zVy Vz),
h:ﬁ( \/q\/ﬁT)Vﬁs,
b) f==(meA-y) A=(mz Ay), g=~(2(czA-y) A=(=(zA-y) A=),
h==(=(=pA=gAr)As).

2.19 a) (zAy), (rzVy) AV -y A(zVy),
b)(x Ay Az)V(eA-yANz)V(xAyAz)V(xA-yAz2),
(mxV-oyVz)A(mzVyVz)AlzV-yVz)A(xzVyVz),

) (pAgAT)V (PAGA=T)V (P AGAT)V (ZPAGA-T)V (mp A =g AT),
(pVgV-r)A(-pVqVr),

d) (—\p/\—\q/\—\r/\—\s) V (p/\q/\—\r/\ﬂs) V (p/\—\q/\r/\—\s) V (p/\—\q/\—\r/\—\s) V
V (—\p/\q/\r/\ﬂs) V (ﬂp/\—\q/\r/\s) V (—\p/\q/\—\r/\ﬂs) V (p/\q/\r/\ﬂs),
p\/q\/r\/ﬁs) N (ﬁp\/ﬁq\/r\/ﬁs) A (ﬁp\/q\/ﬁr\/ﬁs) N (ﬁp\/q\/r\/ﬁs) N
A (p\/ﬁq\/ﬁrVﬁs) N (p\/q\/ﬁr\/s) A (p\/ﬁqu\/ﬁs) N (ﬁp\/ﬁq\/ﬁr\/ﬁs).

2.20 a

d) (=pV-s)A(mgV-s)A(rVas)A(pVagV-rVs), (pA-s)V(gA-s)V
V(=r A=s)V(—pA-gArAs).

2.21 a) J;/\y/\—\z) \Y (x/\—\y/\—\z) \Y (ﬂx/\y/\z) \Y (ﬁx/\—'y/\z) \ (—m/\—\y/\—\z),
(m/\—\y/\z) \% (xA—'y/\—\z) \% (ﬂa:/\y/\—\z) V (ﬂx/\—'y/\z),
:z:/\y/\z) \% (1:/\y/\—\z) V (x/\ﬂy/\z) V (ﬂx/\—'y/\z) \%
\/(—a:/\ﬂy/\ﬂz) vV (mz Ay A-z).

2.22 a) (~zV-oyVz) A (mzVyVoz) A (zVoyVoz) A (zVyVz),
(—w\/ﬁy\/ﬁz) A (mzVyv-z) A (mzVyVz) A (zVoyVoz) A
A (zV-yVvz) A (zVyV-z),

c) —mr\/—'y\/z) A (—mc\/y\/ﬂz) A (x\/y\/—'z) A (x\/y\/z).

2.23 (—w\/—'y\/ﬂz) A (—w\/yv—\z) A (xv—|y\/—|z),

(ﬁw/\ﬁy) V -z,
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2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

a) (—wv/\—\y/\—'z) Vv (—w/\ﬂy/\z) \ (:E/\ﬁy/\ﬂz),
(ryA=z) Vo (mz Ay,

b) (xAyA=z) V (mzAyAz) V (mzA-yA=z) V (2AyAz) V (maA-yAz),
(zAy) V (ynz) Vv (-zA-y),
o) (rz Ay A-zA-uw) Vo (mz Ay A-zAu) Vo(mz Ay Az A ou)

V (—w/\y/\—'z/\ﬂu) V (ﬂx/\y/\—'z/\u) Vv (—w/\y/\z/\—'u)
V (x/\—|y/\—|z/\u) V (:E/\ﬁy/\z/\—'u) V (x/\y/\—'z/\u) \% (x/\y/\z/\u ,

)
(ﬁx/\ﬁz) V (ﬁz/\u) V (ﬁx/\ﬁu) V (x/\y/\u) V (ﬁy/\z/\ﬁu).
)

V
V

a (m\/y\/z) A (x\/y\/ﬁz) A (ac\/ﬁy\/z) A (xVﬁyVﬁz) A (ﬁx\/ﬁy\/z ,
T A (ﬁy\/z),
;E\/y\/z) (Jc\/y\/ﬁz) A (x\/ﬁy\/ﬁz) A (ﬁ:v\/y\/ﬁz) A (ﬁaﬁ\/ﬁy\/ﬁz),
(x\/y) N —z,

c) —\:L‘\/sz\/u) A (ﬂx\/—\y\/zVu) N (—mc\/y\/—\z\/u) A
/\(—‘x\/—\y\/—\z\/u) A (x\/y\/—\z\/u),

—zVu) A (yV-zVau).
(-pATA=s) V (pA-gA-T) V(- Ag) Vo (gAs).
(=pvrVv=s) A (=pVg) A (pVs) A (gVr).
(-pA=gA=s) V (pAgAs) vV (pA—gAt).

a) (xV-t) A (myVie) A (mzVyV o),
b) (zvV-u) A (zV-yV-t) A (zV-tV-u) A (-yV-zV-tVu) A
A(zVivu) A (meV-ozVatvVu) A (2ViE),

¢) (reVvz) A (mzVoyVou) A (myVozVat) A (zVy Vo) A
A(yvz) A (zv-t),

d) (zvit) A (myVv-z) A (yVvivu) A (zV-yV-u) A (yVzVve) A
A (mzVyVzVu).

d (x\/—uz\/t) A (y\/z) (—\m\/y),
zV-ozVE) A (maVzVt) A (maVatVou) A (zVeVatVa) A
A (myV-z),

f) (maV-ozvat) A (mavotvou) A (yVivou) A (zva) A (naVoyVavi),
g) (hxVyVv-u) A (mzVatVu) A (zVyVie) A (yVezVatVou) A
A (myvavivu) A (mzvzVou) A (mzVEV-u) A (zVu).
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2.31 a) (~zAz) V (-yA-t) Vo (zA-DzAL),
b) (mxA-z) V (yA-z) Vo (ma Ay Ant) V(2 Ay AL,

c) "z V (x/\t) V (y/\t),
d) (rzA-z) V (mzAatA-u) Vo (yAL) V(T Az AL,
e) (zAtA-u) V (mzAtAu) V (zA-u) V(@ At),
(zAy) V (zA—zA=t) V (yA-zA=t) V (ma Ay At) Vo (mzA-yAz),
g (—mc/\—'t) V (ac/\y) \% (y/\—|z) V (z/\—|t)7
h) (mzA-w) V (mzAt) Vo (yAu) Vo (mtA-u) Vo (my A w).

2.32 —|p/\—|7") (p/\r/\s/\t) \Y, (ﬂr/\s/\u) V (—n“/\—'s/\ﬂt) V (7‘/\—|s/\—|t/\—\u),

—pVsV=t) A (pV-rV—t) A (-pVrV-asVu) A (-rVEv-w) A (-rVs).

)
)
)
)
)
f)
)
)
(
(

2.5 Syntax vyrokovej logiky

V predchédzajacich kapitolach sme sa zaoberali sémantikou vyrokovej logiky, zau-
jimala nas pravdivostné hodnota formul.

Najdolezitejsim pojmom syntaxe je pojem dokazu. NaSou snahou je z tvrdeni,
ktoré prijmeme za spravne, odvodit (dokazat) dalsie.

Uvedme si jednoduchy priklad. Majme nasledujtice vyroky:

(1) ,,Ak bude v sobotu pr3at, ostanem doma.“
(2) ,,Ak ostanem doma, umyjem auto.“

(3) ,V sobotu bude prgat.”

Na zaklade tvrdeni (1) a (3) odvodime, Ze ostanem doma. Intuitivne totiz
vieme, Ze , Ak prvé, tak druhé. Prvé. Teda aj druhé.“ A na zéklade tohto tvrdenia
a tvrdenia (2) odvodime, Ze umyjem auto.

V syntaxi vyrokovej logiky budeme Studovat jeden z viacerych odvodzova-
cich systémov, ktory obsahuje dopredu prijaté pravdivé formuly nazyvané axiémy
(predpoklady) a odvodzovacie pravidlo. Tento odvodzovaci systém nam dovoli od-
vodit z danej mnoziny formil d'alsie formuly.

Za axiomy vyrokovej logiky vezmeme vietky formuly, ktoré maji niektory
z tvarov:

VL 1 = (=9
VL 2 (o= @=0)=(¢=v)=(p=19)
VL 3 (o= ) = (Y= o)

formuly ¢, ¥, 8 vyrokovej logiky.

KedZe axiéomy VL 1, VL 2 a VL 3 predstavuja iba schémy, ide vlastne o neko-
necne vela axiom koneéne vela typov.

Za odvodzovacie pravidlo vezmeme modus ponens, podla ktorého z dvo-
jice formil ¢ a ¢ = 1 odvodime formulu .
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Budeme to zapisovat nasledovne:

MP
®
=19
(]

Nad ¢iarou su predpoklady a pod ¢iarou je zaver.
Pokial prijmeme tieto vyssie uvedené tri axiémy a odvodzovacie pravidlo mo-
dus ponens, tak vieme dokazat vSetky tautologie vyrokovej logiky.

Priklad 2.5.1 Rozhodnime, ¢ v nasledujtcich prikladoch je spravne pouzité od-
vodzovacie pravidlo modus ponens resp. dopliime chybajtice ¢asti viet tak, aby
bolo spravne pouzité:

a) Anka Studuje medicinu.
Ak Anka Studuje medicinu, musi sa vela udit.
Anka sa musi vela uéit.

b) Ak Janko méa 18 rokov, je dospely.
Janko je dospely.
Jablko ma 18 rokov.

¢) Marienka ma dnes narodeniny.
Ak ..., mama upedie tortu.

d) ...
Ak je mrazivé pocasie, . ...
Nenastartujem auto.
Riesenie:

a) Ozna¢me: s —,Anka $tuduje medicinu.”, u — ,Anka sa musi vel'a udit.“. Potom
vyrokom nad ¢iarou odpovedaju formuly s, s = u a vyroku pod ¢iarou
odpoveda formula u. Teda odvodzovacie pravidlo modus ponens je spréavne
pouzité.

b) Ozna¢me: o — ,Janko méa 18 rokov.”, d — , Janko je dospely.“. Potom vyrokom
nad CGiarou odpovedaju formuly o = d, d a vyroku pod ¢iarou odpoveda
formula 0. Odvodzovacie pravidlo modus ponens nie je spravne pouzité.

¢) Ozna¢me: n — ,Marienka mé dnes narodeniny.“, ¢ — ,Mama upedcie tortu.”.
Ak vieme, Ze jednému vyroku nad ¢iarou odpoveda formula n, tak druhym
predpokladom v tvahe musi byt formula n = ¢ a zaverom formula ¢, aby
odvodzovacie pravidlo modus ponens bolo pouzité spravne. Teda doplnenim
odpovedajicich vyrokov, dostaneme

Marienka mé dnes narodeniny.
Ak md Marienka dnes narodeniny, mama upecie tortu.
Mama upecie tortu.
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d) Ozname m — ,Je mrazivé pocasie.”, n — ,NaStartujem auto.“. Ak vieme, Ze
vyrok nad ¢iarou, ktorému odpoveda formula v tvare implikacie s predpokla-
dom m a ak vieme, Ze vyroku pod ¢iarou odpoveda formula —n, tak zdverom
implikacie musi byt formula —n a druhym predpokladom v avahe, pri sprav-
nom pouZiti odvodzovacieho pravidla modus ponens, musi byt formula n.
Teda doplnenim odpovedajicich vyrokov, dostaneme

Je mrazivé pocasie.
Ak je mrazivé pocasie, nenastartujem auto.
Nenagtartujem auto. O

Definicia 2.5.1 Ak pouZijeme odvodzovacie pravidlo prdave raz na odvodenie for-
muly Y z formil o1, 2, ..., K, hovorime, Ze formula 1 je bezprostrednym do-
sledkom formil v1, @2, ..., QL.

Definicia 2.5.2 Nech F je lubovolny systém formail vyrokovej logiky. Dékazom
zo systému predpokladov F nazgyvame takid postupnost formil o1, w2, ..., Qi VJ-
rokovej logiky, Ze pre kaZdu formulu ; plati niektord z moznosti:

a) je ariomou vyrokovej logiky,

b) je jednym z predpokladov systému F,

¢) je bezprostrednym désledkom niektorych dvoch predchddzajicich formal po-
stupnosti.

Definicia 2.5.3 Formula ¢ sa nazjva dokdzatelnd zo systému predpokladov F
prave vtedy, ked existuje dokaz zo systému predpokladov F, ktorého posledngm
clenom je formula v. Zapisujeme F F .

Definicia 2.5.4 Formula ¢ sa nazijva dokdzatelnd vo vijrokovej logike prdive
vtedy, ked je dokdzatelnd bez predpokladov. Zapisujeme b .

Definicia 2.5.5 Formula ¢ sa nazgva vyvrdtitelnd zo systému predpokladov F
prdve vtedy, ked jej negdcia je dokdzatelnd zo systému predpokladov F.

Definicia 2.5.6 Hovorime, Ze systém formail vyrokovej logiky je sporny prdve
vtedy, ked je v 1iom dokdzatelnd kazZdd formula vijrokovej logiky. Ak systém nie je
sporny, hovorime, Ze je konzistentny.

Teraz si ukdzeme platnost niektorych d'alsich odvodzovacich pravidiel, ktoré
napomaéahaji pri najdeni potrebnych dokazov.

Veta 2.5.1 (O tranzitivnosti implikacie) Pre kaZdy systém formul F a pre lu-
bovolné formuly vijrokovej logiky ¢, v a 0 plati

Ak Frop=vYaFtFy=0, tak Flp=10.
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Ak zo systému predpokladov F je dokazatelna formula ¢ = 9 a tiez formula
1 = 6, tak zo systému predpokladov F je dokazatelné aj formula ¢ = 6.

Dokaz: Dokaz formuly ¢ = 6 zo systému predpokladov F ziskame spojenim do-
kazov formul ¢ = v a ¢ = 0 zo systému predpokladov F a pridanim postupnosti
nasledujucich formul

L =9 predpoklad

2. v=10 predpoklad

3 (p=W=0)=(r=>v¢)=¢=10) VL 2

4 (W=0)=(p= W =10) VL 1

5. p=(p=10) MP(2,4)

6. (p=1v)=(p=190)) MP(5,3)

7. p=10 MP(1,6) O

Priklad 2.5.2 Rozhodnime, ¢ v nasledujicich prikladoch je spravne pouzita veta
o tranzitivnosti implikacie resp. dopliime chybajtce ¢asti viet tak, aby bola spravne
pouzita:

a) Ak bude pekne, pdjdem von.
Ak pdjdem von, budem hrat futbal.
Ak bude pekne, budem hrat futbal.

b) Ak pracujem, zarabam.
Ak pracujem, som mudrejsi.
Ak zarabam, som mudrejsi.

¢) Ak ..., budem spokojny so svojim Zivotom.
Ak ..., uvidim ako ziju I'udia inde.
Ak budem vela cestovat, budem spokojny so svojim Zivotom.

d) Ak rano zazvoni budik, ....
Ak vstanem,. . ..
Ak ..., zistim, aké je vonku pocasie.

RieSenie:

a) Ozna¢me: p — ,Bude pekne.”, v — Pojdem von.“, f — Budem hrat futbal.”.
Potom vyrokom nad ¢iarou odpovedaja formuly p = v, v = f a vyroku pod
¢iarou odpoveda formula p = f. Teda veta[2.5.1] je pouzita spravne.

b) Ozna¢me: p — ,Pracujem., z — ,Zardbam.“, m — ,Som mudrejsi.“. Potom
vyrokom nad ¢iarou odpovedaji formuly p = z, p = m a vyroku pod ¢iarou
odpoveda formula z = m. Veta[2.5.1] nie je pouZita spravne.

¢) Ozna¢me: ¢ — ,Budem vela cestovat.“, u — ,Uvidim ako ziju ludia inde.”
s — ,Budem spokojny so svojim zivotom.“. Vyrokom nad ¢iarou odpovedaji

53



formuly v tvare implikacie, pricom ich zavery st formuly s a u a vyroku pod
¢iarou odpovedé formula ¢ = s. Ak ma byt spravne pouzita veta 2.5.1] tak
musime doplnit formuly u a ¢ do chybajucich predpokladov implikacii. Teda
doplnenim odpovedajucich vyrokov, dostaneme

Ak wvidim ako Ziji ludia inde, budem spokojny so svojim Zivotom.
Ak budem vela cestovat, uvidim ako ziju I'udia inde.
Ak budem vela cestovat, budem spokojny so svojim Zivotom.

d) Oznacme v —,Vstanem.”, z — Rano zazvoni budik.“, p -, Zistim, aké je vonku
pocasie.“. Vyrokom nad ¢iarou odpovedaju formuly v tvare implikacie, pri-
¢om ich predpoklady st formuly z a v a vyroku pod ¢iarou odpoveda tiez
formula v tvare implikacie, ktorej zaver je formula p. Ak ma byt spravne
pouzita veta tak musime doplnit formuly v a p do chybajacich za-
verov implikacii a formulu z do chybajiceho predpokladu. Teda doplnenim
odpovedajucich vyrokov, dostaneme

Ak rano zazvoni budik, vstanem.
Ak vstanem, zistim, aké je pocasie.
Ak rdno zazvoni budik, zistim, aké je vonku pocasie. O

Veta 2.5.2 (Zakon Dunsa Scota EI) Pre lubovolné formuly vijrokovej logiky
a v plati
F o= (0 =19).

Ak prijmeme negaciu formuly ¢, tak z predpokladu ¢ uz vyplyva ¢okolvek. Ak
nie som doma, tak uréite z predpokladu, Ze doma som, uz vyplyva ¢okol'vek.

Dokaz: Nasledujica postupnost formul je dokazom formuly —¢ = (¢ = ) zo sys-
tému predpokladov F.

1. o= (v =-p) VL 1
2. (=)= (p=) VL 3
3. o= (p=1) veta o tranzitivnosti implikécie O

Doésledok 2.5.1 Systém formail F je sporny prive vtedy, ked z F je dokdzatelnd
nejakd formula ¢ a sucasne aj jej negdcia —p.

Dokaz: Ak systém formul F je sporny, tak podla definicie[2.5.6] z F je dokazatelna
kazd4a formula. Teda aj formuly ¢ a —p. Nech zo systému F je dokazatelna nejaka
formula ¢ a sucasne aj jej negacia —p.

Potom dokaz odvodenia nejakej formuly 1 zo systému F ziskame pridanim
postupnosti nasledujtcich formul

7John Duns Scot - anglicky teolog a logik
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1. ¢ predpoklad

2. - predpoklad

3. o= (p=1) zékon DS

4. (=) MP (2,3)

5. Y MP (1,4) O

Pred uvedenim dalsich viet poznamenajme, Ze ak F je systém formul a ¢
je formula vyrokovej logiky, tak pod zapisom F, ¢ rozumieme systém formul F
roziireny o formulu ¢, t. j. F U {p}.

Nasledujice odvodzovacie pravidlo je najdolezitejSie a najviac pouzivané od-
vodzovacie pravidlo.

Veta 2.5.3 (O dedukcii) Pre kazdy systém formil F a pre lubovolné formuly
vyrokovej logiky ¢, ¢ plati

F, p b prive vtedy, ked F = ¢ = 1.

Zo systému predpokladov F, ¢ je dokazatelna formula ¢ prave vtedy, ked
zo systému predpokladov F je dokazatelna formula ¢ = 1. Princip umoziuje
z existencie dokazu zo systému predpokladov F, ¢ obsahujicich formulu ¢ odvodit
existenciu doékazu zo systému predpokladov F, ktory uz formulu ¢ neobsahuje.
A naopak.

Dokaz: Nech F F ¢ = 1. Teda existuje dokaz formuly ¢ = 1 zo systému pred-
pokladov F. K tomuto dokazu pridame formulu ¢, ¢o je jeden z predpokladov
systému F, ¢ a formulu v, ktoru ziskame pouzitim odvodzovacieho pravidla mo-
dus ponens na formuly ¢ = 9 a . Pridanim tychto dvoch formul ziskame dokaz
formuly ¢ zo systému predpokladov F, ¢.

Nech F, ¢ F 9. Teda existuje dokaz formuly ¢ zo systému predpokladov
F, . Nech tymto dokazom je postupnost formal o1, @2, ..., g, priCom ¢y je
1. Matematickou indukciou ukadzeme, ze F F ¢ = ;. Rozoberieme jednotlivé
moznosti, akymi sa do dokazu mohla dostat foormula ;.

i) Ak ¢; je axidma vyrokovej logiky alebo jeden z predpokladov systému F,
tak postupnost formul

L e
2. = (=) VL1
3. o= MP(1,2)

je dokazom formuly ¢ = ¢; zo systému predpokladov F.

ii) Ak ¢; je formula ¢, teda je jednym z predpokladov systému F, ¢, tak po-
stupnost formul
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L. o= (p=p)=v) VL1
2. (p=((r=0)=0)=>(p=(p=9)=(p=¢) VL2
3. (p=>(e=9)=>(p=9) MP(1,2)
4. o= (=) VL1
5 o= MP(3,4)

je dokazom formuly ¢ = .

iii) Ak ¢; je bezprostrednym dosledkom formil ¢; a ¢/, kde 7,5 < i, tak for-
mula ¢; je tvaru ¢; = ;. Podla indukéného predpokladu, existuju dokazy
formdal ¢ = ¢; a ¢ = (¢; = ;) zo systému predpokladov F. Ak tieto
dokazy spojime a pridame k nim formuly

1. o=y predchéadzajice

2. o= (9= ) predchéadzajice

3. (p=(pi = i) = (= ¢5) = (¢ = ¢i)) VL2

4. (p= )= (p=¢) MP(2,3)

5. (¢ =i MP(1,4),
dostaneme dokaz formuly ¢ = ¢; zo systému predpokladov F. O

Priklad 2.5.3 Pouzitim vety o dedukcii preformulujme nasledujicu tvahu:
Viem anglicky.
Mam cerveny diplom.
Ziskam dobré zamestnanie.

RieSenie: Oznac¢me: x — ,Viem anglicky.”, y — ,Mam &erveny diplom.“, z —, Ziskam
dobré zamestnanie.“. Potom vyrokom nad ¢iarou odpovedajua formuly x, y a vyroku
pod ¢iarou odpoveda formula z, ¢o mozeme zapisat {x, y} F z. Ak pouZijeme vetu
tak to méZzeme prepisat dvoma sposobmi:

a) z Fy =z, éomu odpoveda

Viem anglicky.
Ak mam cerveny diplom, ziskam dobré zamestnanie.

b) yF a = z, ¢omu odpoveda

Mam cerveny diplom.
Ak viem anglicky, ziskam dobré zamestnanie. 0

Pouzitim vety o dedukcii mézeme preformulovat Zakon Dunsa Scota:
- F ¢ = ¢ resp. {—p, v} F ¥, ¢o modZeme formulovat ako ,z nemozného je
dokazatelné ¢okol'vek*.

Priklad 2.5.4 Rozhodnime, ¢ v nasledujicich prikladoch je spravne pouzity zé-
kon Dunsa Scota spolu s vetou o dedukcii resp. dopliime chybajice ¢asti viet tak,
aby bol spravne pouzity:
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Nie je skaskové obdobie.

Ak je skuskové obdobie, u¢im sa.

St prazdniny.

Ak ..., chodim do gkoly.
Snezi.
Nesnezi.

Na Marse nie je zivot.

Jozef nemé rad Spenat.

Korytnica je mineralna voda.

RieSenie:

a)

Oznacme: s — ,Je skiskové obdobie.”, v — ,,U¢im sa.“. Potom vyroku nad
¢iarou odpovedé formula —s a vyroku pod ¢iarou odpovedé formula s = w.
Teda veta [2.5.2] spolu s vetou [2.5.3] je pouzita spravne.

Oznacme: p — St prazdniny.”, s — ,,Chodim do 8koly.“. Potom vyroku nad
¢iarou odpoveda formula p a vyroku pod ¢iarou odpovedé formula v tvare
implikacie, ktorej zéaver je s. Aby veta[2.5.2] spolu s vetou bola spravne
pouzita, predpokladom tejto implikdcie musi byt formula —p. Teda doplne-
nim odpovedajucich vyrokov, dostaneme

St préazdniny.
Ak nie su prdazdniny, chodim do Skoly.

Oznacme: s — ,Snezi.“, m — ,Na Marse je zivot.“. Potom vyrokom nad ¢iarou
odpovedajiu formuly s, —s a vyroku pod ¢iarou odpovedé formula —m. Teda

veta [2.5.2) spolu s vetou [2.5.3] je pouzité spravne.

Oznacme: s — ,Jozef mé rad Spenat.”, v — ,Korytnica je minerdlna voda.“.
KedZe jednému vyroku nad ¢iarou odpoveda formula —s, tak druhému pred-
pokladu musi odpovedat formula s.

Jozef md rdd Spendt.
Jozef nemé rad Spenét.
Korytnica je mineralna voda. O

Veta 2.5.4 (O dokaze sporom) Pre kazdy systém formuil F a pre lubovolni
formulu vyrokovej logiky ¢ plati

F b @ prdave vtedy, ked systém F, —p je sporny.

Formula ¢ je dokazatelna zo systému predpokladov F préave vtedy, ked systém
F, - je sporny.

Priklad 2.5.5 Rozhodnime, ¢ v nasledujicich prikladoch je spravne pouzité veta
o dokaze sporom resp. dopliime chybajtce ¢asti viet tak, aby bola spravne pouzité:
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a) Hram hokej.
Viem korcéulovat.

b) Mam chripku.
Mam vysoku teplotu.

¢) Studujem na univerzite.

RieSenie:

a) Negacia vyroku pod ¢iarou, ,Neviem korc¢ulovat.” je v spore s vyrokom nad
¢iarou, dana dvaha je spravna.

b) Negacia vyroku pod &arou, ,Neméam vysoku teplotu.”, je v spore s vyrokom
nad ¢iarou, dana tvaha je spravna.

¢) KedZe negacia vyroku pod ¢iarou ma byt v spore s vyrokom Studujem
na univerzite.“, mozeme do zadania doplnit napriklad vyrok ,Zmaturoval
som.”. g

Veta 2.5.5 (O dokaze rozborom pripadov) Pre kaZdy systém formil F a pre
lubovolné formuly vyrokovej logiky ¢, 1, 0 plati

F, oVt 0 prdave vtedy, ked F, o F 0 a sucasne F, 1+ 6.

Zo systému predpokladov F, ¢ je dokazatelna formula 0 a zaroveh zo systému
predpokladov F, 1 je dokazatelna formula 6 prave vtedy, ked zo systému pred-
pokladov F, ¢V je dokazatelna formula 6. Nieco je dokazatelné z prvej formuly
a aj z druhej prave vtedy, ked je to dokazatelné z ich disjunkcie.

Priklad 2.5.6 Rozhodnime, ¢ v nasledujucich prikladoch je spravne pouzitéa veta
o dokaze rozborom pripadov resp. dopliime chybajice ¢asti viet tak, aby bola
spravne pouzita:

a) Ak mam narodeniny alebo skusku, budem oslavovat.
Méam narodeniny.
Budem oslavovat.

b) Ak mrzne alebo snezi, je zima.
Mrzne.

RieSenie:

a) Oznafme: n —, Mam narodeniny.“, s — ,Mam skusku.”, o — ,Budem oslavovat.“.
Potom vyrokom nad ¢iarou odpovedaju formuly (nVs) = o, n a vyroku pod
¢iarou odpoveda formula o. Veta bola pouzita spravne.
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b) Ozna¢me: m — ,Mrzne, s — Snezi.”, z — ,Je zima.“. Potom vyrokom nad
¢iarou odpovedaju formuly (mV s) = z, m a teda podla vety dosled-
kom uvahy musi byt formula z. Teda doplnenim odpovedajicich vyrokov,
dostaneme

Ak mrzne alebo snezi, je zima.
Mrzne.
Je zima. O

Veta 2.5.6 (O neutralnej formule) Pre kaZdy systém formil F a pre lubovolné
formuly viyrokovej logiky @, ¥ plati

F b ¢ prave vtedy, ked F, ¥ F ¢ a sucasne F, = b .

Zo systému predpokladov F, ¢ je dokazatelna formula 6 a zaroven zo sys-
tému predpokladov F, —¢ je dokazatelna formula 6 prave vtedy, ked zo systému
predpokladov F je dokazatelna formula 6.

Priklad 2.5.7 Rozhodnime, ¢ v nasledujicich prikladoch je spravne pouzité veta
o neutralnej formule resp. dopliime chybajice ¢asti viet tak, aby bola spravne
pouzita:
a) Ak pojde Janko, pojde aj Marienka.
Ak nepdjde Janko, pdjde aj Marienka.
Marienka pojde.

b) Ak som mlady, ....
Ak ..., teSim sa zo Zivota.

RiesSenie:

a) Oznacme: j — Pojde Janko.“, m — ,Pojde Marienka.“. Potom vyrokom nad
¢larou odpovedaju formuly j = m, —j = m a vyroku pod ¢iarou odpoveda
formula m. Veta je pouzita spravne.

b) Oznafme: s — ,Som mlady.“, ¢t — , Tesim sa zo Zivota.“. Vyrokom nad ¢iarou
odpovedaju formuly v tvare implikécie, pricom podla vety v jednej z
nich je predpokladom nejakd formula, v nasom pripade s, a v druhej jej
negacia, teda doplnime —s. Zavery v oboch, podla vety 2.5.6] majia byt
rovnaké, v naSom pripade t, a tento ich zaver je totozny s désledkom tvahy,
teda doplnime ¢. Potom doplnenim odpovedajicich vyrokov, dostaneme

Ak som mlady, tesim sa zo Zivota.
Ak nie som mlady, teSim sa zo Zivota.
Tesim sa zo Zivota. ]

Veta 2.5.7 (Pravidlo rezu) Pre lubovolné formuly vygrokovej logiky o, 1, 6 plati

{~p Ve, oV} V.
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Z formul —¢ V¢, ¢ V 0 odvodzujeme formulu ¢ V 6.

Priklad 2.5.8 Rozhodnime, ¢ v nasledujicich prikladoch je spravne pouzité pra-
vidlo rezu resp. dopliime chybajtce ¢asti viet tak, aby to bolo spravne pouzité:

a)

Podozrivy sa nedotkol predmetu alebo mal rukavice.
Podozrivy sa dotkol predmetu alebo je nevinny.

Podozrivy mal rukavice alebo je nevinny.

b) Ré&no je zamracené alebo si vezmem dazdnik.
Nevezmem si dazdnik alebo . ...
Bude prsat alebo . ...
RieSenie:
a) Oznacéme: d —,,Podozrivy sa dotkol predmetu.”, r — ,Podozrivy mal rukavice.”,
v — ,Podozrivy je vinny.“. Potom vyrokom nad ¢iarou odpovedaju formuly
=dVr, dV —w a vyroku pod ¢arou odpoveda formula r V —v. Veta[2.5.7] je
pouzita spravne.
b) Oznacme: z — ,Réano je zamracené.“, v — Vezmem si dazdnik.”, p —  Bude

prsat.“. Kedze vo formulach, ktoré odpovedaju vyrokom nad ¢iarou, su pod-
formuly v v jednej a —v v druhej, a formula, ktora odpoveda vyroku pod
¢iarou obsahuje podformulu p, tak je zrejmé, Ze podla[2.5.7 chybajuca for-
mula v jednom z predpokladov uvahy je formula p a vo formule, ktora je
dosledkom tuvahy chyba podformula z. Potom vyrokom nad ¢iarou odpove-
daju formuly zVov, —vVp a vyroku pod ¢iarou odpoveda formula pV z. Teda
doplnenim odpovedajicich vyrokov, dostaneme

Réno je zamracené alebo si vezmem déazdnik.
Nevezmem si dézdnik alebo bude prsat.
Bude prsat alebo je zamracené. O

Nasledujica veta vyjadruje rovnocennost pojmov vyplyvania a dokazatelnosti.

Veta 2.5.8 (O uplnosti) Pre kaZdy systém formail F a pre kaZdu formulu ¢ plati

F b ¢ prdve vtedy, ak F = .

Dosledok 2.5.2 Formula je dokdzatelnd vo vyrokovej logike prdve vtedy, ked je
tautologia.

Désledok 2.5.3 Pre dve formuly ¢ a v plati ¢ F 1 a ¢ b ¢ prive vtedy, ked
p, ¥ su sémanticky ekvivalentné.

Dosledok 2.5.4 Systém formail je konzistentny prdve vtedy, ked je splnitelny.

Doésledok 2.5.5 Systém formail je spornyj prdave vtedy, ked z neho sémanticky vy-
plyva kontradikcia.
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Vlastnosti vyrokovej logiky
Vyrokova logika je:
e rozhodnutel'na, pretoZze vieme jednoznacne rozhodnut, ¢i dani vyrokova
formula je tautologia, kontradikcia alebo splnitelna,

e korektna, pretoze formula dokdzana z axiom je tautoldgia; rozhodnit o tom,
& vyrokova logika je korektné znamené rozhodnut, ¢i pravidla odvodzovania
su korektné,

e Uplna, pretoze kazda tautologia je logickym dosledkom axiém,

e konzistentna, pretoZe z axiom sucasne nevyplyvaju formuly « aj —a.

Ulohy

2.33 Zistite, ¢ nasledujtuca postupnost formil je dokazom (urcte pre prislusné
formuly, ¢i sa jedna o axiomu, predpoklad alebo bezprostredny dosledok):
a) bez predpokladov
1. a=(f=a)=a)
2. (a=((=a)=a)=>(a=B=a)=(a=>a)
3. (a=(B=0a)=(a=a),

b) z predpokladov o = 8

1. a=p
2. (a=p)=B=(a=7p)
3. ﬁa

¢) z predpokladov ———a = —a
1. == a= -«
2. (ma= -a) = (o= -a)
3. a=-a,
d) z predpokladov a, =8 = =«
1. «
2. a=(-f=a)
3. f =«
4. (=8 = —a)= (~a=P)
5 —a=f.

2.34 Dopliite zadanie tak, aby uvedené odvodzovacie pravidlo alebo princip spolu
s vetou o dedukcii boli pouzité spravne:
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a) Modus poneuns:

Ak rano svieti slniecko, nebude prsat.

Nebude prsat.

b) O tranzitivnosti implikacie:

Ak ma kniha zaujme, tak ....
Ak si kupim knihu, do rana ju preéitam.

¢) Zéakon Dunsa Scota:

V sobotu som vyséval.

d) O dokaze sporom:

Na Zemi je zivot.

e) O neutralnej formule:

Ak som dobry, ....
Ak ..., mama ma tiez miluje.

f) O dokaze rozborom pripadov:
MuZ opusti svoje sny, ak nechce riskovat alebo sa boji,
ze nestaci na vyzvu, ktora je pred nim.
MuZ nechce riskovat.

g) Modus ponens:

Ak ..., priznavam si pravdu.
Prezivam zarmutok.

h) Zakon Dunsa Scota:

Rozmyslam.

2.35 Aké st dosledky uvedenych predpokladov?

a) Som informatikom.
Ak som informatikom, mam vysoké 1Q.
?

b) Ak je Peter matematikom, $tudoval v Prahe.
Ak je Peter matematikom alebo informatikom, tak Studoval v Prahe.

?
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¢) Ak studujem, ziskam dobre zamestnanie.
Ak nestudujem, ziskam dobre zamestnanie.
?

2.36 Overte spravnost resp. nespravnost nasledujtcich tsudkov:

a) Ak je Vilma doma alebo je v kaviarni, tak pije kavu.
Ak je doma, pije kavu.
Ak pije kavu, tak je v kaviarni.

b) Ak tento Student nevie anglicky, tak nevie ani nemecky.
Student nevie anglicky.

Student nevie nemecky.

Vysledky

233 a
b

C

d

je to dokaz; VL 1, VL 2, MP(1, 2),

nie je to dokaz,

je to dokaz; predpoklad, VL 3, MP(1, 2),

je to dokaz; predpoklad, VL 1, MP(1, 2), VL 3, MP(3, 4).

e D T

2.34 a) Rano svieti slnko.
b
¢
d
e

f

g
h

Kupim si ju. Ak ma kniha zaujme, do rana ju prec¢itam.
V sobotu som nevyséval. Fero nikdy neklame.

Clovek dycha.

Mama ma miluje. Nie som dobry. Mama ma miluje.
Muz opusti svoje sny.

Prezivam zarmutok. Priznavam si pravdu.

Ak nerozmyslam, robim hltposti.

L e — L N L

2.35 a) Mam vysoké 1Q.
b) Ak je Peter informatikom, Studoval v Prahe.

¢) Ziskam dobre zamestnanie.

2.36 a) nespravny, b) spréavny.
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2.6 Rezolu¢na metdda vo vyrokovej logike

Rezolu¢na metdda sa pouziva na rozhodovanie o splnitelnosti koneénej mnoziny
formiil, resp. o dokazatelnosti formuly z kone¢ného systému predpokladov. Vieme,
7e literal je logickd premenné (pozitivny literal) alebo jej negacia (negativny
literal). Komplementarne literaly su dva literaly, z a —x, jeden pozitivny
a druhy negativny. Klauzula je literal alebo disjunkcia koneéne vela literalov.
Prazdna klauzula je klauzula, ktord neobsahuje Ziaden literal, teda sa jedna
o kontradikciu. Oznacujeme ju F'. Klauzula je tautologiou prave vtedy, ked obsa-
huje dvojicu komplementarnych literalov.

Pravidlo rezolucie:
Z Klauzil oV =l a 8V I odvodzujeme klauzulu oV 8, pricom [ je literal a «, 8
st Tubovolné formuly vyrokovej logiky. Zapisujeme

a V-l
BVI
aVp

Klauzuly aV —l, 8 VI nazyvame rodic¢ovské klauzuly a klauzulu oV S nazyvame
rezolventa. Ak formuly « a 8 st prazdne, rezolventou formil [ a -l je prazdna
rezolventa (kontradikcia) F'.

Nech K je kone¢ny systém klauzul. Nech R(K) oznacuje systém K rozsireny
o v8etky mozné rezolventy. Teda

R(K) = KU{D; D je rezolventa niektorych klauzil z K}.
Polozme R°(K) = K. Skonstruujeme mnoZiny
RTHK) = R(R'(K)), i=0,1,2,...

Plati .
K< RY(K)CR*K)C---CRY(K)C -

Nech ‘
R*(K) = J{R'(K),i = 1}.

R*(K) nazyvame rezoluény uzaver systému K. KedZe systém K obsahuje ko-
ne¢ne vela vyrokovych premennych, aj pocet klauzul je koneény. Teda urcite exis-
tuje také prirodzené &islo n, ze R"1(K) = R™(K). Potom plati R*(K) = R"(K).
MnozZina R*(K) obsahuje prazdnu klauzulu F prave vtedy, ked niektora z mnozin
R'(K) obsahovala klauzuly [, -l pre nejaky literal [. Nasledujica veta dava navod
ako zistit, ¢ dany systém klauzul je splnitelny alebo nesplnitelny.

Veta 2.6.1 (Robinsonov rezoluény princip) Systém klauzil K je splnitelng
(konzistentny) prdve vtedy, ked rezoluéng uzdver R*(K) neobsahuje prazdnu klau-
zulu F'.

Teda, systém klauzuil je nesplnitelny (sporny) prave vtedy, ked opakovanym
pouzitim pravidla rezolicie vieme odvodit prazdnu klauzulu F'.
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Priklad 2.6.1 Zistime, ¢i systém klauzal K = {pV ¢, -pVgq, —qV —r, 1} je
konzistentny.

RieSenie: Do tabulky zapiSeme vetky navzajom rdzne rezolventy, ktoré moZzeme
ziskat pouzitim pravidla rezolucie. Pre kazdu ziskanu rezolventu uvedieme aj ¢isla
riadkov, v ktorych st prislusné rodi¢ovské klauzuly.

u klauzula H rezolventa
1. pVyq
2. -pVq
3. -qV-r
4. r
5. q 1,2
6. pV r 1,3
7. -pV r 2,3
8. g 3,4
9. qV —r 1,7
10. D 1,8
11. -p 2,8
12. -r 3,5
13. pV-p 6,7
14. F 5,8

Teraz zapiéeme mnoziny R*(K).
RO(K) =
RYK)=KU {q, pV =, wpVoor, gl
R*(K) = RY(K)U{qV —r, p,—p, =, pV —p, F},
R*(K) = R*(K) = R*(K).

KedZze R*(K) obsahuje prazdnu klauzulu F, tak na zaklade vety systém
klauzal I nie je konzistentny, teda je sporny. ]

Poznamka: Rezolu¢nou metédou vieme ukazat, ze formula v je dokazatelna
zo systému formal {1, @2, ..., @i}, teda, Ze plati {p1, @2, ..., @r} F . Stadi
to previest na problém, ¢ systém formal {1, ¢2, ..., ¢k, —9} je sporny.

Priklad 2.6.2 Rezolu¢nou metdédou ukazeme platnost pravidla modus ponens.
Teda, ze plati {¢, ¢ = ¥} F 4.

Riesenie: Nakol'ko formula ¢ = 1 nie je klauzula, nahradime ju formulou —p V1.
Chceme ukézat, ze plati {¢, ¢ V ¢} F 1. To znamena preukazat, Ze systém
klauzal {¢, =@V, =} je sporny. Inak povedané, Ze opakovanym pouZitim pra-
vidla rezoltcie vieme odvodit prazdnu klauzulu F'. Rezolventou klauzil —p V) a ¢
je formula t. A rezolventou klauzil 1 a — je klauzula F. Teda systém klauzul

{o, ~o Vi, ~b} je sporny. Plati {p, ¢ = ¢} F 4. O
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Ak méame ukazat, ze systém formul S je splnitelny, najprv kazda formulu sys-
tému S prepiSeme na normélny konjunktivny tvar. Systém S nahradime systémom
IC, ktory bude obsahovat vSetky klauzuly vyskytujuce sa vo formulach zapisanych
v normalnych konjunktivnych tvaroch. Klauzuly, ktoré si tautologie mozeme vyne-
chat. Podla rezolu¢ného principu postupne vytvorime mnoziny R*(K), aZ ziskame
rezolu¢ny uzaver R*(K). Plati, Ze systém formul S je splnitelny prave vtedy, ked
je splnitelny systém klauzil K.

Je ale zrejmé, ze konstrukcia celej mnoziny R*(K) nie je potrebné. Staéi zistit,
¢ mnoZina R*(K) obsahuje prazdnu klauzulu F'. UkaZeme si algoritmus, ktory
zjednodusi postup uvedeny v predchadzajucom priklade.

2.6.1 Zrychlena rezolu¢na metéda

Majme uZ systém klauzal neobsahujuci tautologie. Zvolme vyrokova premennt
(ozna¢me ju p), ktorej oba literaly (p aj —p) sa vyskytuju v niektorych klauzulach.
Klauzuly systému K rozdelime do troch disjunktnych mnozin:

i) Ko(p) obsahuje klauzuly zo systému K s literalom —p,
ii) K1 (p) obsahuje klauzuly zo systému K s literalom p,

iii) KCo(p) obsahuje klauzuly zo systému K bez premennej p.

Nech o1 (p) obsahuje vsetky moZné rezolventy rodi¢ovskych klauzil, pri¢om
jedna je z mnoziny Ko(p) a druha z mnoZiny K;(p). Polozme K = Ka(p) U Kor(p).
Tato mnozina uz neobsahuje premennd p.

V dalsom vyuzijeme tvrdenie nasledujucej vety.

Veta 2.6.2 Systém klauzil K je splnitelny prdve vtedy, ked je splnitelnd mno-
Zina K.

Opét si zvolime dalgiu vyrokovi premenni a zopakujeme predchédzajici po-
stup. Tymto algoritmom postupne eliminujeme vSetky vyrokové premenné, az zis-
kame mnozinu, ktora

e bud obsahuje klauzuly, v ktorych sa uZz nenachédzaji komplementarne lite-
raly, teda systém K je splnitelny

e alebo obsahuje prazdnu klauzulu F', teda systém K je nesplnitelny.

V prvom pripade vieme spatnym postupom skonstruovat pravdivostné ohod-
notenie vyrokovychn premennych, pri ktorom je kazda klauzula zo systému X
pravdiva.

Priklad 2.6.3 Zistime, ¢i systém formul S je konzistentny, pricom S = {a V —d,
—(aVe)=d bvd, bV (-cA—e), a = —d}. V kladnom pripade najdime
pravdivostné ohodnotenie vyrokovych premennych, v ktorom je kazda formula z S
pravdiva.

66



RiesSenie: Vietky formuly, ktoré nie st v klauzularnom tvare, prepiSeme na klau-
zularne tvary.

—(avVe)=d Havevd

—bV (e A—e) B (-bV-e) A (—=bV —e)

a=-dH -aV-d

Systém formual S nahradime systémom klauzal K = {a V =d, =bV —¢, bV d,
—bV=e, aVevd, ~aV—d}. Klauzuly zapiseme do stipcov prvého riadka nasledujicej
tabulky.

aV—d | -bV-c | bvd | -bV—e | aVeVd | maV-d
c 0 1 -bVaVd
a 1 X X 0 1 -d | ~dVdV —b
tautologia
d X X 1 X X X 0 X b
b X X X 0 X X X X X 1 | —e
e X X X X X X X X X X 0
T3 15 T2 1 Ta 13 T4 T3 X T2 | 11

Najprv eliminujeme vyrokova premennt ¢. Do stipcov, ktoré prislachaja klau-
zulam obsahujtcich literal ¢ napiSeme 1 a do stipcov, ktoré prislachaju klauzulam
obsahujucich literal —c napiSeme 0. Pridame nové stlpce (v nasom pripade len
jeden) pre vSetky mozné klauzuly, ktoré vznikna ako rezolventy dvoch klauzul
vzhladom na literal c¢. Mnozina klauzal (vratane tych, ktoré vznikli ako rezol-
venty), ktorych stipce v druhom riadku nie st oznacené 1 alebo 0, uz neobsahuje
vyrokovii premenni c.

K={aVv-d,bvd,-bV—e, maV -d, -bVaVd}.

V dalsom kroku eliminujeme vyrokovii premennt a. Do este neoznadenych (ani
nulou ani jednotkou) stlpcov, ktoré prislichaji klauzulam obsahujucich literal a
napieme v trefom riadku 1 a 0 do stlpcov s literalom —a. Pridame nové stipce
pre vietky mozné klauzuly, ktoré vzniknt ako rezolventy dvoch klauzil vzhladom
na literdl a. Mnozina klauztl (tautolégie mézeme vynechat), ktorych stipce este
nebgli oznacené 1 alebo 0, uz neobsahuje ani vyrokovi premenni a.

= {b\/d —bV e, ﬂd}

Postup opakujeme a postupne eliminujeme dalsie vyrokové premenné, a to d
(ziskame mnozinu I = {-bV —e, b}) a b (ziskame K = {—e}). Mnozina {—e}
je splnitelna. Na zaklade vety m vieme, Ze aj systém klauzul K je splnitelny.
A teda aj povodny systém formil S je splnitelny.

Ak chceme néjst ohodnotenie u vyrokovych premennych, pri ktorom je kazda
klauzula z K pravdiva, méZeme postupovat nasledovne. Na konci tabulky pridame
jeden riadok, do ktorého Sipkami zaznamename, v ktorom kroku sa klauzula, ktorej
prislicha dany stipec, stane pravdivou. Ohodnocovat vyrokové premenné za¢neme
od predposledného riadku tabulky, na zaciatku ktorého je vyrokova premenné e.
Ked7e obsahuje 0 pri formule —e, polozime u(e) = 0. Sipkou s indexom 1 ozna-
¢ime vietky stlpce odpovedajuce klauzulam s negativnym literalom —e, pretoze si
pravdivé pri tomto pravdivostnom ohodnoteni vyrokovej premennej e. Prejdeme
na predchédzajuci riadok, v ktorom na zaciatku je vyrokova premennd b. Sledu-
jeme stlpce bez sipiek. Vyrokovii premennti b ohodnotime u(b) = 1. Opét oznaéime
sipkou s indexom 2 vietky stipce odpovedajice klauzulam s pozitivnym literalom
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b, pretoze st pravdivé pri tomto ohodnoteni vyrokovej premennej b. V dalsom
ohodnotime postupne vyrokové premenné d, a a ¢, u(d) =0, u(a) =1 a u(c) =0
a oznacime stlpce §ipkami s indexami 4, 5 a 6, ktorych klauzuly buda pravdivé. [J

Priklad 2.6.4 Styri priatelky sa rozhodli, Ze pdjdu na kéavu. Nakolko boli rozhé-
dané, niektoré z nich si zacali klast podmienky na spolo¢nicky:

e Xénia: ,,P6jdem, ak nepojde Yvona a ak nep6jde Tamara, tak nepdjdem ani

43

ja.
e Yvona: ,Ak pojdem, tak musi ist Zara.“

e Zara: ,Nepdjdem, ak nepdjde Tamara.*
Urcte, ¢i z tychto podmienok vyplyva, Zze na kdvu pojde Tamara.

Riesenie: Oznacme: z — ,Zara podjde.”, y — ,Yvona pdjde.“, t — ,Tamara pojde.“,
x — ,Xénia pdjde.“. Uvedenym vetam v zadani odpoveda systém formal S =
={(-y = 2) A (-t = —z), y = 2z, 7t = —z}. Cheeme zistit, ¢i formula =t je
dokazatelné zo systému formil S, resp. ¢i systém formal S U{—t} je konzistentny.

Formuly prepiSseme na klauzularne tvary.

(ry=z)AN(~t=-2) B (yVa)A({V-x)

y=z H wyVz

-t= -z HtV-z

Systém formual S nahradime systémom klauzal K = {y V z, t V -z, -y V z,
tv—z}. Klauzuly systému U {—t} zapiseme do stipcov prvého riadka nasledujticej
tabulky.

yVz |[tV-x | ~yVz | tV—-z | it
z 1 0 -yVt
T 1 0 X X yVt
Y X X X X 0 1 t
t| x X X X 0 X x [1]F]

Postupujeme podobne ako v predchédzajicom priklade. Najprv eliminujeme
vyrokovii premennii z. V riadku méame jednu 0 a jednu 1. Do tabulky pridame
rezolventu —y V t.

V dalsom kroku eliminujeme vyrokovii premennti 2. Mame dva stipce, ktorych
klauzuly obsahuji vyrokova premennt = a ktoré este neboli oznacené. Do tychto
stlpcov napiseme 1 a 0. Do tabulky pridame novy stlpec odpovedajici rezolvente
yVi.

Eliminujeme vyrokovi premennt y. Do eSte neoznacenych (ani nulou ani jed-
notkou) stipcov, ktoré prislichaji klauzuldm obsahujticich literal y napieme v tre-
tom riadku 1 a 0 do stlpcov s literalom —y. Do tabulky pridame novy stlpec
odpovedajici rezolvente t.

Ako posledni eliminujeme vyrokovi premenni ¢t. Mame dva doteraz neozna-
ené stlpce, ktorym odpovedaji klauzuly ¢ a —t. Ich rezolventou je prazdna klau-
zula F. To znamena, Ze systém klauzal XU {—t}, a teda aj systém formal SU{—t¢}
je sporny. Teda Tamara na kavu pdjde. g
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Ulohy
2.37 Rezoluénou metodou rozhodnite, ¢i je splnitelna mnozina klauztl vyrokove;
logiky IC, ak:
a) K={zVyV-z, -x, zVyVz, zV-y z2VtVu, -tV -u},
b) K={xzVy, nzVt, ~zVit, ~yVz -t}
¢) K={z, ~xV—-yVz, —zV-wuVv, .uVy, -zVw, vVw, "w},
d) K={pVaqVvr, -pVsVit, sVt =t, =pV-r, =gV w, -qV -w}.
2.38 Rezolu¢nou metoédou rozhodnite, ¢ je splnitelna mnozina formul vyrokovej
logiky S, ak:
a

b

:{pa (p/\?"):>$, _'t:>(_'p\/_'Q)7 q=7T, Ss=u, _‘u:>_'t}7
={z=y, y=(-xVz), tA-z)=>za t=>x -z},

c) S={(xzVvy =t zA-t)= (uVzx), 2z u, ~(z=-u), y=u}l,

e ={z &z z=(xVy), ~(u=—2), y= (uAD)},

f) S={p, pAr)=s (pAQ) =1t g=r (sVi)=u}

g ={z=y, y=(2Vz), t=(xA2), t =z -z}

) S
) S
)S
d) S={ges, (V)= u (uA)= g (pAv)= g, u},
) S
) S
) S
h) S

={v=¢q (qN-7)=(sA-p), ~(-p=1), s=1t, sV-r}

2.39 Rezolu¢nou metodou rozhodnite, & S = ¢, ak:

a) S={t, (sVt)=u, (pAg)=t, t=—u, ¢gVp}ag: uA-s,
b) S={z=y, y=(2V-a), t=(xA-z), t=z}ag:z

c) S={p, (pAr)=3s, (pAg) =t g=r (sVt)=>w}ap:w,

)
)
)
d) S={zez y=(wVz), wAWwV-z), v=y}ayp:

2.40 Formalizujte nasledujiice vety a rezolu¢nou metoédou zistite, ¢i veta pod Cia-
rou je sémantickym doésledkom viet nad ¢iarou:
a) Na vylet do Tatier pdjde Anka alebo Boris.
Ak pojde Boris, pojde Cyril a Danka nepojde.
Ak pojde Evka, pojde aj Danka.
Ak pojde Cyril, pojde aj Evka.
Anka pojde.

69



Ak bude prsat, nepojdeme na vylet.

Ak nepdjdeme na vylet, pdjdeme do telocvicne.

Ak pojdeme do telocviéne a bude prsat, pdjdeme autom.
Ak pojdeme autom, Fero bude Soférovat.

Bude prsat.

Fero bude soférovat.

Cierne topanky méam len vtedy, ak mam &erny oblek.
Ak mam ¢ierny oblek, nemam biele ponozky ani ruzovt koselu.
Ak mam dobra naladu, mam ruzovu kosel'u.

Mam biele ponozky a dobri naladu.

Nemam ¢ierny oblek.

Ak privezu mlieko a neprivezu zeleninu, tak nepriveza peéivo.
Ak neprivezu pecivo, privezi zeleninu a sladkosti.

Ak privezu pecivo, privezi aj zeleninu.

Privezu zeleninu.

Pavla alebo Quido p6éjdu na oslavu.
Ak pojde na oslavu Quido, pdjde aj Radka a Stefan.

Ak nepojde Pavla, pdjde na oslavu Stefan.

Stefan pdjde na oslavu.

Na zéjazd pdjde Peter alebo Rado.
Ak pojde Peter, pojde Slavka.
Ak pojde Rado alebo Slavka, nepdjde Tamara.

Na zéajazd pdjde Rado alebo Slavka.

Ak bude prsat, nepojdeme na prechadzku.
Po6jdeme na prechadzku alebo do kina.

Ak pojdeme do kina a bude prsat, pojdeme autobusom.

Ak pojdeme do kina, nebude prsat.

Planovany utok bude dspesny vtedy a len vtedy, ked bude nepriatel
prekvapeny alebo ak budi jeho pozicie nedostatoéne bréanené.
Nepriatel nebude prekvapeny, ak si nebude prilis isty.

Nebude si prilis isty, ak jeho pozicie budi nedostatocne branené.

Utok nebude tspesny.
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i) Ak sa v€era v noci Jones nestretok so Smithom, tak bud Smith
je vrah alebo Jones klame.
Ak Smith nie je vrahom, Jones sa v&era v noci nestretol
so Smithom a vrah priSiel po polnoci.
Ak prisiel vrah po polnoci, je Smith vrah alebo Jones klame.

Jones neklame.

Vrahom je Smith.

2.41 Styria priatelia Martin, Noro Ondrej a Peter sa rozhodli, Ze pojdu na taru.
Pretoze boli trochu rozhadani, zacali si klast podmienky na spolo¢nikov.

e Martin: Pojdem ked nepdjde Ondrej a pdjde Noro a pdjdem prave vtedy,
ked nepojde Peter.

e Noro: Pojdem, ked nepojde Peter alebo pdjdem, ked pdjde Martin.
e Ondrej: Ak pojdem, tak musia ist Martin a Noro.

e Peter: Ak nepojde Noro, tak pojdem ked podjde Ondre;j.

Rozhodnite, ¢ je mozné zorganizovat turu tak, aby boli splnené vetky pod-
mienky. Ak ano, najdite aspon jedno zlozenie tcastnikov tary.

Vysledky

2.37 a) nesplnitelna, b) nesplnitelnd, c¢) splnitelna, d) splnitelna.

2.38 a) splnitelna, b) nesplnitelnd, c¢) splnitelna, d) nesplnitelna,
e) splnitelna, f) splnitelna, g) nesplnitelna, h) nesplnitelna.

2.39 a) plati, b) plati, ¢) neplati, d) neplati.

2.40 a) Oznafme a — ,Anka pojde.”, b — ,Boris pojde.”, ¢ — ,Cyril pojde.”, d —
,Danka pdjde.“, e — Evka pojde.”“. Formalizdciou danych viet mame
zistit, ¢i plati {a Vb, b= (¢ A —d), e = d, ¢ = e} = a. Plati.

b) Oznafme p — ,Bude priat.; v — ,Pojdeme na vylet.“, ¢t — Pojdeme
do telocviéne.”, a — ,Pdjdeme autom.”, f — ,Fero bude Soférovat.®.
Formalizaciou danych viet mame zistit, & plati {p = —-wv, —v = ¢,
(tAp)=a, a= f, p} E f. Plati.

¢) Oznafme ¢t — ,Mam ¢ierne topanky.“, o — ,Mam d&erny oblek.“, p —
,Mam biele ponozky.”, k — ,Mam ruzovua kogelu.”, n — ,Mam dobri
naladu.“. Formalizaciou danych viet mame zistit, ¢i plati {t < o,
o= (-pA-k), n=k, pAn} E —-o. Plati.
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d) Ozna¢me m — ,Privezt mlieko.”, z — ,Privezu zeleninu.“, p — ,Privezu
pecivo.“,s — Privezu sladkosti.“. Formalizaciou danych viet mame zistit,
¢iplati {(m A —z) = —p, —p = (2-s), p = z} | 2. Plati.

e) Oznafme p — ,Pavla pojde.”, ¢ — ,Quido pojde.”, r — Radko pdjde.”, s
— Stefan podjde.“. Formalizaciou danych viet mame zistit, & plati {p V
Vg, ¢q= (rAs), -p= s} s. Neplati.

f) Oznacme p — ,Peter pojde., r — Rado pdjde.”, s — ,Slavka pojde.”,
t — ,Tamara pdjde.“. Formalizaciou danych viet mame zistit, & plati
{pVr, p=s, (rvs)= -t} = (rVvs). Plati

g) Oznalme p — ,Bude priat.”, r — ,Pojdeme na prechadzku., k — ,Pojdeme
do kina.“, a — ,,P6jdeme autobusom.“. Formalizaciou danych viet mame
zistit, ¢ plati {p = —r, rVk, (kAp) = a} = (k= —p). Neplati.

h) Ozna¢me u — ,Planovany utok bude tspesny.“, p — ,Nepriatel bude prek-
vapeny.“, b — ,Jeho pozicie budi nedostato¢ne branené.“, i —  Nepria-
tel si bude prili§ isty*. Formalizidciou danych viet méme zistit, ¢ plati
{u< (pVvb), =i = —p, b= i} | —u. Neplati.

i) Ozna¢me s — ,Jones sa vera v noci stretol so Smithom.“, v — ,Smith
je vrah.”, k —  Jones klame.“, p — ,Vrah prisiel po polnoci.“. Formaliza-
ciou danych viet mame zistit, ¢ plati {-s = (v V k), =v = (s A p),
p= (vVk), -k} = v. Plati.

2.41 Oznaéme: m — ,Martin pojde.“, n — ,Noro pojde.”, o — ,Ondrej podjde.”,
p — ,Peter pojde.. Mnozina formal S = {((-o An) = m) A (m & —p),
(p=n)vV(m=mn), o= (mAn), n = (o = p)} je splnitelna. For-
muly z tejto mnoziny st pravdivé v 3 ohodnoteniach vyrokovych premennych,
ktorym odpovedaju vety:

e na tiru pdjde Martin, Noro a Ondrej,
e na turu pojde Martin a Noro,

e na turu pojde iba Peter.
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Kapitola 3

Predikatova logika

3.1 Zakladné pojmy predikatovej logiky

3.1.1 Neformalne zavedenie predikatovej logiky

Existuju usudky, ktoré povazujeme za spravne, ale vo vyrokovej logike nevieme ich
spravnost dokézat. Uvazujme napriklad tsudok:

Adam vie fyziku.
Kazdy, kto vie fyziku, je muidry.
Adam je mudry.

ZapiSme tento tisudok forméalne vo vyrokovej logike. Prva veta predstavuje
elementarny vyrok p. Druht vetu mozeme formulovat nasledovne: ,Ak ¢lovek vie
fyziku, potom je mudry. ¢, a teda ma tvar implikacie dvoch vyrokov ¢ = r, kde ¢
je vyrok ,Clovek vie fyziku. a r vyrok ,Clovek je mudry.“. Posledn4 veta je opét
elementarny vyrok ¢: ,Adam je mudry.“ Vo vyrokovej logike neplati {p, ¢ = r} = t.
My ale vieme, Ze tato tvaha je spravna. Dovodom, preco to vo vyrokovej logike
nevieme dokézat, je fakt, Ze vyrokova logika nedokaZe popisat vnatornia Struktiru
elementarnych vyrokov.

Skasme popisat vety v uvedenom tsudku inym sposobom. Vyrok ,Adam vie
fyziku.”“ sa tyka Adama ako ,objektu” a jeho vlastnosti ,vediet fyziku“. Podobnu
Strukturu ma aj tretia veta, v ktorej vlastnostou je ,byt mudry*“. Druha veta je
v8eobecnejsia, hovori, ze kazdy objekt (jednotlivec), ktory mé vlastnost ,vediet
fyziku“, méa aj vlastnost ,byt mudry“. Ak ozna¢ime symbolom F' vlastnost ,yvediet
fyziku“ a symbolom M vlastnost ,byt muadry*, moéZeme tsudok napisat v tvare

Adam mé vlastnost F.
Kazdy, kto ma vlastnost F'; mé vlastnost M.
Adam maé vlastnost M.

Tento zapis este skratime tak, Ze prva vetu napiSeme v tvare F(a), kde a ozna-
¢uje Adama, podobne tretia veta bude mat tvar M (a). V druhej vete na vyjadrenie
toho, Ze kazdy ma nejaku vlastnost, pouzijeme vSeobecny kvantifikdtor V. Za kvan-
tifikditorom vzdy nasleduje premennd. Premenné x, vy, ... zastupuju tzv. ,objekty*
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v pripade, Ze nie st konkrétne dané. Mnozina objektov o ktorych uvazujeme, sa
nazyva univerzum. EI Nasa uvaha bude mat v predikatovej logike tvar

F(a)

(Va)(F(z) = M(x))

M(a)
Formalizované vety budeme nazyvat formuly predikitovej logiky.

Vlastnosti objektov alebo vztahy medzi nimi budeme nazyvat predikdty, kon-

krétne objekty konstanty. Uvazujme eSte jednu tvahu:

Adam vie fyziku.
Adam je mudry.
Niekto, kto vie fyziku, je mudry.

Prvé dve vety sme uz sformalizovali, na formalizaciu tretej vety pouZzijeme
existencény kvantifikdtor 3. Uvaha zapisana formalne bude mat tvar
F(a)
M(a)
(Fz)(F(z) A M(z))

V casti Rezoluénd metdda v predikdtovej logike sa nau¢ime, ako zistovat spréav-
nost uvedenych tavah.

Priklad 3.1.1 Sformalizujtm vetu: Druh& mocnina parneho prirodzeného ¢isla je
parne ¢islo.

RieSenie. Vlastnost objektov, ktorymi s prirodzené &isla, je ,,byt parnym ¢islom*.
Ozna¢me ju predikatovym symbolom P. Potom je tu eSte ,druhd mocnina®, ktora
nechapeme ako vlastnost, lebo sa nepytame, ¢i ¢islo je druhou mocninou nejakého
iného ¢isla. Druha mocnina prirodzeného ¢isla bude opét prirodzené ¢islo, teda
objekt, ktory je vyjadreny nepriamo pomocou iného objektu. Toto vyjadrime po-
mocou funkcie f, ktord kazdému prirodzenému ¢&islu priradi jeho druhd mocninu,
t.j. f: x — 22 (resp. f(z) = 2?). Nagu vetu mozeme potom vyjadrit takto: Ak x
mé vlastnost P, potom aj f(z) ma vlastnost P, forméalne:

P(z) = P(f(x)).

O

Priklad 3.1.2 Sformalizujme nasledujice vety:

a) Peter je Evin predok.
b) Peter méa zenského potomka.

¢) Peter a Eva st surodenci.

Riesenie. Objekty su 'udia. Vo vyrokoch vystupuju dva konkrétne objekty — Pe-
ter a Eva, ktoré vyjadrime konstantami p a e. Dalej tu mame vlastnost "byt
predkom niekoho"(za predkov povaZzujeme rodic¢ov, ich rodi¢ov, atd.), ktora vy-
jadruje vztah medzi dvoma objektami a oznacime ju predikidtovym symbolom b>.
Vztah medzi z a y, Ze = je predkom y, zapiSeme z > y namiesto >(x,y). Dalsiu
vlastnost byt Zenou“ vyjadrime predikatovym symbolom W (z angl. woman).

1Presné definicie budit uvedené v nasledujicej kapitole.
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a) Vo vztahu ,byt predkom“ sa Peter a Eva. Pomocou predikiatového symbolu
> to zapiSeme nasledovne: p>e

b) Existuje ¢lovek, ktorého predkom je Peter a zaroven tento ¢lovek je Zenského
pohlavia, formalne:
(Fz)(prax AW (x))

¢) Znamené to, Ze existuje ¢lovek, ktory je predkom Evy aj Petra, a sucasne ne-
existuje ¢lovek (vyjadrime pomocou negacie —), ktory by bol jeho potomkom
a zaroven predkom Evy alebo Petra, formalne:

Fx)(zppAz>eA-Fy)(z>yA(yrpVyd>e)))

Priklad 3.1.3 Sformalizujme nasledujice vety:

a) Peter, Student 1. A, sa kamarati so vSetkymi dievéatami z 1. A.
b) Niektori chlapci z 1. A sa kamaratia s Petrom.
¢) Nejaké dieveéa z 1. A sa nekamaréati so Ziadnym dievéatom z 1. A, ale kamarati

sa so vSetkymi chlapcami z 1. A.

RieSenie. Objekty su Ziaci 1. A. Vo vyrokoch vystupuje konkrétny objekt —
Peter, ktory vyjadrime konstantou p. Dalej tu mame vlastnost "kamaratit sa s nie-
kym", ktorad vyjadruje vztah medzi dvoma objektami a ozna¢ime ju predikatovym
symbolom K, t.j. K (x,y) znamen4, Ze ziak x z 1.A sak kamarati so ziakom y. Dalsie
vlastnosti ,byt dievéatom® a ,byt chlapcom® vyjadrime predikdtovymi symbolmi
D acC.

a) Formélne povedané, pre kazdého Ziaka x z 1. A plati, Ze ak x je diev¢a, potom
Peter sa kamarati s . Forméalne zapiSeme:

(V) (D(z) = K(p,x)).

b) Formalne povedané, existuje ziak = z 1. A, ktory je chlapec a Peter sa ka-
marati s x. Forméalne zapiSeme:

(32)(C(z) A K (p, ).

¢) Formalne povedané, existuje ziak x z 1. A, ktory je diev€a a pre ktorého
plati, ze pre kazdé y plati, ze ak y je diev¢a, tak x sa nekamarati s y a ak y
je chlapec, tak x sa kamaréati s y. Formalne zapiSeme:

(F2)[D(x) A (YY) ((D(y) = —K(z,y)) A (Cly) = K(z,9)))].

Priklad 3.1.4 Sformalizujme nasledujice vety:
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a) Petrov otec je fyzik.
b) Niekto méa otca fyzika.
c) Clovek je fyzik prave vtedy, ak mé otca fyzika.

RieSenie. Objekty st Tudia. Vo vyrokoch vystupuje konkrétny objekt — Peter,
ktory vyjadrime konstantou p. Dalej tu mame vlastnost "byt fyzikom", ktori
vyjadrime predikdtovym symbolom F'. Pomocou funkéného symbolu o priradime
¢loveku z jeho otca o(x).

a) Petrovho otca vyjadrime pomocou funkéného symbolu o ako o(p). Petrov
otec méa vlastnost F', teda zapiSeme:

F(o(p))-

b) Formaélne povedané, existuje ¢lovek x, ktorého otec m4 vlastnost P. Formalne
zapiSeme:

(32)(C(z) A K(p, ).

c¢) Formalne povedané, pre kazdého ¢loveka x plati, Ze x je fyzik prave vtedy,
ked jeho otec je fyzik. Formélne zapiSeme:

(Vo) (F(2) < F(o(2)))-

3.1.2 Term a formula

Vo vyrokovej logike sme vytvérali formuly na zéklade urc¢itych pravidiel vyrokovej
logiky. V tejto kapitole sa budeme zaoberat spésobom vytvéarania termov a formiil
v predikatovej logike a dalsimi stivisiacimi pojmami, ako je volny a viazany vyskyt
premennej vo formule a substituovatelnost termu za premennt.

Definicia 3.1.1 Abeceda predikdtovej logiky sa skladd z:
1. logickych symbolov, t.j.

a) spocitatelnej mnoZiny premennych: x, y, z,...,%1, Ta,...,
b) wvyrokovych logickych spojok: =, A, V, =, &,
¢) vSeobecného kvantifikdtora ¥V a existencného kvantifikdtora 3.
2. $pecidlnych symbolow, t. ;.
a) mnoZiny Pred predikdtovych symbolov: P, @, R,. .. (nesmie byt prizdna),

b) mnoZiny Kons konstantngch symbolov: a, b, ¢,... (moéZe byt prizdna),
¢) mnoziny Func funkéngch symbolov: f, g, h,... (moézZe byt prdzdna).

3. pomocngch symbolov ako si zdtvorky ( ), [] a diarka.
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Pre kazZdy predikdtovy a funkény symbol je dané prirodzené cislo n, ktoré urcuge,
kolkych objektov sa dany predikdt tiyka alebo na kolko premennijch sa dany funkcny
symbol vztahuje. Toto c¢islo sa nazyva arita predikdatového alebo funkcéného sym-
bolu.

Slovo je lubovolnd postupnost prvkov abecedy predikdtovej logiky.

Poznamenajme, Ze aj ked budeme ¢asto hovorit o n-arnych predikatovych a funke-
nych symboloch, v praxi sa stretdvame s funkciami a predikdatmi arity najviac 3.
Predikatové a funk¢éné symboly arity 1 nazyvame undrne, arity 2 bindrne a arity
3 terndrne. Symboly pre konStanty sa niekedy interpretuji ako nuldrne funkéné
symboly.

Definicia 3.1.2 Slovo t nad abecedou predikdtovej logiky sa nazgva term, ak exis-
tuje takd postupmost slov
S1,52;--+,Sk,

Ze jej posledngm clenom je t a pre kaZdéi € { 1, 2,...,k} je splnend prdve jedna
z tychto podmienok

a) s; je symbolom pre premennd,
b) s; je symbolom pre konstantu,

c)s; md tvar f(si,Siyy..-,S:i,), kde f je n-drny funkény symbol a
i1,02,...,0n €{1,2,...,i—1} (t.j. v argumente funkéného symbolu f su
predchddzajice éleny postupnosti).

Postupnost slov s1,s9,...,S; sa nazyjva vytvdrajica postupnost termu predi-
kdtovej logiky.

Definicia 3.1.3 Podterm termu t je term, ktory sa vyskytuje vo vsSetkijch vytvd-
rajucich postupnostiach termu t.

Priklad 3.1.5 Majme konStantny symbol a a dva funkéné symboly f, g, pri-
¢om f je bindrny a g je unarny. Rozhodnime, ¢i nasledujice slova predikatovej
logiky predstavuju term. Ak 4no, napiSme vytvarajicu postupnost termu. Ak
nie,vysvetlime ddvod.

a) t1: a

b) t2: f(x,a)

c) ts: flg(x))

d) ta: f(a, fg(a), z))
RieSenie.

a) Slovo t; je term podla definicie [3.1.2|b), kedZe je to symbol pre konstantu.
Vytvarajtca postupnost pozostava z jedného ¢lena a.

b) Slovo ts je term, lebo existuje jeho vytvarajica postupnost: z, a, f(z,a).
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¢) Slovo ts nie je term, lebo f je binarny funkény symbol a v argumente ma len
jeden term.

d) Slovo t4 je term. Vytvarajica postupnost termu ty je:

z,a,9(a), f(9(a),z), f(a, f(g(a),z)).

O

Definicia 3.1.4 Zdkladnd (atomickd) formula je predikdtovy symbol apliko-
vany na tolko termov, akd je jeho arita. To znamend, Ze ak arita predikdtového
symbolu P je ¢&islo n a ty,te, ..., t, si termy, potom P(ty,to,..., t,) je zdkladnd
formula.

Priklad 3.1.6 Majme konstantny symbol a, dva funkéné symboly f, g, pricom
f je bindrny a g je unarny a bindrne predikitové symboly P, Q. Rozhodnime, ¢i
nasledujice slova predikatovej logiky predstavuju zédkladnt formulu. Vysvetlime
dovod.

a) f(z,a)

b) Q(z,9(a))
) P(Q(z,a), f(z,a))
) P(f(z,a),9(z))

RieSenie.

o

d

a) Slovo f(z,a) nie je zékladna formula, lebo nemé pozadovany tvar, neobsa-
huje predikatovy symbol.

b) Slovo Q(z, g(a)) je zakladna formula, v argumente binarneho predikatového
symbolu @ su dva termy z a g(a).

¢) Slovo P(Q(z,a), f(x,a)) nie je zdkladna formula, lebo prvy argument pre-
dikatového symbolu P je Q(x,a), ¢o nie je term, lebo obsahuje predikatovy
symbol Q.

d) Slovo P(f(z,a),g(x)) je zakladna formula, v argumente binarneho predika-
tového symbolu P st dva termy f(z,a) a g(z).

O

Definicia 3.1.5 Slovo a nad abecedou predikdtovej logiky je formula predikd-
tovej logiky, ok existuje takd postupnost slov

a1, Q2,...,0n

Ze jej poslednygm clenom je a a pre kazdé i € { 1, 2,...,n} je splnend prdve jedna
z tyjchto podmienok:
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a) «; je zdkladnd formula,
b) «; je negdcia niektorého pruku mnoZiny {a1, ag,...,a;—1},
c) o je tvaru (oj ANay), (a;Vag), (o = o), (o & o) pre nejaké j, k < 1,

d) a; je tvaru (Vz)a; alebo (Jx)oy; pre nejaké j € {1,2,...,n}, pricom na
mieste x moZe byt lubovolnd premennd.

Postupnost slov ay, as, . . ., ax sa nazjva vytvdrajica postupnost formuly pre-
dikdtovej logiky.

V dalsom texte vonkajsie (posledné) zatvorky vo formulach budeme vynechévat.
Napriklad, budeme pisat =R(z) A (P(y) = P(z)) namiesto (-R(z) A (P(y) =
= P(z))). Zakladna formulu, pred ktora piSeme negaciu (aj viackrat), nedavame
do zatvoriek. Piseme —P(x) a nie =(P(x)), ale tiez -——P(x) a nie —(~(—-P(x))).
Pre skratenie zapisu budeme pisat (Vz1, 22, . ..,z )e namiesto (Vrq)(Vas) ... (Vo,)e,
obdobne pre existen¢ny kvantifikator.

Definicia 3.1.6 Podformula formuly « je formula predikdtovej logiky, ktord sa
vyskytuje vo vsetkiyjch vytvdragicich postupnostiach formuly « (nie je mozné ju
2 postupnosti vynechat).

Formula [(Vz)(P(z) V Q(z,y))] = R(a,z) ma podformuly P(z), Q(z,y),
R(a,x), P(x)V Q(z,y), (Vx)(P(x)V Q(z,y)) a nakoniec samu seba.

Definicia 3.1.7 Jazyk L je subor vsetkych formil a je uréeny Specidlnymi sym-
bolmi. Jazyk predikdtovej logiky casto obsahuje bindrny predikdt rovnosti ,=“ (bu-
deme pisat x = y namiesto = (z,y)). Vtedy hovorime o jazyku s rovnostou.
V opacnom pripade sa jednd o jazyk bez rovnosti.

Uvedme priklady niektorych jazykov predikatovej logiky.

1. Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnostou bez d'alsich predikatovych symbolov
(okrem rovnosti), Func = {+,-, ¢} (s¢itanie, nasobenie a funkcia nasledov-
nika) a Kons = {o}.

2. Jazyk teérie mnoZin je jazyk s rovnostou, okrem predikatu rovnosti ma
binarny predikatovy symbol €, piSeme = € y namiesto € (x,y) a &itame ,z
patri y“.

3. Jazyk pribuzenstva je jazyk s rovnostou s unarnym predikdtovym sym-
bolom W byt Zenou* a binarnym predikdtovym symbolom > byt predkom
niekoho", piSeme x >y a ¢itame ,,x je predkom 3.

Priklad 3.1.7 Uréme, ¢ nasledujuce slova st formulami predikatovej logiky v ja-
zyku s Pred = {P, Q}, Func = {f, g} a Kons = {a}:

a) (Vz)(P(z,a) A P(f(z,a),z)),
b) =P(z,x) = P(g(x),9(a)),

c) (Fx)(xz Avy),
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d) (Vo)P(Q(z),a),
e) f(z,9(y) = 9(f(z,y)).
Ak ano, napiSme vytvarajicu postupnost danej formuly a jej zdkladné podformuly.
Riesenie.

a) Je to formula predikatovej logiky. Jej zakladné podformuly st P(z,a)
a P(f(z,a),z), vytvarajaca postupnost: P(z,a), P(f(z,a),z), P(z,a)A
AP(f(z,a), ), (Vz)(P(z,a) A P(f(z,a),z)).

b) Je to formula predikatovej logiky. Jej zékladné podformuly su P(x,z),
P(g(x),g(a)), vytvérajica postupnost: P(z,z), P(g(z),g(a)),~P(z,z),
~P(z,z) = P(g(z),9(a)).

¢) Nie je to formula predikatovej logiky, lebo z, y st termy, a nie formuly, a
teda nie je vytvorené ziadnym zo sposobov, uvedenych v definicii 3.1.5

d) Nie je to formula predikatovej logiky, lebo v slove P(Q(z), a) je v argumente
predikatového symbolu opét predikatovy symbol, a nie term.

e) Je to zékladna formula, lebo f(z,g(y)) a g(f(x,y)) st termy a symbol ,, =
je binarny predikatovy symbol. O

Priklad 3.1.8 V jazyku s Pred = {P, Q,=}, Func = {f, g} a Kons = {a, b},
pricom @, f st binadrne a P, g unéarne pre nasledujice slova urcte, ¢i sa jedné
o term, alebo formulu predikatovej logiky, alebo to nie je ani term ani formula:

f(z,9(f(a,2))),
(V2)Q(z,a) & P(g(z)),
fla,x) = g(f(x,9)),
(xAg(y)V f(zb),
Gy)[P(Q ( )
(Bx)g(z) =

RieSenie.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
a) Je to term s vytvarajicou postupnostou a, x, f(a,x), g(f(a,x)), f(z,g(f(a,x))).

b) Je to formula s vytvarajicou postupnostou Q(z,a), P(g(x)), (V2)Q(x, a),
(V2)Q(z,a) < P(g(z)).

¢) Je to zékladna formula, lebo , = je binarny predikatovy symbol a f(a,x), g(f(x,y))
su termy.

d) Nie je to term, lebo term neobsahuje logické spojky a nie je to ani formula,
lebo logické spojky ,spajaju“ formuly, nie termy, ako je to v tomto slove.
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e) Nie je to term, lebo obsahuje predikitové symboly a logické spojky a nie
je to ani formula, lebo podslovo P(Q(a,¢(y))) nie je zakladnou formulou, v
argumente predikdtového symbolu je predikatovy symbol.

f) Nie je to term ani formula, kvantifikitory sa musia viazat na formuly, nie na
termy.

Priklad 3.1.9 NapiSme vytvarajtcu postupnost a znézornime syntakticky strom
pre formulu

a: (Vo) P(z) < [(3y)Py) A -Q(x)]

RieSenie. Vytvarajtca postupnost je: P(z), P(y), Q(z), (Vz)P(x), (Fy)P(y),
~Q(2), (By)P(y) A~Q(x), (¥2)P(x) < [(Jy)P(y) A Q).

Syntakticky strom formuly predikatovej logiky vytvarame obdobne ako vo vyro-
kovej logike s tym rozdielom, ze koncové vrcholy prislichaji zakladnym formulam,
nie vyrokovym premennym a vnutorné vrcholy mozu prislachat okrem logickych
spojok aj kvantifikdtorom. Syntakticky strom formuly « je znédzorneny na obréazku.

Veta 3.1.1 (O substitucii)
a) Ak nahradime v terme prislusného jazyka akykolvek jeho podterm ingm ter-
mom, dostaneme opdt term.

b) Ak nahradime vo formule akikolvek jej podformulu inou formulou, dostaneme
opat formulu.

¢) Ak nahradime vo formule term, ktory sa nenachddza bezprostredne za kvan-
tifikdtorom, ingm termom, dostaneme opdt formulu.
Priklad 3.1.10
a) Ak v terme f(g(x), f(y,a)) nahradime term x termom f(a,z) dostaneme
f(g(f(a,x)), f(y,a)), o je opit term.

b) Vo formule —P(x,z) = P(g(x), g(a)) nahradime podformulu P(z,z) formu-
lou P(x,y)=—Q(x), dostaneme formulu —~(P(z,y) = —-Q(x))= P(g(x), g(a)).

¢) Ak vo formule (Vz)P(z,y) = —Q(f(z,y)) nahradime vSetky vyskyty pre-
mennej (termu) z, okrem vyskytu bezprostredne za kvantifikdtorom, termom
g(a) dostaneme formulu (Vz)P(g(a),y) = -Q(f(g(a),y)).
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d) Ak vo formule (Va)P(z) nahradime vSetky vyskyty premennej x termom
f(x), dostaneme slovo Vf(z)P(f(z)), ktoré nie je formulou predikatovej lo-
giky, lebo za kvantifikitorom musi nasledovat premenna. O

3.1.3 Substituovatelnost termov

V jazyku pribuzenstva majme formulu ¢ : (Jy)(x>y), ktora v beZnej rei znamena,
ze Clovek x ma nejakého potomka y. Této formula vypoveda len o premennej x,
kym y je pomocna premenna. Budeme hovorit o volnom vyskyte (premenna z) a
viazanom vyskyte (premennd y) premennych vo formule.

Definicia 3.1.8

a) V zdkladnej formule si vsetky vyskyty vSetkych premennych volné.
b) Logické spojky nemenia charakter vyskytu premenngch.

c) Vo formule (Vx)p resp. (Jx)p je kaZdy vyskyt premennej x vo formule ¢
viazany. Kazdy volny (resp. viazany) vyskyt premennej réznej od x je volng
(resp. viazany) aj vo formule (Vx)p resp. (3x)e.

Formula je uzavretd, ked v nej Ziadna premennd nemd volny vyskyt. Formula
je otvorend, ked v nej Ziadna premennd nemd viazany vyskyt.

Uzdverom formuly ¢ nazgvame formulu tvaru (Vzi,2a,...,2k)p, kde
T1,%9,...,2T, su vietky premenné, ktoré maji vo formule ¢ volny vyskyt. Uzdver
formuly budeme oznacéovat symbolom cl(p).

Definicia 3.1.9 Term t je substituovatelny za premenni x vo formule ¢
prdve vtedy, ked sa Ziadna premennd termu t nestane viazanou po nahradeni kaz-
dého volného vyskytu premennej x termom t vo formule .

Ak vo formule ¢ nemd premennd x volnyg vyskyt, pripadne sa vo formule ne-
nachddza, potom kaZdy term t je substituovatelny za premenni x vo formule ¢

Budeme pisat ¢(z1,22,...,25), ked Ziadna premennd okrem premennych
1, T2, ... T, nema vo formule ¢ volny vyskyt.

Nech x1, xo, . . ., x) st navzajom roézne premenné. Budeme oznacovat symbolom
o(x1/t1, X2 /te, ..., Tk /t;) formulu, ktora vznikne z formuly ¢ sticasnym nahrade-
nim kazdého volného vyskytu kazdej z premennych x; pre 7 < k termom t;.

Priklad 3.1.11 V nasledujicich formulach ozna¢me vSetky volné a viazané vy-
skyty premennych. Uréme, ¢i je formula uzavreta, otvorena alebo nie je ani uzav-
retd ani otvorena:

a) (Vo)[zr ey (Fy)y ¢ ][

2Pigeme y ¢ x namiesto —(y € x)
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b) (Vz)[Q(x) = (Jy)P(y, f (b, x))],
¢) ~Q(z) V (P(z,a) = Q(y)).
RieSenie. VoIny vyskyt premennej budeme oznacovat pismenom f (z angl. free),

viazany pismenom b (z angl. bounded), napr. f(x), b(y),...

a) Vsetky vyskyty premennej z st viazané, lebo st vo formule (Va)yp, kde
p: x€y<e (Jy)y ¢ x. U premennej y je prvy vyskyt volny (nevztahuje sa
na fiu kvantifikator) a druhy vyskyt je viazany, lebo je vo formule (Jy)v, kde
¥ y ¢ x. Mozeme to zapisat nasledovne: b(z), b(x), f(y), b(y), b(y), b(z).
Formula nie je uzavreta, lebo premennd y méa aj volny vyskyt, ale nie je ani
otvorena, lebo existuju premenné s viazanym vyskytom.

b) Vsetky vyskyty premennych z, y st viazané. Formula je uzavreta.

¢) Vo formule nie je ziaden kvantifikator, teda obidve premenné maju len volné
vyskyty. Formula je otvorena. |

Priklad 3.1.12 Uréme, ¢ vo formule ¢ : (Va)(z € y & (Fy)y ¢ x) je:

a) term f(a,y) substituovatelny za premennu y,

b) term f(a,x) substituovatelny za premenna y.
RieSenie. Nezabtudajme na to, Ze nahradzame len volné vyskyty premennych.
V nasom priklade méa premenné y volny len prvy vyskyt, druhy vyskyt je viazany.

a) Dostaneme formulu ¢(y/f(a,y)) : (Vz)(z € f(a,y) < (3y)y ¢ z). Ziadna
premennd s volnym vyskytom sa nestala viazanou, a teda term f(a,y) je
substituovatelny za premennii y vo formule ¢.

b) Dostaneme formulu ¢(y/f(a,z)) : (Vz)(z € f(a,z) < (3y)y ¢ z). Na mieste
premennej y s volnym vyskytom sme dostali premennt x s viazanym vysky-
tom. Term f(a,z) nie je substituovatelny za premennu y vo formule ¢. O

Ulohy

3.1 Napiste formuly predikatovej logiky zodpovedajtce nasledujicim vetam. Po-
uzite predikatové symboly uvedené v texte:

a) Niekto mé& matematické nadanie (M) a niekto nie.

b) Nie kazdy usilovny Student (U) ma na vysvedéeni samé jednotky (.J).

¢) Len deti (D) maja vstup do babkového divadla zdarma (7).

d) Nie kazdy c¢lovek ('), ktory vyStudoval medicinu (M), je dobry lekar (L).
e) Mlie¢nu desiatu (M) nedostavaja len Ziaci (7).
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3.2 Pre nasledujtce vety uved'te predikaty, konstantné symboly a funkéné symboly,
ktoré potrebujete na formalizéciu a napiSte zodpovedajuce formuly:

a) Adam vie matematiku aj fyziku.

=3

Kazdy, kto vie fyziku, vie aj chémiu.

Niekto vie matematiku alebo chémiu.

[oFENe]

[¢)

)
)
)
) Nikto, kto vie fyziku aj chémiu, nevie sti¢asne aj matematiku.
) Kazdy, kto vie matematiku alebo chémiu, vie aj fyziku.

)

L)

Nikto nevie matematiku aj fyziku.

3.3 Pre nasledujtce vety uved'te predikaty, konstantné symboly a funkéné symboly,
ktoré potrebujete na formalizéciu a napiSte zodpovedajice formuly:

a) Vsetky sladké potraviny st nezdravé.

b) Niektoré mliecne vyrobky sii zdravé, aj ked s sladké.

d

)
)
¢) Jedlo je zdravé prave vtedy, ked nie je sladké alebo ked je to mlieény vyrobok.
) Nie v8etky mlie¢ne vyrobky su zdravé.

)

e) Tento sladky jogurt je zdravy.

3.4 Pouzite jazyk urfeny unarnymi predikidtovymi symbolmi : S(x) -z je Studen-
tom, U(z)—z je usilovny A(z)—x vie hovorit po anglicky na sformalizovanie
vyrokov, pri¢om univerzom je mnozina ludi:

a) Nie kazdy ¢lovek je Studentom.

b) Kazdy usilovny Student vie po anglicky.

¢) Niektori l'udia, ktori vedia po anglicky, nie st Studenti.

d) Kazdy ¢lovek vie po anglicky prave vtedy, ked je usilovny.

¢) Clovek vie po anglicky, ked je usilovny alebo je student.

£) Ziaden clovek, ktory nevie po anglicky, nie je usilovny Student.
3.5

Pouzite jazyk uréeny unarnymi predikdtovymi symbolmi : S(x)—x vie strielat,
Z(x)—x méa zbran, P(x)-x je policajt a unidrnym funkénym symbolom m(x)-
priradi ¢loveku x jeho matku na sformalizovanie vyrokov:

a

b

Matka ziadneho policajta nemé zbraii.
Nie vS8etci policajti maja zbrai.

)
)
¢) Nie kazdy, kto vie strielat a ma zbraii, musi byt policajt.
d) Kazdy policajt, ktory mé zbran, vie strielat.

)

e) Nejaky policajt ma matku policajtku.
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f) Matka ziadneho policajta nevie strielat.
g) Clovek je policajt prave vtedy ak vie strielat alebo jeho matka je policajtka.

h) Nejaka policajtka nemé syna policajta.

3.6 Pouzite jazyk urceny unarnymi predikatmi: M (x)—z je maliarom, H(z)—
x je hudobnikom, W (x)—x je Zenou a unarnymi funkénymi symbolmi: m(z)—
priradi ¢loveku & matku, o(x) — priradi ¢loveku x otca na formalizaciu vyrokov:

a) Evina matka je maliarka.

b) Nieci otec je hudobnik.

¢) Niekto mé matku maliarku a otca hudobnika.

d) Nie kazdy ma otca hudobnika alebo matku maliarku.

f Ziadny maliar nemé otca hudobnika.
g) Kazdy, kto nemé otca hudobnika, ma matku maliarku.

)
)
)
)
e) Niekto nemé obidvoch rodi¢ov maliarov.
)
)
h)

Niektori maliari maji oboch rodi¢ov maliarov.

3.7 Vyjadrite vyrokmi v jazyku z predchadzajtceho prikladu nasledujice formuly:

a) (3x)(H(z) A —H(o(x)) A ~H(m(z)))

b) (Va)(M(z) = (M(m(x)) vV M(o(z)))),

¢) (3z)(H(o(x)) v H(m(z)))

d) (vVo)[M(z) = (=H(o(x)) v =H (m(z)))]

e) (3z)[(H(o(x)) A M(m(z))) V (M (o(x )) H(m()))],

f) (F0)[(H () vV M(2)) A[(=H (o(2)) A =M (o(x)) V (=H (m(z)) A =M (m(x)))]]

3.8 V jazyku, s bindrnym predikiatom P(x,y)—¢loveku x sa paci ¢lovek y, unarnymi
predikatmi D(z)—z je dievéa a C(z)—=z je chlapec najdite vyroky zodpove-
dajuce nasledujucim formulam:

a) (32)[D(x) A (Vy)(Cy) = P(z,y))],
b) (3z)[D(z) A (Vy)(C(y) = Py, )],
¢) (Vz)[D(x) = (3y)(C(y) A P(z,y))],
d) (Vz)[D(z) = (Jy)(C(y) A Py, x))],
e) (3z)[C(x) A (Vy)(D(y) = P(z,y))],
£) (32)[C(z) A (Vy)(D(y) = P(y,z)],
g) (V2)[C(z) = (Jy)(D(y) A P(z,y))],
h) (Vz)[C(x) = (3y)(D(y) A P(y,»))].



3.9 Najdite formulu v jazyku pribuzenstva, ktora zodpoveda nasledujicim vyro-
kom:

a

b

) Kazdy ¢lovek ma nejakého muzského predka.

) Eva ma dieta.

¢) Eva a Peter su starodenci. (Maju aspon jedného spolo¢ného rodica)
d) Eva je Petrova starda mama.
e) Niektori l'udia maju spolo¢ného Zenského predka.

f) Kazdy ¢lovek ma asponn dvoch potomkov.(Neuvazujeme len deti)
g) Niekto méa len muZskych potomkov.

h)

Kazdy mé& muzského aj zenského predka.

3.10 V jazyku pribuzenstva najdite zodpovedajice k formulam:

a) (Vz)(=W(z) = (Jy)(z>y))

b) (Vz)(W(z) = (Fy)((z>y) A=W (y)))

) (va)(@FI((y>x) A=W (y)) A (V2)(=(y > 2) V =(2 > z))]
d) Gz, y,2)(z #yAzpxzAz>yA-W(z))

e) (Fz)(Vy)((z>y) = W(y))

£) Vo) 3y, 2)(ypxAzbxz Ay # 2)

3.11 Pouzite jazyk ureny s unarnymi predikatmi O(z)—z je opera a C(x)—z je
¢lovek, bindrnymi predikatmi N (z,y)—clovek x napisal operu y a V(z,y)—
¢lovek x videl operu y na formalizaciu nasledujucich vyrokov a zadefinujte
potrebné konstanty:

a) Adam videl vSetky Dvorakove opery.

b) Niekto videl operu Rusalka.

¢

d

e

f

)
)
) Kazdy videl nejakt Dvorakovu operu.

) Nie kazdy videl vSetky Dvoréakove opery.
) Niekto nevidel Ziadnu operu.

) Adam nevidel vSetky opery.

3.12 Najdite vyroky zodpovedajuce nasledujucim formuldm v jazyku s bindrnym
predikatom R(x,y)—z méa rad y, unarnym predikatom M () — 2 ma modré o¢i
a unarnou funkciou m(z) - priradi ¢loveku z matku:

a) M(m(e)),

b) (Vz)(3y)R(z,y),
86



3.13 Pouzite jazyk s rovnostou uréeny undrnymi predikdtovymi symbolmi:

d

@

—

g

)
)
)
)

P(z) -z je parne ¢islo, T'(x) —x je &islo delitelné tromi, S(x) -« je ¢islo de-
litelné Siestimi a undrnym funkénym symbolom f(z)—priradi prirodzenému
¢islu x jeho druhtt mocninu na formalizaciu vyrokov:

Druhé mocnina kazdého péarneho ¢isla je parne ¢islo.
Ak je ¢islo delitelné Siestimi, je delitelné dvomi aj tromi.

Druhé mocnina nejakého ¢&isla sa rovna sactu druhych mocnin nejakych
dvoch ¢isel.

Druha mocnina je parne &islo, len ak dané ¢islo je péarne.
Nie kazdé ¢islo delitelné tromi je delitelné aj $iestimi.
Niektoré ¢isla predstavuju druhtt mocninu iného é&isla.

Ak je druh& mocnina ¢isla delitelna tromi, je aj toto ¢islo delitelné tromi.

3.14

Pouzite jazyk s rovnostou uréeny binarnym predikatovym symbolom R(x,y)—
¢islo z je delitelom ¢isla y a unarnym funkénym symbolom f(x)—priradi priro-
dzenému ¢&islu x jeho druhd mocninu, na formalizaciu vyrokov:

a

2 o o

@

-

g

)
)
)
)
)
)
)

Kazdé ¢islo je delitelom seba samého.

Kazdé ¢islo je delitefom svojej druhej mocniny.

Existuju také &isla x, Ze = je delitelom ¥ a 22 je delitelom y2.

Nejaké ¢islo je delitelom vSetkych ¢isel.

Kazdé ¢islo méa nejakého delitela.

Ak é&islo z je delitelom é&isla y, potom je aj delitelom jeho druhej mocniny.

Existuji také dve &isla, Ze prvé je delitefom druhého a druhé je delitelom
prvého.

3.15 NapiSte vytvarajucu postupnost nasledujucich termov:

a
b

)
)

(f(g(a,z)) +9(y, b)) - f(f(a)),

f(f(g(@)), f(y,a)),
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c) (z-y)+ (g(o+g(x)) - (x + g(0))),
d) f(z,g(a))-9(f(9(y),a)) + f(z + g(y), 9(g(b))).

3.16 V jazyku s Pred = {P, Q,=}, Func = {f, g} a Kons = {a, b}, pricom Q, f
st binarne a P, g unarne pre nasledujice slové urcte, ¢i sa jedné o term, alebo
formulu predikatovej logiky, alebo to nie je ani term ani formula:
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3.17 V jazyku z predchadzajiceho prikladu rozhodnite, ktoré z nasledujtcich slov
predikatovej logiky su formuly. V pripade, Ze sa jedna o formulu, vypiste
jej zakladné podformuly a zapiSte vytvarajicu postupnost. Ak sa nejedna
o formulu, napiste dovod:

a) ¢1: Q(f(a),g(b)),

b) w21 P(f(z,9(z))) = —Q(a,g(z)),

¢) w3 (Va)P(f(z,b)) & (Fy)(P(y) v Qa, f(y,9(b)))),
d) ¢a: (Vo) P(f(z, b)) = (Gy)Q(9(y), P(y)) ,

e) ws: (F)P(Q(z,y)) = Q(a,b),

f) @6 = (Vo)[P(z) & (By)Q(y, f(b,y))].

3.18 Pre nasledujtuce formuly napiSte ich vytvarajucu postupnost a znézornite
syntakticky strom:

a) (Jz)(~P(z) V (vy)=Q(z,y)) ,
b) [((Vz)P(f(z)) = P(g(2))] = Q(x)) vV ~(3y)Q(y)
) @A)~y Ay>o)] = [(zpa) Vv (V2) (2> 2)],

3.19 V nasledujicich formulach oznaéte vSetky volné a viazané vyskyty premen-
nych. Urcte, ¢ je formula uzavreta, otvorena alebo nie je ani uzavreta ani
otvorena. Svoje tvrdenie zdovodnite:

a) r€y= (Vo)ly €z Vv (3y)r ¢y,
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3.20 Rozhodnite, ¢ v danej formule ¢ je term substituovatelny za premennt.

Svoje tvrdenie oddvodnite:
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Vysledky
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3.2 Objekty st Tudia. Unarne predikatové symboly: M (z)—z vie matematiku,

F(x)—x vie fyziku, C(z) -z vie chémiu. KonStantny symbol a- Adam.
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3.3 Objekty su potraviny. Predikatové symboly: Z(x)—x je zdravy, S(z)—z je

sladky, M (z)—x je vyrobeny z mlieka. KonStantny symbol j —tento jogurt.
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g) (Vo)(P(z) & (S(x) V P(m(z))))
h) (Fz)(=P(2) A P(m(z)))

3.6 Konstantny symbol e- Eva.

3.7

3.8

a) M(m(e)),

b) (3z)H (o(x)),

¢) (3z)(M(m(z)) A H(o(z)),

d) =[(Va)(M(m(z)) V H(o(z))]  alebo  (3z)(=M (m(x)) A =H(o(x))),

)

) (Bz)-

£) (va)(M(z) = —H(o(z)))

g) (Va)(=H(o(z)) = M(m(z))),
h) (3z)(M (z) A M(o(z)) A M (m(z))).

[M(m(z)) A M(o(x))]  alebo  (3x)(=M(m(z) V ~M(o(z)))),
)

a) Niektori hudobnici nemaja ani jedného rodi¢a hudobnika.

N
b) Kazdy maliar ma aspon jedného rodi¢a maliara.
¢) Niekto ma niektorého rodi¢a hudobnika.

)
)
)
d) Ziaden maliar nem4 oboch rodi¢ov hudobnikov.
e) Niekto méa jedného rodi¢a maliara a druhého hudobnika.
)

f) Nie kazdy umelec (maliar alebo hudobnik) méa oboch rodi¢ov umelcov.

a) Nejakému dievéatu sa péacia vSetci chlapci.
b) Nejaké dievcéa sa paci vSetkym chlapcom.

¢) Kazdému dievéatu sa paci nejaky chlapec.

)

)

)
d) Kazdé diev¢a sa paci nejakému chlapcovi.
e) Nejakému chlapcovi sa padia vietky dievcata.
f) Nejaky chlapec sa paci vetkym dievéatam.
g) Kazdému chlapcovi sa paci nejaké dievca.

h) Kazdy chlapec sa paci nejakému dievéatu.

3.9 Pouzijeme konStantné symboly: e —FEva a p— Peter.

a) (Vz)(3y)(y >z A=W (y)),
b) (Fz)leva A (Vy)(—(e>y) vV ~(y>2))],
c) @z)zeenzep A (Vy)(=(zey) vV (y>e)) A(=(zey) vV -(y>p))),
d) (Fz)lecaAz>pA (Vy)((—(epy)V-(y>a) A(=(z>y) vV -(y>p))],
e) (Fz,y,2)(x#yAzpzAzpy AW(2)),
f) (Vz)(TJy, 2)(xpyAe>zAy # 2),
g) Fz)(vy)(zey = -W(y)),
h) (Vo) (3y, 2)((y > x) A (z02) AW (y) A=W (2)).
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3.10 a) Kazdy muz méa potomka.
b) Kazda Zena mé& muzského potomka.
c) Kazdy ¢lovek mé otca.

)
)
)
d) Niektori Tudia maja spoloéného muzského predka.
e) Niekto méa len Zenskych potomkov.

)

f) Kazdy méa asponi dvoch predkov.

3.11 Kons$tantné symboly: a — Adam, d — Dvorék, r» — opera Rusalka.
a) (Vz)((O(z) AN(d,z)) = V(a,z)),

b) (3z)(C(z) AV (z,7)),
c) (Vz)(Fy)(C(z) AO(y) ANV (z,y) AN(d,y)),
d) (3z)(3y)(C(z) AO(y) AN(d,y) A=V (x,9)),
e) (Fz)(vy)((C(x) AO(y)) = ~V(z,y)),
£) (3z)(O(z) A=V (a,z)).

3.12 a) Evina matka ma modré odi.

b) Kazdy méa niekoho rad.
¢) Niekto mé4 rad len I'udi s modrymi ocami.

d) Kazdy ma rad svoju matku.

f) Niekto méa rad v8etkych l'udi, ktori nemajt modré od¢i.

)
)
)
)
e) Niektori modrooki T'udia nezdedili modré o¢i po matke.
)
g) Niekto nema rad Tudi, ktori majt modré o¢i.
)

h) Kazdy ¢lovek s modrymi o¢ami mé stard mamu z matkinej strany

s modrymi ocami.

3.13 a
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, g(o+g(x)),
(9(0+g())) - (z + g(0)), (z-y) + (9(0+g(z))) - (w+g(0)
( g(f

) a)
f(x,9(a))-9(f(9(y),a)), =+ 4g(y), g(b), g(g(b)), (l‘+g(y) 9(g(b))).

3.16 a) term, b) nie je term ani formula,
¢) formula, d) nie je term ani formula,
e) term, f) nie je term ani formula,
g) formula, h) nie je term ani formula.

3.17 a) nie, lebo f je binarny funkény symbol, teda f(a) nie je term,

b) ano, zakladné podformuly sa P(f(z,g(x))), Q(a, g(x)),
vytvirajiica postupnost:  P(f(z,g(x))), Qla,g(x)),~Qla, g(x)),

¢) ano, zakladné podformuly st P(f(x,b)), P(y), Q(a, f(y,g(b))),
vytvarajtca postupnost: P(f(z,b)), P(y), Q(a, f(y,g(b))),
P(y) v Qa, £(3.9(6))). (3y)(P()V Qa, f(y, 9(b))),
(V2)(P(f(2,b)),

d) nie je, lebo P(y) nie je term, a teda Q(g(y),

©2,

y)) nie je zakl. formula,

B(
e) nie, lebo Q(x,y) nie je term, a teda P(Q(z,y)) nie je zakl. formula,

f) ano, zakladné podformuly st P(z), Q(y, f(b,y)

);
vytvarajica postupnost: - P(x), Q(y, f(b,y)), By)(Q(y, f(b,y))),

P(z) < ((F)(Qy, f(b,y)))), ¥s-

3.18 a) Vytvarajtca postupnost je: P(x), Q(z,y), -Q(z,y), (Vy)-Q(x,y),
~P(z) v (Vy)-Q(z,y), (3z)(-P(z) Vv (Vy)-Q(z,y)).
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Syntakticky strom:

b) Vytvarajtca postupnost:

P(f(z)), P(9(2)), Q(z), Qy), (Vx)P(f(x)), (Vo
(V2)P(f(x)) = P(9(2))) & Q(z), (Fy)Q(y), ~(Fy)Q(y),
[(Vz)P(f(z)) = P(9(2))] & Q(x)) V ~(Jy)Q(y

~

Syntakticky strom:

¢) Vytvarajaca postupnost:

z>y, ydx, zbx, x>z, ~(z2>y), ~(zpy) A (y>x), (V2)(x>2),
(zpx)V (V2)(xzp2), [C(zpy)Alypa)] = [(zpx) V (V) (x> 2)],
E)l-GEey) Ay o) = [(z>2) vV (V2)(z > 2)]]
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Syntakticky strom:

3.19 Oznadenie: b — viazany vyskyt, f — volny vyskyt.
8) f(@), Fy), (@), F(y), b(x), bly), b(x), b(y), formula nie je uzavrets

ani otvorena,

b) b(z), b(y), b(z), b(y), premenné x, y majd len viazané vyskyty, uzav-
reta formula,

c) f(x), f(y), b(z), b(z), b(y), b(z), b(y), formula nie je uzavretd ani

otvorena,
d) v8etky vyskyty premennej z st volné, otvorend formula,

e) b(z), b(2), f(z), b(y), b(x), f(2), b(y), b(x), formula nie je uzavreta ani
otvoren4,

f) vSetky vyskyty premennych z, y st viazané, uzavreta formula.

3.20 a) nie, b) ano, ¢) ano,
d) ano, e) 4no, f) nie,
g) nie, h) ano, i) nie,
j) nie, k) &no, 1) nie,
m) ano, n) ano, 0) nie,
p) nie, q) ano, r) nie.

3.2 Sémantika predikatovej logiky

V predoslej ¢asti sme sa zaoberali sposobom vytvarania formil v predikatovej lo-
gike, ako aj zapisovanim oznamovacich viet pomocou formul predikatovej logiky.
V tejto kapitole sa budeme zaoberat sémantikou formal, t. j. ich vyznamom a prav-
divostou. Uvedme si priklad.
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Priklad 3.2.1 Majme formulu

¢ (Vo) (M(x) = M(f(x))),

kde M je unarny predikatovy symbol a f je unarny funkény symbol.
Tato formula moéze mat mnoho vyznamov. Uvedme dva z nich.

1. Objekty su v8etci ludia. Predikdtovy symbol M znamena ,mat modré o¢i*
a funkcia f priraduje ¢loveku jeho matku. Formula zodpoveda vete: ,Kazdy,
kto m& modré o¢i, ma matku s modrymi ocami. “Je jasné, ze je to nepravdivy
vyrok.

2. Objekty su celé ¢isla. Predikatovy symbol M znamené byt neparnym ¢islom*
a funkcia f priraduje ¢islu jeho druhi mocninu. Formula zodpoveda vete:
,Druh& mocnina neparneho ¢isla je neparne ¢islo.“ Tento vyrok je pravdiv%

Z uvedeného prikladu vyplyva, Ze na to, aby sme vedeli rozhodnut, ¢ je formula
pravdiva alebo nepravdiva, musime poznat vyznam Specidlnych symbolov, ako aj
mnozinu objektov, o vlastnostiach ktorych hovorime.

3.2.1 Struktura a realizicia termu

Definicia 3.2.1 Struktira M pre jazyk L predikdtovej logiky s mnoZinou predi-
kdtovgch symbolov Pred, konstantnyjch symbolov Kons a funkéngch symbolov Func
je uréend neprdzdnou mnoZinou U, ktord sa nazjva univerzum o interpretdciou
[-], kde [] je priradenie, ktoré

1. kaZdému konstantnému symbolu a € Kons priraduje prvok z U, oznacujeme

ho [a],

2. kazdému funkénému symbolu f € Func arity n priraduje zobrazenie mnoZiny
U™ doU, oznacujeme [f],

8. kazdému predikdtovému symbolu P € Pred arity n priraduje podmnoZinu
[Pl cur.

Priklad 3.2.2 Ur¢me interpretacie predikatovych symbolov > (,byt predkom®) a
W (,byt Zenou®), ak univerzom je rodina pozostavajica z matky (m) , otca (o),
deéry (d), syna (s) a babky z matkinej strany (b).

RiesSenie. Interpretiaciou unarneho predikatového symbolu W sa vSetky prvky
univerza, ktoré su zenského pohlavia, teda

[W] = {m, d, b}.

Interpretaciou binarneho predikatového symbolu > st vSetky usporiadané dvojice
prvkov univerza, v ktorych prvok na prvom mieste je predkom prvku na druhom
mieste, teda

[>] = {(m,d), (b,m), (b,d), (m;s), (b,s), (0,d), (0,5)}. 0

96



Definicia 3.2.2 Zobrazenie e, ktoré priradi kaZdej premennej x nejaky prvok
e(x) € U, nazgvame ohodnotenim premennych v Struktire M.

Definicia 3.2.3 Realizdcia [t]. termu t v Struktire M pri ohodnoteni premen-
nijch e je definovand nasledovne:

a) ak termom je konstantnyg symbol a, tak jeho realizdcia je prvok [a] € U, t. .
[a]e = [a],

b) ak termom je premennd z, tak jej realizdcia je e(x) € U, t.j. [x]. = e(z),

¢) ak term md tvar f(t1,te, ..., t,), kde f je funkény symbol arityn aty,ta, ..., t,

st termy, ktorych realizdcie su prvky di,ds,...,d, € U, potom realizdciou
termu je prook [f](di,dz, ..., dys), t.J.

[f(t1,t, s tn)]e = [f1(d1, day - .., dy).

Priklad 3.2.3 V struktire pre jazyk £ so $pecidlnymi symbolmi Pred = {P, Q},
Func = {f,g} a Kons = {a, b}, kde

o U =N,
e [a] =2, [b] =3,
e [f] je druh& mocnina &isla, t.j. [f](n) = n?,

[g] je sucin, t.j. [g](m,n) =m - n,

[P] je mnozina usporiadanych dvojic prirodzenych ¢isel (m,n) takych, ze
m < n,

[Q] je mnoZzina prirodzenych ¢isel, ktoré st druhou mocninou nejakého pri-
rodzeného d¢isla,

najdime realizécie termov t; : g(f(z),g(a,b)) a t2 : f(g(f(a),z)) pri ohodnoteni
e takom, Ze e(x) = 4.
RieSenie.

[[tlgg = [9(f(2), 9(a,b))le = [f(2)]e - [g(a.b)]c = [f1([z]e) - [a]e - [b]e = 4*-2-3 =

[tzle = [f(9(f(a),2))]e = lg(f(a).2)]2 = ([f(a)le - [x])* = ([a]Z - e(x))* =
= (22 4)? = 256. a

3.2.2 Pravdivost formuly

Definicia 3.2.4 Pravdivost formail v danej Struktire M pri ohodnotend premen-
nijch e definujeme nasledovne:

1. Nech p = P(ty,ta,...,t,), kde P je predikdtovy symbol arity n a ty, ta, ..., t,
st termy, ktorych realizdcie su prvky di,ds, ..., d, € U. Potom formula ¢ je
pravdivd prave vtedy, ked (di,da,...,dy,) € [P].
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2. Ak, su formuly, ktorych pravdivost pozndme, potom:
e formula =y je pravdivd prdve vtedy, ked ¢ je nepravdivd,
e formula ¢ A je pravdivd prdve vtedy, ked o, si pravdivé,
e formula ¢ V 1 je nepravdivd prdve vtedy, ked v, si nepravdivé,

e formula ¢ = v je nepravdivd prdve vtedy, ked ¢ je pravdivd a v je
nepravdivd,

e formula ¢ < 1 je pravdivd prdive vtedy, ked ¢, si obidve pravdivé
alebo obidve nepravdivé.

3. Ak ¢ je formula a x je premennd, potom

o formula (Vx)p je pravdivd prdve vtedy, ked formula ¢ je pravdivd pri
kazdom ohodnotent e(z) = d, kde d € U,

o formula (3x)@ je pravdivd prave vtedy, ked formula ¢ je pravdivd aspori
pri jednom ohodnoteni e(x) = d, kde d € U.

Pravdivostni hodnotu formuly ¢ v Struktire M pri ohodnotent premennijch e
oznacujeme vale () a definujeme nasledovne:

val,(ip) — 1, ak formula ¢ je pravdiva v Struktire M pri ohodnoteni e,
| 0, ak formula ¢ je nepravdiva v Struktire M pri ohodnoteni e.

Poznamka: Z bodu 3 v definicii [3:2.4] vyplyva, Ze pravdivostna hodnota formuly
zavisi len na ohodnoteni tych premennych, ktoré maju vo formule volny vyskyt.

Priklad 3.2.4 V strukture z prikladu [3:2.3] uréme pravdivostné hodnoty nasledu-
jucich formul pri rovnakom ohodnoteni premennych:

¢ Qg(f(z),9(a,b)))
v ~Q(f(9(f(a), x)))
0: P(g(f(z),9(ab)
p: Qg(f(z),9(a,b)

RieSenie.

) f(g(f(a),x)))
) = P(g(f(x),9(a,b)), f(9(f(a),x)))

a) Vzhladom na ozna¢enie termov z prikladu méme formulu ¢ : Q(t1).
Kedze [t1]. ¢ [Q] (lebo &slo 96 nie je druhou mocninou Ziadneho prirodze-
ného ¢isla), val.(¢) = 0.

b) Mame v : =Q(t2). KedZe [t2]. € [Q], val.(Q(t2)) = 1, a teda val.(¢)) = 0.

¢) Mame 6 : P(t1, t2). Plati ([t1]e, [tz]e) € [P] (lebo 96 < 256), teda val.(0) =
=1.

d) Formula p ma tvar ¢ = 6. Z rieSeni uloh a), ¢) vyplyva val.(p) = 1. O
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Priklad 3.2.5 V Strukture s univerzom U = {2, 4, 6, 8} a predikatovym symbo-
lom R takym, ze

[R] = {(z,y); = |y},

kde symbol z | y znamena, Ze ¢islo x je delitelom ¢isla y, uréme pravdivostnu
hodnotu formuly

p: (z=y) = (Vy)R(z,y)

pri nasledujicich ohodnoteniach premennych:

(y) =8, c) e(z)
8a

RieSenie. Formula ¢ méa tvar implikicie p1 = @9, kde o1 : z =ya s : (Vy)R(z,y).
Pri uréovani pravdivostnej hodnoty formul ¢, @2 budeme postupovat nasledovne:

e Formula ¢ je otvorena, a teda jej pravdivostna hodnota zavisi od ohodno-
tenia obidvoch premennych. Napriklad pri ohodnoteni premennych v tlohe
a) je vale(p1) =0, lebo 2 # 8.

e Vo formule p3 ma premenné y len viazané vyskyty, jej pravdivostna hodnota
zéavisi len od ohodnotenia premennej x. Pri ur€ovani pravdivostnej hodnoty
si za premennu z ,dosadime” jej ohodnotenie, napr. e(x) = 2 a pytame sa,
¢ pre kazdy prvok z univerza plati, Ze ¢islo 2 je jeho delitelom. Teda pri
ohodnoteni v tlohe a) je val.(p2) = 1, lebo ¢islo 2 je delitelom kazdého
z Cisel 2, 4, 6, 8.

Riesenie si zapifSeme do tabulky.

e(z) | e(y) || vale(p1) | vale(p2) | vale(p)
2 | 8 0 1 1
4| 8 0 0 1
6 | 6 1 0 0
2 | 2 1 1 1

Priklad 3.2.6 V struktire pre jazyk pribuzenstva s univerzom tvorenym rodinou
pozostavajicou z matky, otca, syna a dcéry (m — matka, o — otec, s — syn, d — dcéra)
uré¢me pravdivostnit hodnotu formuly

—W(z) = (Jy)(=W(y) Ay x)

pri nasledujicich ohodnoteniach premennych:

a) e(x) = o, e(y) =m, c) e(z) =d, e(y) =s,
m, e(y) =d, d) e(z) =s, e(y) =d.

=
2,
8
~—
[

RieSenie. Formula ¢ ma tvar implikicie ¢; = @2, kde @1 : =W (z)
a @2 : (Fy)(=W(y) A (y>x)). Pri uréovani pravdivostnej hodnoty formul o1, @9
budeme postupovat nasledovne:
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e Formula ¢, je otvorend, a jej pravdivostna hodnota zavisi od ohodnotenia
premennej x. Pri ohodnoteni v tlohe a) je val.(¢1) = 1, lebo otec nie je Zena.

e Vo formule @5 ma premennd y len viazané vyskyty, jej pravdivostna hodnota
zévisi len od ohodnotenia premennej z. Pri uréovani pravdivostnej hodnoty
si za premennd x ,dosadime” jej ohodnotenie, napr. e(x) = o a pytame sa,
¢i existuje ¢len rodiny muzského pohlavia, ktory je predkom otca. Teda pri
ohodnoteni v tlohe a) je val.(¢2) = 0, lebo ziaden ¢len rodiny muzského
pohlavia nie je predkom otca.

Riesenie si zapiSeme do tabulky.

e(@) [ e(y) [ vale(p1) | vale(p2) | vale(y)
o) m 1 0 0

m | d 0 0 1

d s 0 1 1

s | d 1 1 1

3.2.3 Splnitel'nost mnoziny formil

Definicia 3.2.5 Formula ¢ je splnend, resp. plati v §truktire M, ked je v tejto
Struktire pravdivd pri kaZdom ohodnotent premenngch. Oznacujeme =pr ¢.

Ked7ze pravdivostna hodnota formuly zavisi len na ohodnoteni tych premennych,
ktoré maju vo formule volny vyskyt, pre uzavretu formulu plati, Ze jej pravdi-
vostna hodnota pri l'ubovolnom ohodnoteni premennych je rovnaka. Ak je uzav-
reta formula pri Tubovolnom ohodnoteni premennych pravdiva, hovorime, ze ¢ je
pravdiva v M. Ak formula nie je uzavreta, potom je splnena v Strukture M
prave vtedy, ked jej uzaver je formula pravdivd v M. Lahko vidime, Ze pre kazda
formulu ¢ plati, ze ak |=ps ¢, potom £, —p. Pre uzavrett formulu plati silnejsie
tvrdenie, ktoré je obsahom nasledujtcej vety.

Priklad 3.2.7 V struktare M pre jazyk pribuzenstva s univerzom tvorenym mat-
kou, otcom a ich synom rozhodnime, ¢i st splnené nasledujtice formuly:

a) p: (z>y)V(y>a),

b) ¢ (Fy)((zey) Vv (y>2)),

c) p: (F)(Vy)((z>y)V (y>2)),
d) 0: EFz)(Vy)(=(z>y) A=y > ).

Riesenie. Mame U = {m,o,s}. Interpretacia predikatového symbolu > je o] =
= {(m,s), (0,s)} (Clovek nie je predkom seba samého).

a) Formula ¢ je otvorena, teda jej pravdivostna hodnota zavisi na ohodnoteni
obidvoch premennych. Pravdivostné hodnoty pri jednotlivych ohodnoteniach

100



znézornime tabulkou:

e(z) [ e(y) || vale(z>y) [ vale(y> ) [ vale(y)
m m 0 0 0
m o 0 0 0
m s 1 0 1
o) o) 0 0 0
o m 0 0 0
o s 1 0 1
s s 0 0 0
S m 0 1 1
s o 0 1 1

Formula ¢ nie je pravdiva pri kazdom ohodnoteni premennych, teda F,, ¢.
Intuitivne, formula ¢ je splnené v Struktare M, ak pre kazdua dvojicu prvkov
(z,y) € U (aj rovnakych) plati, Ze x je predkom y alebo naopak, ¢o zrejme
neplati pre dva rovnaké prvky, a tiez pre dvojicu matka, otec.

Formula ¢ méa tvar (3y)e. Kazdy vyskyt premennej y je viazany, teda prav-
divostné hodnota zéavisi len na ohodnoteni premennej x. Pri ur¢ovani mnozin
{d el :val.(p) =1, ak e(y) = d} pouzijeme tabulku z Casti a).

e(x) u {d el :val.(p) =1, ak e(y) = d} l vale ()

{s} 1
{s} 1
{m,o} 1

Formula v je pravdiva pri kazdom ohodnoteni premennej x, teda plati =ps .

nwn O 3

Intuitivne, ku kazdému prvku (€lenovi rodiny) méa existovat ¢len rodiny, ktory
je jeho predkom alebo potomkom, ¢o plati, lebo otec a matka maji potomka
a syn a dcéra predka.

Méame formulu p : (3z)(Vy)p, ktord je uzavreta, a teda jej pravdivostna
hodnota nezavisi od ohodnotenia premennych. Postupne zistime, ¢i je prav-
diva v M. Ak oznacime p; : (Vy)p, mame p : (3z)p;. Teda pr p plati, ak
existuje také ohodnotenie premennej x, pri ktorom je formula p; pravdiva.

Mame
e(x) [ {d el :valc(p) =1, ak e(y) = d} | vale(p1)
m {s} 0
o {s} 0
s {m, 0} 0

Kedze neexistuje ohodnotenie premennej x také, pri ktorom je formula p;
pravdiva, dostavame f,, p.

Neformaélne, mé existovat ¢len rodiny taky, Ze kazdy je jeho predkom alebo
potomkom, ¢o zrejme neplati (ako dovod staci, Ze ¢lovek nie je predkom ani
potomkom seba samého).
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d)

Z rieSenia prikladu b) vyplyva, Ze pre formulu ¢, : (Vz)(Jy)(z >y Vy> z),
ktora je uzaverom formuly 1, teda 1; je uzavreta formula, plati =y 1. For-
mula 6 je negaciou formuly v, a teda podla vety dostavame £, 6. O

Priklad 3.2.8 V struktire M s univerzom U = Z a bindrnym predikdtovgm sym-
bolom takym, Ze

[R] ={(z,y); 3| (z —v)},

urcte, ¢i su splnené formuly
a) p1: R(z,x),
b) w2t R(z,y) = R(y,x),
¢) p3: (R(z,y) A R(y,z)) = R(y, ),
d) ¢s: (R(z,y) ANR(y,z)) =z =y.

RieSenie. Na rozdiel od predchadzajicich prikladov je univerzum nekone¢na mno-
Zina vsetkych celych ¢isel. Z toho vyplyva, Ze vySetrovanie splnenosti formuly nie
je mozné ur¢enim pravdivostnej hodnoty formuly pre kazdé celé ¢islo. Ak tvrdime,
Ze formula splnena nie je, sta¢i najst jeden ,kontrapriklad®, t. j. ohodnotenie pre-
mennych, pri ktorom je formula nepravdivi. Ak ale chceme dokazat, Ze formula je
splnené, musime urobit dokaz vyuZivajaci spolo¢né vlastnosti celych ¢isel.

a)

Méame uréit, ¢i pre kazdé x € Z plati 3 | (z — z), t.j 3 | 0. KedZe &islo nula
je delitelné ¢islom 3, plati to pre kazdé x € Z. Formula ¢; je splnena v
Struktire M.

Mame ur¢it, ¢i pre kazdé dve &isla x, y € Z plati implikacia 3 | (x — y) =
= 3| (y — x). Z definicie delitelnosti vyplyva, ze ak 3 je delitelom nejakého
celého &isla, potom je aj delitelom &isla opacného. Kedze ¢isla z —y, vy — @
st navzajom opac¢né, implikacia je pravdiva pre kazdé z,y € Z, teda formula
(2 je splnena v struktare M.

Mame uréit, ¢i pre kazdé tri &sla x, y, z € Z plati implikacia
Bl@—yA3[(y—2)=3](=-=2).

Po vyskigani pre niekol'ko trojic ¢isel dospejeme k hypotéze, Ze implikécia je
vzdy pravdiva. Dokaz musime vSak urobit vo vSeobecnosti. Podla definicie
delitelnosti a | b, ak existuje k € Z také, ze b = ka. Podla tejto definicie
dostévame

Blx—yA3|(y—2)= 03k, l€Z): (x—y=3kANy—2z=3l)=

r—z=(r—y)+(y—2) =3k+3l=3(k+1).

7 existencie Cisel k,l € Z vyplyva existencia ¢isla m = k + [ takého, ze
x —z = 3m, z Coho dostavame 3 | (z — z). Formula 3 je splnena v strukture
M.
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d) Formula ¢4 nie je splnend v Struktire M, napr. pri ohodnoteni
e(r) =2,e(y) =5plati 3| (2—-5) A3 | (5 —2), ale 2 #5.

O

Veta 3.2.1 Pre uzavretd formulu ¢ plati |=ar ¢ prave vtedy, ked B, —p.

Pre formulu, ktora nie je uzavreta, tvrdenie vety moZe, ale nemusi platit.
V nasledujucom priklade ukazeme platnost vety [3.2.1]

Priklad 3.2.9 Uvazujme Struktaru z prikladu

a) Vezmime negaciu formuly ¢ z prikladu[3.2.7]a), ktoréa nie je uzavreta. Mame

@ o(zey) A=(ye ).

Této formula nie je pravdiva napriklad pri takom ohodnoteni e, Ze e(z) = m
a e(y) = o, a teda nie je splnena v Struktare M. Z rieSenia prikladu
vieme, Ze ani formula ¢ nie je splnené v struktare M.

b) Vezmime negaciu formuly p z prikladu [3.2.7|c), ktora je uzavretd. Mame

=p: (Vo) (Fy)(~(z > y) A= (y> o).

Ku kazdému ¢lenovi rodiny mé existovat ¢len rodiny, ktory nie je jeho pred-
kom ani potomkom. To plati, sta¢i pri kazdom ohodnoteni premennej z zvolit
e(y) = e(z). Formula —p je splnena v $truktire M, pri¢om formula p nie je
splnend v strukttre M (plati tvrdenie vety . O

Definicia 3.2.6 Formula ¢ jazyka L, ktord je splnend v kazdej struktire pre tento
jazyk, sa nazgva tautolégia tohto jazyka, zapisujeme = . Formula ¢ jazyka L,
ktord nie je splnend v Ziadnej Struktire pre tento jazyk, sa nazyva kontradikcia
tohto jazyka.

Priklad 3.2.10 Uvedieme priklad tautologie a kontradikcie v jazyku L
s Pred = {P}, kde P je unarny predikatovy symbol.

a) Prikladom tautologie je formula ¢ : (Vo) P(z) = (3x)P(x).
Doékaz. Formula ¢ je uzavreta, teda jej pravdivostna hodnota nezéavisi na
ohodnoteni premennej x. M4 tvar implikacie, ktora je nepravdiva len v pri-
pade, Ze z pravdivej formuly vyplyva nepravdiva. Ale ak je formula (Va)P(x)
pravdiva, znamen4 to, Ze pre Tubovolné ohodnotenie e plati e(z) € [P]. Po-
tom existuje také ohodnotenie e, Ze e(x) € [P], teda aj formula (3z)P(z)
je pravdiva. Teda formula ¢ je splnena v kazdej Struktire pre dany jazyk, a
teda je tautologia.

b) Prikladom kontradikcie je formula ¢ : (3z)(P(x) A =P(x)).
Dokaz. V kazdej strukture M a pri Tubovolnom ohodnoteni e plati
vale(P(z) A =P(z)) = 0, teda formula ) nie je spluend v ziadnej Struk-
tare pre jazyk L. ]
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Definicia 3.2.7 Formula ¢ je splnitelnd, ak existuje takd Struktira M, v ktorej
je ¢ splnend. MnoZina formul T je splnitelnd, ak existuje takd Struktira M,
v ktorej su vSetky formuly mnoZiny T splnené. MnoZina formil T je nesplnitelnd,
ak pre kazdu Struktiru M ezistuje formula z mnoZiny T, ktord v nej nie je splnend.

Ulohy o splnitelnosti mnoziny formil budeme riesif v ¢asti Rezolucnd metdda
v predikdtovej logike.

Definicia 3.2.8 Hovorime, Ze formula ¢ jazyka L je sémantickym doésledkom
systému formul T jazyka L, ked je ¢ splnend v kaZdej Struktire pre jazyk L, v ktorej
st splnené vietky formuly systému T . Zapisujeme T = p, Specidlne = ¢ znamend
Ze ¢ je tautologia.

Z predchadzajtcich dvoch definicii vyplyva, Ze ak je systém T nesplnitelny, potom
pre kazdu formulu ¢ plati T = .

Priklad 3.2.11 Overime, & plati T | ¢, ak

T ={(vVa)(P(x) = Q(z)), P(a)}, ¢: (Fr)Q(x).

RieSenie. Vezmime Struktaru M, v ktorej st splnené obidve formuly systému
T . Pretoze uzavreta formula P(a) je pravdiva v M, prvok [a] € [P]. Pretoze aj
formula (Vz)(P(z) = Q(x)) je pravdiva a prvok ¢ = [a] mé vlastnost P, musi
mat prvok c aj vlastnost @, teda ¢ € [Q]. Pri ohodnoteni e(z) = ¢ je formula Q(z)
pravdiva, ¢o znamend, Ze formula (3z)Q(x) je pravdiva (teda aj splnend) v M.
Ukazali sme, ze formula ¢ je sémantickym désledkom systému formal 7. O

Definicia 3.2.9 Hovorime, Ze formuly ¢ a ¢ si sémanticky ekvivalentné, ak
plati sicasne ¢ = aj ¢ = p. Zapisujeme @ |H 1.

NajcastejSie pouzivané sémantické ekvivalencie bud uvedené v kapitole Rezolucnd
metdda v predikdtovej logike.

Veta 3.2.2 Nech ¢, su formuly. Potom plati

pHEY  prdve vtedy, ked ¢ < U je tautoldgia.

Ulohy

3.21 V struktire s univerzom U = {6, 8, 9, 12, 24} a predikatovymi symbolmi
P(z)—=z je parne &islo, T'(x)—z je &islo delitelné tromi a D(z)—x je &slo
delitelné dvanastimi uréte pravdivostnt hodnotu formil

p: (P(x) AT(y)) = (Vo)=D(z),  ¢: (3x)D(z) = (P(x) AT(y))

pri nasledujicich ohodnoteniach premennych:
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a) e(z) =9, e(y) =24,
12, e(y) = 9.

3.22 V struktire pre jazyk s rovnostou s univerzom U = {2, 3, 5, 6, 12} a binar-
nym predikdtovym symbolom R takym, Ze

[R] = {(z,9); = | y},

kde symbol z | y znamen4, Ze ¢islo x je delitelom ¢isla y, uréte pravdivostna
hodnotu formuly ¢ : (3y)(x # y A R(x,y)) = R(y, ) pri nasledujucich ohod-
noteniach:

6, 3
b) e(z) =6, e(y) =5, d) e(z) =
3.23 V strukttre s univerzom U = {1, 3,4, 5, 7} a bindrnym predikatovym
symbolom R takym, ze
[R] ={(z,y);  +y = 10},

ur¢te pravdivostni hodnotu formuly ¢ : (3y)R(z,y) = R(y,y) pri nasledu-
jacich ohodnoteniach:

1, 5, 1
b) e(x) =7, e(y) = 4, d) e(z) =4, e(y) =

3.24 V struktire pre jazyk pribuzenstva s univerzom tvorenym rodinou pozos-
tavajucou z matky, otca, syna a dcéry urcte pravdivostni hodnotu formuly
v : W(z)= (3x)y >z pri nasledujucich ohodnoteniach:

a) e(z) =m, e(y) =o, c) e(z) =d, e(y) =d,
b) e(x) =o, e(y) =m, d) e(x) =o, e(y) =s.

3.25 V struktire s univerzom Y = {2, 7, 10, 12} a bindrnym predikatovym sym-
bolom R takym, Ze
[R] = {(z,y) : |z —y| = 3}

urcte, ¢i su splnené formuly:

a

b

) R(z,y) = R(y, z),

) (3y)(z #y A R(z,9)),

) (Bz)R(z,y),

d) (F2)(R(z,y) Nz #y) = R(y,y),
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e) (R(z,y) A R(y,z)) =z =y.

3.26 V struktire s univerzom U = {2, 3, 6, 7} a binarnym predikatovym symbo-
lom R takym, ze
[R] ={(z,y); x| (= +2y)}

urcte, ¢i su splnené formuly:

a) R(z,z),

b) (Jz)(x # y A R(z,y)),
¢) R(z,y) = R(y, ),
d) (3z)(Vy)R(z,y),
) Qy)(Vz)R(z,y).

€

3.27 Zistite, ¢i v struktire pre jazyk pribuzenstva s univerzom tvorenym rodinou
pozostavajicou z matky, otca, syna a dcéry si splnené nasledujiice formuly.

(32)By) (W (2) A=W (y)),

W(y) = (3z)(y>x),
(W(y) = (Jz)(y> 1)),
W) AN-W(y) Az #y) = [(z>y)V(y>z)],

3.28 Zistite, ¢i v struktire pre jazyk pribuzenstva s univerzom tvorenym rodinou
pozostavajicou z matky, dcéry a dvoch synov sa splnené nasledujice formuly:

) Bx)(z>y),
) "W(z) = Fy)(y>z),

) G)(Vy)l(z>y) Ve =y,
d) W(z)= (3y)(y>2),
)
)
)
)

a

b

o

[©)

“W(z) = Qy[=W(y) A (y> )],
f) W) AWy ha#y) = [(x>y) vV (y> )],
(W) A=Wy Az #y) = [(x>y) V (y> )],
(

W(z) A=W (y)) = [(x>y) v (y> ).

o]

h

3.29 V strukture pre jazyk pribuzenstva s univerzom pozostavajicim z matky,
dcéry a vnuka (dcérin syn) rozhodnite, ¢ st splnené formuly:
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a) (zpy)V(yra),

b) (Vy)[(z #y) = (x> y) vV (y> )],
¢) (zpy) = -W(y),

d) B2)By)l(z>y) AW(y)].

3.30 V struktare pre jazyk pribuzenstva s univerzom pozostavajicim z matky,
dcéry a syna rozhodnite, ¢i si splnené formuly:

~W(z) = (3y)(y>2),

x>y Vv (y> )],

(W(z) AW (y)) = [(zey) V (y>2)],
(W) A=W (y) Az #y) = [(z>y) V (y> )]

a)
b)
c)

)

d

3.31 V struktire s univerzom U = {2, 6, 12} a binarnym predikatovym symbolom
R takym, 7ze [R] = {(z,y) : ¢islo z je delitelom ¢isla y} zistite, & st splnené
formuly:
R(z,y) = (~R(y,x) Ve =y),

—R(z,y) = R(y, ),

(Fy)(—R(z,y) A —R(y,x)),

(3z)(Vy) (R(z,y) A ~R(y, z)),

Fy)(z # y A R(z,y)).

a)
b)
0
)

)

€

3.32 V strukture s univerzom U = {6, 8, 9, 12, 24} a predikidtovymi symbolmi
P(z)—xz je parne &islo, T'(z) -z je ¢islo delitelné tromi a D(z)—z je &islo
delitelné dvanastimi zistite, ¢i st splnené nasledujtce formuly:

) D(z) = (P(z) ANT(2)),

b) (P(z) NT(z)) = D(z),

¢) (3z)(By)(P(z) A —T(z) NT(y) A=P(y)),
d) (P(z) AT (y)) = (=P(y) AT ().

a

3.33 V strukture s univerzom U = {2",n € N} (mnoZzina vSetkych prirodzenych
mocnin ¢isla 2) a predikdtovym symbolom S(z)—z je ¢islo delitelné Styrmi
a funkénym symbolom f(z)— priradi ¢islu  jeho druhtt mocninu zistite, & st
splnené formuly:

a) S(f(z)) = S(z),
b) (3z)(=5(x) A S(f(x))),
¢) (Bz)(=5(z) A=5(f(2))),
d) S(x) v S(f(x)).
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3.34 V strukture s univerzom U = {—2,—1,0,1,2} a binarnym predikatovym
symbolom R takym, ze

[R] = {(z,9); 4| (z +9)}

urcte, ¢i su splnené formuly:

a) R(z,x),

b) R(z,y) = R(y,z),

c) (R(z,y) A R(y, 2)) = R(z,2),
d) (vy)(3z)R(z,y),

e) (R(z,y) AR(y,z)) = = =y.

3.35 V struktire s univerzom Y = {1,2,3,4,5,6,7} a binarnym predikatovym
symbolom R takym, Ze

[R] = {(z,); = [ (x —y)}

urcte, ¢i su splnené formuly:

a) R(x,x),

b) R(z,y) = R(y,z),

c) (R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, 2),
d) (vz)(3y)R(z,y),

e) (R(z,y) A R(y,z)) & = =y.

3.36 V strukttare s univerzom U = N a bindrnym predikidtovym symbolom R
takym, ze

[R] = {(z,y); « | y}

urcte, ¢i su splnené formuly:

3.37 V struktare s univerzom U = Z a binarnym predikdtovym symbolom R
takym, Ze
[R] = {z + y je parne}
uréte, ¢i su splnené formuly:
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3.38 V strukture s univerzom U = N a binarnym predikidtovym symbolom R
takym, Ze

[R] = {(z,y); nsd(x,y) = 1}

ur¢te, ¢ st splnené formuly (nsd je skratka pre najvacsi spolocny delitel):

a) R(z,z),
b) (E‘Tv y)(R(m, y) A ﬁR(:l/’ CL'))
¢) R(z,y) = R(y,x)
d) (R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, 2),
e) (R(z,y) AR(y,z)) =z =y,
f) (vz)(Ey)R(z,y),
g) (Bx)(Vy)R(z,y),
Vysledky
3.21 a) val.(¢) =1, val.(¢) =0, b) val.(p) =0, val.(v) = 1.
3.22 a) val.(p) =1, b) val.(p) = 0,
¢) vale(p) = 1, d) val.(p) = 1.
3.23 a) val.(p) =1, b) vale(p) = 0,
c) vale(p) =1, d) vale(¢) =1
3.24 a) val.(p) =1, b) val.(p) =1,
¢) vale(p) =0, d) vale(p) = 1.
3.25 a) splneni,
b) nie je splnen4, lebo je nepravdiva pri ohodnoteni e(z) = 2,
¢) splnena, napr. ak e(z) = e(y) tak val, R(z,y) = 1,
d) splnena, lebo val. R(y,y) = 1 pri kazdom ohodnoteni premennych,
e) nie je splnend, lebo je mnepravdivd pri ohodnoteniach

(e(z),e(y)) € {(7,10), (10,7), (10,12), (12,10)}.
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3.26

3.27

3.28

3.29

3.30

3.31
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2z

splnena,

nie je splnend, lebo je nepravdiva pri ohodnoteni e(y) = 2,

nie je splnen4, lebo je nepravdivd pri ohodnoteniach e(z) = 2,
e(y) € {3,6,7},

splnené, ak e(x) = 2, potom vale R(x,y) = 1 pre kazdé e(y) € U,

nie je splnena, lebo pre Tubovolné ohodnotenie e(y) € U plati
val, (V) R(z,y) = 0.

splnena, lebo formula W (z) A =W (y) je pravdiva ak e(z) € {m, d},
e(y) € {o, s},

nie je splnend, lebo pre e(z) € {d, s} je formula (Jy)z >y nepravdiva,
je splnené, lebo pre kazdé e(x) € U je formula (Fy)(z >y V y> x)
pravdiva,

nie je splnena, lebo pre e(x) = o, e(y) € {d, s} je formula nepravdiva,
splnen4, lebo formula (Vy)W (y) je nepravdiva,

nie je splnend, lebo pre e(y) = d je formula W(y) = (Jz)(y > )
nepravdiva,

je splnena,

nie je splnena, je nepravdiva pri kazdom ohodnoteni premennych.

nie je splnena, lebo pre e(z) = m je formula nepravdiva,

je splnena,

je splnena, lebo pre e(x) = m je formula (Vy)(z >y V 2 = y) pravdiva,
nie je splnend, lebo pre e(z) = m je formula nepravdiva,

nie je splnena,

je splnena, je nepravdiva napr. pre e(z) € {s1,s2},

nie je splnen4, lebo pre e(z) € {s1, sa} je formula nepravdiva,

nie je splnen4, lebo pre e(x) = d, e(y) € {s1, s2} je formula nepravdiva.

nie je splnend, lebo pre e(x) = e(y) € U je formula nepravdiva,
je splnena,

nie je splnena, lebo pre e(z)m, e(y
je splnené, lebo pre e(z)m, e(y) =

) = d je formula nepravdiva,
d je formula (z>y) AW (y) pravdiva.

je splnena,

je splnena, lebo pre kazdé e(x) existuje také e(y), ze formula x>y Vy>x
pravdiva,

nie je spluend, lebo pre e(z) = e(y) € {m, d} je formula nepravdiva,
je splnena.

je splnena,

je splnena,

nie je splnend, pre Ziadne e(z) neexistuje také e(y), Ze formula
—R(z,y) A - R(y, ) je pravdiva,

nie je splnend, pre kazdé e(x) existuje také e(y), Ze formula = R(z,y) A
A —=R(y, z) je nepravdiva, napr. e(y) = e(x),

nie je splnend, pre e(z) = 12 je formula nepravdiva.
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3.32

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37
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je splnena,

nie je splnend, pre e(x) = 6 je nepravdiva,

je splnena, pre e(x) = 8, e(y) = 9 je formula P(z) A =T(z) A T(y) A
A —P(y) pravdiva,

nie je splnend, lebo je nepravdiva napr. pre e(x) = 8, e(y) = 9.

nie je splnend, pre e(x) = 2 je nepravdiva,

je splnené, pre e(x) = 2 je formula =S(z) A S(f(z)) pravdiva,

nie je splnend, formula —S(z) A =S(f(z)) je nepravdiva pre kazdé
e(z) elU,

je splnena.

nie je splnen4, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 1,

je splnené, ak 4 | x +y, tak aj 4 | y + «,

nie je splnend, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 1, e(y) = —
—1,e(z) =1,

je splnena, staci pri danom e(y) polozit e(z) = —e(y),

nie je splnen4, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 1, e(y) = —1.

je splnena, lebo kazdé &islo je delitelom ¢isla 0,

nie je splnend, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 2, e(y) = 4,
je splnena,

je splnené, staci pri danom e(y) polozit e(x) = e(y),

je splnena.

je splnena, lebo kazdé ¢islo je delitelom seba samého,

nie je splnen4, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 2, e(y) = 5,
je splnené, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 2, e(y) = 4,

je splnena, dokaz vo vSeobecnosti vyplyva z definicie delitelnosti,

je splnena,ddkaz vo vSeobecnosti vyplyva z definicie delitelnosti,

je splnena, sta¢i pri danom e(x) poloZit napr. e(y) = e(x),

je splnené, staci polozit e(x) = 1.

je splnend, lebo dvojnasobok kazdého ¢isla je parne ¢&islo,

je splnena, vyplyva to z komutativnosti s¢itania,

nie je splnend, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) =1, e

je splnené, staci pri danom e(x) polozit napr. e(y) = e(z) + 1,

nie je splnen4, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(x) =1, e(y) =
() =2

nie je splnend, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) =

nie je splnena, najvadsi spolo¢ny delitel nezavisi od poradia ¢isel,

je splnena, najvacsi spolocény delitel nezavisi od poradia ¢isel,

nie je splnend, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 2, e(y) =
=5, e(z) =4,

nie je splnend, je nepravdiva napr. pri ohodnoteni e(z) = 2, e(y) = 5,
nie je splnena, sta¢i pri danom e(z) polozit napr. e(y) = e(x) + 1,

je splnené, staci polozit e(x) = 1.
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3.3 Syntax predikatovej logiky

K elementarnym zakladom syntaxe patri tvorba formil, ktora bola uvedené uz
v predchadzajicej kapitole. Syntax predikatovej logiky vo velkej miere nadvézuje
na syntax vyrokovej logiky. Budeme sa zaoberat pojmom dokéizatelnosti v pre-
dikatovej logike. Axziomaticky systém predikatovej logiky vyZzaduje v porovnani
s vyrokovou logikou d'alsie axiémy a odvodzovacie pravidla. Na pric¢ine st kvanti-
fikatory.

3.3.1 Teoéria a model

Definicia 3.3.1 Tedria T je urdend svojim jazykom a systémom formail v tomto
jazyku, nazgvangm axiomy teorie (mimologické ariomy). Ak je v Struktire
M pre jazyk teorie T splnend kaZdd axioma tedrie T, hovorime, Ze M je model
teorie T. Tedria, ktord md model, je splnitelnd.

V dalsom uvedieme niekol'ko prikladov teodrii v predikatove; logikeﬂ

Priklad 3.3.1

1. Robinsonova aritmetika je tedria urend axibmami:
RA 1g(z)#o0

RA 2g(z)=g(y) =z =y

RA 3z # 0= (Jy)(z=yg(y))

RAdz+o==x

RA 5z +g(y) =g(z+y)

RA6z-0=0

RA Tz g(y)=(xv-y)+a

Modelom Robinsonovej aritmetiky je struktira M, kde univerzom je mnozina Ny

prirodzenych ¢isel s pridanym ¢islom 0, interpretéicia konstantného symbolu o je

¢islo 0, unarneho funkéného symbolu ¢ je funkcia nasledovnika ([¢](z) = = + 1)

a binarnych funkénych symbolov +, - st séitanie a nésobenie dvoch ¢isel.
Dokazeme, Ze je splnena axiéoma RA 7. Je potrebné uvedomit si, Ze mé byt

splneny jej uzaver, t.j. (Vz)(Vy)(z - g(y) = (z - y) + ).

Doékaz. UkaZzeme, Ze realizacie termov t1 : - g(y) a ta : (2 - y) + & sa rovnaju pri

Tubovolnom ohodnoteni premennych. Mame:

[ti]e = [z 9(W)le = [z]e - [9(v)]e = e(x) - (e(y) +1) = e(z) - e(y) + e(x),

[to]e = [z - yle + [z]e = e(@) - e(y) + e(x).

Plati [t1]. = [tz]e pri lubovolnom ohodnoteni premennych e, teda axioma RA 7

je splnena v struktire M. Dokazy zvySnych axiéom st obdobné, viacSina z nich je

trividlna.

Priklad 3.3.2 Tedria pribuzenstva je uréend axibmami:
Pl@vyAyrz)=>anz

P2z>y=-(y>x)

P3(yvaAzrazA-(Fg)(grazA(ypqgVzazrq)) Ay #2)= W(y) & -W(z))

3Pojem tedrie v predikatovej logike je totozny s pojmom systém formaul.
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Modelom teorie pribuzenstva je Struktura, kde univerzom je ubovolna skupina
Tudi. Interpretaciou unarneho predikdtového symbolu W je mnoZzina osdb Zen-
ského pohlavia a interpretaciou bindrneho predikdtového symbolu > je mnozZina
usporiadanym dvojic prvkov z univerza takych, ze prvok na prvom mieste je pred-
kom prvku na druhom mieste v usporiadanej dvojici. Axiomy P 1, P 2 vyjadruja
to, Ze relacia predka je relaciou ostrého usporiadania. Axioma P 3 vyjadruje, Ze
ak ma ¢lovek oboch rodicov, tak sii r6zneho pohlavia.

Od axiém teodrie T, ktoré nazyvame tiez mimologické axiomy, odli§ime azidmy
predikdatovej logiky.

3.3.2 Axiémy predikatovej logiky

Axiomy predikatovej logiky si vSetky formuly ktoré maja niektory z nasleduju-
cich tvarov pre lubovol'né formuly ¢, v, 8 predikatovej logiky, lubovolnt premennii
x a Tubovolny term t.

PL1 o= (=)

PL2 (p= W =10))=((¢=v)=(¢=10)

PL3 (o= )= (= ¢)

PL 4 (axiéma Specifikacie) (Vz)p = ¢(z/t)

za predpokladu, Ze term t je substituovatelny za premenni z vo formule ¢

PL 5 (axi6éma distribucie) (Vz)(p = ¢) = (¢ = (V)¢)

za predpokladu, Ze vo formule ¢ nema premennd z volny vyskyt.

Axiémy rovnosti pouZijeme len v dokazoch v teorii s rovnostou a maju niektory
z nasledujucich tvarov:

Rlx==x

R 2 (.1‘1 =Yy NTa =Y N ... Tg :yk/\P(xl,.’L‘g,...,:Ijk) :>P(y1,y2,...,yk)

R 3 (331 =YyY1 NTa =Ya2 N ... Tg :yk) = f(xl,l‘g,...,l‘k) = f(yl,yg,...,yk),

kde P oznacuje I'ubovolny k-arny predikat, f I'ubovolnu k-arnu funkciu
ax,T1,To,..., Tk, Y1,Y2,. .,y Lubovolné premenné.

Odvodzovacie pravidla:

12
modus ponens (MP): ¢ =1 , pravidlo zovieobecnenia (PZ) : ﬁ
(G

Definicia 3.3.2 Dékazom v tedrii T nazgvame taki postupnost formal
01,02, -, predikdtovej logiky, Ze pre kazdi z formil vy, @2, ..., ¢ plati jedna
z mozZnosti:

a) je axiomou predikdtovej logiky,
b) je axidmou tedrie T,

¢) je mozné ju odvodit z predchddzagicich formail postupnosti pomocou niekto-
rého odvodzovacieho pravidla predikdtovej logiky.
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Na zaklade pojmu dokaz definujeme dokazatelnost a vyvratitelnost formuly, spor-
nost a konzistentnost teorie.

Definicia 3.3.3 Formulu ¢ nazjvame dokdzatelnou v teérii T, ked existuje
dokaz v teorii T, ktorého poslednym clenom je formula p, piseme T F . Formulu
Y nazgvame vyvrdtitelnou v teorii T, ked je jej negdcia dokdzatelnd v teérii T .
Formulu ¢ nazgvame vyrokovo dokdzatelnou v tedrii T, ked existuje jej
dokaz v teorii T, v ktorom sa spomedzi axiom predikdtovej logiky nachddzaji len
axiomy PL 1 — PL 8 a vyuZiva sa len odvodzovacie pravidlo modus ponens.

Definicia 3.3.4 Tedria je spornd, ked je v nej dokdzatelnd kazdd formula pre-
dikdtovej logiky. Teoria je vyrokovo spornd, ked je v nej vyrokovo dokdzatelnd
kazdd formula predikdtovej logiky. Ak tedria nie je spornd, je konzistentnd.

Nasledujiica veta ndm umoziuje pouzit zndme tautologie z vyrokovej logiky na vy-
tvorenie vyrokovo dokazatelnych formul predikatovej logiky.

Veta 3.3.1 (Princip dosadenia do tautologie vyrokovej logiky)

Ak vijrokové premenné v tautoldgii virokovej logiky nahradime formulams jazyka £
predikdtovej logiky tak, Ze kaZdy vyskyt jednej vyrokovej premennej nahradzujeme
vZdy tou istou formulou jazyka L, tak vzniknutd formula jazyka L je vyrokovo
dokdzatelnd bez mimologickych axiom.

Priklad 3.3.3 Ak v tautologii vyrokovej logiky ((p A ¢) =7r)= (p=(¢=r)) na-
hradime premenné p, ¢, r formulami z = x,x = y,y = = v tomto poradi, dostaneme
formulu predikatovej logiky

(z=zhzx=y)=y=2)= (== (zr=y=y=u1)), (3.1)
ktora je vyrokovo dokazatelna bez mimologickych axiém. 0
Priklad 3.3.4 Dokazom v tedrii bez mimologickych axiém s pouzitim pravidla

zovSeobecnenia (PZ), modus ponens (MP) a principu dosadenia do tautologie vy-
rokovej logiky (T) je nasledujica postupnost:

L formula Laxiéma, prav.
a) | (e=yAz=zhNz=z)=>y=c R 2
b) |[e=yAez=zhz=z)=y=z]|=>rz=c=>(x=y=>y=2)] | T
¢) |lz=z=>(x=y=>y=21a) MP(a,b)
d) |z=z R1
e) lz=y=>y==x MP(c,d)

Je to vlastne dokaz symetrie relacie rovnosti. V kroku b) sme pouzili tautologiu
(3.1) so zmenenym poradim a zdvojenou formulou v konjunkcii. O

Vo vyrokovej logike sme sa stretli s vetou o dedukcii. Obdobna veta plati aj v pre-
dikatovej logike, avsak s jednou dodato¢nou podmienkou.
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Veta 3.3.2 (o dedukcii) Pre kazdu formulu i a uzavretd formulu ¢ jazyka tedrie
T plati

T, o1 prdve vtedy, ked T+ ¢ = .

Priklad 3.3.5 Pouzitim vety o dedukcii preformulujte nasledovna avahu:

Vsetci studenti si usilovni.
Niektori Studenti st nadani.
Ucitel sa tesi na vyuku.

RieSenie. Existuja dve moZnosti, ako prepisat ivahu pouzitim vety o dedukcii.

Vsetci $tudenti st usilovni.
Ak si niektori Studenti nadani, ucitel sa tesi na vyuku.

alebo

Niektori Studenti st nadani. O
Ak st vSetci Studenti usilovni, ucitel sa tesi na vyuku.

Veta 3.3.3 (o uzavere) Pre kaZdu formulu ¢ a premenni x jazyka tedrie T plati

T & @ prave vtedy, ked T + (V).

Priklad 3.3.6 Pouzitim vety o uzévere moézeme tvahu

Je pekné pocasie.
Clovek mé dobria naladu.

preformulovat nasledovne:

Je pekné pocasie.
Kazdy ¢lovek ma dobra naladu.

Veta 3.3.4 (O dokaze sporom) Nech T je tedria predikdtovej logiky, ¢ a 1 su
uzavreté a 0 je lubovolnd formula jazyka tedrie T . Potom

T ¢ prdve vtedy, ked tedria T, —p je spornd.

Priklad 3.3.7 Rozhodnite, ¢i v nasledujtcich prikladoch bola spravne pouzita
veta o dokaze sporom.

a) Vsetci $tudenti chodia na prednéasky.
Student Marek chodi na prednésky.

b) Niektoré zvieratd maju ostré pazury.
Tiger méa ostré pazury.
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Riesenie.

a) Tedrie pozostavajuca z tvrdeni: ,VSetci Studenti chodia na prednasky.“ a ,,étu—
dent Marek nechodi na prednésky.“ je sporné, teda tivaha je spravna.

b) Teorie pozostévajica z tvrdeni: Niektoré zvierata maju ostré pazary.“ a ,Tiger
nema ostré pazury.“ nie je sporné, teda tvaha je nespravna. O

Veta 3.3.5 (O dokaze rozborom pripadov) Nech T je tedria predikdtovej lo-
giky, © a ¥ su uzavreté a 0 je lubovolnd formula jazyka tedrie T. Potom

T, VY0 prive vtedy, ked T, pF 0 a sicasne T, ¢+ 6.

Priklad 3.3.8 Dopliite tak, aby bola spravne pouzitd veta o dokaze rozborom
pripadov. Ak je niekto mudry alebo st v8etci usilovni, iloha bude vyrieSené.
Ak ...... , iloha bude vyrieSena.

RieSenie. Dani tvahu moéZeme preformulovat dvoma spoésobmi:

Ak je niekto mudry alebo st v8etci usilovni, iloha bude vyrieSena.
Ak je niekto mudry, tloha bude vyrieSena.

alebo

Ak je niekto mudry alebo su vSetci usilovni, dloha bude vyrieSena. O
Ak st v8etci usilovni, uloha bude vyrieSené.

Veta 3.3.6 (O neutralnej formule) Nech T je tedria predikdtovej logiky, ¢ a
¥ su uzavreté formuly jazyka tesrie T. Potom

Tt @ prive vtedy, ked T, ¢+ ¢ a sicasne T, =t .
Priklad 3.3.9 Dopliite chybajtce ¢asti viet tak, aby bol spravne pouzita veta o
neutréalnej formule:

a) Ak st v8etci [udia veseli, je pekné pocasie.
Ak ...... , je pekné pocasie.

b) Ak mé nejaky fajéiar vysoky krvny tlak, .......
Ak ...... , potom .......
Fajcenie je skodlivé.

Riesenie.

a) Ak st v8etci [udia veseli, je pekné pocasie.
Ak st niektori Tudia smutni, je pekné pocasie.
Je pekné pocasie.

b) Ak ma nejaky fajéiar vysoky krvny tlak, fajenie je skodlivé. O
Ak 7ziaden faj¢iar nema vysoky krvny tlak, fajcenie je kodlivé.
Fajcenie je skodlivé.

Nasledujica veta dava do stvisu sémanticky a syntakticky princip.
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Veta 3.3.7 (O uplnosti) Pre kaZdi teoriu T a pre kaZdid formulu ¢ jazyka tejto
teorie plati
Tk prdve vtedy, ked T E .

Veta hovori, Ze formula ¢ je dokézatelnd v teorii T prave vtedy, ked je jej séman-
tickym doésledkom. Specialne (ak 7 = @) plati, ze formula je dokazatelna v teorii
bez mimologickych axiom prave vtedy, ked je tautologia.

Dosledok 3.3.1

a) Spornd tedria nemd model.
b) Kazdd konzistentnd tedria md model.

Dokaz. Dokazeme Cast a).

Nech 7T je spornéa teoria s modelom M a nech ¢ je uzavreta formula. V spornej
teorii je dokdzatelna kazda formula, teda 7 F ¢ aj T F —¢. Potom podla vety
plati T = ¢ aj T = —¢. Potom = ¢ aj = @, o podla vety nie je
mozné.

Dokaz ¢asti b) neuvadzame pre jeho naro¢nost. O

Ulohy

3.32 Rozhodnite, ¢ nasledujice postupnosti formil si dékazmi len s pouzitim
principu dosadenia do tautologie vyrokovej logiky (T), pravidla zovseobecne-
nia (PZ) a modus ponens (MP):

a) v teorii s rovnostou bez mimologickych axiom

) (z=csAhy=zAz=y)=>z=2=2

i) (a=axnhy=zAhz=y)=>arx=z|=z=2=(x=y=>
(y=2=o=2)

symbol
i) t=sAP(t)
ii) (x=yAP(z)) = P(y)
iil) (Vy)[(z =y A P(z)) = P(y)]
iv) (Vy)[(x =y A P(2)) = P(y)] = [(x = sA P(z)) = P(s)]



P(z)) = P(s)] = [(t=sA P(t)) = P(s)]

c) vteorii T = {(Vz)(x € y), x €y =y ¢ x}
i) (Vo)(z €y)

i) zey=ydéx

i)
i)
i) (Vy)(z€y=y¢x)
)
)
i)

=

v) zey= (Vy)(y ¢ )
v) (V) ey) =zey

vl) T €Yy,

d) v teorii T = {t = s}, kde t a s st termy

i)t=s
i) 2=y = f(z) = f(y)
i) (Vo)[r =y = f(z) = f(y)]
iv) (Vo)fz =y = f(z) = f(y)] = [t=y = f(t) = f(y)]
v) t=y= f(t) = f(y)
vi) (Vy)lt =y = f(t) = f(y)]
vil) (V)lt=y = f(t) = f(y)] = [t=s= f(t) = f(5)]
viil) t=s= f(t) = f(s)
ix) f(t) = f(s),

r=yANx=zANz=zx)=>y==
x=yANz=zhz=x)=y=z=r=c=>(r=y=y=u1)]

)
)
i) z=z=(r=y=>y=nu1)
iv) x=x
V) z=y=>y==za
vi) @=y=y=1x)= ((y=2APy) = P)]=[(z=yA-Px) =
= —P(y)])
vii) [(y =2 A P(y)) = P(z)] = [(z =y A =P(z)) = ~P(y)]
viii) (y =x A P(y)) = P(x)
ix) (z=yA-P(z)) = ~P(y)

3.33 Rozhodnite, ¢ v nasledujtcich prikladoch bola spravne pouzita veta o ddkaze
sporom.

a) Nikto nie je dokonaly.
Peter je dokonaly.
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Niektoré ¢isla st parne.

Cislo 4 je parne.

Vsetky vtaky vedia lietat.

Sliepka vie lietat.

3.34 Nasledujace uvahy doplite tak, aby bola spravne pouzita veta o dokaze roz-

2)

borom pripadov.

Ak je kazdy uprimny alebo je niekto obetavy, som spokojny.
Niekto je obetavy.

Ak niekto vie hrat na gitare alebo vie niekto spievat, budeme sa dobre bavit.

Ak niekto vie hrat na gitare, ......

Ak su vSetci Ziaci zdravi alebo nikto nechyba, budeme pisat pisomku.

Ak ...... , budeme pisat pisomku.

3.35 Dopliite chybajtce Casti viet tak, aby bol spravne pouzita veta o neutralnej

2)

formule:

Ak st vSetei zdravi, nikto nemaé zla naladu.
Ak ...... , nikto nem4 zlu naladu.

Ak ma kazdy chut do jedla, .......
Ak ...... , vSetci musime jest.

Ak ......

Vsetci sme Stastni.

Vysledky

3.32

)
)
c)
)
)

a) je to dokaz, R2, T, MP(i,ii), R 1, MP(iii,iv), T, MP(v,vi),

b) jeto dokaz, A, R2, PZ(ii), P L4, MP(iii,iv), PZ(v), PL 4, MP(vi,vii), MP(i,viii),

nie je to dokaz, iv) nie je podla Ziadnej axiémy ani pravidla,

d) jeto dokaz, A, R 3, PZ(ii), PL 4, MP(iii,iv), PZ(v), PL 4, MP(vi,vii), MP(i,viii),
e) je to dokaz, R2, T, MP(i,ii), R1, MP(iv,iii), T, MP(v,vi), R 2, MP (vii,viii).
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3.33
a) nie,
b) nie,

¢) ano.

3.34

a) Ak je kazdy aprimny alebo je niekto obetavy, som spokojny.
Niekto je obetavy.
Som spokojny.

b) Ak niekto vie hrat na gitare alebo vie niekto spievat, budeme sa dobre bavit.

Ak niekto vie hrat na gitare, budeme sa dobre bavit.

c) Ak su v8etci ziaci zdravi alebo nikto nechyba, budeme pisat pisomku.
Ak su vS8etci Ziaci zdravi, budeme pisat pisomku.

alebo

Ak st v8etci Ziaci zdravi alebo nikto nechyba, budeme pisat pisomku.
Ak nikto nechyba, budeme pisat pisomku.

3.35

a) Ak st vSetci zdravi, nikto nemé zla naladu.
Ak je niekto chory, nikto nemé4 zla naladu.
Nikto nema zla naladu.

b) Ak ma kazdy chut do jedla, vietci musime jest.
Ak niekto nema chut do jedla, vietci musime jest.
Vsetci musime jest.

¢) Ak ma4 niekto vela pefiazi, vietci sme Stastni.
Ak nikto nema vela penazi, vietci sme sfastni.
Vgetci sme Stastni.

3.4 Rezolu¢nid metdéda v predikatovej logike

S rezolu¢nou metédou sme sa stretli uz vo vyrokovej logike. Ak literdlom v pre-
dikatovej logike budeme nazyvat zakladnt formulu alebo jej negaciu, rezolu¢na
metdda v predikatovej logike je v istom zmysle obdobou rezolu¢nej metédy vo vy-
rokovej logike, je v8ak zlozitejSia a samotnému odvodeniu rezolventy predchadza
tzv. unifikaény proces. V tejto kapitole sa postupne dopracujeme aZ k zistovaniu
splnitelnosti mnoziny formul v predikitovej logike pomocou rezolu¢nej metody.
Jeho nevyhnutnou sucastou je prevedenie formuly na klauzuldrny tvar.

Na to, aby sme zvladli prepis formuly na klauzuldrny tvar, potrebujeme sa
oboznamit s niekolkymi postupmi, ktoré sa jeho stucastou.
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3.4.1 Prenexny tvar formuly

Definicia 3.4.1 Formula ¢ je v prenexnom tvare, ked je tvaru

(Q121)(Qa2x2) . . . (Qnn)?),

kde Q1,Q2, ..., Qn si kvantifikdtory (V alebo 3), x1, xa, ..., x, sU navzdjom rozne
premenné a formula ¢ je otvorend. Postupnost (Q121)(Q222) ... (Qnxy) sa nazyva
preficom a formula i jadrom formuly ¢ v prenexnom tvare.

Priklad 3.4.1 Prikladom formuly v prenexnom tvare je formula
@ (Vo) (32)(Vy) [Pz, y) = (Q(2) A~P(y, z))],
ktorej prefixom je postupnost (Vz)(32)(Vy) a jadrom otvorena formula
v Pz,y) = (Q(2) APy, x)).
Veta 3.4.1 Platia nasledujiice sémantické ekvivalencie:

1. Pre kazda formulu ¢ plati
i) 2(Vo)p B (F2)-p, i) ~(E2)e B (V).
2. Pre kazdi formulu ¢ plati
i) (Vo) (Vy)e H (V) (Va)e, i) G)Fy)e H Gy)(Fx)e.
3. Pre Tubovolné dve formuly ¢, 1) plat
i) (Va)p A (Y2)p |/ (Va)(e AY), i) Gx)e v @)y B (Fx)(e V).

4. Nech ¢, 1) st l'ubovolné dve formuly, pricom premenna z nema volny vyskyt
vo formule ¢. Potom

i) (Vo) Vve H (V)(¥ Vo), i) (Fx)Y Ve H F)(PVe),
iii) (Vo) Ap H (Vo) (¥ A ), iv) (Fz)YAe H (F)(P A ).

5. Nech ¢, 1 st Tubovolné dve formuly, pricom premenné z nema volny vyskyt
vo formule ¢. Potom

) o= vo)y |/ (Vo)(e =), i) (Vo) = ¢
i) o= (Fz)y B Gr)(e=v), iv)  (Gx) = ¢

(Fz) (v = @),
(V) (¥ = ).

-

Podla definicie [3:4.1] vo formule v prenexnom tvare nemoze mat ziadna premenna
stdasne volny aj viazany vyskyt a nemdZe sa opakovat kvantifikicia tej istej pre-
mennej. Ak po pouziti pravidiel 1-5 nie je formula v prenexnom tvare, na pric¢ine
st opakované kvantifikicie tej istej premennej, resp. kolizia premennych (neda sa
pouzit pravidlo 4 alebo 5 kvoli volnému vyskytu kvantifikovanej premennej vo for-
mule ¢).

Tento problém vieme vyriesit pomocou Vety o variantoch, ktorej predchadza
definicia variantu formuly.
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Definicia 3.4.2 Variantom formuly ¢ nazgvame formulu, ktord dostaneme z for-
muly ¢ nasledovngm postupom:
Podformulu formuly ¢, ktord md tvar (Vz)y (resp. (3x)y) nahradime formulou
(Vu)p(x/u) (resp. (Fu)(z/u)), kde u je lubovolnd premennd, ktord nemd vo for-
mule ¥ volny viskyt a je vo formule ¢ substituovatelnd za premenni x, pricom
tento postup mozZeme opakovat.

Priklad 3.4.2 Variantom formuly ¢ : (Vz)(P(z,y) V (32)(Vy)Q(y, z)) je formula
(Vz)(P(x,y)V (Tu)(V2)Q(z,u)), v ktorej sme pouzili algoritmus uvedeny v definicii
[3:4:2| dvakrat — pre premennt z aj premennt y. To ndm umoziuje zapisat formulu
( v prenexnom tvare, pricom poradie vyberania kvantifikdtorov pred zatvorku nie
je jednoznacne dané. Mame dve moznosti:

pr s (Fu)(v2)(Ya)(P(a,y) V Q(z ),

o2 0 (Vo) (Fu)(V2)(P(z,y) V Q(z, u)).

Pozor, pri vyberani kvantifikitorov nesmieme zamenit poradie kvantifikitorov roz-
neho typu stojacich bezprostredne za sebou, napr. tvar (Va)(Vz)(Ju)(P(z,y) V

V Q(z,u)) nie je prenexnym tvarom formuly .
O

Veta 3.4.2 (O variantoch) Ak 0 je variant formuly ¢, potom ¢ B 6.

Veta 3.4.3 (O prenexnom tvare) Ku kaZdej formule ¢ existuje takd formula
0 v prenexnom tvare, Ze @ |5 0.

Priklad 3.4.3 ZapiSeme v prenexnom tvare formulu
@ (3z)(P(z,y) A (Vy)Q(y, @) vV Fx)(Vy) P(z,y) = (32)Q(y, 2)).

RieSenie. Postupnost formul za¢inajucu formulou ¢ a konéiacu sémanticky ekvi-
valentnou formulou v prenexnom tvare zapiSeme do tabulky:

k L Formula L Pravidlo
0 | (Fz)(P(z,y) A (Vy)Qy,a)) Vv (3z)((Vy)P(z,y) = (32)Q(y, 2))

1| G2)(P@,y) A (#)Qy,a) v (V) P(x,y) = (32)Q(y,2))] | 3ii)

2 | (@)[(P(e,y) A (WQ(E @) V (Vu) Ple,w) = (32)Q(:2)] | Veta
3 | (30) (V) (P(z,y) A Q(t, @) V (Bu)(Plw,u) = (3)Qy.2))] | 4iii), 58
4 | (F)[(Vt)(P(z,y) AQ(t, @) V (Ju)(F2)(P(z,u) = Q(y, 2))] 51ii)

5 | (G2)(WD[(Plz.y) A Q(t @) V (Bu)(32) (Plasu) = Q(y.2))] | 4i)

6 | (3z)(VH)(3u) B2)[(P(z,y) A Q(t a)) V (P(x,u) = Q(y, 2))] 41ii)

V krokoch 2 a 6 sme pouzili uvedené pravidlo dvakrat. Formula ziskana v kroku 6
je v prenexnom tvare. Oznacime

o1 (32) (V) (Fu) (32)[(P(z,y) A Q(E @) V (P(x,u) = Q(y, 2))].

Vyberanie kvantifikitorov pred zatvorku v krokoch 5, 6 méZeme urobit aj v inom
poradi, ¢im ziskame dalsie formuly v prenexnom tvare, sémanticky ekvivalentné
s formulou ¢. Dostavame:

P2 = (Fr)(3u) (V) B2)[(P(z,y) A Q(t, @) V (P(z,u) = Qy, 2))];
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3.4.2 Skolemovsky variant formuly

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat hladanim takej formuly k danej formule, ktoréa je
v prenexnom tvare, jej prefix neobsahuje existentné kvantifikitory a je splnitelna
prave vtedy, ked je splnitelna dana formula. Skor, ako zadefinujeme skolemovsky
variant formuly, uvedieme dva motiva¢né priklady.

Priklad 3.4.4 Najdime uzavretu formulu 1 bez existenéného kvantifikitora, ktora
je splnitelna prave vtedy, ked je splnitelné uzavreta formula ¢ : (3z) P(x).

RieSenie. Vezmime uzavretd formulu ¢ : P(a), kde a je novy konstantny symbol.
Dokazeme, 7ze formula v je splnitelna prave vtedy, ked je splnitelna formula .

Ak je v nejakej Strukture M pravdiva formula P(a), potom je v tej istej Struk-
tare pravdiva aj formula (3x)P(z) (ak e(x) = [a], potom val, P(z) = 1, a teda
—ar (32)P(2)).

Naopak, ak je v strukttwre M pravdiva formula (3z)P(x), neznamena to, Ze
préave [a] je ten prvok z univerza U, ktory lezi v [P]. Existuje v8ak nejaky prvok
d € U taky, ze d € [P]. To znamena, ze ked zmenime interpretaciu [-] na [-]*
taki, ze [a]* = d, potom v Struktare M; s univerzom U a interpretaciou [-]* je
formula ¢ : P(a) pravdiva, teda formula %) je splnitelna. a

Priklad 3.4.5 N&ajdime sentenciu ¢ bez existen¢ného kvantifikiatora, ktora je spl-
nitelna prave vtedy, ked je splnitelna sentencia ¢ : (Va)(Iy)Q(x,y).

RieSenie. Ak by sme polozili ¢ : (Vz)Q(x,a), dostali by sme formulu ,silnejsiu*
ako je povodna formula. Zrejme pre dané ohodnotenie e(z) je ohodnotenie pre-
mennej y, pri ktorom plati val, Q(x,y) = 1, zavislé od e(z). Tento fakt vyjadrime
tym, Ze premennt y vo formule Q(z,y) nahradime termom f(z), kde f je novy
funk¢ény symbol. Dostaneme formulu ¢ : (Va)Q(x, f(x)), ktora je splnitelna préave
vtedy, ked je splnitelné formula ¢. Presny dokaz neuvadzame, myslienkovy postup
je obdobny ako v predchadzajicom priklade. (I

Zovseobecnime postup uvedeny v predchadzajicich prikladoch:

Ak obsahuje formula ¢ v prenexnom tvare existenény kvantifikator,
nahradime kazdda  podformulu tvaru  (Voi,22,...,2,)(3y)yY  formulou
(Vo1, 2oy .. xn)U(y/ f(21, 22, ..., 20)), kde f je Tubovolny novy funkény symbol
arity n. Ak je n =0, t.j. formula ¢ mé tvar (Jy)y nahradime premennt y novym
konstantnym symbolom a. Uvedeny proces sa nazyva skolemizacia, novy funkény
symbol f je skolemovska funkcia a konStanta a je skolemovska konstanta.
Tento postup opakujeme dovtedy, kym nedostaneme formulu v prenexnom tvare
bez existenénych kvantifikdtorov.
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Definicia 3.4.3 Skolemowvsky wvariant @5 formuly ¢ je formula v tvare
(Vx1,29,...2k) 0, kde 0 je otvorend formula ziskand skolemizdciou. Formulu 0
nazgvame otvoreny skolemovsky variant formuly .

Priklad 3.4.6 N&jdime skolemovsky variant uzaveru formuly

@ (F2)(Vo)3F)[((z>2) v W(y)) = (=W (2) AW(1))].

Riesenie.

Formula ¢ je v prenexnom tvare. KedZe premenné y méa vo formule ¢ volny vyskyt,
musime najprv napisat uzaver formuly ¢. Dostavame

c(p) : (Vy)(32) (V) B)[(x > 2V W (y)) = (=W (z) AW (1))].

Skolemovsky variant dostaneme tak, ze premennii z nahradime skolemovskou fun-
kciou f(y) a premennu ¢ skolemovskou funkciou g(z,y) a dostaneme

cl(p)® = (V) (va)((z> f(y) VW (y) = W () AW (g(z,9))]. O

Priklad 3.4.7 Najdime skolemovsky variant k uzaveru formuly ¢ z prikladu[3.4.3]
Riesenie.

Skolemovsky variant bude zavisiet od toho, ktoru z formal ¢1, v2, ¢3, w4 budeme
skolemizovat. Pripomenme, Ze ku kazdej z formil musime najprv napisat jej uza-
ver. Dostavame
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, Pla,u) = Qy,2))],
cl(1)® : (WY (VOI(P(f(y),y) A QL a)) V (P(f(y), 9(y: 1) = Q(y, h(y,1)))].

clpa) = (Vy)(3)(Fu) (Vi) (32)[(P(z, y) A Q(E @) V (P, u) = Qy, 2))]
cl(p2)® : (WY)(VOI(P(f(y),y) A QL @) V (P(f(y), 9(y) = Qy, h(y, 1))].

c(ps) = (Vy)(3)(32) (V) Fu)[(P(z, y) A Q(E @) V (P(x, u) = Q(y, 2))];
cl(e3)® : (WY)(vO(P(f(y)y) A Q(E @) V (P(f(y), h(y, 1)) = Qy, 9(y))];

cl(ea) = (Vy)(3z)(Fu)(32)(VO)[(P(z,y) A Q@) V (P(z,u) = Q(y, 2))],

i)+ (7)) (WDIP(F),9) A Q(E ) V (P(F(y), 9() = Qy, hi(y)))]-

Kazda z uvedenych moznosti je spravna. Vidime, Ze arita pouzitych skolemov-
skych funkcii zavisi od poradia existen¢nych a vSeobecnych kvantifikatorov v pre-
fixe prenexného tvaru. Z hladiska jednoduch$ieho pouzitia pri rezolu¢nej metode je
vhodné pri prepise do prenexného tvaru volit poradie kvantifikdtorov, ktoré vedie
k zavedeniu skolemovskych funkcii ¢o najmensej arity. Z tohto hladiska ma ,naj-
vyhodnejsi* tvar formula ¢y, lebo cl(p4) obsahuje len skolemovské funkcie arity 1.
Teda je vyhodné vytvorit prenexny tvar, v ktorom si existencéné kvantifikatory ¢o
najviac vlavo. O

Q

3.4.3 Klauzularny tvar

Definicia 3.4.4 Literdlom v predikdtovej logike budeme nazyvat zdkladni for-
mulu alebo jej negdciu.
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Klauzula je uzavretd formula v tvare (Vxi,22,...,25)(lh V2 V ...V p),
kde 11,1a,...,1, su literdly (moze byt p = 1). Disjunkciu Iy V1a V ... VI, bu-
deme nazgvat telo klauzuly. Formula md klauzuldrny tvar, ked je konjunkciou
klauzil.

Postup pri vytvarani klauzuldrneho tvaru formuly:

1
2
3
4

Uzéaver formuly.
Prenexny tvar uzaveru formuly.
Otvoreny skolemovsky variant v klauzularnom tvare.

Formula v klauzularnom tvare.

Priklad 3.4.8 Najdime klauzularny tvar k uzaveru formuly a vypiSme klauzuly:

p:(zry) = (F2)(W(z) A (Vy)(z>y))

RieSenie.

2.

)
Vy)(Fz)[zpy VvV (VE)(W(2)Azpt) B
y)(32)(VE)[xpy VvV (W(2) Azpt)]

S (Vo) (YY) (W) [ oy V(W (f(2,9)) A fla,y) o )] H
(V) (Vy) (V) [(z >y VW (f (2, 9)) Aoy V [z, y) > 1))

<C

)
(
(Vy)lz >y Vv (32)(W(2) A (Vy)z>y)| H
(
(
)

- (Vo) (Vy)(w ey vV W(f (2, 9) A (Vo) (Yy) (V) (z >y V f (2, y) > 1)

Tento tvar je klauzularnym tvarom.

Klauzuly sa:
Ki: (Va)(vy)(zey v W(f(z,y),  Ko: (Vo) (Vy)(VE)(z>yV fz,y)> 1)

3.4.4 Rezolventy

Pripomenime si pravidlo rezolicie vo vyrokovej logike:

Z klauzil a vV =l a 8 VI odvodime rezolventu « V 3, kde [ je literal.

V predikatovej logike najjednoduchsim pripadom, ked vieme odvodit rezolventu
rovnakym spodsobom ako vo vyrokovej logike, je pripad, ked tela klauzul obsahuji
komplementarne literaly.

Priklad 3.4.9 N&ajdime rezolventu klauzul

Ki: (V2)(Vy)(P(z) V =Q(x,y)),  Ka: (Vo)(Vy)(Q(x,y) V R(y)).
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Riesenie. Klauzuly obsahuji dvojicu komplementarnych literdlov:
—Q(z,y) € K1, Q(z,y) € Ka. Rezolventou je klauzula

K : (Vo)(Vy)(P(z) V R(y)). O
Priklad 3.4.10 Najdime rezolventu klauziil
Ky: (Vo) (P(x) vV -Q(x)), Kz: Qa)V R(b).

RieSenie. Klauzuly Ki,Ks neobsahuju komplementarne literaly, ale klauzula
(Vz)(P(x)V-Q(x)) zahfha aj klauzulu P(a)V—-Q(a). Pri tzv. substiticii konstanty
a za premennu z dostdvame klauzuly

Ki=P(a)V-Qa), K;=Q(a)VR(b),

ktoré uz obsahuju komplementéarne literaly. Plati, Ze rezolventa klauzal K}, K} je
zarovei rezolventou klauzul ICq, KCo. Je to klauzula

K: P(a)V R(b). O
Zadefinujeme pojem substiticia, intuitivne pouzity v predchadzajicom priklade.

Definicia 3.4.5 Substiticiou v procese unifikdcie budeme nazjvat kazdi ko-
neénd mnoZinu « = {xy/t1,x2/ta, ..., xn/tn}, kde x1,29,..., 2, st navzdjom
rozne premenné a term t; meobsahuje premenni x; pre i = 1,2,...,n. Pre lu-
bovolny literdl | oznacime symbolom (1) literdl, ktory dostaneme siucasnym nahra-
denim vsetkych viyskytov premennijch x; v literdli | termami t;.

Priklad 3.4.11 Najdime rezolventu klauzal K a Ko, ak
Ky (Vo) (Vy) (=P (z,y) V Q(2,y,a)), Ka:(Vv)(V2)(=Q(g(v), 2,2) V R(v, 2)).

RieSenie. Snazime sa vhodnou substittciou vytvorit z literdlov Q(zx,y,a),
-Q(g(v), 2, z) dvojicu komplementéarnych literalov.
1. Za premennu = dosadime term g(v) a dostaneme:

Q(g(v)vy’ CL), _‘Q(g(’U), 2 Z)

2. Za premennud y dosadime z a dostaneme:

Q(g(v)v Z, a)a _'Q(g(v)v 2 Z)

3. Za premennu z dosadime konstantu a a dostaneme:

Q(g(v),a, a>7 ﬁQ(g(U), a, a)'

Dostali sme dvojicu komplementarnych literalov. Postupnym aplikovanim vSetkych
substiticii na klauzuly IC1, Ko dostaneme klauzuly

K1 (W)(=P(g(v), @) V Q(g(v),a,@)), Ky : (V0)(=Q(g(v),a,a) V R(v,a)).
Hladan4 rezolventa je klauzula K : (Vv)(=P(g(v),a) V R(v,a)). O

Tento postup sa moze zdat nahodny. Proces, pri ktorom dostaneme z réznych
zékladnych formil s rovnakym predikdtovym symbolom identické zakladné for-
muly, budeme nazyvat unifikacny proces. Pri hladani spravnych substiticii pri uni-
fika¢nom procese nam posliZi pojem diferenénd mnozina.
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Definicia 3.4.6 Diferencénou mnozZinou disjunkcie zdkladnyjch formail
p1VaV...Ven tvary

G e SR O RV 0 e I ) RVARURVAY =1 (2 LR LIPS
rozumieme mnoZinu termouv {s(l), s@ . ,s(N)}, obsahugicich prvé symboly zlava,
ktoré nie si spolocné vsetkym formuldm v disjunkcii, pricom term sU) je podter-

mom formuly ¢; pre j =1,2,...,N.

Priklad 3.4.12 Urc¢me diferen¢ént mnozinu disjunkcii zakladnych formal:

a) P(z,y,a)V P(z,z,y),
b) P(z,y,a)V P(z, f(x),y),
) P(f(y),a,y)V P(f(x),y,2) vV P(f(g9(a)),y,2),
d) P(g(z),a,y) vV P(f(x),y,).
Riesenie.

a) Prva dvojica odlisnych symbolov je na druhom mieste v argumente predika-
tového symbolu P, teda D = {y,x}.

b) Na druhom mieste v argumente predikiatového symbolu P méme v prvej
formule premennt y, v druhej formule je to term f(x) (nie samotné f), teda
¢) Na prvom mieste v argumente predikatového symbolu P mame vo vSetkych
troch formulach funkény symbol f, rozdiel je v jeho argumentoch, méame

D ={y,z,g(a)}.
d) Na prvom mieste v argumente predikatového symbolu P mame vo formulach
rozne funkéné symboly f a g, v tomto pripade D = {g(x), f(x)}. |

Definicia 3.4.7  Substiticia o je wunifikdtor disjunkcie zdkladngch formail
01V 2 V...V on prive vtedy, ked si vietky formuly o(yp;), j € {1,2,...,N}
identické. Substiticia § je optimdlny unifikdtor, ak je najvSeobecnejsia moznd.
Zdkladnd formula B(y;),identickd pre vetky j, ktord dostaneme po aplikdcii opti-
mdalneho unifikdtora, sa nazyva faktor disjunkcie.

Unifika¢ny algoritmus (najdenie optimalneho unifikatora):
1. k=0, ag je prazdna substitucia.

2. Ak su v8etky formuly ay(¢;) pre j £ N rovnaké, tak S = oy je optimalny
unifikator disjunkcie 1 Vo V... Ve a algoritmus konéi. V opa¢nom pripade
vykonadme takd modifikdciu substitiucie aj, aby sme stotoznili vhodné dva
prvky diferen¢énej mnoziny Djy,.

Ak D; obsahuje premennu z; a term t;, ktory premenni x; neobsahuje,
tak substiticia a1 obsahuje vSetky prvky substiticie o s nahradenymi
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vetkymi vyskytmi premennej x; termom t; a naviac obsahuje zlozku {x;/t;}.
Polozime k := k + 1 a vratime sa na na zaciatok 2. kroku.

Ak Dy neobsahuje taku premenni x; a term t;, ktory neobsahuje premenni
x;, disjunkcia nie je unifikovatelna a algoritmus kondi.

V sulade s tymto algoritmom moZzeme zapisat postup pri hladani optiméalneho
unifikatora v priklade [3.4.11] pomocou prehladnej tabulky.

k| a, [ ar(p1) V ax(p2) | Dy
010 Qz,y,a) VvV Q(g(v), 2, 2) {z, 9(v)}
1| {z/g(v)} Q(9(v),y,a) vV Q(g (U)az»z) {y, =}

2 | {z/g(v),y/=} Q(g(v), 2, a)VQ( (v),2,2) | {2 a}

3 | {z/9(v),y/a, z/a} | Q(g(v),a,a)V Qg(v),a,a) | 0

Substitucia 8 = a3 je optimalny unifikator. Formula Q(g(v),a,a) je faktor
disjunkcie. Po aplikicii optimalneho unifikitora na klauzuly Ky, Ky odvodime
rezolventu /C (vid priklad [3.4.11)).

Priklad 3.4.13 Najdime rezolventu klauzal I a Ky, ak

Ki: (Vo)(=P(x) vV Q(f(2),a)), Ka2: (Vy,2)(=Q(y,y) vV R(f(y), 2))-
Riesenie. Hladame unifikator disjunkcie Q(f(z),a) Vv Q(y,y).
k] ag | k(1) V ag(p2) | D
00 Q(f(x),a) vV Q(y,y) {/ (@), v}
U {y/f(@)} | QUf (), @) vV Q(f(2), f(x)) | {f(z), a}

PretoZe mnozina D; neobsahuje Ziadnu premennt, neexistuje unifikitor danej dis-
junkcie. Disjunkcia nie je unifikovatel'na, a teda sa neda odvodit rezolventu
z klauzul KCq, K. O

Priklad 3.4.14 Najdime vSetky rezolventu klauzul K; a Ko, ak

(Vx)(ﬁR(amx) v Q(f(x),x)), Z))

RieSenie.Vzhladom na to, Ze mame pozitivny aj negativny literal pre predikatovy
symbol P aj pre predikatovy symbol ), mame dve moznosti pre unifikiciu a na-
sledné odvodenie rezolventy.

Ky Ka: (Vy,2)(=Q(y,y) V R(f(y),

1. Hladame unifikator disjunkcie R(z,z) V R(f(y), z).

k| o [ oulp) V(e [ Dy
010 R(z,z) vV R(f(y), 2) {z, f(y)}
1| {z/f(y)} R(f(y), f(y) vV R(f(y), 2) {f(y), 2}
2 [ {=/f), z/f)} | RUf W), fy) VR(f(y), f(y) | 0
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Substitacia 8 = {z/f(y), y/f(y)} je optiméalny unifikitor disjunkcie R(z,z) V
V R(f(y), z). Dostavame klauzuly

Ky () (CR(f(y), F)VQRU (F(), f (), Ks: (Y)(=Qy, y)VR(f(y), f(1)))-

Rezolventou je klauzula

K (V) (QUF (f (), f(y) v @y, y))-
2. Hladame unifikator disjunkcie Q(f(z),z) V Q(y,y).

k] o | ar(p1) V ak(p2) | Dy
00 Q(f (x),z) vV Q(y,y) {f(z), y}
1 {y/f(@)} | QU (z),2) vV Q(f(z), f(x)) | {f(z) =}

Diferen¢na mnozina D; obsahuje premennd x a term f(z), ktory tato premennt
obsahuje. Kedze podla definicie [3:4.7] nie je mozné nahradit premenni takym
termom, ktory dand premennii obsahuje, neexistuje unifikator danej disjunkcie.
Disjunkcia nie je unifikovatelna, a teda sa neda odvodit dalsia rezolventu z klau-
zul ICl, ICQ. O

Priklad 3.4.15
a) Najdime optimalny unifikator a faktor disjunkcie zakladnych formal

(zpy)V(arz)V(ary)V(t>u).
b) Vyuzitim unifikicie z bodu a) odvodime rezolventu klauzul

Ky (Vo,y,2)(—(z>y) V-lar z) V-o(aby)),
Ko : (VE,u)((E>u) VW (t) V=W (u)).

RieSenie.

Y k] ag [ ar(p) Var(p2) Var(ps) Var(ps) | Dy
00 (z>y)V(arz)V(avy)V(t>u) |{a,z, t}
1| {z/a} (avy)V(arz)V(avy)V(t>u) |{a,t}

2 | {z/a,t/a} (avy)V(arz)V(avy)V(avu) |{y,u, z}
3 | {z/a,t/a,z/y} (a>y)V(ary)V(avy)V(a>u) |{y, u}
4 | {z/a,t/a,z/y,u/y} | (apy)V(avy)V(a>y)V(ary) |0

Optimalny unifikator je substitucia 8 = {z/a,t/a,z/y,u/y}, faktor disjun-
kcie je formula (a > y).

b) Aplikdciou unifikitora 8 na klauzuly K, Ko dostaneme
K1 (W) (~(avy) V =(avy) vV =(apy)) Ky : (V) (@by) VIV (a) V=W (y)).

Rezolventa je klauzula K : (Vy)(W(a) V =W (y)). O
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Veta 3.4.4 (V3eobecné pravidlo rezolicie)
Nech 01, 05 si dve klauzuly bez spolocnej premennej také, Ze 61 obsahuje pod-
disjunkciu

J G R RO RVE IO SRl RVARNRVE (3 LR AL L)

)

a klauzula 05 obsahuje poddisjunkciu
—|P(s§1), sél), . 7s,(cl)) \Y ﬁP(sgz),ng), o ,s,(f)) V...V ﬂP(ng), séM), ce s,(CM)),
pricom existuje optimdlny unifikdtor B disjunkcie
P eV ey v PP e ey v v pe™M Y Ny

\/P(sgl),sgl)7 . 7s,(cl)) v P(s§2),s§2)7 e 7s,(f)) V...V P(ng),séM)7 e 7s,(CM)).

Nech P(r1,ra,...,r) je faktor tejto disjunkcie.

Rezolventou klauzil 01 a 0y je klauzula O3, ktord je disjunkciou klauzuly 5(607)
po vypusteni vietkych vyskytov literdlov P(rq,ra, ..., rgx) a klauzuly B(02) po vypus-
tent vsetkych vyskytov literdlov —=P(ry,ra, ..., rg).

Rezoluént metdédu pouzivame na zistovanie splnitelnosti , resp.konzistentnosti
mnoZiny formul (tedrie). Nasledujuca veta predstavuje nutnu a postacujicu pod-
mienku.

Veta 3.4.5 (Robinsonov rezoluény princip) Systém klauzil je sporny prdve
vtedy, ked z neho moZeme opakovanym pouZitim vSeobecného pravidla rezoliicie
odvodit prdazdnu formulu F.

3.4.5 Pouzitie rezolu¢nej metody

Riesenie tlohy o splnitelnosti mnoziny formil, resp. iloh na sémanticky doésledok
mozeme zhrniat do nasledujicich piatich krokov.

1. Uzaver axiom (formul) a elimindcia kvantifikdtorov, ktoré neviazu ziadnu
premennd. V ulohéch typu 7 = « pridame negaciu uzaveru formuly « k axi-
o6mam teorie T.

2. Nahradenie spojok implikacie a ekvivalencie. Presun negécie dovnitra az
pred zakladné formuly. Najdenie ekvivalentnych formul v prenexnom tvare.

3. Skolemizéacia.

4. Pridanie verzii axiém rovnosti, ak ide o teériu s rovnostou. Prepis formail
do klauzuldrneho tvaru. OdliSenie premennych v klauzulach.

5. Odvodzovanie rezolvent, az kym neodvodime prazdnu rezolventu alebo uz
nie je mozné dalsie rezolventy odvodit.
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Priklad 3.4.16 Zistime ¢i je splnitelna tedria T

T ={P(z Vv Q(z), 3x)-P(z), ~Q(z)}.

RieSenie.

1.

2.

T = {(ve)(P(x vV Q(z)), Bz)=P(z), (V2)-Q(x)}.

Formuly st v prenexnom tvare.

. Skolemizéciou formuly (3z)—P(z) dostavame formulu —P(a). Teda

TE{(V2)(P(z V Q(z)), ~P(a), (V2)=Q(x)}.

. V8etky formuly st v klauzularnom tvare. OdliSenim premennych dostavame

klauzuly:

Ky: (Vo) (P(z) v Q(z))
Ko : —P(a)

Ks: (Vy)-Q(y)

. Odvodenie rezolventy klauzil KCq, Ko: Optiméalny unifikator disjunkcie P(z)V

V P(a) je substittucia 8 = {z/a}. Rezolventa je K4 : Q(a).
Odvodenie rezolventy klauzul K3, K4: Optimalny unifikator disjunkcie Q(y) V
V Q(a) je substiticia 8 = {y/a}. Rezolventa je prazdna klauzula F.

Odpoved: Teoria T nie je splnitelna. a

Priklad 3.4.17 Rozhodnime, & plati 7 | ¢, ak

T ={(Ve)(R(z) = Q(x)), (Fr)R(x)}, ¢: (Va)Q().

Riegenie.
L TU=p={(Vz)(R(z) = Q(x)), (3z)R(z), (F2)~Q(z)}
2. TU=p ={(Vz)(-R(z) vV Q(2)), (Bz)R(z), (F)-Q(z)}
3. Skolemizéciou formal (3z)R(z), (3z)~Q(x) dostavame formuly R(a), ~Q(b),
tﬁ(&iaw H{(Vz)(=R(z) V Q(z)), R(a), ~Q(b)}.
4. Vietky formuly st v klauzularnom tvare. Premenné st odligené. Méame klau-

zuly
1- 2 (Vo) (2R(z) v Q@)
R(a)
. —Q(b)
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5. Odvodenie rezolventy klauzul ICq, KCo:
Optimalny unifikdtor disjuncie R(z) V R(a) je substiticia § = {z/a}. Re-
zolventa je Ky : Q(a).
Odvodenie rezolventy klauzul KCq, KCs:
Optimalny unifikator disjuncie Q(x) Vv Q(b) je substitucia 8 = {z/b}. Rezol-
venta je klauzula K5 : —R(b).
Dalsia rezolventa sa odvodit nedd.

Odpoved: Teoria T je splnitelna, lebo sme neodvodili prazdnu klauzulu.

Priklad 3.4.18 Zistime ¢i je splnitelna tedria T

T = {(Vo,y)(=P(z,y) V Qz,y,a)), (Vr,y)(-Q(g(x),y,y) V R(z,y)), ~R(b,a),
(Vz)P(x,a)}.

Riesenie.
Kroky 1-3 nepotrebujeme vykonat, lebo mame dany systém klauzal.
4. Potrebujeme odliSit premenné, t.j. kazdy kvantifikitor musi viazat int pre-
mennt. Mame teda Styri klauzuly:
Ky (VJZ, y)(—\P(l‘, y) \ Q(JU, Y, a)),
K (VZ, t)(—‘Q(g(Z), 2 t) v R(Zv t))v
Ks: —R(b,a),
Ky: (Vu)P(u,a).
5. 1) Odvodenie rezolventy klauzul ICq, ICs.
Optimalny unifikator disjunkcie Q(z,y,a) VvV Q(g(2),t,t) je substiticia
{z/9(2), y/a, t/a}.
Rezolventou je klauzula K5 : (Vz)(—=P(g(2),a) V R(z,a)).
il)  Odvodenie rezolventy klauzil Ky, Ky.
Optimalny unifikdtor disjunkcie P(z,y) V P(u,a) je substiticia
{u/z,y/a}.
Rezolventou je klauzula K : (Vz)Q(z, a, a).
iii)  Odvodenie rezolventy klauzil Ky, Ks.
Optimalny unifikator disjunkcie P(g(z),a) V P(u,a) je substiticia
{u/g(2)}.
Rezolventou je klauzula IC7 : (V2)R(z, a).
iv)  Odvodenie rezolventy klauzil K3, KCr.
Optimalny unifikator disjunkcie R(b, a)V R(z, a) je substitucia {z/b}.
Rezolventou je prazdna klauzula F'.
sme prazdnu rezolventu, teda teéria 7 nie je splnitelné. O

Priklad 3.4.19 Zistime, ¢i je splnitelna formula

¢ (By)(V2)(P(z,y) & (Vo)(=P(z,2) V =P(z, 2))).
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RieSenie.

1.
2.

Formula je uzavreta a neobsahuje prebyto¢né kvantifikatory.

¢ HEY)(V2)[(P(2,y) = (Vo) (=P(z,2) V ~P(z, 2)) A ((Va) (=P (z,2) V
V=P(r,2)) = Plzy)] H
Gu)(V2)(=P(z,y) vV (Vo)(=P(z,2) V =P(z,2)) A ((F2)(P(z,2) A
A P(z,2)) V P(z,y)) H
By (v2)[(=P(z, )V (Vo) (=P (z, 2)V=P(z, 2)) AN((B) (P (2, ) AP(t, 2)) V
Vv P(z,y)) H
(Fy)(V2) 3t) (Vo) [(—P (2, y)V (=P (2, 2)V-P(x, 2)) A((P(z, ) AP(t, 2))V
Vv P(z,9))]
p% + (V2)(V2)[(=P(z,@) V ~P(z,2) V ~P(z,2)) A ((P(2 f(2)) A
AP(f(2),2)) V P(z,a))]
Klauzularny tvar:
(Vz)(Vx)(=P(z,a)V-P(z,2) VP (z,2)) AN(V2)(P(z, f(2)) VP(z,a)) A
A (V2)(P(f(2),2) V P(z,a))
Mame nasledujice klauzuly, v ktorych sme odliSili premenné:
Ki: (V2)(Vz)(=P(z,a) V - P(z,z) V - P(z, 2))
Ko (VE)(P(t, f(t) V P(t,a))
Ks = (Vu)(P(f(u),u) V P(u,a))
5. Odvadzame rezolventy nasledujucich klauzal:
]Cl, ’CQ .
Optimalny unifikator disjunkcie P(z,a)V P(z,z)V P(z,2)V P(t, a) je
B1:{z/a,z/a,t/a}.
Rezolventa je K4 : P(a, f(a)).
Kl, IC3 :
Optimalny unifikator disjunkcie P(z,a)V P(z,z)V P(x,z)V P(u,a) je
BQ : {:c/a, Z/a'v u/a}
Rezolventa je KCs : P(f(a),a).
]Cl, ’C4 .
Optimalny  unifikitor  disjunkcie  P(z,z) V Pla, f(a)) je
B3 :{z/a,z/f(a)}.
Rezolventa je K¢ : —P(f(a),a).
7Z klauzul K5, K¢ odvodime prazdnu rezolventu F'.

Formula nie je splnitelné. a

Priklad 3.4.20 Nasledujuci tsudok sformalizujme a rezolu¢nou metédou rozhod-
nime, ¢i je spravny.

Ziaden ziak tejto triedy nie je hudobnik.
Vsetci hudobnici stt umelci.

Ziaden ziak tejto triedy nie je umelec.

RieSenie. Na formalizaciu zavedieme predikaty Z(z)—z je ziak 1.A triedy,

H(x)—z je hudobnik, U(x)—=z je umelec. Dostavame:
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2)(Z(x) = —H(x))

\
(Va)(H (z) = U(z))
¢ (Vo) (Z(z) = ~U(x))

1. TU-p = {(Vx)(Z(z) = -H(z)), (Vz)(H(z) = U(x)), 3x)(Z(z) A

AU(x))}

2. 7';;;0)}: {(Va)(=Z(z) v =H (), (Vo)(=H(x) vV U(z)), C)(Z(x) A
ANU(z

3. Skolemizacia: {(Vz)(=Z(z) V =H(z)), (Vz)(—H(z) Vv U(z)), Z(a) A
AU(a)}

4.  Vsetky formuly st v klauzuldrnom tvare. OdliSenim premennych do-
stavame klauzuly:

Ky: (Vo) (=Z(x) v H(z)),

Ko : (Vy)(=H(y) VU(y)),
Ks : Z(a),
IC4 : U(a)

5. Odvodenie rezolventy klauzul K1, Ka:
Optimalny unifikator disjunkcie H(x)V H (y) je substitucia 8 = {y/z}.
Rezolventa je K5 : =Z(z) V U(x).

Odvodenie rezolventy klauzul ICq, KCs:
Optimalny unifikator disjunkcie Z(z)V Z(a) je substiticia 8 = {z/a}.
Rezolventa je klauzula Ks : H(a).

Dalsie rezolventy odvodit nevieme.

Odpoved: Teoria T U —¢ je splnitelna, teda asudok nie je spravny. O

Priklad 3.4.21 Nasledujuci tsudok sformalizujme a rezolu¢nou metédou rozhod-
nime, ¢i je spravny.

Kazdy atlét ma dobra fyzicka kondiciu.
Niektori pritomni si atléti.
Niektori pritomni maja dobru fyzicka kondiciu.

RieSenie. Na formalizéciu zavedieme predikaty A(z)—z je atlét, K(x)—x ma
dobru fyzickt kondiciu, P(x) -z je pritomny. Dostavame:

(Va)(A(z) = K(z))
(Bx)(P(z) N A(z))
¢ (3)(P(z) A K(2))
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L TU-¢ = {(Vz)(A(z) = K(z)), (Fz)(P(z) A Az)), (Vo)(~P(z) v

vV -K(2))}

2. TU=p = {(Vz)(-A(z) Vv K(x)), Bx)(P(x) A A(z)), (Vz)(=P(z) V
VoK (z))}

3. Skolemizacia: {(Vz)(—-A(x) V K(z)), P(a) A A(a), (Vz)(-P(x) V
vV -K(2))}

4. Vsetky formuly st v klauzuldarnom tvare. Odlisenim premennych do-
stavame klauzuly:
Ki: (Va)(—A(z) vV K(x))
Kt (7)(~P(y) V ~K(y))
]Cg : P(a)
]C4: A(a)

5. Odvodenie rezolventy klauzul Ko, K3:
Optimalny unifikator disjunkcie P(a)V P(y) je substitiucia 8 = {y/a}.
Rezolventa je K5 : =K (a).
Odvodenie rezolventy klauzul ICq, KCs:
Optimalny unifikator disjunkcie K (z)V K (a) je substitucia 8 = {z/a}.
Rezolventa je klauzula K¢ : —A(a).
Odvodenie rezolventy klauzil K4, Kg:
Rezolventa je prazdna formula F'.

Odpoved: Teoria T U =y je sporna, teda tsudok je spravny.

Priklad 3.4.22 Nasledujice tisudky sformalizujme a rezolu¢nou meté6dou rozhod-
nime, ¢i su spravne.

a) Kazdy ucitel matematiky udf aj fyziku.
Ziaden ucitel anglictiny neudt fyziku.
Nejaky ucitel uéi angli¢tinu.
Niektory ucitel angli¢tiny neu¢i matematiku.

b) Niektory uéitel matematiky uéi aj fyziku.
Ziaden ucitel angli¢tiny neudi fyziku.
Niektory ucitel angli¢tiny neudi slovenc¢inu.
Niektory ucitel slovenéiny neuci matematiku.

RieSenie. Na formalizaciu zavedieme predikaty M (x)—z je ucitelom matematiky,
F(x)-x je ucitelom fyziky, A(x)—x je ucitelom angli¢tiny, S(z)—x je uditelom
slovenciny.
a) (Vo)(M(z) = F(x))
(va) (A(x) = ~F(x))
(E2)A(a)
a: (Fz)(Alx) A -M(x))
Formulu « negujeme, t.j. ~a : (Vz)(—A(z)V M (x)) a pridame ju k formulam
nad ¢arou, predstavujucim systém 7. V tretej formule vykoname skolemiza-
ciu, v8etky formuly prepiSeme do klauzularneho tvaru a odliSime premenné.
Dostaneme klauzuly:
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Ky: (Vz)(~M(z) Vv F(x))
Ko (Vy)(-A(y) V ~F(y))
ICg: A(a)

Ky (V2)(0A(z) vV M(2))

Odvadzame rezolventy:

K2, K3 : Optimalny unifikator disjunkcie A(a) V A(y) je 8: {y/a}.
Rezolventa je s : —F(a)

K1,Ks @ Optimélny unifikator disjunkcie F(a) V F(x) je 5 : {z/a}.
Rezolventa je Kg : =M (a).

K4,Kg: Optimalny unifikator disjunkcie M(a) vV M(z) je f: {z/a}.
Rezolventa je K7 : —A(a).

Ks3,K7: Rezolventa je prazdna formula F'.

KedZze sme dostali prazdnu formulu, systém 7 U -« je sporny a teda formula
a je sémantickym dosledkom systému 7. To znamend, Ze tivaha je spréavna.

(32) (M () A F())

(Vo) (A(x) = —F(x))
(32)(A(z) A =5(x))

a: (F2)(S(x) N —M(x))

Formulu « negujeme, t.j. ~a : (Vz)(=S(z) V M(z)) a pridame ju k for-
mulam nad ¢éiarou. V prvej a tretej formule vykoname skolemizaciu, vSetky
formuly prepiseme do klauzuldrneho tvaru a odli§ime premenné. Dostaneme

klauzuly:

’Cl : M(a)

ICQ : F(a)

Ks: (Va)(—A(x) vV —F(x))
IC4 : A(b)

/C5 : —|S(b)

Ke: (Vy)(=S(y) vV M(y))

Odvadzame rezolventy:

Ko, K3 : Optimalny unifikator disjunkcie F'(a) VvV F(z) je 8: {x/a}.
Rezolventa je K¢ : —A(a).

K3, K4 : Optimalny unifikator disjunkcie A(b) V A(z) je 5: {x/b}.
Rezolventa je IC7 : = F(b).

KedZe dalsie rezolventy sa sa odvodit nedaju a neodvodili sme prazdnu for-
mulu, systém 7 U -« nie je sporny a teda formula « nie je sémantickym
dosledkom systému 7. To znamené, Ze tvaha je nespravna. O

Priklad 3.4.23 Tiedna uditelka chce vediet viac o vztahoch medzi Ziakmi jej
triedy a preto da ziakom anketu. Na vybranych listkoch si precita:

o Kazdy, kto sa kamaréati s Petrom, sa kamaréti aj s Romanom.
e Peter ma aspon jedného kamaréata.

136



e Nikto, kto sa kamaréti so Slavom, sa nekamarati s Romanom.

e Niekto sa kamarati s Romanom, ale nekamaréati sa so Slavom.
Je mozné, aby boli vSetky Styri vypovede ziakov pravdivé?

RieSenie. Na formalizaciu vypovedi Ziakov zavedieme predikatové symboly P(x)—
x sa kamaréti s Petrom, R(x)—x sa kamarati s Radom, S(z) -z sa kamarati so
Slavom. Vypovediam zodpovedé systém formul

T = {(ve)(P(x) = R(x)), G)P(z), (Vz)(S(z) = —R(x)), (Bx)(=5(x) AR(x))}.

Nagou tlohou je zistit, & je systém 7 splnitelny.
Formuly prepiSeme do klauzularneho tvaru, odliSime premenné a v druhej a

Stvrtej formule vykoname skolemizaciu. Dostavame klauzuly:
Ki: (Va)(—P(z) V R(x))

Ks: P(a)
Ks: (Vy)(=S(y) vV —R(y))
/C4S —\S(b)
Ks: R(b)

Odvodzovanie klauzil uz nebudeme zapisovat tak podrobne, ako v predchadzaja-

cich prikladoch. Dostavame:

e Rezolventa klauzil K1, Ky je klauzula K¢ : R(a).

o Rezolventa klauzil Ky, K3 je klauzula K7 : (Va)(=P(x) V =5(z)).
e Rezolventa klauzil K3, K5 je klauzula Iy : —S(b).

e Rezolventa klauzil K3, K¢ je klauzula Kg : —S(a).

e Rezolventa klauzal Ko, K7 je klauzula Kg : —S(a).

Dalsie rezolventy sa odvodit nedaju. Systém 7 splnitelny, teda vypovede ziakov
si neodporuji. Je mozné, ze vSetci hovoria pravdu. O

Priklad 3.4.24 Ziaci jednej triedy hovoria o zamestnani svojich rodi¢ov. Ich vy-
povede su:

e Niekto ma matku maliarku.
e Nikto, kto ma matku maliarku, nemé otca hudobnika.
e Kazdy méa otca hudobnika alebo maliara.

e Nikto nemaé otca maliara.

Je mozné, aby boli v8etky Styri vypovede Ziakov pravdivé?
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RieSenie. Na formalizaciu vypovedi Ziakov zavedieme predikaty M (x)—x je maliar
a H(xz)—xz je hudobnik a funkéné symboly m(x)—priradi ¢loveku x matku a o(x) —
priradi ¢loveku z otca. Vypovediam zodpoveda systém formiil
T ={@z)M(m(z)), (Vz)(M(m(z)) = —H(o(z))),
(V) (H(o(x)) V M(o(x))), (Vz)=M(o(x))}.

Nagou tlohou je zistit, ¢ je systém 7 splnitelny.
Formuly prepiseme do klauzulédrneho tvaru, odliSime premenné a v prvej for-
mule vykonédme skolemizaciu. Dostavame klauzuly:
K1 M(m(a)))
Kot (F)(=M(m(z)) v ~H(o(2))
K+ (%) (H(o(y)) V M(o(y)))
Ky (V2)-M(o(2))
Odvodzovanie klauzul:

e Rezolventa klauzil Ky, K2 je klauzula K5 : —H(o(a)).
e Rezolventa klauzal g, Ks je klauzula K¢ : M (o(a)).

e Rezolventa klauzul Ky, K¢ je prazdna klauzula F'.

KedZe sme odvodili prazdnu formulu, systém 7 nie je splnitelny, teda vypovede
ziakov si odporuja. Aspon jeden Zziak nehovori pravdu. O

Ulohy

3.39 Najdite taku sémanticky ekvivalentnt formulu v prenexnom tvare, aby jej
jadro neobsahovalo implikaciu a ekvivalenciu:

8) (va)M(z) = M(f(2)),
b) (¥a)[P(x) = (F)Q, f(b,y))],
) ~(epy) = @3)(W() A (W)(=5y)),
) (32)(zb ) V (V) (Fa)(z 5y AW ().

C

d

3.40 Najdite skolemovsky variant k uzaveru formuly:

a) =(P(y,y) = (Vo)Q(z)) = (Bz)~(R(z) = (V2)Q(2)),
b) (Va)(P(z,y) = (Q(z) V R(2))) = (32)(Q(2) A () P(2,y)).

3.41 Najdite otvoreny skolemovsky variant uzéveru formuly v klauzularnom tvare:

a) (32)(Q(z,y) = M(y)),
b) (3z)(Vy)(32)[(P(s(x)) A =Q(y, 2)) = (z = s(2))],
) F2))[(z>y) v (W(2) A (201))],
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d) Bu)(Vy)(F)[(ur2) v ((z>y) AW(@))],
e) ~(va)[(By)Q(x,y) = (Vy)(I2)~P(z,y,2)],
f) (32)S(x) = [(Va)(P(z) v Q(z)) = (Va)(By)T (2, y)]-

3.42 Najdite klauzularny tvar k uzaveru formuly:

) ~(z>y) = 32)[W(z) A (Vy)(z>y)],

) (32)S(z) = [(V2)(P(z) V Q(x)) = (Vz)(3y)T(z,y)],

) ~[(Vz)(S(z) vV ~T'(z)) = (Vz)(Jy)R(z,y)],

) (F2)Q(z,y) = (Vy)(—~R(y) AT(a)),

) (Vy)(=S(z,y) VT(z,y)) = (Vy)(B2)U(2,y,2),

£) =(32)(Yy)(~P(z,y) V Q(z,y)) A (3y)(Vz)=R(z,y,2)) ,
) y)n(z>y) = (F)(W(2) A (Vy) (2> ),
) Vy)-(zey) = (VY)W (y) A B2)(y > 2))],
) [(Fy)=P(z,y) vV (3y)(V2)Q(z, y, 2)] = (Vz)R(x),
) [(Vo)=P(2)] & [(32)(Vy)R(z, y)],
) [((3z)P(2,y) = (32)R(y, 2)] = (32)(Vy)S(z,y),
) (Fy)~P(z,y) = [(V2)(3y)(V2)S (2, y, 2) A (V2)Q(2)].

3.43 Najdite optimélny unifikitor a faktor disjunkcie zékladnych formul:

a) Ply,y,x)V P(f(t), f(a),v),

b) P(z,y,2) vV P(y, f(a),a) V P(t,t,v),

c) P(t, f(u), f(w)) V P(z, f(b), )\/P(%x,w),
d) P(z, f(z),a) vV P(t, f(b),2) V P(z, f(2),a),
e) Qz,z,y)VQ(f(2), f(a),2),

f) Qz,9(2),t) v Q(x, 9(a), ) V Q(y,y, u),

3.44 Vyuzite unifikacie z predchadzajiceho prikladu na odvodenie rezolvent klau-
zal (ak existuju):

a) Ky: (Va,y,2)(P(y, y,2) V Q(f(x), 2))
Ks (Vt7uvv)(ﬁp(f(t) f(a)’ v) V Q(u, f(a‘)))

b) Ki: (Vo,y,2)(P(x,y,2) V P(y, f(a),a) V Q(y,9(y)))
Ko (Vt,u,v)(=P(t, t,v) V Q(a,u) V-Q(t,v))

) Ki: (Va,y,2)(P(z, f(b),2) V Pz, z,2) V Q(f(z),y) V ~Q(g(a), (2)))
Kot (V¢ u)=P(t, f(u), f(u)),



d) Ky: (Vo,y)(P(z, f(2),a) vV Q(z,y))
Ky : (Vz,0)(=P(t, f(b), 2) V —P(z, f(2),a) V =Q(b, g(2)))
e) Ki: (Va,y)(P(y, f(z),a) VQ(z,2,y))
Ky : (V2,1)(P(t, f(b),2) V =Q(f(2), f(a), 2)),
£) Ki: (Va,0)(P(z, f(y), @) V Q(z,9(2),t) V Q(x, g(a), 1))
ICQ: (Vy,u)(P(y,f(b),u) \/_‘ (yay7 ))

3.45 Odvodte vietky rezolventy klauzul:

a) Ki: (Va,y)(=P(f(2),y) V Q(a,y,z))
Ka = (vV2)(=Q(z, f(2), )VP(f(a) 2),

b) Ky: (Vo,y)(P(z,a) vV Q(z,y,a))
Ky: (V2)(-Q(z, a, f(2)) V (Z,Z))

) Ki: (Vo,y,2)(P(x, f(y) V Q(z,a))
Kot (W,u)(=P(t, f(w) V Q(f(u), 1)),

d) K1: (Vo,y,2)(P(z, f(y) V Q(2,a))
Ks: (Vt,u)(=P(a, f(a)) vV Q(f(u), 1)),

e) Ki: (Vo,y,2)(P(z,y) V ~Q(z,a))
Kot (vt u)(~Pu, £(1) V Q(f(u). 1),

f) Ky (Vo) (P(z, 2) vV -Q(z, f(2)))
Kot (.2)(Q(y) V ~P(y,)),

g) Ki: (Va,y)(P(z,y) V Qz, f(x)))
Ko (Vz,8)(-Q(t, t) V P(z,a)).

3.46 Rezolu¢nou metdédou rozhodnite, ¢i tedria T je splnitelné, ak:

a) T ={(Vz)(P(z) = Q(z)), (V2)(Q(x) = R(z)), Bx)(P(z) A R(z))},
b) T ={(Vz)(=U(x) v -T(x)), 32)U(z), (vy)T(y)},

o) T =A{(Va)(vy)(=P(z,y) vV Qy)), (Vz)-Q(z), (Bz)P(z,z)},

d) T = {(va)(P(z) = Q(x)), (Fr)R(z), (V&)=Q(x)} ,

e) T={P(a) = (Vz)Q(a,z), (V&) P(z), (V&)=Q(z, )},

f) T ={(ve)(3y)P(z,y) = By)(Vz)P(z,y), ~P(a,b)},

g) T ={-Q(a,a) = (Vz)P(z), (Fr)(Q(a,z) N =P (z) A —Q(a, a))}.

3.47 Rezoluénou metoédou rozhodnite, & plati T | ¢, ak:

a) T = {(Ve)(P(x) v Q(z)), Br)~P(z)}, ¢ : (32)Q(x),

b) T ={Gz)(Vy)P(z,y), (Vz)(Vy)(=P(z,y) VvV Q(z,y))},
¢ : (F7)(Vy)Q(x, y)

o) T={E0)P(z) = Q(a)}, ¢: (Vz)(P(x) = Q(a)),
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d) T ={(Vz)(R(z) = Q(x)), (Fx)R(x)}, ¢: (Vx)Q(z),

e) T ={(Vz,y)(P(z) A Q(x,y)) = R(y)), (V2)Q(f(x),g(x)), P(f(a))},
¢: R(g(a)),

f) T ={(Va)(P(z) = By)Q(z,¥)), (Vz,y)(Q(z,y) = P(f(y)))},
@ (Va)(P(z) = 3y)P(f(y)))

3.48 Nasledujuce tsudky sformalizujte a rezolu¢nou metoédou rozhodnite, ¢ s
spravne.

a) Ziaden zamilovany ¢lovek nie je smutny.
Kazdy smutny ¢lovek je nestastny.
KaZzdy zamilovany C¢lovek je $tastny.

b) Kazdé dozreté jablko je zdravé.
Nie kazdé Cervené jablko je zdravé.
Nie kazdé Cervené jablko je dozreté.

¢) Niektoré diev¢ata su pekné.
Ziadne pekné diev¢a nie je mudre.
Ziadne dievca nie je mudre.

d) Ziaden huslista nema zly hudobny sluch.
Niektori pritomni nie st huslisti.
Niektori pritomni maja zly hudobny sluch.

e) Niektori maliari maju otca maliara.
Janko je maliar.
Jankov otec je maliar.

f) Kazdy futbalista ma otca futbalistu.
KaZzdy, kto méa otca futbalistu, ma matku spevacku.
Braiio je futbalista.
Branova matka je spevacka.

g) Kazdy matematik ma otca matematika.
Adam je matematik alebo fyzik.
Nikto nie je fyzik.
Adamov otec je matematik.

3.49 Triedna ucitelka chce vediet viac o vztahoch medzi dievéatami v triede a
preto da ziakom anketu. Na vybranych listkoch si precita:

e Kazdy, kto sa kamarati so Soiou, sa kamaréati aj s Katkou.
e Niekto sa kamaréati s Katku, ale nekamarati sa so Zitou.
e Nikto, kto sa kamaréati so Zitou, sa nekamarati sucasne s Katkou a Sofiou.

e Kazdy sa kamarati bud so Zitou alebo sa kamarati s Katkou aj Soiiou.
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Je mozné, aby boli vSetky Styri vypovede ziakov pravdivé?

3.50 Zastupcovia potravinarskych firiem sa rozpravaja s lekarmi o zdravej vyZive.
Ich nazory st

e Vsetky sladké potraviny obsahujtice cholesterol st nezdravé.
e Niektoré sladké potraviny su zdravé.

e Neexistuji zdravé potraviny ktoré neobsahuju cholesterol.

Je mozné, aby mali vSetci pravdu?

Vysledky

“M(y) v M(f(x))),
(=P(z) vV Q(y, f(b,y))),
) (V) >y) vV (W (z) A (20 1)),
(
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3.40 a) (Vz,y)[=P(y,y) v Q(z) vV (R(g(y)) A =Q(f ()],

(
)( T, Y,z )[( (h(xalﬁ )a )/\_'Q(h(xayvz))/\_'R(Z))\/
V(Q(f (z,y,2)) A P(x, g(x,y, 2)))]-

3.41 Zvicsa je viac moznosti. Vyberieme ti, kde skolemovské funkéné symboly si
najnizsej arity:

a) =Q(f(y),y) v M(y),
P(s(a)) VQ(y, f(y) V (a=s(f(y)),
¢) ((xey) VIW(f(z,y) A((z>y) vV (flz,y)>1)),

b) =
) (

d) (f(z,2)p2) V(2> 9) A((f(2,2) > ) VW (g(2,9,2)))
)
) (t

/\/\

x)V
e) Q(a,b) A P(a,c, z),

) (S@) VTR, (1) vV =Pla)) A(=5(@) VT(t (1) V -Q(a)).
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3.42 a

3.43

3.44

3.45

Vo, y)[(@z>y) VW (f(z,y)] A Ve, y, O[> y) v (f(z,y) > 1],

Va, 1) (=S(x) VT(E, f(t) V ~P(a)) A (Va, t)(=S(x) VT(E £(1) V —Q(a)),

Ve)(S(z) vV =T (x)) A (Vy)R(a,y),

Vi, y, t)(-Q(x, y) V ~R(x)) A (Yo, y)(=Q(z,y) vV T(a)),

v, 1) (S(z, f(2)) VU(z,t,g(x, 1)) A (Vo ) (=T (z, f(2)) V U(z, £, 9(,1))) ,
(P ) )

) (
b) (

) (

) (

) (Va,
f) (Va,t)(P(z,9(x)) V =R(x,t, f(2,1)) A (Y2, 0)(-Q(z, 9(2)) V ~R(x,t, f(2,1))) ,

) (

) (

i) (

i) (

) (

) (

¢

d

t)
t)
g) (Vy)((a>y) vV W(b)
h) (Va,y)((z > f(z

i) (Vy,t)(P(a,

Vy)(P(a) Vv
vy, 2, t)(P(f
Yy, z,t)(P(a

)A (Vg t)((a>y) v (bet)),

NV W(y)) A (V%L‘)((w > f(x) vV (y>g(z,9))),

Vv R(t)) A (Vy, 1) (=Q(a, y, f(y)) V R(t)) ,
(a,y)) A (Vy,zvt)(ﬂp()VR(t,f(y,t))),
S(f(y), ) A (Vy, 2, ) (= R(y, 2) V S(f(y), 1)),
S(t, f(t),2)) A (Vy, 1) (P(a,y) V Q(1)).

J
k

1

Y)
R
() Vv
YV
B =A{t/a,y/f(a),v/xz}, faktor disjunkcie P(f(a), f(a),z),
B=A{z/f(a),y/f(a),t/f(a),z/a,v/a}, faktor disjunkcie P(f(a), f(a),a),
p=

= {z/f(b),u/b,z/f(b),t/f(b)}, faktor disjunkcie P(f(b), f(b), f(b)),

a)

b)
)

d) ned4 sa unifikovat,
)
)

o

[©)

{z/f(a),y/a,z/a)}, faktor disjunkcie Q(f(a), f(a),a),

p=
f) B ={z/g(a),y/g(a),z/a),u/t}, faktor disjunkcie Q(g(a), g(a),t).

a
b

K (Yo, u,2)(Q(f (2), 2) \/Q(U f(a),
K= (vu)(Q(f(a), g(f(a))) vV Qla,u) V ~Q(f(a),a)),
K (vy)(QU(f (b)),y)\/ﬁQ( ( ), F(f(0)))),

)
)
)
d) neda sa odvodit rezolventa,
)
)

o

¢) K : Pla, /(f(a),a) V P(t, f(b).a),
K: (W)(P(g(a), f(g(a),a) V Pg(a), f(b),1)).

a) K: (Vy)(Q(a,y,a) vV =Q(y, f(y),y)),
K': =P(f(a), f(a)) v P(f(a),a),

f

b

) neda sa odvodit rezolventa,,

) K (Vo,y,2)( Q(z,a) vV Q(f(y), 7)),

d) £: (Vz,u,8)(Q(z,a) V Q(f(u), 1)) ,

) K (Yo, y,u)(P(z,y) V ~P(u, f(a)),
K': (Va, 2,6)(-Q(z,a) V Q(f(2),1))

f) K: (V2)(=Q(a, f(a)) v Q(z,a))

K': (Vo)(P(z,2) vV -P(f(2), a)),

g) neda sa odvodit rezolventa.

C

[§]
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3.46

f)

a)

Po uprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klauzul

K = {(vz)(=P(x) vV Q(z)), (Vy)(=Q(y) vV R(y)), P(a), R(a)}, ktory

je splnitelny, teda teéria T je splnitelné.

Po tprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klauzul
K ={(z)(=U(z)Vv-T(x)), (Vy)T(y), U(a)}, ktory nie je splnitelny,
teda tedria 7 nie je splnitelna .

Po dprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klau-

201 K = {(v2,5)(=P(z,5) v Q(1)), (V)-Q(2), P(a,a)}, ktory nie je
splnitelny, teda teodria 7 nie je splnitelna .

Po tprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klauzul
K ={(Vz)(=P(x)vQ(z)), Vy)-Q(y), R(a)}, ktory je splnitelny, teda
teoria T je splnitelna .

Po uprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klauzul
K = {(¥2)(~P(a) V Q(a,2)), (¥9)-Qy,y), (V2)P(2)}, kory mie je
splnitelny, teda teoria 7 nie je splnitelna .

Po tprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klauzul
K = {(Vy,t)(=P(a,y) Vv P(t,b)), -P(a,b)}, ktory je splnitelny, teda
teoria T je splnitelna .

Po uprave na klauzularny tvar a skolemizacii dostavame systém klauzul
K = {(Vz)(P(z) V Q(a,a)),Q(a,b), -P(b), -Q(a,a)}, ktory nie je
splnitelny, teda teoria 7 nie je splnitelné .

Systém formual {(Vz)(P(z) V Q(x)), (3x)-P(z), (Vx)-Q(x)} nie je
splnitelny, teda plati T | ¢,

System formil { (32) (V) P, ), (V2)(%9)(=P(z,4) v Q(z,1),
(Vz)(Jy)—-Q(z, y)} nie je splnitelny, teda plati T = ¢,

Systém formal {(3z)P(z) = Q(a), (3z)(P(z) A—=Q(a))} nie je splni-
telny, teda plati T = ¢,

Systém formal {(Vz)(R(z) = Q(x)), (3z)R(x), (Vz)Q(z)} je splni-
telny, neplati 7 | o,

System formil {(¥2,4)((P(x) A Q(z, ) = R(y)), (VD)QUf(x),g(x)
P(f(a)), =R(g(a))} nie je splnitelny, teda plati 7 = ¢,

Systém formul {(Vz)(P(z) = (Jy)Q(z,v)), (Vz,y)(Q(z,y) =
= P(f(y))), 3x)(P(z) A (Yy)~P(f(y)))} nie je splnitelny, teda plati
T E .
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3.48 a)

Univerzom je mnozina Iudi. Zavedieme predikaty Z(z)—x je zamilo-
vany, N(z)-z je nestastny a S(z)—x je smutny. Usudok zapiSeme
formalne v tvare:

(Va)(Z(x) = =5(x))

(V)(S(z) = N(z))

V) (Z(z) = ~N())
Usudok nie je spravny.
Univerzom je mnozina jablk. Zavedieme predikaty D(z)—x je dozreté,
Z(x) =z je zdravé a C(z)—x je Gervené. Usudok zapieme formalne:
(v2)(D{z) = Z(x))
(3z)(C(z) N ~Z(x))

(52)(C(x) A ~Dz)
Usudok je spravny.

Univerzom je mnoZina diev¢at. Zavedieme predikaty M (x) - je mudre
dievéa a P(z) - je pekné dievéa. Usudok zapiseme formélne:

(32)(P())

(v2) (P(z) = ~M ()

(Va)—~M ()
Usudok nie je spravny.
Univerzom je mnoZina Iudi. Zavedieme predikaty H(x)—x je huslista,
P(z) -z je pritomny, Z(x)—x ma zly hudobny sluch. Usudok mozeme
zapisat v tvare:

(Va)(H(z) = —Z(x))

(3x)(P(z) A —H(x))

(Fz)(P(z) A Z(x))
Usudok nie je spravny.
Univerzom je mnoZzina Iudi. Zavedieme predikat M (z)—-x je maliar,
funkény symbol o(z) — priradi ¢loveku x jeho otca a kondtantny symbol
4 pre Janka. Usudok mézeme zapisat v tvare

(32)(M(2) A M(o(x)))

M ()

M)
Usudok nie je spravny.
Univerzom je mnoZina I'udi. Zavedieme predikaty F'(z) -z je futbalista,
S(z) —x je spevak, funkéné symboly o(z) — priradi ¢loveku « jeho otca,
m(x)— priradi ¢loveku z jeho matku a kongtantny symbol b pre Brana.
Usudok moézeme zapisat v tvare:

(v2)(F(z) = F(o(x)))

(v2) (F(o{x)) = S(m(x)))

(Vo) F(x)

M(o(a))
Usudok je spravny.
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3.49

3.50

Univerzom je mnoZina l'udi. Zavedieme predikaty M (z)—z je matema-
tik, F'(z) —x je fyzik, funkény symbol o(x) — priradi ¢loveku x jeho otca
a kongtantny symbol a pre Adama. Usudok mozeme zapisaf v tvare:
(Va)(M(z) = M(o(x)))
M(a)V F(a)
(Vz)-F(z)
M(o(a))
Usudok je spravny.

Univerzom je mnoZina Ziakov.Zavedieme predikaty Z(x)—x sa kama-
rati so Zitou, S(z)—z sa kamarati so Sofou, K(z)—-z sa kamarati
s Katkou. Vypovediam zodpoveda systém formul

T ={(vVz)(S(z) = K(z)), (z)(K(x) A—~Z(z)),
(Vz)(Z(z) = ~(K(z) A S(x))), (Vo)(Z(z)V (K(x) AS(x)))}
Systém T je splnitelny, vietky vypovede mozu byt pravdivé.

Univerzom sa potraviny. Zavedieme predikaty S(x)—xz je sladkd po-
travina, C(z)—x obsahuje cholesterol a Z(x)—x je zdrava potravina.
Vypovediam zodpoveda systém formul

T ={(va)((S(x) A C(2)) = ~Z(x)), (F=)(S(x) A Z()),
—(3z)(Z(x) A =C(x))}

Systém T nie je splnitelny, vypovede si odporuji.
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