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2 Zbierka rieSenych a nerieSenych tuloh

UvoD

Téato ucebnica je urcend pre Studentov prvého roc¢nika bakalarskej formy Stadia Fakulty
elektrotechniky a informatiky (FEI) Technickej univerzity (TU) v KoSiciach pre odbor
Hospodarska informatika. Mo6ze posluzit' aj Studentom inych odborov a inych fakult. Tvori
zbierku rieSenych a nerieSenych tloh aje doplnkom kucebnici MATEMATIKA 1 a jej
vyuzitie v ekonomii, v ktorej je podrobnejsie uvedena teéria pozadovana pri rieSeni tloh v tejto
zbierke.

Stadium udebnice predpoklada zvladnutie zdkladov stredoskolskej matematiky.

Vzhl'adom na rozsah tejto u¢ebnej pomocky, nie sit uvedené pri rieSeni niektorych prikladov
podrobné postupy. Citatel’ ma moznost’ §tudovat’ uvedent problematiku podrobnejsie v uéebnici
MATEMATIKA I a jej vyuzitie v ekondmii a v citovanej literature.

Ucebnica je rozdelena do 10 kapitol tak, ako st preberané v prvom semestri Studia na FEI
v KoSsiciach.

Nasa vd’aka patri doc. RNDr. Viktorovi Pir€ovi, CSc. za starostlivé precitanie rukopisu a za
mnohé cenné pripomienky, ktoré prispeli ku skvalitneniu tejto ucebnice.

Autori



MATEMATIKA | a jej vyuZitie v ekonomii

1 FUNKCIA A JEJ APLIKACIE PRE EKONOMIU
1.1 RieSené ulohy
DEFINI ¢NY OBOR FUNKCIE

Pri hradani defininého oboru funkcie je potrebné ¢agtejSie vziado avahy, Ze:
* menovaté zlomku sa nesmie rovtiaule,
e vyraz pod parnou odmocninou must’mezaporny,
* logaritmicka funkcia je definovana len pre kladmguament,
ak a>1, potomlog, x= Oprave vtedy, akk>1,

ak 0<a<1, potomlog, x> Oprave vtedy, ak 0x< .1

Prikiad 1.1 Najdime definény obor funkcief : y = 2)‘;1 .
X —5x+6
RieSenie:
KedZe vyraz v menovateli musi hydzny od nuly, plati

x2 —-5x+6#0

(x=-2)(x=-3)£0

x#20x#3

Odtia’ vyplyva, zeD(f)=(-»,2) 0 (23) 0 (3 ») aleboD(f)=R-{23}.

Priklad 1.2 N&jdime definény obor funkcief : y =v2-x-x° .
Rie3enie:
Vyraz pod druhou odmocninou musithyezaporny, potom plati
2-x-x?20

x2+x-2<0
(x+2)(x-)<0

-2
Definiény obor funkcie jeD(f ) =(-271).
Priklad 1.3 Najdime definény obor funkcief : y =In(4x- 8)

RieSenie:

Logaritmus je definovany len pre klad&iéla, preto musi by



4 Zbierka rieSenych a nerieSenych uloh

4x-8>0
X>2

Definiény obor funkcie jeD(f) = (2,) .

X

Priklad 1.4 Najdime definény obor funkcief :y =

X-2

RieSenie:
Z podmienky, Zze menovdtsa nesmie rovitanule plati

VX=2#0
a z podmienky, Ze vyraz po parnou odmocninou mgzddm nezaporny plati

x-220.
Z obidvoch podmienok vyplyva

X>2.

Definicny obor funkcie jeD(f) = (2,) .

INVERZNA FUNKCIA

Algoritmus Hadania inverznej funkcié “*(x) k funkcii y= f(x) je takyto:
« zistime, na akom intervale je funkci& prostd, teda kde k nej inverzna
funkcia f existuje,
* vymenimex zay a naopak,
e vyjadrimey pomocoux
* najdeme defiriny obor pévodnej aj inverznej funkcie.

Priklad 1.5 K funkcii f :y=2In(x+5) najdime inverznu funkciu.
RieSenie:
Funkcia f je prosta na celom svojom definom oboreD(f): (—=5,), preto k nej

existuje inverzna funkcia na celom defimm obore, ptiom jej obor hodnbt je
H(f)=R.

y =2In(x+5),
vymenime navzajom a y

x=2In(y+5),
osamostatnime vyraz obsahujici

X

—=In(y+5),

5 (y+95)

aby sme vyjadriliy , pouzijeme inverznu funkciu k logaritmickej funkci
exponencialnu funkciu
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Inverzna funkcia kf je f:y=e2 -5 a jej definény obor je D(f ‘1): H(f)=R.
EKONOMICKE APLIKACIE

Priklad 1.6 Celkové naklady v dolaroch na vyrobg kusov vyrobkov su dané
funkciou C(q) =120+ 075e%%,

a) Vypocitajme celkové naklady na produkciu 20 kusov vymbk

b) Vypocitajme naklady na vyrobu 20. vyrobku v poradi.

c) Vypocitajme priemerné néklady na vyrobu jedného vyroblak bolo
vyrobenych 20 vyrobkov.

RieSenie:
a) Celkové naklady na produkciu 20 kusov vyrobkov Wifame ako funé&nu
hodnotu funkcieC(q) =120+ 075e%% pre q = 20, teda

C(20) =120+ 075%32° = 42257,

b) Naklady na vyrobu 20. vyrobku v poradi vytame ako rozdiel celkovych
nakladov na vyrobu 20 kusov a vyrobu 19 kusov vkooh teda
C(20)-C(19) = 42257-34415= 7842%.

c) Priememné nakladyA(q) na vyrobu jedného vyrobku, vygitame ako podiel
celkovych nakladov a @tu vyrobenych vyrobkov. Ak bolo vyrobenych 20

vyrobkov, priemerné naklady SA(ZO) = @ = 2113%.

Priklad 1.7 Tovar ma funkciu dopytu D(p)=18-4p-p? afunkciu ponuky

S( p) = p? +2p+10 tisic kusov, akp je cena tovaru v eurach. Nakreslime grafy oboch
funkcii a utme rovnovaznu cenu.

RieSenie:

Stp)

D(p)
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Rovnovaha nastane, ak je dopyt rovny ponuke, ro&nmmy cenu wime rieSenim
rovnicel8-4p- p2= p2 +2p+10. Jej rieSenim je cenp =1£€.

Priklad 1.8 Celkové meséné naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su
dané funkciouC(x)=2—7+6. Funkcia celkovych megaych vynosov jeR(x)= x.
X

Nakreslime grafy oboch funkcii, ndjdime bod zlomur&ne kedy je vyroba ziskova.
Rie3enie:
Bod zlomu je bod, v ktorom s ndklady rovné prijmdtreto rieSime rovnicu

2—7+6= Xx. RieSenim jex =9, teda bod zlomu nastane, ak sa vyrobi 9 tisic \kuso

X
vyrobkov. Vyroba je ziskova, kesu prijmy vySSie ako vydaje. Ak matbyyroba
ziskov4, z grafu je zjavné, Ze je potrebné vytratidc ako 9 tisic vyrobkov.

) A

R(x)

C(x)

=y

1.2 NerieSené ulohy

V nasledujucich tlohach &te definkny obor funkcii:

Vysledky:
1
1. f(X)=—"— R-123
(0= 5o {23
X% —=3x+2
2. f(X)=——""— R -
9 X2 —2x +1 ¢
2Xx—-4
3. f(X)=—— R-{—-23
X2 —x—6 { }
eSx { }
4. f(x) = R—-{—-23
6+Xx—x2
1-cosx
5. f)=——— R-{-43
12-x—x? { }

6. f(x)=Vx?-x-2 (—oo,—1>D<2,oo)
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

F(x) =/x2 +3x—4
f(x)= X% —2x— 24
F(x) =/5+4x—-x2
F(x) =2+ x-x2
F(0 =vx-x®

£(x) =V - 4x% —5x
£(x) =43 +3x2 +2x
F(x) =v/2x+x2 - x3

f(x) =

A

X—-3
f(x :‘/—
(x) X+4
x-1
F()= |
XS +3x+2

x2 -9
5x+10

x% -1
X2 —5x+6

f(x) =

f(x) =

f(x) =In(3x—-15)
f (X) = In(x* + 4x)
f(x) =In(6+x-x?)

f (x) = log(x? +5x + 6)
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29.  f(x)=log(x* - 4x-21) (- 00,~3) 01 (7, )
30.  f(x)=log—— (Leo)
31 f(x)=log, —— (-3)
— 2 —_—
32.  f(X)=logs— Sy R-{2}
33 f(=InitX (~11)
' 1-x
34, f(x)=log, 3%‘3 (~0,0)0 (3,)
_ 2x-1 oo — o
35,  f(x)= Iog; 53 (-0, -5/3) 0 (1/2,)
36.  f(x)=In 3’(;9 (3 )
X
X
37, f(x)=ext R-{-1
2
38. f(x)=ex4 R-{4}
39.  f(x)=eVX°t5x+6 (- o0,~3) 0 (- 2,e0)
40, f(x)=e\SHxx (-15)
41, f(x)=Vx®-3x+2+—o -11)0(23)
b= AEvevare e
42.  f(x)=Vx2 -7x+12+log(2x-3) (3/2,3) 0(4,)
43.  f(x) =logy,(2x+6) +/x? —4x+3 (-31)0(3)
44.  f(x) =+ x2+3x-100n(4x - 4) (2,00)
45.  f(X) =log(10-3x—x?) +~/x~-1 (12)
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46.  f(X)=+x%-9x+18-log, 16— x?) (~43
47.  f(X)=+x2-16+5log(x? - 9x +18) (0, ~4) 0 (6,e0)
[ x+7 2 o
8. f(X)_\/x—12+\/x—1 (12.)
49. () =2(x-1) - 21172 (12,)
_ .. X+10 [x+3 o o
50.  f(=in-— "+ - — (-e0-10) 0 (4,0)
_ (x+10_, . x-1 ~10 -
51 (9=, ~log-— (-10,-3)0(14)
2x+4
52.  f(x)= 6)i+2X—In(x2+3x—4) (13)
log(10- x) .
53. f (X) = ———= +3sinx —o0,—1)[1(310
= s (-0,-1)0(310)
1 X+4
54.  f(x)=eX -/6-2x ~3log-— (~w,-4)0(23)
55.  f(x)= )I<n_x3+\/6x—x2 -9 {1
_ In(Bx+21) B o
56. f(x)_—x3—3x2+2x (-70)0(02)0(12) 0 (2,0)
_ In(3-2x)
57.  f(X)z ——2 ~o0,-5)0(1,3/2
(x) Nryr: (-0,-5)0(23/2)
Inx-5
58.  f(x)=-——X° (02)0(3 )
VX% -5x+6

K danym funkciam f (x), g(x) urste zlozené funkcien, (x) = f(g(x)), h,(x) = g(f(x)),
hy(x) = (f(x)), h,(x) = g(g(x)) a najdite ich defiriné obory:

59.  f(x)=x%, g(x)=vx+1
h1:X+1,D(hl)=R, h2 = X2 +1ID(h2)=R’
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hg =x*, D(hs)=R, hy =¥x+1,D(hy) = (-1 )

60. f(x)=x2-1, g(x)=Inx
hy =In?x-1, D(hy) = (0,%), h, =In(x* = 1), D(hy) = (~0,~2) 0 (L ),
hy = x* -2x%, D(h;)=R, h; =In(Inx), D(h,) = (1)

61. f(x)=2+x%, g(x)=sinx
h =2+sin®x, D(h,) =R, h, =sin@2+x®), D(h,) =R,
h, = (2+x%)%+2, D(h;) =R, h, =sin(sinx), D(h,) =R

62. f(x)=¢€, g(x)=x°
h =€, D(h)=R, h, =e, D(h,) =R,
hs=e®, D(hy) =R, h, =x%, D(h,)=R

63. f(x):xi_3,g(x) 2X

h =Y (@x-3), D(h)=R-{32}, h, =(x-3), D(h,)=R-{3},
h, = (x-3)/@0-3x), D(h;)=R -{10/3}, h, = 4x, D(h,)=R
64 109=". g()=x

hy =3/, D(hy)=(0,), h, =I/x, D(hy) = (0,),
hy =x, D(h;)=R, hy =¥/x, D(hy)=(0,)

K danym funkciam najdite inverzné funkcie:

65. f(x)=3x-7

66. (=313
x-1

67. f(x)=+/2x+8

68. f(x) =In(3x-9)

69. f(x)=2-¢€%%
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£ (x) =6-In(2-x),D(f)=R,D(f )= (- w,2)
70, f(x)=3+J1+e"

F1(x) = In(x? - 6x+8),D(f) =R, D(f ) = (- 00,2) 0 (4,0)

Pomocou elementarnych funkcii nakreslite grafy fiink

1
= 97. f(x)=——
- 1= ) X=3
1
2 T 9. (9=, -3
X
73. f(x) =x-1 .
74. f(x)=2-x 99. f(x):z_m
75. f(x)=2x+3 3
100. f(x)=-2
76.  f(X)=-3x+6 00. T09=;
- 2
7. (=2 01 10 =2_12
78, () =4x? <
2 102. f(X) :3—_2
9. f(x) = -x> . X
80. f(x) = (x+2)? 103, f(x):_2+2
X
81. f(x) = X2 +1 .
83 f()=(x-D*+2 105. f(=—2 -1
84.  f(x)=1-(x+2)° ' (x+3)2
85. f(X):x2 +2x+5 106. f(x)=2- 1 2
86. f(X)=2-4x-x° (x+1)
87. f ()() = 2)(3 107. f (X) = 2lx|
1
88.  f(x)=-2x 108, f(x)=2/
8. f(=-2x 109.  f(x)=[¢-2
3 —
90. f(x)=-3+x° 110. f(x)_]__gM
91. f(x) =(x—2)3 111. f(X):|X+4{
92. f(x)=2(x+1)*-4 112, f(x)=|x-2+1
3 113.  f(x)=3e*
93. f(x)== X
X 114.  f(x)=-2e
- 1
94, f(x)=— 1,
0= 115.  f(x) ,€
05. f(=2-1 116. f(x)=e* -1
1 " 117. f ()() = ex_l
96. f(x) :;+3 118 f(x)ze_x
119. f(x)=e*
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120, f(x)=e™® 140.  f(x)=cos2x
121, f(x)=2-e* 141, f(x)=coss
122. f(x)=2Inx 2 i
123, f(x)= Inx 142.  f(x)=cosf+ E)
2x 143.  f(x)=-2+cosx
124. f(x)= In2 144.  f(x)=3-cos2x
125, f(x)=In2x 145 f(x)= 2tgx
126. f(x)=In(x-23) 146. f(x)= %tgx
127. f(x)=2+Inx 147, £(x)=tg2x
128. f(x)=1-In(2-x) .
129. f(x)=2sinx 148, f(x)= 97
130. f(x)=-2sinx 149, (x)=2+1gx
131.  f(x)= Lsinx 150.  f(x)=-1-tgx
132 f( )_ 3_ ) 151. f(x) =tg(x—7)
- tg=sh XX 152.  f(x)=3cotg
133 flx)= s 153.  f(x) =%cotg<
134. f(x)=sin(x— g) 154.  f(x)=cotg
135. f(x)=1+sinx X
136. f(x)=3-sin2x 155.  f(x)= cotg
137.  f(x)=2cosx 156.  f(x)=1- cotg
138.  f(x)=-3cosx 157. ()= cotg(x+ 77)
139. f(x)= %cosx

158. Predpokladajme, Ze celkové néklady v eurach naytmd g kusov vyrobkov
st dané funkciolC(q) =11qg + 230.
a) Vypocitajte celkové naklady na produkciu 40 kusov vymbk
b) Vypocitajte naklady na vyrobu 40. vyrobku v poradi.
c) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrotakubolo vyrobenych
40, resp. 60 vyrobkov.
a) 670,b) 11,c¢) 16.75, resp. 14.83

159. Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurach naytmd q kusov vyrobkov
st dané funkciouC(q) = 6q +1000.
a) Vypocitajte celkové naklady na produkciu 80 kusov vymmbk
b) Vypocitajte naklady na vyrobu 80. vyrobku v poradi.
c) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrotakubolo vyrobenych
80, resp. 100 vyrobkov.
a) 1 480,b) 6,c) 18.5, resp. 16
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160.

b)
c)

162.

b)
c)

163.

165.

b)
c)

Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurach nauywmd g kusov vyrobkov
st dané funkciouC(q) = 08q + 60.
Vypocitajte celkové naklady na produkciu 150 kusov viamb
Vypocitajte naklady na vyrobu 150. vyrobku v poradi.
Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrotakubolo vyrobenych
150, resp. 200 vyrobkov.

a) 180,b) 0.8,c) 1.2, resp. 1.1

Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurach nauywmd q kusov vyrobkov

st dané funkcioC(q) = 1.2q% +30q +10.
Vypocitajte celkové naklady na produkciu 100 kusov viamb
Vypocitajte naklady na vyrobu 50. vyrobku v poradi.
Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrolakubolo vyrobenych
1000 vyrobkov.
a) 15010)b) 148.8,c) 1 230.01

Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurach nauywmd g kusov vyrobkov

st dané funkciol(q) = g% + 28q + 750.
Vypocitajte celkové naklady na produkciu 50 kusov vymbk
Vypocitajte naklady na vyrobu 50. vyrobku v poradi.
Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrolakubolo vyrobenych
10, resp. 50 vyrobkov.
a) 4 650,b) 127,c) 113, resp. 93

Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurach nauywmd g kusov vyrobkov

st dané funkcioulC(q) = 08q? + 70q + 420.
Vypocitajte celkové naklady na produkciu 70 kusov vyimbk
Vypocitajte naklady na vyrobu 70. vyrobku v poradi.
Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrolakubolo vyrobenych
70, resp. 140 vyrobkov.
a) 9 240,b) 181.2,c) 132, resp. 185

Celkové naklady v eurach na produkciu kusov vyrobkov st dané funkciou
C(x) = x® - 2x% —10x + 320.
Vypocitajte celkové naklady na produkciu 20 kusov vymbk
Vypocitajte naklady na vyrobu 20. vyrobku v poradi.
Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrolakubolo vyrobenych
20, resp. 30 vyrobkov.

a) 7 320,b) 1 053,c) 366, resp. 840.67

Celkové néklady v dolaroch na vyroby kusov vyrobkov su dané funkciou

C(q)=15+e%9,
Vypocitajte celkové naklady na produkciu 21 kusov vymbk
Vypocitajte naklady na vyrobu 21. vyrobku v poradi.
Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrotakubolo vyrobenych
21, resp. 30 vyrobkov.
a)23.17,b) 0.78,c) 1.1, resp. 1.17
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166. Celkové naklady v dolaroch na vyroby kusov vyrobkov su dané funkciou
C(q) =120+ 075%%,
a) Vypocitajte celkové naklady na produkciu 10 kusov vymbk
b) Vypocitajte naklady na vyrobu 10. vyrobku v poradi.
c) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrolakubolo vyrobenych
10, resp. 15 vyrobkov.
a) 135.06,b) 3.9,c) 13.51, resp. 12.5
167. Celkové naklady v dolaroch na vyroby kusov vyrobkov su dané funkciou
C(q)= 95+§e0'20I .
a) Vypocitajte celkové naklady na produkciu 15 kusov vymbk
b) Vypoditajte naklady na vyrobu 15. vyrobku v poradi.
c) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrotakubolo vyrobenych
15 vyrobkov.
a) 108.39b) 2.43,¢) 7.23
168. Vyskumom bolo zistené, Ze kéajka, ktora zane pracovéo 7.00 hodine, bude
ma’ 0 x hodin usitychf (x) =15x— x* sukn.
a) Korlko sukni bude mausitych o 10.00 hod.?
b) Korko sukni usSije medzi 10.00 a 11. 00 hod.?
c) Korlko sukni uSila medzi 13.00 a 14. 00 hod.?
a) 36,b) 8,c) 2
169. Zistilo sa, Ze strojnik, ktory zZae pracova 06.30 hodine, vyrobi
f(x) = -05x? +10x stkiastok pox hodinach prace.
a) Korlko siastok bude mavyrobenych o 9.00 hod.?
b) Korko siastok bude mavyrobenych medzi 10.30 a 11.00 hod.?
c) Korlko s&iastok vyrobi medzi 11.00 a 11.30 hod.?
a) 21.875)b) 2.875,c) 2.625
170. Poda Studie produktivity prace v podniku budethpaiemerny pracovnik, ktory
zane pracova o 8.00 hodine, poskladanych(x) = —x* +6x? +15x pristrojov
po x hodinach prace.
a) Kolko pristrojov bude maposkladanych o 11.00 hod.?
b) Korko pristrojov bude ntaposkladanych medzi 11.00 a 12. 00 hod.?
c) Kolko pristrojov posklada medzi 10.00 a 11. 00 hod.?
a) 72,b) 20,c) 26
171. Poda odhadu bude pet obyvatéov mestskefasti ot rokov P(t) = 20—t—f1
tisic.
a) Aky bude paget obyvat&ov o rok, o 10 rokov?
b) O kao’ko narastie ptet obyvatéov patas prvého roka?
c) O kad’ko narastie p&et obyvatéov patas desiateho roka?

a) 17 tis., 19.45 tish) 3 tis.,c) 0.05 tis.
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174.

b)
c)

175.

Denna produkcia pracovnika paoyZzdioch pracovneginnosti je dana funkciou
Q(t)=50-30e7%*.
Aké& bude jeho produkcia o tyzgleo 5 tyzdiov?
Kol'ko vyrobkov vyrobi poas prvého tyzea?
Korko vyrobkov vyrobi péas 5. tyZzda?

a) 29.89, 45.94h) 9.89,c) 1.99
Pod’a zdravotnych zaznamov tyzdiov po vypuknuti chripky bol get

] 2 -
ochoreni f (t) 3 0B tisic.
Kol'ko chorych bolo na Zatku a kdko na konci tretieho tyah?
Kol'ko I'udi ochorelo peéas 1. tyzda?
Kol'ko I'udi ochorelo peéas 3. tyzda?
a) 0.5 tis., 1.57 tish) 0.35 tis.c) 0.32 tis.

Pod’a predpokladovt tyzdiov po vypuknuti chripky bude pet ochoreni
800 -
Q(t) PP tisic.
Kol'ko chorych by malo yna z&iatku a kd'ko na konci Stvrtého tyZ?
Kol'ko I'udi ochorelo peéas 1. tyzda?
Kol'ko I'udi ochorelo peas 4. tyzda?
a) 10 tis., 172.96 tish) 19.75 tis.c) 41.3 tis.

Pod’a zdravotnych zaznamov tyzdiov po vypuknuti infeknej zltatky bol

potet ochorenif (t) = 6—?05t tisic.
1+5e ™
Korko chorych bolo na zZ&tku a kdko na konci druhého tyzd?
Kol'ko I'udi ochorelo peas 1. tyzda?
Kol'ko I'udi ochorelo peéas 2. tyzda?
a) 10 tis., 21.13 tish) 4.88 tis.c) 6.25 tis.

Odhaduje sa, Ze 6 rokov bude pdet obyvatéov krajinyP(t)=%
2+3e
milidnov.
Aky by mal by patet obyvat&ov o 10 rokov, o 20 rokov?
O karko by mal naraspacet obyvatéov paias 10. roka?
O ka’ko by mal naraspacet obyvatéov paias 20. roka?

a) 5.48 mil., 6.89 mil.p) 0.14 mil.,c) 0.13 mil.

Celkové naklady v eurach na produkcgqu kusov tovaru vyrobenych pas

jednej smeny, st dané funkcidd(q) = 0,22 +100g +3200. Paas prvycht
hodin pracovnej smeny sa vyroth(it) =15 kusov tovaru.

Vyjadrite celkové naklady ako funkcdasu.
Aké su celkové naklady na produkciups prvych 5 hodin?
Po kd’kych hodinach su celkové naklady 10 000 eur?

a) 452 +150Q + 3200, b) 11 825¢) 4.043
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178. Celkové naklady v dolaroch na vyrol kusov televizorov su dané funkciou

C(q) = 0052 +400. Patas prvycht dni sa vyrobig(t) = 2& televizorov.
a) Vyjadrite celkové naklady ako funkcéasu.
b) Akeé su celkové naklady na produkciucps prvych 3 dni?
c) Po kdkych dioch su celkové naklady 26 000 eur?

a) 4003 + 400, b) 11 200c) 4

179. Celkové néklady veurach na vyrobwg vyrobkov su dané funkciou

q
C(q)= %ez +20. Pasas prvycht hodin sa vyrobgt) = 04t vyrobkov.

a) Vyjadrite celkové naklady ako funkcéasu.
b) Aké su celkové naklady na vyrobugas prvych 6 hodin?
c) Po kdkych hodinach su celkové naklady 210 000 eur?

a) %eoﬂ +20, b) 22.49,c) 62.71

180. Tovar méa funkciu dopytuD(p)=350-4p a funkciu ponukyS(p)=3p+35
tisic kusov, akp je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboctkéii a utte

rovnovaznu cenu.
Pe =45

181. Tovar méa funkciu dopytuq=128-3p a funkciu ponukyqg=2p+ 13tisic
kusov, ak p je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboahkéii a utte
rovnovaznu cenu.

Pe =23

182. Tovar ma funkciu dopytud(q)=222"9 afunkciu ponuky sg)= 3= _213,
Nakreslite grafy oboch funkcii adie rovnhovaznu cenu.

Pe =23

183. Tovar ma funkciu dopytLD(p) =26- p a funkciu ponukyS(p) = p2 +6p+8
tisic kusov, akp je cena tovaru v eurdch. Nakreslite grafy oboctkéii a utte
rovnovaznu cenu.

P =2

184. Tovar méa funkciu dopyt = 90-9p a funkciu ponukyg = p? +17p - 30 tisic
kusov, ak p je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboahkéii a utte
rovnovaznu cenu.

pg =4

185. Tovar ma funkciu dopytuD(p)=100- p? a funkciu ponukyS(p)=2p+ 20
tisic kusov, akp je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboctkéii a utte
rovnovaznu cenu.
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Pe =8

186. Tovar ma funkciu dopytuj =180-4p - p? a funkciu ponukyg = 96+ 4p tisic
kusov, ak p je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboahkéii a utte
rovnovaznu cenu.

Pe =6

187. Tovar ma funkciu dopytu D(p)=18-4p-p? afunkciu ponuky
S(p) = p? +2p +10 tisic kusov, akp je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy
oboch funkcii a uite rovnovaznu cenu.

pe =1

188. Tovar ma funkciu dopyt =110-2p - p? a funkciu ponukyg = p? +8p +10
tisic kusov, akp je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboctkéii a utte
rovnovaznu cenu.

Pg =5
189. Tovar ma funkciu dopytLD(p)=7+2—|O1 a funkciu ponukyS(p)= p+3 tisic

kusov, ak p je cena tovaru v eurdch. Nakreslite grafy oboahkéii a utte
rovnovaznu cenu.

Pe =7
190. Tovar ma funkciu dopytu d(q):2—17 a funkciu ponuky s(q):q—3.
q_

Nakreslite grafy oboch funkcii adie rovnovaznu cenu.
Pe =7
191. Tovar ma funkciu dopytD(p) :17+7_pZ a funkciu ponukyS(p)=2p+7 tisic

kusov, ak p je cena tovaru v eurdch. Nakreslite grafy oboahkéii a utte
rovnovaznu cenu.
Pe =9
192. Tovar ma funkciu dopytuq:@+39 a funkciu ponuky q=15+3p tisic
Y

kusov, ak p je cena tovaru v eurach. Nakreslite grafy oboahkéii a utte
rovnovaznu cenu.
pe =10

193. Tovar ma funkciu dopytu pq-18= O0a funkciu ponuky p-gq+3= 0
Nakreslite grafy oboch funkcii adie rovnovaznu cenu.
Pg =3

194. Tovar méa funkciu dopytu 10pgq-74p-81= 0 afunkciu ponuky
10p -10g +35=0. Nakreslite grafy oboch funkcii adte rovhovaznu cenu.
pE =54
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195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

Celkové mes&né naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)=2600+2x. Funkcia celkovych mesaych vynosov je
R(x)=52x. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomwite, kedy je

vyroba ziskova.
x=52, (62, »)

Celkové mes&né naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)=05x+345. Funkcia celkovych mesaych vynosov je

R(x) = 2x. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlormwkite, kedy je

vyroba ziskova.
x =230, (230 )

Celkové tyzdenné néklady v tisicoch eur na vyroblusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)= 01x? +x+700. Funkcia celkovych tyzdennych vynosov je
R(x) = 38x. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomuwite, kedy je

vyroba ziskova.
X =20, X, =350, (20, 350)

Celkové mes&é naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)= 004x? + x + 252. Funkcia celkovych mes&aych vynosov je
R(x) =184x. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomuxite, kedy je

vyroba ziskova.
X =15, x, =420, (@15 420

Celkové tyzdenné naklady v tisicoch eur na vyrobkusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)=15x+1696. Funkcia celkovych tyzdennych vynosov je
R(x) =100x - 001x?. Nakreslite grafy oboch funkcif, najdite bod zlomukte,

kedy je vyroba ziskova.
X =20, x, =8480, (20,8480

Celkové mes&né naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)=50x+60000. Funkcia celkovych mesaych vynosov je
R(x) =1255x - 01x?. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomukte,

kedy je vyroba ziskova.
X, =50, x, =12000, (50,12000)

Celkové mes&é naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané

funkciou C(x)=@. Funkcia celkovych mesaych vynosov jeR(x) =10x.

Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomwréte, kedy je vyroba
ziskova.
x =10, (0, )
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202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

Celkové tyzdenné néklady v tisicoch eur na vyroblusov vyrobkov su dané
_ 600

funkciou C(x)——+50. Funkcia celkovych tyzdennych vynosov je
X
R(x)=4x. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlormwckte, kedy je

vyroba ziskova.
x =20, (20, «)

Celkové mes&é naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) =274+ 6. Funkcia celkovych mesaych vynosov jeR(x) = x.
X

Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomwréte, kedy je vyroba
ziskova.
Xx=9, (9, x)

Celkové mes&é naklady v tisicoch eur na vyrobu kusov vyrobkov su dané

funkciou C(x) = @ Funkcia celkovych mesaych vynosov jeR(x) = 125x.
X

Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomwréte, kedy je vyroba
ziskova.
x =20, (20,0)

Celkové tyZzdenné néklady v tisicoch eur na vyroblusov vyrobkov su dané
_ 5400

funkciou C(x)==——. Funkcia celkovych tyzdennych vynosov je
X
R(x) = 37,5x. Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomutte, kedy je

vyroba ziskova.
x=12, (L2 )

Celkové denné néklady v dolaroch na vyrobBu kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) =10x +360. Predajna cena bola stanovena7a- x dolarov za
kus. Ukte rovnicu funkcie celkovych dennych vynos&(x). Nakreslite grafy
oboch funkcii, najdite bod zlomu acte, kedy je vyroba ziskova.

X =6, X, =60, (6,60)

Celkové mesmé naklady v eurach na vyrobw kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) = x+90. Predajna cena bola stanovenda0,001x eur za kus.
Urcte rovnicu funkcie celkovych mesaych vynosov R(x). Nakreslite grafy
oboch funkcii, njdite bod zlomu acte, kedy je vyroba ziskova.

X, =100, x, =900, (100 900)

Celkové mesmé naklady v eurach na vyrobw kusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) = 2x + 72. Predajna cena bola stanovena#@ 01x eur za kus.
Urcte rovnicu funkcie celkovych meSaych vynosov R(x). Nakreslite grafy
oboch funkcii, najdite bod zlomu acte, kedy je vyroba ziskova.

X1 =18, X, =40, (18 40)
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209. Celkové tyZzdenné naklady v eurdch na vyrokbukusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) =22(x+4). Predajna cena bola stanovenarfia- 2x eur za kus.

Urcte rovnicu funkcie celkovych tyZzdennych vynosﬁa(x). Nakreslite grafy

oboch funkcii, njdite bod zlomu acte, kedy je vyroba ziskova.
X =2, X, =22, (2,22

210. Celkové tyzdenné néklady v eurach na vyrobukusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) = 360+ 40x + 01x*. Predajna cena bola stanovena na 60 eur za

kus. Ugte rovnicu funkcie celkovych tyzdennych vynoscR(x). Nakreslite

grafy oboch funkcii, najdite bod zlomu &, kedy je vyroba ziskova.
X =20, X, =180, (20,180

211. Celkové tyzdenné néklady v eurach na vyrobukusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) = 360+10x + 0,2x?. Predajna cena bola stanovenaSta- 0.2x

eur za kus. Uite rovnicu funkcie celkovych tyZzdennych vynosd?(x).

Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomwréte, kedy je vyroba
ziskova.
X =10, x, =90, (@0,90)

212. Celkové tyzdenné néklady v eurach na vyrobukusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) = 2000+ 40x + x2. Predajna cena bola stanovena na 130 eur za
kus. Ukte rovnicu funkcie celkovych tyzdennych vynos&({x). Nakreslite

grafy oboch funkcii, njdite bod zlomu &, kedy je vyroba ziskova.
% =40, x, =50, (40,50)

213. Celkové tyzdenné néklady v eurach na vyrobukusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) =1760+8x + 06x>. Predajna cena bola stanoven&lfa— 04x

eur za kus. Uite rovnicu funkcie celkovych tyZzdennych vynosd?(x).

Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomwréte, kedy je vyroba
ziskova.

X =46-24/89, X, = 46+2./89, (46-2/89, 46+ 2./89)

214. Celkové tyzdenné néklady v eurach na vyrobukusov vyrobkov su dané
funkciou C(x)=15000+35x+ 01x*>. Predajnad cena bola stanovenad na
385-09x eur za kus. UWite rovnicu funkcie celkovych tyZzdennych vynosov
R(x). Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomukte, kedy je vyroba

ziskova.
X =50, x, =300, (60, 300)
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2  ZAKLADY LINEARNEJ ALGEBRY
2.1 RieSené ulohy

KANONICKY ROZKLAD POLYNOMU

Priklad 2.1 Najdime kanonicky rozklad polynémx* -9x2 v mnozineR .
RieSenie:
Polyndm rozloZime na &iin vyberanim spokného vyrazu pred zatvorku a pouzitim
vztahua® -b? = (a—b)(a+b).

x* —9x? = x3(x? =9) = x*(x - 3)(x +3)

Vysledok je v tvarex* —9x? = x*(x-3)(x+ 3

Priklad 2.2 Najdime kanonicky rozklad polync')mm3 +X% +4x+ mnozineR .
RieSenie:
V tomto pripade vyuZijeme postupné vyberanie spoloh vyrazov pred zatvorku.

X2+ X% +Ax+4= (3 +X2) + (Ax+4) = X2 (X + D) + 4(x+1) = (X +)(x* + 4)

Vyraz x? + 4v mnozineR nema nulové body.
Vysledok je teda v tvare® + x* + 4x+ 4= (x+1)(x* + 4)

Priklad 2.3 Najdime kanonicky rozklad ponnéme‘ -2x? -5x+ \BmnozineR.
RieSenie:
Postup vyuzity pri predchadzajucich tlohach sa ragdikova’ v tejto ulohe.
Pri kanonickom rozklade pouZijeme Hornerovu schéMaznymi koréimi daného
polyndmu su vSetky delitele absolutnetiena, ted&isla 6. Delitele tvoria mnozinu
{il +2,£3 16}. Postupne budeme overdyai niektory ¢len danej mnoziny je
koreiom polynédmu. Ak je tomu tak, zvySok po deleni (pdsiécislo v riadku) je
rovné 0.

11-2]1-5]6
1 1[-1]-6
11-1{-6]|0
3 3|6
112 |0

V prvom riadku tablky su koeficienty polyndmu usporiadané od najvygsegniny.

V kazdomdalSom riadku, ktorého posledny&slom je nula, su koeficienty o jeden
stupei nizSieho polynému.

Vysledok je v tvarex® — 2x? =5x+6 = (x - 1)(x - 3)(x+ 2)
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Priklad 2.4 N&ajdime kanonicky rozklad polynémm3 -x%-8x+ 12mnozineR.
RieSenie:
Tak, ako v predchadzajucej ulohe, aj tu vyuZijemerndrovu schému, @om
mnoZinu potencialnych kotiev tvoriagisla{+1 + 2 £3 + 4,+6,+12. S to delitele
Cisla 12.

1/-1/-8] 12
2 2| 2| -12

111(-6] 0
2 2|6

113]0

Vysledok je v tvarex® — x> -8x+12= (x-2)?(x+3).

ROZKLAD RACIONALNEJ FUNKCIE NA ELEMENTARNE (PARCIAL NE)
ZLOMKY

Kazdu rydzo racionalnu funkciu vieme rozldzina sédet elementarnych
(parcialnych) zlomkov, ktoré mézu mha mnozineR tieto tvary

A A Mx+ N Mx+ N
x—-a (x—-a)" x*+px+q (C+px+q)"’

kde A, M, N, a, p,q su realnetisla, n je prirodzené&islo a kvadraticky tr@jen
X2 + px+ g nema realne nulové body.

y , 2x2 +3x - 23 ..
Priklad 2.5 RozloZme na elementarne zlomky funkc:',g: > vV mnozineR .
X —4X° +x+6
RieSenie:
_ 2x%+3x-23 . .y e
Funkcia je rydzo racionéalna (stupgolynému \citateli je nizSi ako

x3 - 4x2 +x+6
stupa polyndmu v menovateli).
Polyndm v menovateli je potrebné rozlkdha sdin koraiovych cinitelov (kanonicky
rozklad).
S vyuzitim Hornerovej schémy j& —4x* + x+6 = (X +1D(x-2)(x— .3

O 2x2+3x-23 .. . . .
Funkciu 3 > mozeme prepisa vytvort’ elementarne zlomky.
X" —4X° +Xx+6

2x*+3x-23 _ A B _C
(x+D(x-2)(x-3) x+1 x-2 x-3°
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Tri nezname koeficientyA, B,C vypctitame dosadzovacou metddou tak, ze do

upravenej rovnice (po odstraneni zlomkov) postupndeme dosadzovanamiesto
premennejx tri rézne (vhodnégisla. Vyuzivame pritom, Ze hodnoty polynédmov na
lavej a pravej strane rovnice sa rovnaju po dosaddidvd’néhocisla za premennu

X.

2x*+3x-23 _ A B  C /(X+1)(X_2)(X_3)
(X+D(x-2)(x-3) x+1 x-2 x-3

2x? +3x—23= A(x-2)(x-3) + B(x+D)(x—3) +C(x +D(x - 2)

x=-1: 2-3-23= A(-1-2)(-1-3) + B(-1+1)(-1-3) + C(-1+1)(-1-2)
—24=12A
A=-2

X=2: 8+6-23=A2-2)(2-3)+B2+1)(2-3) +C(2+1(2-2)
~9=-3B
B=3

x=3: 18+9-23= A(3-2)(3-3)+B(B+1)(B-3)+CE+1(3-2)
4=14C
c=1

. . 2x?+3x-23 _ -2 3 1
Rozklad na elementarne zlomkyge+1)( D=3 x+1+ " + =3
X+ (x-2)(x- - -

3

. . X~ —2X+ ..
Priklad 2.6 Rozlozme na elementarne zlomky funkeruz— v mnozineR .
X< + X
RieSenie:
X3 -2x+1l . . L L
FunkC|a2— nie je rydzo racionalna (stup@olynomu itateli nie je nizSi
X + X
ako stupé polyndmu v menovateli), takZze najprv je potrebm&delt’ citatela

menovatéom.

-x+1
X? + X

(x* —2x+1): (X* +X) = x-1+

Dalej postupujeme ako v Priklade 1.5, polyném v matai rozlozime na sin
korenovychcinitelov (kanonicky rozklad).

X? +x=x(x+1)
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- X+
Zvysok po deleni 2X 1
X< +X

a vyjadrt’ pomocou elementarnych zlomkov.

je uz rydzo racionalna funkcia, ktorG mézeme pwapi

—xtl = A +i. Koeficienty A, B vypaiitame podobne ako v Priklade 2.5.
X(x+1) x x+1

-x+1 A B
="+ [x(x+1)
X(x+1) x x+1

-X+1=A(x+1) + Bx

x=0: 0+1=A(0+1)+BI0
1= A

x=-1: 1+1= A(-1+1)+B(-1)

2=-
B=-2
3
. X® —2x+1 1 2
Rozklad na elementarne zlomky4e—— = x-1+——-——.
X2 + X X X+1
2
. . . . —X“+5 ..
Priklad 2.7 RozloZzme na elementarne zlomky funkeiy vV mnozineR .
2
X7 =X =-x+1
RieSenie:
: -x%+5 L L . " C s
Funkcia je rydzo racionalna (stupgpolyndomu \Kitateli je nizSi ako

x3—x%2 -x+1

stupa polyndmu v menovateli).

Polyndm v menovateli je potrebné rozkdha sdin koraiovych cinitelov (kanonicky
rozklad).

Postupnym vyberanim pred zatvorkuye— x> - x+1=(x-1)*(x+ . 1)

2
. -X“+5 Ax . o .
Funkciu —3—5 . Mmozeme prepisa a vyjadrf’ pomocou elementarnych

X7 =X =-x+1
zlomkov
-x*+5 A B C
= + +

-x2-x+1 (x-1)° x-1 x+1’

Tri nezname koeficientyA, B,C vypciitame dosadzovacou metddou tak, Zze do

upravenej rovnice (po odstraneni zlomkov) postupndeme dosadzovanamiesto
premennejx tri rozne (vhodnégisla. Vyuzivame pritom, Ze hodnoty polyndmov na
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l'avej a pravej strane rovnice sa rovnaju po dosduddmdvd’néhocisla za premennu
X.

2
i x2+5 __A 4 B , C (x=1)? (x+1)
x*=x"=-x+1 (x-1D° x-1 x+1

-x?+5= A(x+1) +B(x-1)(x+1) + C(x-1)?

x=1: -1+5= AQ+1)+B@l-1)(1+1) +C(L-1)>
4=2A

x=-1. —1+5=A(-1+1) + B(-1-1)(-1+1) + C(-1-1)?
4=4C
c=1

x=0: 0+5=A0+1)+B(0-1)(0+1)+C(0-12)?
5=2-B+1
B=-2

2

-x%+
Rozklad na elementarne zlomky-g X2 S __ 2 5~ 2 + 1 .
X*=x“=-x+1 (x-D)° x-1 x+1

y . Bx? —7x+9 ..
Priklad 2.8 Rozlozme na elementarne zlomky funkc;é;“ 5 vV mnozine
X =3x“+2x-6
R.
RieSenie:
o BX?-Tx+9 . .y e
Funkcia je rydzo racionalna (stupgrolynomu \citateli je nizSi

x3 —3x% +2x -6
ako stupé polynomu v menovateli).
Polyndm v menovateli je potrebné rozkdha sdin koraiovych cinitelov (kanonicky
rozklad).
Pouzitim Hornerovej schémy j& —3x* +2x-6=(x-3)(x* + 2)

B2 -7x+9 as ) —_ .
Funkciu 3 > mozeme prepisaa vyjadrf pomocou elementarnych
X —=3x°+2x-6
zlomkov
5x> —7x+9 A L Bx+C

x3-3x2+2x-6 X-3 x2+2°
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Tri nezname koeficientyA, B,C vypctitame dosadzovacou metddou tak, ze do

upravenej rovnice (po odstraneni zlomkov) postupndeme dosadzovanamiesto
premennejx tri rézne (vhodnégisla. Vyuzivame pritom, Ze hodnoty polyndmov na
l'avej a pravej strane rovnice sa rovnaju po dosdddrdvd’néhocisla za premennu
X.

5x* -7x+9 _ A L Bx+C
x2=3x>+2x-6 Xx-3 x*+2

/(X —3)(x* +2)

5x? —7x+9= A(X* +2) +(Bx+C)(x-3)

x=3: 45-21+9=AQ+2)+ (3B+C)(3-93
33=11A
A=3

x=0: 9=3(0+2)+(0[B+C)(0-3)
9=6-3C
c=-1

x=1: 5-7+9=31+2)+(B-1)(1-3)
7=9-2B+2
B=2

2 _ -
Rozklad na elementarne zlomkyj%5x 27X+9 =5 4 2;( 1-
X°—3x“+2x-6 X—3 x°+2

OPERACIE S MATICAMI

Set arozdiel matic existuje len pre rovnakeé typytim@ak A je matica typu
mxn, aj maticaB musi by typu mxn).
Pre prvky maticeC = A +B plati ¢; =a;; +by;.

Pre prvky maticeC = A - B plati ¢; =a;; —by;.
Pre maticuC =k [A, kdekOR plati ¢; =k [&; .

S&in matic C=A[B je mozné vypéitat, ak pa@et stpcov maticeA je rovnaky
ako paet riadkov maticeB , teda ak maticaA je typu (mxn) a maticaB je typu
(nx p), potom maticeC = A [B bude typu(mx p )

Priklad 2.9 Vypocitajme A+B, A-B, 2[A, AI[B, BIC, ak
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0 -1 3 12 -1 2
A=l 2 1 5|,B=|0 3 0[,c=]| 3]
-2 3 -1 2 1 2 -4
RieSenie:
0 -1 3) (12 -1 0+1 -1+2 3-1) (1 1 2
A+B=| 2 1 5[+/0 3 O0|=| 2+0 1+3 5+0(=|2 4 5|,
-2 3 -1) (2 1 2)|-2+2 3+1 -1+2) |0 4 1
0 -1 3) (12 -1
A-B=| 2 1 -|0 3 0=
-2 3 -1) (2 1 2
0-1 -1-2 3-(-1)) (-1 -3 4
2-0 1-3 5-0|=| 2 -2 5/,
-2-2 3-1 -1-2) (-4 -3
0 -1 20 2[@—) 28 0 -2 6
2IA=| 2 1 J{ 25|=| 4 2 10|,
-2 3 -1 2[@— 23 2{-1)) (-4 6 -2
0 -1 3
AB=| 2 1 5}
-2 3 -1
O-10+32 -13+30 00{-1)-1M0+3[2 6 0 6
=| 20+10+52 2R2+13+50 2[@—1)+1[(D+5E2 =| 12 12 8|,
-20+3M-12 -2@2+33-10 -20{-1)+3M0-1 -4 40
12 -1\ (2) (12+23-10{-4)) (12
BIC=|0 3 0|0 3 |=|0@2+3B+0{-4)|=| 9].
2 1 2)(-4) (2@z+1B+20(-4)) (-1
-1 9 -10
) . 4 2 4
Priklad 2.10 N&jdime hodno$matice A = 1 5 gl
4 7 11 6

RieSenie:
Hodnos matice je pdet nenulovych riadkov stupvitej (Gaussovej) matice, ktoru
sme dostali pomocou ekvivalentnych Uprav zadanéicma
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-1 9 -1 0 -1 9 -10 -1 9 -10
4 4 2 4|+4R | 0 40 -2 4 | 0 40 -2 4[:2_
9 -1 5 8[+9R, | 0 80 -4 8/-2R, | O O O O]
4 7 11 6J+4R, | 0 43 7 6 0 43 7 6
-1 9 -1 0 -1 9 -1 0

0 20 -1 2|@3 = 0 860 -43 86 =

0 43 7 6J){-20) | 0 -860 -140 -120)+R,

-1 9 -1 0

0 860 -43 86/.

0 0 -183 -34

Patet nenulovych riadkov matice je 3, teda hodnostice A je h(A) =3.

VYPOCET DETERMINANTU

2
Priklad 2.11 Vypocitajme determinar{t j

RieSenie:
Determinant rozmeri2x2 sa vyp@ita pomocou Sarusovho pravidla (Matematika
| a jej vyuZzitie v ekonomii).

2
‘_1 j =23-104-1) =7.

2 1

Priklad 2.12 Vypocitajme determinant-1 3
12

RieSenie:

Determinant rozmeru3x3 mozZzeme rie$i tiez pomocou Sarusovho pravidla
(Matematika | a jej vyuzitie v ekonoémii).

2 1 2 1
~1 3 0=|-1 3 0=[2@1+(-1)2B+1010]-[3BL+0RE2+11{-1)]=-8
12 12
2 13

-1 30
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Determinanty rozmerov x4 a va&sich, sa ngpstejSie péitaji pomocou rozvoja
determinantu pdth riadka alebo Hica.

Al =8 Ay + oA, +... + ainAp, Tesp.A| = ay Ay +a,5; Agj +...+ay Ay,
kde A; = (-D)"™'M; je algebricky doplnok aM;; je subdeterminant ku prvku
a;j matice A (vznikne vynechanin-teho riadku aj -teho sipca maticeA ).

Pred samotnym vy@tom je vyhodné determinant up[é\pomocou ekvivalentnych
Gprav tak, aby sme vytvori!iubovd’n)’/ riadok, resp. §hec obsahujucto najviac
nal. Vytvoreny riadok, resp.lIgec pouzijeme k rozvoju determinantu.

1420
) o 2411
Priklad 2.13 Vypocitajme determinant .
320 2
13 2
RieSenie:
142 0-2R, |-3 -4 0
2 4 1 1 2 4 1 2 4 3 4
= =o-1)*% 3 2 2+1{-1)**% 3 2
320 2 3 20
-3 -5 -3 -5
1 32 3-2R, |[-3 -5 0
-3 -4 - -3 -4 - -3 -4 -
+orf-1*3 2 4 d+of-1)*3¥ 2 4 =3 2 =-18,
-3 -5 3 2 -3 -5

VYPOCET INVERZNEJ MATICE

Inverzni maticu k regularnej matici A radu mézeme bhada’ napriklad vyuzitim
adjungovanej matice

Au Ao A Au Ao A
Aoy A ... Ay SoT@Ea vﬁahuA_lzﬁ A1 Ay ... Aoy
Au Az - An Au Az - An

Priklad 2.14 K matici A = n4jdime inverznd maticu.

N W
N N W
N o1 -

RieSenie:
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Vypocitame determinant matice A avSetky algebrické doplnky tvoriace
adjungovanu maticu.

13 1
A|=]3 2 5/=8
2 2 2
125 __2+131__ 341 |3
A e O PR SNl S
2 3 2+2 41 1 _ w2 b U
A B e e N

w
_I\)_I\_)Nsﬂ
1
N
&
w
|
g
Nt
)
+
w
N
N W
1
N
&
1
Na¥
w
+
w
w =
N W o
1
|
\‘

e [F

N

1 -6 -4 13
Inverzna matica k matich je Al==l 4 0 -2|
2 4 -7

Inym spdsobom lladania inverznej matice je napriklad spésob vymz@Haussovej
eliminacie (Matematika | a jej vyuzitie v ekonomii)

Vpravo od zadanej matice napiSeme jednotkovl mdikuvivalentnymi Gpravami,
ktoré budu spokné pre riadky oboch matic vyrobime jednotkovd matia mieste
zadanej matice, tedd’avo. Matica, ktora takto vznikne na pravej straeea na
mieste  jednotkovej matice, je inverznou maticou a#dlanej matici

(,04|)=...:(|‘A—1)_

1 2
Priklad 2.15 K matici A = (3 5] n4jdime inverznd maticu.

Rie3enie:
Inverznl maticu ngjdeme v tomto pripade pomocous&atej eliminacie.

1210 (1 2/ 10+2rR, (1 O-52) (1 0-5 2
3 50 1)-3R |0 -1-3 1 0 -1-3 1J(-1 (0 1] 3 -1

- 2
Inverzna matica k matich je Al :( 3 j :
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SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Sustavu linearnych rovnic budeme rieik, Ze ju prepiSeme do maticového tvaru
a k vypdtu pouzijeme Gaussovu elimifral metddu (vyuzivame pri tom vSetky
ekvivalentné Upravy matic) alebo Cramerovo pravidlo

Pri Gaussovej eliminme] metodde rozSirenu maticu sustavy upravime racwid
(Gaussovu) maticu a na z&klade Frobeniovej vetytédMatika 1 a jej vyuZitie v
ekondmii) rozhodneme o pi@ rieSeni rovnice, v pripade nenulovéhdétpaieSeni,
ich aj vyjadrime.

X + 2X, + 3X3 + 4x, = 11
. . 2%+ 3X, + 4Xg + X4 = 12
Priklad 2.16 RieSme sustavu I’OVI‘]I%X b oA+ xe + 2% = 13
1 2 3 4
Ax; + Xo + 2% + 33X, = 14
RiesSenie:
Sustavu rovnic prepiSeme do maticového tvaru
1234| 11 1 2 3 4| 11
2341 12/-2R |0 -1 -2 -7 | -10 ~
341 2] 13/-3R |0 -2 -8 -10 | -20|-2R,
412 3| 14)-4R |0 -7 -10 -13 | -30)-7R,
1 2 3 4| 1 1 2 3 4| 1
0 -1-2-7] -10 |0 -1 -2 -7 | -10
0 0-4 4] o |0 0-4 4] of
O O 4 36| 40/+R; |0 O 0 40| 40

Hodnos matice je rovna 4 a hodrtbsozSirenej matice je takisto rovna 4 aje to
zarover aj paet neznamych. Na zaklade Frobeniovej vety ma saspagve jedno
rieSenie, ktoré sa da jednoducho vyjadrupravenej matice.

Z posledného riadku upravenej matice je zrejmé, ze

40x, = 40
X4 =1

Z tretieho riadku upravenej matice vyjtame

_4X3+4X4 :O
~4x3 +4[1=0
X3:1

Pomocou druhého riadku najdeme
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— Xy, =2X3 — X4 =10
—X,—20-70=-10.
X2:1

Pomocou prvého riadku ngjdeme
X1+ 2%, +3X3 +4x, =11
X +20+30+40=11
X =2

Riesenie sUstavy zapiSeme v tvéxg X,, X;, X,)" = (2,1,11)".

3% + 4x, + 2X3 + 54 = 3
) .. . L IX 3%, + X3 + 2%, = 2
Priklad 2.17 RieSme sustavu rovnic .
4% + 3, + -3z + 2X4, = -5
6%, + 10x, + + 9%, = 1
RieSenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajucej ulohe.
3 4 25| 3R (-1 7 -17 | -2
7 3 12| 2 |7 3 12| 2+7R_
-4 3 -32| -5 |-4 3 -32]| -5-4R
610 09| 1 6 10 0 9 | 1)+6R
-1 7 -1 7| =2 -1 7 -1 7| =2
0 52 -6 51| -12 | 0 52 -6 51| -12
0 -25 1 -26 | 3 |0 -25 1 -26 | 3|
0O 52 -6 51| -11)-R, (0O 0 O O | 1

Hodnos matice je rovna 3 a hodrtbsozSirenej matice je rovna 4. Na zaklade
Frobeniovej vety sistava nema rieSenie.

X — 2% + 33Xz — 4x4 = 4

. , ) Xp = X3 + X4 = -3

Priklad 2.18 RieSme sustavu rovnic .
X+ 3X - 3 = 1

- 7X2 + 3X3 + X4 = _3

RieSenie:

Postupujeme podobne ako v predchadzajucich ulohach.
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1 -2 3 -4 4 1 -2 3 -4 4

o 1-1 1] -3 o 1 -1 1] -3 _
1 3 0-3| 1]-R [0 5 -3 1| -3[-5R,
0o -7 3 1] -3 0 -7 3 1| -3J+7R
1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3 -4 4

o 1 -1 1| -3 o 1-1 1] -3

0 0 2 -4 12 0 0 2 -4 12
0O 0 -4 8| -24)+2R, (0 0 0O 0| O

Hodnos matice je rovna 3 a hodnbsozSirenej matice je takisto rovna 3 al&gqio
neznamych je rovny 4. Na z&klade Frobeniovej vety sdstava nekotiee veéa
rieSeni.

Treti riadok upravenej matice obsahuje 2 neznadeugy z neznamych si zvolime ako
parametett [IR .
X4 =t.

Daldiu neznamu potom vyjadrime pomocou parametra

2X3_4X4 =12
2X3_4t:12
X3 =6+2t

Z druhého riadku
X, =X +X, =-3
X,—(6+2t)+t=-3
X, =3+t

Z prvého riadku
X, —2X, +3X; —4x, =4
X —2@3+t)+36+2t)-4t =4
X, =-8

RieSenie sustavy zapiseme v tvéxg X,, X;, X,)" =(-8,3+t,6+2t,1)" ,tOR.
CRAMEROVO PRAVIDLO

Sustavu linearnych algebrickych rovnic, ktorych iogje regularna (Stvorcova a jej
determinant je nenulovy), méZeme rieSipomocou Cramerovho pravidla
(Matematika | a jej vyuzitie v ekondmii).
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Ak rieSime sustavu 3 linearnych rovnic s 3 neznamym

A11% T agpXy + A 3Xg =y
A% Xy +agXg =b,y
az1Xq +agpXy +agzXg =g

k jej rieSeniu mbéZeme pouZiCramerovo pravidlo, kde je nutné vyjbiat
determinanty

a1 o 3 b, ap, a a1 b a3
D=lay; axp ap3#0, Di=b, ax ay, Dy =laz1 by a3 a
d31 4dgp 4dg3 by ag ass agy by ass
1 &y b

D3 =lag; ap by,

az; aszp bs
pricom matica, z ktorej sa vypita determinanD musi by regularna D # 0).

RieSenie takejto sustavy je

Dy D, D3
X =—=, Xog=—5, Xg=—
b’ % b’ ® D
2% + 33X, — 4X3 = -5
Priklad 2.19 RieSme sustavu rovnic X, + 2x, - X3 = 0.
-3% *t X + 3X3 = 7
RieSenie:
2 3 -
Vypocitame determinantp =| 1 2 -1=-14%#0,
-3 1
-5 3 - 2 -5 - 2 3 -
D,={ 0 2 -1=0, D,={1 0 -1=-14,D,=| 1 2 =-28
7 1 -3 7 -3 1 7
0 -14 -28
X :_:O, Xo =— = Xo =—=2.
1T -14 2=~ BTy

RieSenie sUstavy zapiSeme v tvéxg Xx,, X;)" = (0,12)".
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2.2 NerieSené ulohy

V nasledujucich ulohach néjdite v mnoziR&anonicky rozklad polynému na &n
korenovychcinitelov:

Vysledky:
1. X3 -7x-6 (x+2)(x-3)(x+1)
2. 2x3 +3x% -8x+3 @2x-1)(x-1)(x+3)
3. x*=x3-x% -x-2 (x=2)(x+1(x* +1)
4. x* = 2x3 +4x% + 2x -5 (X =1)(x +1)(x? — 2x +5)
5. x° —4x* +7x3 -10x% +10x - 4 (x-1)?(x—2)(x* +2)
6. x* —2x% +1 (x—1)?(x+1)?
7. x* -5x2 -8x-12 (X+2)(x=3)(X? + X+ 2)
8. x4t —x3 - x+1 (x=1)?(x* +x+1)
9. 4x* - 8x3 +9x? —-5x+1 2x-1D)?(x* - x+1)
10. x> —6x* +10x° -3x2 +4x-12 (x=2)%(x=3)(x? + x+1)
11, x* =73 +17x% -17x+6 (x=-1)2(x-2)(x-3)
12, 4x3-2x% +2x-1 (2x-1)(2x% +1)
13.  x®-2x° +6x* -10x° +9x? —-8x + 4 (x=1)2(x? +1)(x? + 4)
14, xB+2> +7x* +123 +15x% +18x+9  (x+1)?(x? +3)?
15.  4x° -17x* +24x3 -13x? + 2x (Ax-1)(x-1)?(x - 2)x
16.  3x° +17x* —6x> —96x2 +32x Bx =1 (x+4)?(x - 2)x
17. 3 -7x* +5x° - x2 Bx-1)(x-1)%x?
18.  2x°+9x* +6x3 -81 (2x=3)(x+3)%(x> +3)
19.  5x° +32x% +72x3 + 64x% +16x (5x +2)(x+2)°x
20.  3x°-5x*+7x%-9x+4 Bx+4)(x-12(x? —x+1)
21.  2x°+11x* +22x3 +18x° -8 (2x=1)(x+2)2(x? +2x+2)
22.  5x° -43x* +117x3 - 81x? - 54x Gx+2)(x-3)°x
23.  5x° -3x*-52x3 +128+48 Gx+2)(x+2)%(x - 2)(x-23)
24. 2xX°-7x* -2x3 +16x% -9 2x-3)(x+D?(x-1)(x-3)
25. 3’ +2x*+3x3-16x% +8 Bx+2)(x =12 (x? +2x +4)
26.  2x°+3x* -12x3 - 20x? (2x = 5)(x +2)2x?
27.  3x°-28x* +54x° +60x% - 25x Bx-1)(x-5)?(x+1)x
28.  3x° +20x* +48x3 + 48x2 +16x Bx+2)(x+2)%x
29.  2x°-9x* -2x3 +36x% - 27 (2x+3)(x=3)%(x-1)(x +1)
30. 2x°-3x*-x®-19x-15 (2x-5)(x+1)?(x*> = x+3)
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V nasledujucich dlohach rozlozte v mnozinR racionalne funkcie na &ét
elementarnych zlomkov:

2x% +10x -18 1 2 3
31. - +
x3 —2x%2 -5x+6 X-1 x+2 x-3
6x° —22x +18 1 2 3
32. + +
x2 —6x% +11x -6 x-1 x-2 x-3
4x3 -3x% -18x +1 2 1 1 2
33. + - +
X +x3-7x2-x+6 Xx-1 x+1 x-2 x+3
x* +4x3 + x% +30x +14 6 5 3
34. X— + +
X3 +4x2 -x—-4 Xx+4 x-1 x+1
4 3 _ 2
35. 6x™ —12x° -11x“ +17x+4 Bx 2 2 1
x3 - 2x% - x+2 Xx-2 Xx-1 x+1
x* -3x% +17x-23 2 3 1
36. X + + _
X3 -7x+6 X-1 X—2 X+3
4 3 _ 2 _
37 X" —2x" -5x° —7x+31 (D4 3 N 1 2
X3 —4x% +X+6 x+1 x-2 x-3
3 2 _
38 5x7 +9x° -22x—-8 5+E+ 3 N 4
x3 - 4x X X—2 X+2
4 3 _ 2 _
30. 2XT =3x° —=10x“ +17x-12 oy 41+ 1 2 + 3
x3 —2x%2 -5x+6 Xx—-1 Xx+2 x-3
g0, HEHTx+2 1,3, 1
' x3 +2x2 X2 X X+2
2
x> +5x2 +8x + 4 (x+2)2 x+2 x+1
42 X2 +4x-2 2 2 3
' x3 - x2 x2 X x-1
3,.2
43, X7+ X —4x+5 .\ 1 . 1
x3 —3x+2 (x-1)% x+2
4 AXCH3x+2 1,1, 2
o3 +3x%-1 (x+1)2 x+1 2x-1
3x3 +4x° — 26x - 36 2 1 3 1
45. + + -
x* +3x3 -2x% -12x -8 (x+2)> Xx+2 x+1 x-2
6. I 15 +21 +4x? - 28x+12 2 , 3 3.3
' x* —5x° +8x2 - 4x (x-2)> x-2 x-1 x
47 X —6x*+5x% +26x° - 65x+ 30 5 .3 3 _ 2
' x* —3x3 - 2x? +12x -8 (x-2)2 x-2 x-1 x+2
4g. XX HABCHIX-26x-12 . 2 2 2 2 3
' x° +6x* +13x3 +12x2 + 4x (x+D)? x+1 (x+2)° x+2 X
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49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

S7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

6x+9

X3 + X

x3 +10x% +21x +15

x* +5x3 +10x% +9x + 3

X% +x+13

X3 = x% +4x-4
7x% - 23x3 +58x?% - 63x + 37

x* —4x3 +10x% —12x+5
—x* +5x3 —6x% +3x+7

x> —2x% —x-2
-2x3-6

x* +2x3 +4x% +6x+3
X2 - 2x—4

x3—x2 +4x -4
4x% +8x+16

X3 +4x% +9x+ 6
4
x4 -1
X3 —Ox +2
4 _ 3

X' =X =-x+1

X3 +6x% - 6x+7

x3-x%+x-6

X—3

x* =3x3 +5x% —=5x + 2
4x* +4x3 -13x% + 4x-12

x5 —3x3 —4x
—3x% - 4x3 - 23x% - 46x + 36

x° +8x3 — 9x
6x° —2x-16

x% -5x% -8x-12
X2 +7x+3

x*+2x3 +x+2
x% +3x3 - 6x2 +17x + 36

x* +2x3 - 4x% + 7x + 30
x3+5x2 +4x+ 2

x* +4x3 +6x° +8x+8
x° —x* +3x3 -6x%2 -2x-4

x% = x3 +2x% - 2x

-9x+6 9
+=
x2+1 X
3 1 3
+ +
x> +3x+3 x+1 (x+1)°
2x+1 3
- +——
x2+4 x-1
2Xx—-3 3 4
+ +

x> —=2x+5 x-1 (x-1?

x-1 3 1 1
+ +

X2—x+2 x+1 (x+1)* x-1

3 2 1
x*+3 x+1 (x+1)?
2x 1
x2+4 x-1

X—2 3

+

x2+3x+6 Xx+1

1 1 2
x-1 Xx+1 x2+1

2 X+4
- +

(x-1)7 x*+x+1

3 4x -2

+
X—2 x%+x+3
11, -x+1
x-1 (x-1)% x*-x+2

3 1 1 X
— 4+ —_— +

1+

X X—2 X+2 x%+1
4 2 3 1
- - + +
X x-1 x+1 x2+9

3 2 X+1
+ +

X+2 X-3 xZ24+x+2
1 1 2
+

X+2 X+1 x2-x+1
2 3 1
+ +

1_
X+2 X+3 x?-3x+5
1 X
+
(x+2)* x*+2
2 3 2X
X+ = - +

; Xx-1 x2+2
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6. 7x° +14x* + 413 + 72x% +20x - 6 gy 3, 2 2x-1

x* +2x3 + 6x% +10x + 5 Xx+1 (x+1)? x*+5

g X' +41x°+90x* +88x+26 2.3 3 . 3x-2
x* +5x3 +11x% +11x + 4 x+1 (x+1)? x*+3x+4

20, 5x% - 7x3 + 20x? + 39x + 6 1,3 . 3%x-2
2x° + x4 +2x3 -11x% + 2x + 4 2x+1 (x-1D)* x*+2x+4

V nasledujucich tlohach pre dané matice \iajte
a)3[A-2(B, b)AIB, <c)BIA, d)A%  e)B?  f)AT

2 10 10 -1 4 3 2
71. A= , B= a)
-1 0 1 2 2 1 -7 -4 1
b) c) d) e)neexistuje
2 -1
i1 O
0 1
2 1 10 -1 .
72. A= , B= a) c) e)neexistuje
-1 0 2 2 1

4 2 - 3 2
0 (30 ol )
2 —
0[5
73. A:(ZJ,B:(l 1} a) b) d) neexistuje

c) @ e) @ 1‘3 i (2 1

2 1
74, A=( 2 3, B:(_1 0 a) b) ¢) d) e)neexistuje
e 2 3
2 1
75. A=(@ 2 3,B=|-10 a) ¢) d) e)neexistuje
3 4

by (@ 13)f) (@ 2 3)

12 3 2 4
76. A=l 0 2 0|,B=|-2 a) C) e)neexistujeb) | -4
0 2 2 2
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V nasledujucich ulohach &te hodnos matice:

78.

79.

80.

81.

82.

[EEN

[

=
N
w

=
~
(0]

27 26 25

12 11 10

>

I
o N O N
R~ B O
N N - O

a) C) e)neexistuje

O

—~

|
N B~ b

d)O

= N O

O NDN

8
2
9
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™ ™M
1] I
—_ —
= =
= <
7~ N
N O 0 < ™~
| —
—
N H A o_o
|
-
I N M |
M < N N0
1] I
< <
™ <
le's] 0

-1 2 -3
-1

4
7

15

-4 0
-1

2
-4

5

-10 O

5

85.

2111

1311

1141
1115
1 2 3 4

A=

87.

-5
-7
-8

4 2 3
8 4 6

4 2 3

-1 -6

8 4 6

A =

88.

V nasledujucich tlohach vypitajte determinanty matic:

89.

|A|=12
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

15 10
A =
3 2
2 3 1
A=|-1 2 3
3 2 -1
11
A= 3 1
3 4 -
1 2 4
A= 7 3
3 1 -5
6 3 -2
A=|1 -3 2
2 1 1
2 3 -2
A=|5 -3 2
9 1 1
6 2 -2
A=|15 2
2 9 1
6 3 2
A=|1 -3 5
2 19
2 -3 1
A=l1 2 -1
2 1 1
0 -3 1

A= 3 2 -1
12 1 1

|A|=0
|Al=0
|A|=-8
|A|=-76
|A|=-35
|A|=-35
|A|=-70
|A|=-175
A =12
|A| =24
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|A| =36

o < © S
(o] | | — (@]
I I I I I
< < < < <
7 . _ N
4324_
7 N\
1400 M < N
5 ™mQ — o< - a4 - < — N Lo
O MO HA®MA «Hmo8 o —dgm
I _
- O N ™ - O N ™
- N M < -~ oMo
— O« d < O < e I
T T T T I
< < < < <
ol ™ < o ©
o o o o o
— — — — —

Al=6

|A|=-5

1 2 3 3

2111

3 6 5 4

3 3 2 2

00 2 3

3 01 2

1 0 2 4
21 3 2

107.

108.
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|A|=18

|A|=14

21 0 4
1 21 4

0 3 2 2

21 3 3

3 331

2 4 5 2

3451

2 2 3 4

|A|=-570

-2 10

10 2
-5 6

8 5

-1

1

01

109.

110.

111.

A =12

|

1
4
1 8 27 64

1
1 2 3

14 9 16

-1
-3

2 1

|A|=-48

2 3

6 2

1
0

2 3

112.

113.

) < <
o~ N N
o\ _ _
1 I 1
< < <

. N\

— < < N

TR |

o «l S N\
< <93 — o< -
- ™M |
[
™ d oy - N O ™
n o [
N < ©

NN o — < <

N N NN _
T T T
< < <
< T} ©
— — —
— — —

V nasledujucich ulohach vypiajte inverzni maticu k danej matici:
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117. A= Al=

35 3 -1

2 1 3 1
118. A= al=1

-4 -3 2l-4 -2

-3 -2 -3 -2
119. A= at=1

3 3 3l 3 3

5 9 -4 9
120. A= at=1

3 4 7 3 -5

3 2 .
121. A= 6 4 neexistuje

3 2 5 -2
122. A= at=1

6 5 3l-6 3

-3 2 -4 2
123. A= atl=1

_ 4 8\-2 3

1 2 5 -2
124. A= at=1

05 50 1

12 -3 1 -2 7
125. A=/0 1 2 Al=l0 1 -2

00 1 0 0 1

1 1 1 0 -2 1
126. A=|6 5 4 Al=|-4 5 -2

13 10 8 5 -3 1

2 5 7 1 -1 1
127. A=|6 3 4 Al=|-38 41 -34

5 -2 -3 27 -29 24

2 -1 14 -7 7
128. A=|-1 3 2 A'1:6—13 8 14 -5
-1 4 -5 7 11
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

V nasledujucich uUloh&ch rieSte

1 -2 1
A={3 -5 -2
7 -3 1
1 11
A= 5 4
13 10 8
9 17 8
A=[18 34 17
10 19 8
1 1 -1
A=|2 1 0
1 -1 O
2 1 4
A=|-5 -2 -1
3 1 1
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A =
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
32 1 2
7 5 2 5
A=
0O 0 9 4
0 0 11 5

metoddou:

136.

137.

X1
3%
4xq

3%,
4xq
3%y

X2 -
2)(2 -
- 3)(2 +

SXy
3%,
SXy

X3
2Xa
2Xa

6X3
2X3
X3

-11 -1 9
at=2117 -6 5
49
26 -11 1
0 -2 1
Al=l-4 5 -2
5 -3 1
51 -16 -17
Al=l-26 8 9
-2 1 0
01 1
at=1 01 -2
3
-3 2 -1
-1 3 7
at=2 -10 -18
4
1 1 1
1 1 1 1
a1 il 1-1 -1
41 -1 1 -1
1 -1 -1 1
5 -2 -5 4
ado|"7 3 16 -13
0 0 5 -4
0 0 -11 9

sustavy linearnyolrnic Gaussovou elimidaou

2

5 1327
-1
1
5 2,-10)
1
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

+

+ + + + + + + +

+ + + +

+ + + +

3X,
3X,

3Xo
2X,

3X,
4x,
3%,
2%,

SXo
3%,
10x,

+

+ + + + + + + + + o+ o+ o+ + + + +

+ + + +

+ + + 4+ + + + 4+ + o+ o+ o+ + o+ o+ o+

+ +

I
O w o N

= 20
= 11
= 40
= 37

(3+t,-1-2t,t)",t0OR

B2-2-17

12207

(_ 2,01 _1)T

T
(GRS
I
glo

2-21-17

@ 213"
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5)(1 + 3)(2 + 3X3 + X4 = 11
Xl - X2 + X3 = =2
146. 3xq X, + 2X3 Xqg = 10 (3,0,-5117
4)(1 X2 + 3)(3 X4 = 8
Xl - 3)(2 + 2X3 = -7
2% — X t X3 - X4 = 3
4, — 2% — 2% + 3x, = 2
147. _* 2 3 4 @
2% — X, + 5BXg - 6%x4 = 1
2% — X, — X3 + 4x4 = 5
2% — 33X, + 6X3 - X4 = 1
X+ 2X, - X = 0
148. % 2 3 @
X+ X - X3 — X4 = -2
9% - X, + 1bxg - 5%, = 1
5 + 12X, + 9x3 + 25, = 15
15x, + 34x, + 25% + 64x, = 40
149. ]
20x, + 46x, + 34x3 + 8%, = 70
10, + 23, + 17xg + 44x, = 25
5)(1 + 2)(2 - X3 4X4 = 12
3% = X, + 2X 6x, = 7
150. _* 2 3 4 @
2)(1 + 3)(2 - 3)(3 - 2X4 = 6
Xl + 5)(2 + 2X3 + X4 = -1
12)(1 - 6X2 + 9)(3 21X4 = 3
11)(1 - 5X2 + 10)(3 + 24X4 = 1
151.
7X1 - 3X2 + 7)(3 + 17)(4 =0
8X1 - 6X2 - X3 - 5X4 = 9
(—§ —E’t —§s, ! —1—9t —Zs, s,t)7,stOR
2 2 2 2 2 2
2)(1 + 3)(2 - X3 X4 = 1
8% + 12X, — 9%, + 8x, = 3
152 1 2 3 4
4)(1 + 6)(2 3)(3 - 2X4 = 3
2)(1 + 3)(2 9X3 - 7X4 = 3

(g—3t—8,2t,88,—%+1OS)T,s,tDR
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2)(1 + 7)(2 + 3)(3 + X4 = 5
X1 + 33X, + 5x; - 2x, = 3
153 1 2 3 4
Xl + 5)(2 - 9X3 8X4 = 1
5)(1 + 18)(2 + 4X3 + 5X4 = 12
(6-260+17s, -1+ 7t -5s,t,9", s, tOR
5Xl + 12)(2 + 5)(3 + 3)(4 = 10
1 + 11x, + 4x; + 8x, = 8
154, 1 2 3 4
2Xl + 7X2 + 3)(3 + X4 = 6
7Xl - 3)(2 - 2X3 + 6)(4 = -4
(8-9t—-4st,5 -10+11 +5s)", s,t OR
2% — X t X3 - X4 = 1
2% - X - 33X, = 2
155, ¢ 2 4 022, -4
3% - X3 + X = -3 3 3
2% + 2X, — 2X3 + 55X, = -6
2% + X - 3y + X = 2
X = X0 + 2% + X, = 2
156. ' ? ° ‘ @2 0-2
4% + TX3 + 2% = 2 3'3 3
-6x, + X + 3X3 - 4x, = -1
X1 2% — X3 t 34 = 4
2X1 + X2 - 2X4 = 3 T
157. B+ By + oxg b X = -1 L1,-10)
Xy 2X3 Xg = -1
3X1 + 4X2 + 2X3 + 5X4 = 3
7% + 3Xo + Xq + 2X, = 2
158. 1 2 3 4 @
- 4X1 + 3X2 - 3)(3 + 2X4 = -5
6X1 + 10)(2 + 9)(4 = 1
Xl X2 + 2X3 - X4 = 2
2% + X5 + X = 2%, = 1
159, % 2 3 4 2-t,3-3,t,3-2)7,t0R
- X2 - X3 + X4 =0
3)(1 + 2X2 + 3)(3 - 3X4 = 3
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160.

161.

162.

163.

164.

3%,
9%
6%

6%
3%
3%
9%

6X
4xq
4xq
2%

- 2X1

3%
2%
4xq

2X,

3%,

+ + + +

4x,

6X,
4x,
2X,
8X,

+ + + o+

+4x,
+2X,
+2X,
+6X,

+3X,
+2X,
+2X,
+ Xo

+ + o+ +

+5X3
+4X3
—2X3

+ X3

+2X3
+ Xg
+3X3
+7X3

2X,
8X,

+

10x,

3X3
2X3

SX3
2X3

+2Xy
+ Xy
+ Xy
+ 3%y

+ 3%y
+2Xy
+2Xy
+ 3%y

Xy

3%y
2Xq

+3X5
+ 2Xg

+ 2Xg

+ 4X5
+3X5
+ Xg
+ 2Xg

W R NP

6
2
-2
4
-
[7—'[—1%u,t, ,g—t——uj yHLUulR
= 1
= 3
= -7
= 2

(a,b,13,19-3a-3b,-34)",a,b0OR

R O ~ O

14 7 4 2

4 2 T
a b, —a+—=b-1-—a-—b,2+—a+—=b| ,a,bOR
3 3 3 3 3 3

2Xa
2Xa

+ X3
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6X; — Xy + 2% — TX = -1
X1 = X - 3 = -1
165. 7% - 2X, — 2%3 — 10x4 = -2
X, — Xy + X3 - 9% = -4
2Xq - 2X3 — 4%, = -6
303
2 2
9% + 55X, + 4X3 + Ix4 = 5
11 + 4x, + 6X3 = 4
166. 4% + 5Xx, + 5x3 + 9%, = 8
2% + 33X, + 2X3 + 54 = 3
9% + 4x, + 8xz3 + 4x, = 10

-
(2—8t,—g+13,6t,§—7tj JHOR
2 2

X + 2X, — X3 + X4 = -2
33X — X, + 2%3 + X4 = 3
167. 4%y + 33X, — TX3 + 2X4, = -5
X *t 2% - X3 +t 3%, = 2
33X + X = 4X3 + 2% = -2
tt,1+t, )7, tOR
4%, + 33X, — X3 t X + Xg = 15
X1 — X X3 — X4 Xs = 2
168. 3x; - 2X, + X3 — X4 — 2X5 = 5
2Xq + 3X3 = 0
Xo + X4 = 0
30,-2 017
X1 + X + X3 + X4 = 1
2% + 2X, + 2X3 = 1
169. x + X, + 5x3 — X4 + 6xg = 1 %)
X1 + X, — 3X3 + X4, — 6x5 = -1

V nasledujucich uUloh&ch rieSte sudstavy linearnydvnic pomocou Cramerovho
pravidla:
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X + 3X, = 6

170. * 2 G’
X + 2X, = 5
33X - 4x, = -6

171, % 2 2,37
3)(1 + 4X2 = 18
Xl + 3X2 + 2)(3 = 4

172. 2% + 6x, + X3 = 2 3-12)7
4)(1 + 8X2 - X3 = 2
3x; + 4X, + 2X3 = 8

173. X + 5%, + 2x3 = 5 2L-n7
2% + 33X, + 4x3 = 3
2)(1 - 3X2 + X3 = 0

174. X + 2X, - X3 = 3 2,357
2)(1 + X2 + X3 = 12
12, - X, + bxg = 30

175. 3% - 13, + 2x3 = 21 2-117
™% + 2X, + 3x3 = 15
3)(1 + X2 - 4X3 = 1

176. X - 2%, + X3 = 5 @-20"
2)(1 - X2 - 3)(3 = 4
X — 2% + 33 = 9

177. =% + 3K, — X3 = -6 @L-12)7
2% — 5SX, + 5x3 = 17
Xl - 2)(2 + 3)(3 = 9

178. -x + 3% = -4 @,-12"7
2)(1 - 5)(2 + 5)(3 = 17
X - X * X3 =

179. X + X, + X3 = 1 (2, -1,0)7
4%, + 2X, + X3 =
Xl + X2 + X3 = 6

180. 2% - X, + X3 = 3 @ 23"
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4X1 + Xy - 3X3 = 11
181. 2% - 3%, + 2x3 = 9 2-3-2)7
Xl + X2 X3 = -3
6X2 + 4X3 = =12
182. 3% + 3%, = 9 (5,-20)7
2)(1 - 3)(3 = 10
3X1 + 3X2 + 5X3 =1 3 1 T
183. 3X1 + 5X2 + 9X3 =0 [1, - E , Ej
5 + 9%, + 17x3 = 0
Xl - 3)(3 = =2
184. 3% + X, - 2%x3 = 5 4,-32)7
2)(1 + 2)(2 + X3 = 4
X — 2% X3 = -4
185. X, + 2x3 = 4 (-1, 217
2% + X, — 2%3 = 2
_Xl + X2 + 2)(3 = 1
186. 2% + 33X, + X3 = -2 2,-3937
5)(1 + 4X2 + 2)(3 = 4
2% + 33X, + 3x3 = 3 Y
187. 6X1 + 6X2 + 12X3 = 13 [E y :—3 s 1)
12, + 9%, - X3 = 2
2)(1 - X2 + X3 = 2
188. X + 3%, — 2%3 = 2 @11’
X2 + X3 = 2
X + 2X, + 33 = O 1 T
189. - 3X1 - 2X3 = -4 (2, E, _1j
X + 8%, + 3xX3 = 3
_2X1 X2 + X3 = 3
190.  4x + 3X, - 2% = 4 @237
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Xl + X2 + X3 = 3
191, X + 2% + 3x = 7 2,-23"
3)(1 + 2)(2 + 2X3 = 8
X+ X + 2% - X4 = 2
2% + X, + X3 - X4 = 3
192. 1 2 3 4 1,1,0,0)"
Xt 2% t+ X3 Xg = 3
=X t X + 2X3 Xq = 0
2% + 5% + 4x3 + x4 = 20
X+ 3 + 2%3 + x4, = 11 T
193. 2% + 10x, + 93 + T7x4 = 40 1220
3X1 + 8X2 + 9X3 + 2X4 = 37
2% + 3, + 1lxg + 5x4 = 2
X + X0 + 55X + 2x, = 1
194, _* 2 3 4 (-2,0,1-1"
2% + X + 33 + 2%, = -3
Xt X + 33 + 4x, = -3
3Xl + 4X2 + X3 + 2X4 = -3
33X, + 5%, + 3X3 + 5%, = -6
195, * 2 3 4 2-21-1"
6Xl + 8X2 + X3 + 5X4 = -8
3Xl + 5X2 + 3)(3 + 7X4 = -8
Xl 2X2 - X3 - 2X4 = =2
2X X, + X3 + X4 = 8
196. © 2 3 4 @ 213"
Xl - X2 - X3 + X4 = 1
Xl + 2X2 + 2X3 - X4 =

V nasledujucich prikladoch rieste slovné ulohy:

197. V tabuke su uvedené naklady na pracovnu silu a nakladgatarial pri vyrobe
dvoch modelov chladdiek, modelu A a modelu B.

model | prac. sila | material
A 80 € 120 €
B 100 € 160 €
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Vypocitajte kdko chladntéiek modelu A a ktko chladnéiek modelu B je
potrebné vyrohi za tyzdé, ked’ na pracovnu silu mame tyzdenne k dispozicii
3 000 €, na material 4 680 € a chceme wuZetky na to vyhradené peniaze.

A=15 kusov, B=18 kusov

198. V tabu’ke su uvedené naklady na pracovnu silu a nakladgatarial pri vyrobe

dvoch modelov DVD prehrévav.

naklady | A B

prac.sila| 12 €| 16 €

material | 21 €| 30 €
Vypocitajte kd’ko prehrdvéov modelu A a ktko prehrdvéov modelu B je
potrebné vyrohi za dé, ked’ na pracovnu silu mame denne k dispozicii 920 €,
na material 1 680 € a chceme vyuv$etky na to vyhradené peniaze.

A=30 kusov, B=35 kusov

199. V tabuke su uvedené naklady na pracovnu silu a nakladgatarial pri vyrobe

dvoch modelov CD prehréavav.
naklady | A B
prac.sila| 12 €| 16 €
material | 21 €| 28 €
Vypocitajte kd’ko prehrdvéov modelu A a ktko prehrdvéov modelu B je
potrebné vyrohi za dé&, ked’ na pracovnu silu mame denne k dispozicii 920 €,
na material 1 610 € a chceme vyuv$etky na to vyhradené peniaze.
Systém rovnic ma rie3enig, 230'4-3/4t)",t1(0,76).

200. V tabuke su uvedené naklady na pracovnu silu, nakladymaierial a naklady

na reklamu pri vyrobe troch modelov hodiniek.
model | prac. sila | material | reklama
A 10 € 15 € 5¢€
B 8 € 6 € 2€
C 12 € 16 € 8 €
a) Vypocitajte kd’ko kusov hodiniek modelu A, Kko kusov modelu B a K&o
kusov modelu C je potrebné vyrélza tyzdé, ked na pracovnu silu mame
tyzdenne k dispozicii 620 €, na material 750 € aeldamu 330 €, péom
chceme vyuiivsetky na to vyhradené peniaze.
b) Ako by sa zmenila vyroba, ak peniaze na reklamiigme na iny del?

a) A=10 kusov, B=20 kusov, C=30 kusov.
b) Systém rovnic ma riesenie46+ 28t,t,90-3)", t0(17,30).
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201.

202.

203.

a)

b)

V tabu’ke su uvedené naklady na pracovnu silu, nakladyaierial a naklady
na reklamu pri vyrobe troch modelov fotoaparatov.

naklady | A B C

prac.sila| 12€| 16 €| 20 €
material | 16 €| 20€| 25 €
reklama | 2€| 4€| 7€

Vypocitajte kdko kusov fotoaparatov modelu A, Ko kusov modelu B
a ka’ko kusov modelu C je potrebné vyrolda tyzdé, ked na pracovnu silu
mame tyZdenne k dispozicii 664 €, na material 8@mé reklamu 177 €, gom
chceme vyuiivSetky na to vyhradené peniaze.

A=15 kusov, B=14 kusov, C=13 kusov.

V tabu’ke sU uvedené naklady na pracovnu silu, ndkladymaterial a naklady
na reklamu pri vyrobe troch modelov videokamier.

naklady | A B C

prac.sila| 12€| 16 €| 20 €
material | 16 €| 20€| 24 €
reklama | 2€| 4€| 6€

Vypocitajte kd’ko kusov videokamier modelu A, Ko kusov modelu B
a ka’ko kusov modelu C je potrebné vyrolda tyzdé, ked na pracovnu silu
mame tyZdenne k dispozicii 664 €, na material 8ahé reklamu 164 €, gom
chceme vyuiivSetky na to vyhradené peniaze.

Systém rovnic ma riedeni@+t, 40— 2t, 1), t 0(0, 20).

V tabu’ke je uveden&asova narénog’ na vyrobu posteli troch modelov A, B
a C na jednotlivych vyrobnych oddeleniach.

model | stolarske odd.| ¢alinnické odd. | expedicia
A 3,6 hod. 3,2 hod. 0,4 hod.
B 4,4 hod. 4,0 hod. 0,4 hod.
C 4,0 hod. 4,8 hod. 0,4 hod.

Vypocitajte kdko kusov posteli modelu A, Rko kusov modelu B a K&o
kusov modelu C je potrebné vyrébta mesiac, ki pre stolarske oddelenie
mame mesae k dispozicii 302 hodin, ptalinnické oddelenie 296 hodin a pre
expediciu 30 hodin, gom chceme vyuZicelli¢asovu kapacitu.
Predpokladame, Ze zo vSetkych modelov sa spraoujeaky pd@et posteli na
stolarskom oddeleni, rovnaky & nacalinnickom oddeleni a takisto rovnaky
pocet na expedicii. Vypdtajte tieto poty pre jednotlivé oddelenia, &epre
model A mame mesae k dispozicii 63,2 hodin, pre model B 77,6 haalre
model C 80 hodin, pfom chceme vyuZicell¢asovu kapacitu.

c) Ako by sa zmenila vyroba v pripab® ak vyrobu modelu A vynechame?
d) Ako by sa zmenila vyroba v pripadg ak vyrobu modelu A vynechame?
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a) A=25 kusov, B=30 kusov, C=20 kusov.
b) Na stol. odd. po 10 kusov, galtn. odd. po 8 kusov, na exped. po 4 kusy.

c) Systém rovnic ma rieSen{e6+2t,t, 260-32t)", t (3 8)
d) Nema rieSenie.

204. V tabuke je uveden&asova narénog’ na vyrobu troch modelov taburetiek A,
B a C na jednotlivych vyrobnych oddeleniach.

oddelenie A B C

stolarske | 1,5 hod.| 1,0 hod.| 1,2 hod.
¢alinnické | 1,5 hod.| 1,2 hod.| 1,8 hod.
expedicia | 0,2 hod.| 0,2 hod.| 0,3 hod.

a) Vypocitajte kd’ko kusov taburetiek modelu A, Ko kusov modelu B a K&o
kusov modelu C je potrebné vyrébza mesiac, k& pre stolarske oddelenie
mame mesme k dispozicii 145 hodin, ptalinnické oddelenie 183 hodin a pre
expediciu 29 hodin, gom chceme vyuZicellic¢asovu kapacitu.

b) Predpokladame, Ze zo vSetkych modelov sa sprasujaky p&et taburetiek na
stolarskom oddeleni, rovnaky §& nacalinnickom oddeleni a takisto rovnaky
pocet na expedicii. Vypotajte tieto poty pre jednotlivé oddelenia, &epre
model A mame denne k dispozicii 4,7 hodin, pre mBd&6 hodin a pre model
C 5,1 hodin, ptiom chceme vyuZicelu¢asovu kapacitu.

c) Ako by sa zmenila vyroba), ak vynechame expediciu?

a) A=30 kusov, B=40 kusov, C=50 kusov.
b) Na stol. odd pol kuse, galun. odd. po 2 kusy, na exped. po 1 kuse.

c) Systém rovnic ma rieSen{e30+ 1.2t,190-3t,t)",t O <25, %)> .

205. Vtabuke je uveden&asova nartnog’ na vyrobu troch modelov A, B aC
urciteho vyrobku na jednotlivych vyrobnych linkach.

linka A B C
1. | 40 min.| 30 min.| 25 min.
2. | 25 min.| 20 min.| 20 min.
3. |10 min.| 10 min.| 5 min.

a) Vypocitajte kdko kusov vyrobkov modelu A, Ko kusov modelu B a K&o
kusov modelu C je potrebné vyrélaa tyzdé, ked pre 1. linku mame tyzdenne
k dispozicii 4 500 minat, pre 2. linku 3 050 miraipre 3. linku 1 200 minut,
pricom chceme vyuZicell¢asovu kapacitu.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 3. linku?

c) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 2. linku?

a) A=50 kusov, B=50 kusov, C=40 kusov.
b) Systém rovnic ma riesen{e30+2t,190- 35t,t)", t (1(15,54).

c) Systém rovnic ma rieSen{@50-2t,t, 2t -60)",t 1(30,75).



MATEMATIKA | a jej vyuZitie v ekonomii 57

206. Vtabuke je uveden&asova narénog’ na vyrobu troch modelov A, B aC

ur¢itého vyrobku na jednotlivych vyrobnych linkach.

model | 1. linka | 2. linka | 3. linka
A 24 min.| 48 min.| 16 min.
B 16 min.| 40 min.| 12 min.
C 8 min. | 24 min.| 8 min.

a) Vypocitajte kdko kusov vyrobkov modelu A, Kao kusov modelu B a K&o
kusov modelu C je potrebné vyrékia mesiac, k& pre 1. linku mame mesae

k dispozicii 8 080 minat, pre 2. linku 19 200 mir@pre 3. linku 6 160 minut,
pricom chceme vyuZicell¢asovu kapacitu.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 3. linku?

a) A=150 kusov, B=180 kusov, C=200 kusov
T
b) Systém rovnic méa rieéen(&lo—%t, t, 380—tj ,t0(0,380).
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3 LIMITA A SPOJITOS T FUNKCIE
3.1 RieSené ulohy
LIMITA FUNKCIE

Pri paitani limit bez pouzitia derivacii postupujeme takt
e zistime typ neutitosti (typ limity),
* vhodnou Upravou odstranime né&tost,
e dosadenim limitu vypsitame.

2
-5x +

Priklad 3.1 Vypogcitajme lim )2(—5)(6

X-2x°-=12x+2C

RieSenie:
Po dosadenk =2 do funkcie zistime, Ze sa jedna o rigost’ typu % to znamena,

Ze cCislo x= 2 je koreitom polyndmu Witateli aj v menovateli. V takomto pripade
predelime afitate’a aj menovat@a vyrazom(x — 2), potom

. x®-Bx+6 . (x-2)(x-3) _,._ (x-3) _-1_1
lim =lim =lim :
x-2x2 =12x+20 x-2(x-2)(x-10) x-2(x-10) -8 8

Priklad 3.2 Vypocitajme lim

X
x-041+3x -1

RieSenie:
. o . . . : 0 :
Po dosadenix= 0do funkcie zistime, ze sa jedna o rigost typu 0’ ale pri

pocitani takejto limity je vhodnd Udprava tzv. nésolkenvhodnou jednotkou®,

“ . V1+3x+1 . . -y
vnasom pripade vtvare ————. Tato Uprava vyuzitim vahu

V1+3x +1

(a—b)(a+b) = a® -b? odstrani odmocninu v menovateli.

X D\/1+ 3x+1 im XV1+3x+1) im V1+3x+1 _2
3x '

X-0 3 3

lim
x~041+3x -1 y1+3x+1 x-0

1-cosx

X2

Priklad 3.3 Vypocitajme lim
x-0

RieSenie:
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V pripadoch, k& pccitame limitu funkcie, v ktorej vystupuje goniomeka funkcia

. .0 - . . sInX
a typ neugitosti 0’ vyuzijeme zvéSa vzoreclim —— =1.

x-0 X
NasSou ulohou je funkciu najprv vhodne uprafnasobf ,vhodnou jednotkou*), aby
sme mohli uvedeny vzorec potiZi

i 17 COSX J+cosx _ . 1-cosx _ . sin?x . (sinx)® . 1
lim =lim =lim =lim|——| Oim =
x-0  x? 1+cosx x-0x?(L+cosx) x-0x*(l+cosx) x-0\ X x-01+ Ccosx
=1 =1
2 2
s : 2x2 -
Priklad 3.4 Vypocitajme lim 2—5
X-03x° +6X+ 2

RieSenie:

Patitame limitu neutitosti typu 2, kde sa na@pstejSie vyuziva Uprava ,delenie
(e0)

Citatela aj menovatfi@ s najvySSou mocninox v menovateli®.
V tomto pripade je v menovateli najvyssSou mocninGu Preto

o_ 2
. 2x>-5 2 _ 2-0 _2
lim —=———= lim = =l
X-0 3x° +B6X+ 2 X—>oo3+§+£ 3+0+0 3
X )(2
2x% -5

Priklad 3.5 Vypocitajme lim — =
X0 3X™" +6X+ 2

RieSenie:

Postupujeme podobne ako v predchadzajucom priklaldecitate’a a menovata
funkcie delimex?.

2 5
2 _ 2 _
Iim—42X > _jfjm-x-_x* _ 0°0 _
x-o3x* +6x+2 x-wg, 6 2 3+0+0
X3 X4

6 2
Priklad 3.6 Vypocitajme lim 2X +12X +5.
x-0 100x° -2

Rie3enie:
Tak, ako v oboch predchadzajucich prikladoch, aj rieSime limitu funkcie

. 3] . " . ,
S neutitostou —, alecitate’a a menovata funkcie delimec®.
00
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s 10 5
6 2 2XTH
| 2x° +10x“ +5 _ . X x3 _0+0+0
x—0  100x3 =2 X - 00 2 100-0
100 ?

4x-3
. o . X+1
Priklad 3.7 Vypocitajme lim .
X— 3X_2

RieSenie:
Po dosadeni zistime, Ze tato limita je tyiSl. Pri paitani takychto limit vyuzijeme

X X
vztah lim (1+ 1) — resp. jeho zovSeobecnel lim (1+ Ej =ef, kKOR.
X — 00 X X — 00 X

NasSou ulohou je teda uprdvivyraz v limite tak, aby sme mohli potizuvedeny

vzorec.
4x-3 1 4x-3
oo s )
. 3x+1 o 3X o 3X _
lim =lim| —% = lim =

3X-2 X — 00 3)((1_2) X -0 (1_2j
3X 3X

— n_4

X — 00

/_\\I
|—\
+
w
><"“
X
]
N
|—\
+
w
><"“
N—
o
H
+
x Wik
=
@
Wl
N
I
™

1
§.
|
|
0]

=lim =

Yoo [ ) <4 52 X oo [ a4 2 4
1-— 1-— e 3
3X 3X 1- 1

x lwinN

SPOJITOST FUNKCIE

Bod nespojitosti prvého druhu je taky bod nespsiitofunkcie, v ktorom
jednostranné limity funkcie existuju a su koné (vlastn&isla).

Bod nespojitosti druhého druhu je taky bod nesgsijitfunkcie, v ktorom aspio
jedna jednostranna limita funkcie je nevlastna alebexistuje.

X% -x-6

Priklad 3.8 N&jdime body nespajitosti funkcie (x) = —;
X° -4

a ugme, o aky typ
nespojitosti ide.
RieSenie:

Jedna sa o racionalnu funkciu, body nespojitostbedy, v ktorych menovaitge
rovny nule.
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X>-4=0 - X =2, Xp =2
2

. . X“—X—6 . Xx-3 5 .
Pretoze lim — = lim ——=— gj
x-=2" X -4 Xo=2" X— 4
. x2 —x—6 X— 5
Im ———= lim ——=—,

X—>_2+ X2_4 X—>_2_X_2 4
bod x; = -2 je bodom nespojitosti prvého druhu.

.« . X%-x-6 . X-
Pretoze lim —— = lim ——=+w a
x-2" X -4 X2~ X—2
x2-x-6 . x-3
[ lim —— = -,

x-2t X2 —4 B xo2t X—2
bod x; =2 je bodom nespojitosti druhého druhu.

-2x+4 x<-1
Priklad 3.9 Najdime také hodnoty konStangy aby funkcia f (x) ={

Ax+11l x=-1
bola spojita na celom defimom obore.
RieSenie:
Ak je funkcia v bode spojitalava aj sprava, je vtomto bode spojita. ipame
jednostranné limity vbode x=-1 a dame ich do rovnosti,

-2[(-)+4=Al(-D +11,
odkia’ dostanemeA= 5

ASYMPTOTY GRAFU FUNKCIE

Ak je X, bod nespoijitosti funkcie, st aby aspd jedna z jednostrannych limit
v bode x, bola nevlastnéislo +« alebo- a priamkax = x, bude asymptota bez
smernice (ABS) grafu funkcie.

Asymptota so smernicou (ASS) pre& - o je priamka y=kjx+0q;, ktorej

koeficienty k; = lim @ aq = lim [ (x)-k;x] musia by viastnéisla.
X — 00 X — 00

Asymptota so smernicou (ASS) pre — —o je priamka y =k,x+(q,, ktorej

koeficienty k, = lim flx) aq, = lim [f(x)-k,x| musia by viastnéisla.
X—>-—00 X X — —00
_ X2 +2

x-1"

Priklad 3.10 N&jdime vSetky asymptoty ku grafu funkcfe(x)

RieSenie:

Bod nespojitosti je body = - & jednostranné limity &om su
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. X2 +2 . X2 +2
lim = =400 a lim = = —00
xo1" Xx-=1 X1 Xx-=1

Obe su nevlastnésla, preto asymptota bez smernice (ABS) je priamkal.

Pri hfadani asymptoty so smernicou (ASSgipame koeficienty

2
K zlimf_x):"mx_+2

xoo X xoee X(x—1) =t

2
. . Xc+2 . X+2
= lim|f(x)—-kx|=lim -xX|[=lim ——=1
ql X_.oo[ ( ) 1 ] x_.oo[ X—l j| X — 00 X_l
a koeficienty
2

k, = lim ) X+2 g

Xo-00 X X = —00 X(X—l)

2
q, = lim [f(x)—kx] = lim {X +12—x}: jim X221

X - —00 X — —00 X— X — —00 X_

Pretozek, =k, =1 aq; =g, =1, ASS je jedina a je to priamka= x+1.

3.2 NerieSené ulohy

V nasledujucich ulohach vypitajte limity funkcii, ak existuju:

Vysledky:
2
1 fim X2 9
x-2x% -3
3 _
2 lim(x—3x+1+1] 3
2 _
3 lim X4 4
X-2 X—2
2 _
4. lim> 32X+1 0
x-1 X" =X
2 _
5. lim X X3 -2
X-3x° —=7x+12
2 _
6. lim— < L
X--1x° +6X+5 2
. x*+2x-8 3
7. Ilm—2 —
x-2x° +4x—-12 4
X3 +3x% +2x 2
8. lim —— -—
x-=2 X% -x—-6 5
9. |im—(x'12)“2'X 1
x-1 X< =1 2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

jim Y2+X =2
X-0 X
J6+Xx-2

im ———
x-=2 X+2

1+x% -1

. Sin2x
[im —
x-0 Sin 3x

lim ;
X-0 sin 3x
lim 192X
x-0SIN5x

lim 192X

x-0 tg6X

. 1-cos2x
lim—
x-0 X.SinX

COSX — COS’ X
2

lim
X-0 X
. SinX—cosx
lim —
X*’ZT 1-tgx

i — XX

x~o x4 —3x% +1
2x* —5x

M ? —avi1

x-©]0x° -3x+1

o x*-1

lim —

x— 2% +1

sindx +sin7x

N|p Ql
NI

N

=72

-28

Wl

w

N olaalN ool,'j win 9

NI

N |-
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_ay3
30, [im2PXT 1
x-o1+x% +3x°
3
31. Iim( X —x) 0
x~o| X2 +1
32.  limEx-2-+x) 0
X — 00
33 lim@Wx2+1-x%-1) 0
X - 00
34, lim(x% —2x-1-+/x% - 7x+3) g
X - 00
JAx2 —
35 fm Y 2 2
X — 00 3X 3
4
36, fim YLK X 2
x-010x° —3x+1 5
) 3xX+2
37. lim ———— 1
x-2\ox? -1
JAx2 —
x== \Jgx2 =12 3
X
39. |im[1+3j e?
X X
X
40. Iim[l—E g3
X X
X
41. Iim(1+ 2) e?
X 00 X+3
x-1
42. Iim(l—ij g3
X - 00 X+1
2X
43. Iim(l— 1 j et
X— 0 2X+2
X
44.  lim X+1) el
X—o\ X+ 2
X
45.  lim X—_lj e2
x—o\ X+1
x-1
46.  lim X+2j e
x—o\ X+1
2 x2+1
47.  lim| 2 1] el
X — 00 X2
X 1
48. Ilm(x;gj2 e?
X—ol| X—2
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49.

50.

51.

52.

lim

X — 00

lim

X — 00

lim

X — 00

lim

X — 00

x+5jx
2x-1
2x—3jx_1

4x -3
3x+2)x
2X

X+1

m@—s}s

2x% -1

V nasledujucich uUlohach najdite body nespojitosBN] funkcie ana zaklade
jednostrannych limit v bodoch nespojitosticter o aky typ nespoijitosti ide:

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

f(x) =X "4

f(x)=

f(x)=

f(x)

f(x)

f(x)

f(x)=

X—2

x% -1

%2 +6x+5

X2 +2x-8
X% +4x-12

_ x3 +3x2 + 2x

X2 —x—6

_ (x-D(2x+3)
x* -1

(x+1)?*(x-3)
X2 —x—2

X2 + 4x
X% +2x-8

x =2 je BN 1.druhu

x=1je BN l.druhu

Xx=0,x=-1
sUBN 2.druhu

x=3je BN 1.druhu
x =4 je BN 2.druhu

x=-1je BN 1.druhu
x=-5je BN 2.druhu

x =2 je BN 1.druhu
X =-6 je BN 2.druhu
x=-2 je BN 1.druhu
x =3 je BN 2.druhu
x=1je BN l.druhu
x=-1je BN 2.druhu
x=-1je BN 1.druhu
x =2 je BN 2.druhu
X =-4 je BN 1.druhu
x=2 je BN 2.druhu
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V nasledujucich ulohach najdite také hodnoty kam§taA, aby dana funkcia bola

spojitd na celom defithom obore:

62 f(x)z{fﬁx—l X<2

AX+3 x=2
AX+2 x<-1
63. f(x)=
-2Xx+5 x=-1
2x—-4 x<1
64. f(x)=
3xX—-A x=21
2 _
65. f(X): Axc+x-1 x<1
2X x=1
2 _
66. f(x)={* AL x<2
2X-3 X=2

V nasledujucich ulohach najdite vSetky asymptotgz(lsmernice aj so smernicou) ku

grafu danej funkcie a detnite ich:

X
68 fix)=——
¥="=
3-x2

69. fix)=

(="

2
70, fl=2"*1

X

_2,1
71. f(x)=x +X

2x-1
72. f(x)=
) (x-1?
73. f(x):x—1
X
2
X
74. f(x)=
() 4-x?
1
75. f(x)=
(=5
2
X
76. f(x)=
(X) X% +4

77, f(x)=—2

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

ABS:

X=2 ASS: y=x+2
X=-2ASS:y=-x+2
X=0ASS:y=x

X =0 ASS:neex.
x=1ASS:y=0
X=0ASS:y=x
X=+2 ASS:y=-1
Xx=21ASS:y=0
neex.ASS: y=1

x=-1ASS: yzéx—l
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4 DERIVACIA FUNKCIE
4.1 RieSené ulohy
DERIVACIA FUNKCIE

Nech funkcie f (x )a g(x) maja v bodex, derivacie f'(x, )a g'(x, ), nechcOR.
Potom funkciecf , f +g, fg a akg(x,) # O tak aj funkciaé maju derivacie v

bode x, pre ktoré plati:
o (cf) (%) =cf (%),
© (F+9)(%)=f(x)*+9'(X),
© (f9)' (%) = £1(X)a(X) + F(X)9' (%),

( fj (%) = F'(%)90%) = T (%)g' (%)

9 [a(x)]°

Nech funkcia f (g(x)) je definovana v okoli bodu, . Nech funkciag ma v bodex,
derivaciug'(x, ) a funkcia f ma v bodeg(x, )derivaciu f'(g(x,)). Potom ma

funkeia f (g(x)) derivéciu v bodex, [ (g)] ()= f'(g(x)) ' (xo)-

Zakladné vzorce pre vypet derivacie platné na mnozine, kde derivacie eyist

(@' =0, allR

(x?) =ax®? alR

(@*) =a*lna a>0az1l

(eX)I = eX

(logy x)' = 1 a>0az%l
xIlna

(Inx)' ==

(sinx)' = cosx

(cosx)’ = —sinx

. 1
(tgx)' =—
cos’ X

-1

sin? x

(cotgx)' =
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,
Priklad 4.1 Vypogitajme derivaciu funkcief (x) = x° + x3 - 2.

RieSenie:

7 4
) i
f'(X)=SD(5_1+§D<3 —O:5x4+gx3:5x4+§3\/x4.

Priklad 4.2 Vypogitajme derivaciu funkcief (x) = 3/x +e* +5@ - log, x.

RieSenie:
1

2
-1 ——
f'(X)::—lgD@ +eX+52% n4-——_ =1 1

==x 3+eX+5@*n4- =
xIn2 3 xln2

+e* +524* EI]n4—L

1
33\/? xIn2

Priklad 4.3 Vypogitajme derivéciu funkcief (x) = e* [$inx.

RieSenie:
Funkcia f je v tvare stinu

I I
f'(x) = (&) Binx+e* [sinx) =e*sinx+e* cosx = e*(sinx + cosx)

Priklad 4.4 Vypocitajme derivaciu funkcief (x) - lox :
X
RieSenie:
Funkcia f je v tvare podielu
1
gy (tgx) X—tgx[X) _ co< x x-tgx _ X—cosx[$inx
f (X) - 2 - 2 - 2 2
X X x“ [€os” X

Priklad 4.5 Vypogitajme derivaciu funkcief (x) = vx* +1.
RieSenie:
1
Funkciu vyjadrime v tvard (x) = (x* +1)2 a potom pouZijeme vzorec pre derivaciu
zloZzenej funkcie

1 1, - 1
(=50 +D2 W+ =2 (<" +1) 2 [x=

X
Vx? +1
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Priklad 4.6 Vypogitajme derivéciu funkcief (x) = sin® x°.
RieSenie:
Funkciu upravime na tvaf (x) = (sinx®)? a znova pouzijeme vzorec pre derivéciu
zloZzenej funkcie

£'(x) = 2(sinx®) ZMqsinx®) = 2(sinx®) (cosx®) [[x®) = 2(sinx®) (cosx®)5x>? =

= 2(sinx>) (cosx”)5x* =10x*(sinx>) (cosx®).

Priklad 4.7 Vypogitajme derivaciu funkcief (x) = (x +1)S"*.
RieSenie:
Funkciu upravime na tvaf (x) = ™0 5 derivujeme ju ako zlozend funkciu
£'(x) = ™MD [Isinx On(x? +1)] =
= ™D [Isiny) On(x? +1) +sinx Qn(x? +1)) ] =
= (x* +2)5™ (cosx dn(x? +1) +sinx G><22—)4(r1) =

2Xsinx
x2 +1

= (x* +1)S™ (cosx dn(x? +1) +

).

DOTY CNICA A NORMALA KU GRAFU FUNKCIE

Derivacia funkcie y = f(x) v bode x, je smernicak, dotynice ku grafu tejto
funkcie v dotykovom bodeT[xO,yO], Gize k = f'(xy) asmernica normaly je

1
Ky =
" (%)
Rovnica dotgnice je try—vy, = f'(x)(x=x,).
Rovnica normaly, akf'(x,)# 0 je n:y-y,=- f'(lx )(x— X, )-
0

Priklad 4.8 Najdime rovnicu dotynice a normaly ku grafu funkcief (x)=x2+1
v bodeT =[17].
RieSenie:
Najprv vypaitame y- ovl suradnicu dotykoveho boduli. KedZze bod T je
dotykovy, lezi teda na parabole danej funkcib(x)= x*+1, y- ova sUradnica je
vlastne funkna hodnotaf (1) = 2.

Bod T =[12].

Do rovnice dotgnice potrebujeme dosadhj smernicugize



70 Zbierka rieSenych a nerieSenych uloh

k)= ') =[x =2.

- o : y—-2=2(x-1)
Rovnica dotgnicet je
2x-y=0.
1
: 2 . -2=="(x-1
Rovnica normalyn je y 2(x )
X+2y-5=0.

L"HOSPITALOVA VETA

Nech lim f(x)=lim g(x)=0 alebo lim|g(x) = anech existujelim f’(x)-
X—a X—a

X-a X-a g'(X)
Potom existuje ajim M a plati lim M = lim f'(x).
X-a g(x) X-a g(x) X-a g'(x)

Pre vypd@et limit s neuifitost’ou% alebo > pouzijeme priamo toto pravidlo.
(00]
Pri neutitostiach ostatnych typowlc,0—c je potrebné funkciu upravina

neugitost’ typu 0 alebo™>.
0 00

l. Ak poiitame limitu s newsitostou Ol , &ize paitame lim f(x)[y(x), aby sme
X-a

dostali neutitost’ typu% alebof, upravime ju takto:
(0e]

«Q

o
x

~—r

lim £ (x)Cg(x) = I 1 ebo Iim f(x) (%) = lim 2L

— 7 =i
X—a x-a 1 X—a x-a 1

9(x) f(x)

Il. Ak pogitame limitu s neusitostou «—co, teda peitame lim[f(x)- g(x)]
X-a
a pritom je mozna Uprava na spsiého menovat@a, po jej pouziti dostaneme

. ) 0
limitu s neutitostou 6 .

In cosx
vt

Priklad 4.9 Vypogcitajme lim
x-0
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RieSenie:
. L 0 . , -
Po dosadenix=0 dostaneme netity vyraz typu 0’ takze priamo pouzijeme

L"Hospitalovo pravidlo.

1 .
In cosx (Incosx)’ [=sinx)
lim = lim —="1 = |im £OSX =0.
X-0 X X-0 (X) X-0 1
x? -1
Priklad 4.10 Vypogcitajme lim 5
X—0 2x% +X

RieSenie:
V tomto pripade je to netitost’ typu ® a op& pouzijeme L Hospitalovo pravidlo.
[00)

x* - (x - ) B 2X
lim =lim
xom X2+ X X~°°(2X +x) x-w 4X+1

Ve - w - A v -
Po dosadeni dostaneme znova tiéast typu — aopd@ mozeme poufi
(00]

L"Hospitalovo pravidlo.

2 2
lim = Lo im XD i 2 im @ —iim2=1

x—0 %2 +1 xﬂw(2X2+1) x-0dX+1 xaw(4x+1) Xm0 4 2

Priklad 4.11 Vypocitajme lim x[n x.

x-0"
RieSenie:
Patitame s neuitostou typu O[(—), postupujeme ako v I.
l
lim xOnx = lim 20X = jim —X_ = = lim (-x) =0.
X—>0+ X—>0+ 1 X—>0+ i X-0
X x2

Priklad 4.12 Vypocitajme lim (1 ij
x-0t\ X SsinXx

RieSenie:
Patitame s newitostou typu co — oo, postupujeme ako v .
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. 1 1 . sinx—x . cosx—1 -sinx
lim|=—-——— = Ilim : = I|m — = = I|m =
x-0"\ X sinx/) x.o"* xsinXx ot sinx+ Xcosx) x-0*\ COSX+ COSX — XSinx

4.2 NerieSené ulohy

V nasledujucich tlohach najdite derivacie funkcii:

Vysledky:
1. f(x)= x> -7x® +3x-5 5x* -14x+3
2. f(x)=2x® +5x7* F6x3 +ax 2 16x’ —2_g+3i_i
3. =i +— —_— —i—ﬂgx_ 1
T R R
X X X X
4. f(x):ex+5x—(gj 2 ex+5XEI]n5—(Zj Eﬂng+(§j >
3 2% 3 3 \2 2
1 1 1
5. f(x)=Inx+log, x-logy x —+ -
() 9 93 X xIn2 3
4 xln—
4
6. f (x) = 2sinx — 3cosx + tg x — cotgx 2cosx +3sinx+ CH 12
cos’ x  sin’x
7. f(x) = (x° +2x+2)(x* - 7x? +3x)

Gx* +2)(x* = 7x% +3x) + (X° + 2x +1)(4x® —=14x + 3)

8. f(x)= (5x® +12x-3)(2x*> - x-3)
(LOx +12)(2x? — x - 3) + (5x* +12x — 3)(4x - 1)

9. f(x)=(x® +1) (x® +3x% +1) e
10.  f(x)=(x*-Dsinx 2xsinx + (x? —1) cosx
11.  f(x)=(x® - x+1)cosx (3x2 —1) cosx - (x® - x +1)sinx
12.  f(x)=(@2-5x)tgx —5tgx+2_5x
cos” X
a2
13.  f(x)= 3+ x—2x?)cotgx (1- 4x) cotgx —M
sin? x
1
14.  f(x)=2"log, x 2%/ In20og, x +
(x) 92 ( 9z X+ — nzj
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

f (X) - ecos3x

f(x) = Insin2x

f(x) = In(x® +4x?)

5+4x

f(x):ln3+7x

f(x) = log5*

f (x) = log, (cosx)

107 (- xIn10)

3
(x+1?
x% +20x +1
(x+10)?

—4x% +20x-5
(2x?% - x)?

-10x% -2x+15
(x? —=5x+1)?

(x=2 cosx—sinx

(x-1)?

1 tgx

XCOL X X

Inx-1

In? x

elox

COS2 X

262X+4

— 3(sin3x) [&°°X
2cotg2x

3x2 +8x
x3 + 4x2
-23
28x% +47x +15

In5
In10
_tgx

In2
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31, f(x)=(x®+2x+2%)%° 20(x? +2x +2°)1(2x +2+2%In 2)
10-x2\° 10-x2 ) x? +4x+10
32.  f(x)= -
X+2 X+ 2 (x+2)?
.2
33.  f(x)=sin}(nx) 3SIn" (In x) teos(inx)
X
34.  f(x)=In?@+cos5x) —10L5X|n(1+ cOS5X)
1+ cos5x
1
35.  f(x)=.1+2tgx
coS? Xy/1+ 2tgx
2X
o cos”
36. f(x)= 1/sin—
3 . 2X
3,/sin—
3
37. f(x):ltgzx+ X + tgx 1, g
2 COS?X
| 2
38.  f(x)=sinvV1+x? +sin(sinx) M + cosx [£0s(SinX)
1+x
39.  f(x)=In*sinx+In(x* - 2x) 4cotgk [In > sinx + . —
X° =2X
X
< cotg—
40.  f(x)=3In sin> 2 -
6 (In sinxj
2
41.  f(x)=x* x* (1+1n x)
42, f(x)= x5 xsmx(cosxln x+wj
X
43.  f(x)=(sinx)c (sinx)cosx(Lszx —sinxnsin xj
sinx
44, f(x)=xnx 2x"* L x
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

f(x) = (sinx)*

f(x)=¥x

2 _
f(x)= 3 1+In\/l+ X2

3x°

X _ A= X
1‘(x):lnco{tge Ze j

f(x) = x(sinx)? - 2x

f(x) = 2v1- x? Binx

3. x%+1 1 _x-1
f(x)="In +=In=—
4 x2_1 4 x+1

(sinx)*(Insinx + xcotg)

>\(/;(1—In Xj

(sinx)? + xsin2x -2

- sinx + 241 x? [&osx
\/1—x2
X% —6x+1
2(x* -1)

V nasledujdcich dlohach najdite rovnicu datice a normaly ku grafu funkcie (x)
v dotykovom bodeT[x,, y,]:

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

f(x)=x3-2x, T[17]
f(x) = x2 - 7x+4, T[17]
£x)= 5@ +9x+2, T[0]
f(x)=Vx3, T[17]

f(x):\/ﬂ,TE,?}

1+ X
)=

flx 1-x’

T[07]

f(x) = 2xInx, T[1,7)

t:x-y-2=0
n:x+y=0

t:5x+y-3=0
n:x-5y-11=0

t:9x-y+2=0
n:x+9y-18=0

t:3x-2y-1=0
n:2x+3y-5=0

t:2x-2y+1=0
n:2x+2y-3=0
t:2x-y+1=0
n:x+2y-2=0

t:2x-y-2=0
n:x+2y-1=0
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_Inx 5
59.  f(x) == T[1,7]
60. f(x):e—2X+1, T[07]
61.  f(x)=2v2sinx, T[IZT ,?}

V nasledujucich tlohach najdite druht derivaciukizin

—2sinx+3cosx +

62. f(x)=x>-7x*+3x-5
63. f(x)=2x®+5x7* + sx% + 4x_%
1 3/ 4 2 X
64 f(x)= = -3yd 4+ 2 X
M= -
X X
65. f(x)=e*+5 [Z 5
3) 2
66.  f(x)=Inx+log, x—log, x
2
67. f (x) = 2sinx — 3cosx + tg x — cotgx
68.  f(x)=(x®+2x+1) x*
69. f(x)=(x*+1)e*
70.  f(x)=(x* -Dsinx
71.  f(x)=(x® - x+1)cosx
72. f(x) = x10®
X+4
73. f(x)=
(X)=S77

X X
eX +5% D]nZS—[gj Eﬂn2§+[§j 2>

t:x-y-1=0
n:x+y-1=0

t:x-2y+3=0
n:4x+2y-3=0

t:4x-2y+4-n1=0
n:4x+8y-16-m=0

20x3 -14

100 4 15
112x% + - +

x° 33\/ x? v x’
12 4 3

i U
x4l

2 2

1 1 1
+
X x?In2

3
x%In>

2sinx B 2C0oSX

co x sin®x
72x" +40x3 +12x°

(X +6x? +6x+1) e

2sinx + 4xcosx — (x? —1)sinx

6xcosx — 2(3x? —1)sinx — (x® — x +1) cosx

2010% [n x + x10* (210

6
(x + 1)3
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74.

75.

76.
17.

78.

79.

80.

V nasledujucich tlohach vyptajte limity pomocou L Hospitalovho pravidla:

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.
88.
89.

90.

f(x) = e'9*

f (X) — e2x+4

f (X) — ecos3x

f(x) = Insin2x

f(x) = In(x® +4x?)

f(x):ln5+4x
3+7X
f(x) = log5*

. X°-4

lim

X-2 X—2

X2 =2x+1
hm——7;———
x-1 X7 =X

. X2 —-4x+3
Imrjr—————
x-3x° —=7Tx+12

. x? -1
hm-jf—————
X--1X% +6X+5

. X°+2x-8
Imrjr—————
X-2x° +4x—-12

X3 +3x% +2x
hm-—jf—————
X-=2 X°-X—-6

. x% -1
lim 3 5
X-1x= —2x°+2x -1
. Sin3x

lim

X-0 X

. tgbx
||mg_

X-0 X

. tg2x

lim 9

x-0SIN5x

1+sir12xetgX
cos’ x

462X+4

9(sin? x — cosx) e“°=*

_ 4
sin® 2x

_ 3x® +16x+32
(x? +4x)?

23(66x + 47)
(28x? + 47x +15)?

0

gl 9
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o1, lim 19X >
x-0tg6X 6
02.  lim 32X 2
x-0 SiN3x 3
93. lim S|n4>$+sm7x 1_1
X-0 sin3x 3
4. fimXS1X 1
X-0 x3 6
95. lim 1 00S2X 2
x-0 X.SinXx
96. lim "X 1
x-1X=1
X
97. lim X2 L
x-092X _1 In2
X _ X
98. lim 6" -3 In2
X-0 X
99.  Iim COS2X — COSX _3
X-0 )(2 2
100, lim SinX — cosx _Q
LT 1-tgx 2
101, fim S =CO8 X 1
x-0 X
4x _ _
102. Iim& —21 2
x-0  SIn3X 3
3
103. lim—> X 0
x-ox* —3x% +1
4 _
104. |im% 00
x-o]0x“ —3x+1
2 _
105. lim 21 1
x-w 2x% +1 2
_ny3
106. lim —+ X3 -1
x~o1+ x> +3x°
X
107. lim & 0
X— 0 X2
108. lim A% 0
x— 0+ COtgX
. Inx
109. Iim — 0
X — 00 \/;
110.  |im ‘n(cos2x) 4
x- 0" In(cos3x) 9
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

lim
RULLIN (0) ¢
. X 1 1
lim| —-— —
x>+ X—=1 Inx 2
im (L_L) 1
x-1H InXx Inx
. 1
im __j 0
Xx-0+ SiNX X
. 1 1 j
lim | —-— -0
x-0+H 2X SsinX
. 1 1 1
lim|=- =
x-0H X X -1 2
lim x%e™ 0
X — 00

1
lim x2ex’ 00
X-0
. X°-4. T 4
lim tg— -—
X-2 x2 4 T
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5  APLIKACIE DERIVACIE V EKONOMII
5.1 RieSené ulohy
DERIVACIA A DIFERENCIAL V APLIKA  CNYCH ULOHACH

Vyraz df (xq)= f'(xo)[x nazyvame diferencidlom funkcid (x) v bode x, pre
prirastokAx = x— Xg ..

Kedze f'(x) = Jijnmw, tak f'(xg) 2%;0()(0), z &oho vyplyva, Ze

F(x)= 1 (x0) +df (o) = fx0) + f"(x0) Bx.

Posledny uvedeny vah sacasto vyuziva na priblizny vyget hodnoty funkcie
pomocou diferencialu.

1
Priklad 5.1 Denn4 produkcia podniku je dana funkci@(L)=120012 jednotiek, kde

L je ve’kog’ pracovnej sily v pracovnych hodinach. \€asnosti je denne k dispozicii
900 hodin. Odhadnime pomocou diferencialu, tkkojednotiek sa zmeni denna
produkcia, ak:

a) ZvySime paet pracovnych hodin na 930.

b) ZniZzime pa&et pracovnych hodin na 860.

RieSenie:

Odhad zmeny produkcie je vlastne rozdi@(L)-Q(Ly)=dQ(Ly)=Q'(Ly)AL,

1
pricom Q' (L) =60[L 2

a) Lp =900 hodin,L =930 hodin aAL =L - Ly = 3hodin,

Q(930) - Q(900) = dQ(900) = Q' (900) AL = —2°_ 30 = 60.

v7900

Denna produkcia sa zvysi asi 0 60 jednotiek.
b) Ly =900 hodin,L = 860hodin aAL =L - Ly = — 4(odin.

= =0 :—60 - = -
Q860 ~Q(900 = dQ(900 = Q'(900) (AL =~ -40) = ~80.

Denna produkcia sa znizi asi 80 jednotiek.

1
Priklad 5.2 Denna produkcia podniku je dana funkci@(lL)=120012 jednotiek, kde
L je ve’kos’ pracovnej sily v pracovnych hodinach. \€adnosti je denne k dispozicii
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900 hodin. Odhadnime pomocou diferencialu, tkkesa musi zmetiipatet hodin, aby
sa denna produkcia zvysila o 160 jednotiek.

RieSenie:
Postupujeme podobne ako v Priklade 5.1.

Q(L)-Q(Ly)=160a L, = 900hodin
Zo vztahu Q(L)-Q(Ly)=Q'(Ly)(AL je potrebné vyjadii a vypaitar

Q(L)-Q(Lo) _160
AL = ==—-[3/900 = 80.
Q' (Lo) 60

Aby sa denné produkcia zvysila o0 160 jednotiekpgérebné p&et hodin zvysi asi
o 80.

MARGINALNA VELI CINA

Marginalnou vekinou velciny f(x) nazyvame jej derivaciuf (x) Ak vo vzorci
pre priblizny vypgdet pomocou diferencidlu je Ax= ,1 potom
f(x+1)- f(x)= f'(x), teda marginalna veina priblizne predstavuje prirastok
celkovej veltiny pripadajuci na jednotkovy prirastok objeinnosti z hodnotyx
na hodnotux+ 1

1
Priklad 5.3 Dennd produkcia podniku je dana funkci@(L)=120012 jednotiek, kde
L je ve’kod’ pracovnej sily v pracovnych hodinach. \€adnosti je denne k dispozicii

900 hodin. Pouzime marginalnu analyzu na odhadtwefeky bude mana dennu
produkciu 1 pracovna hodina navyse.

RiesSenie:
V tomto pripade jeAL =1 a L = 900, mdzeme poufivztah Q(L +1)-Q(L) = Q' (L).
60
L+1)-Q(L)=Q'(L)=—==2.
QL +1)-qlt)=Q (V)=

Ak zvySime pdet pracovnych hodin o 1 hodinu denne, denna prodykmdniku sa
zvysi priblizne o 2 jednotky.

Priklad 5.4 Predpokladajme, Ze celkové naklady na produkciwyrobkov su dané
funkciou C(x) = 2x? - 3x + 260eur. Odhadnime naklady na vyrobu 90. vyrobku.

RieSenie:
C'(x)=4x-3

Zaujima nas rozdieC (90) - C 89) , ktory vieme priblizne vyptitat’ takto:
CO0)-C@B9 =C'89) =4[(89-3=353.
Naklady na vyrobu 90. vyrobku su teda asi 353 eur.
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ELASTICITA FUNKCIE

Cislo n(f(x)) = ]:‘—((><)()) [X nazyvame elasticitou funkcié(x).

Ak n(f(x))>0 pre x((0,0), potom zvySenim (znizenim) hodnoty argumertu
0 1%, narastie (klesne) hodnota funkdieo n(f (x)) %.

Ak n(f(x))<0 pre x(0,0), potom zvySenim (znizenim) hodnoty argumertu
0 1%, klesne (narastie) hodnota funkdieo |r](f (x))| %.

1

Priklad 5.5 Denna produkcia podniku je dana funkci@(L) =12001.2 jednotiek, kde
L je ve’kos’ pracovnej sily v pracovnych hodinach. O’ko percent vzrastie produkcia,
ak sa vékog’ pracovnej sily zvySi o 1% ?

Rie3enie:
1
V tejto tlohe peitame vlastne elasticitu funkci@(L) =120012.

1

Elasticita jen(Q(L)) = %((ll_‘)) n =50 f [L=05.

12012
Ak sa vékos’ pracovnej sily zvési o 1%, produkcia sa zvySi o 0,5%.

Nech g = D(p) je funkcia dopytu, kdep je cena vyrobku &y je dopyt po tomto

vyrobku. Elasticita funkcie dopytu je(D(p)) = —% p.

Nech p= d(q) je funkcia dopytu, kdep je cena vyrobku & je dopyt po tomto

vyrobku. Elasticita funkcie dopytu je(d(q)) = —dd,L(z)) G}I

Priklad 5.6 Rovnica dopytu uitého tovaru jeD(p) = 60— 03p pre 0< p < 200 eur.

a) Vyjadrime elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru
b) Vypocitajme elasticitu dopytu pri cenp= @&r.
c) Priakej cene je elasticita dopytu rovna 1 ?

RieSenie:
- : D'(p) 03p
a) Elasticitu dopytu D =- = :
) pytu jen(D(p)) 5(p) P 50- 03p
b) Elasticita dopytu pri cene p= 60eur je vlastne funiha hodnota
predchadzajucej funkcig(D(60)) = 03160 _3. ga3

60- 0360 7
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c) Zostavime rovnic%% =1, ktorej rieSenim jep =100 eur.

5.2 NerieSené ulohy
1

1. Denna produkcia podniku je dan& funkci@ﬁL) = 240013 jednotiek, kdeL je

velkog” pracovnej sily v pracovnych hodindch. \Easnosti je denne
k dispozicii 1 000 hodin. Odhadnite pomocou difer&ln, o kd’ko jednotiek sa
zmeni denna produkcia, ak:

a) ZvysSime paet pracovnych hodin na 1 050.

b) ZvySime pdet pracovnych hodin na 1 100.

c) Znizime p@et pracovnych hodin na 950.

d) ZniZime pa&et pracovnych hodin na 900.

a) 40,b) 80,c) -40,d) -80

1
2. Denné produkcia podniku je dana funkci@(L)= 243013 jednotiek, kde. je

velkog” pracovnej sily v pracovnych hodindch. \Easnosti je denne
k dispozicii 729 hodin. Odhadnite pomocou diferéhgi o kd’ko jednotiek sa
zmeni denna produkcia, ak:

a) ZvySime paet pracovnych hodin na 750.

b) ZvySime pdet pracovnych hodin na 780.

c) Znizime p@et pracovnych hodin na 700.

d) ZniZime pa&et pracovnych hodin na 680.

a) 21,b) 51,c)-29,d) -49

1
3. Denné produkcia podniku je dana funkci@(L)= 38413 jednotiek, kde. je

vel’kos® pracovnej sily v pracovnych hodinach. \Wtasnosti je denne
k dispozicii 512 hodin. Odhadnite pomocou diferéhgio kd’ko jednotiek sa
zmeni denna produkcia, ak:

a) ZvySime paet pracovnych hodin na 530.

b) ZvySime pdet pracovnych hodin na 550.

C) Znizime pa@et pracovnych hodin na 500.

d) ZniZzime p@et pracovnych hodin na 480.

a) 36,b) 76,c) -24,d) -64

1
4. Denna produkcia podniku je dané funkciQ(L) = 441713 jednotiek, kdel je

velkog” pracovnej sily v pracovnych hodindch. \Easnosti je denne
k dispozicii 343 hodin. Odhadnite pomocou diferéhgio kd’ko jednotiek sa
zmeni denna produkcia, ak:

a) ZvySime paet pracovnych hodin na 350.

b) ZvySime pdet pracovnych hodin na 363.

Cc) Znizime p@et pracovnych hodin na 322.

d) ZniZime pa&et pracovnych hodin na 315.

a) 21,b) 60,c) -63,d) -84
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b)

b)

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(L) = 240013 jednotiek, kde. je
vel’kos® pracovnej sily v pracovnych hodinach. \Wtasnosti je denne
k dispozicii 1 000 hodin. Odhadnite pomocou difei&u:
Na aku hodnotu sa musi zmgémocet hodin, aby sa denna produkcia zvysila
0 160 jednotiek.
Na aku hodnotu sa musi zmémocet hodin, aby sa denna produkcia znizila
0 240 jednotiek.

a) 1 200,b) 700

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(L)= 243013 jednotiek, kde._ je
vel’kos® pracovnej sily v pracovnych hodinach. \Wtasnosti je denne
k dispozicii 729 hodin. Odhadnite pomocou diferéhci
Na aku hodnotu sa musi zmgmocet hodin, aby sa denna produkcia zvysila
0 200 jednotiek.
Na aku hodnotu sa musi zmémocet hodin, aby sa denna produkcia znizila
0 150 jednotiek.

a) 929,b) 579

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(L)= 38413 jednotiek, kde._ je
velkog” pracovnej sily v pracovnych hodindch. \Easnosti je denne

k dispozicii 512 hodin. Odhadnite pomocou diferéhci

Na aku hodnotu sa musi zmémccet hodin, aby sa denn& produkcia zvySila
o 80 jednotiek.

Na aku hodnotu sa musi zmemcocet hodin, aby sa denna produkcia znizila
o 30 jednotiek.

a) 552,b) 497

1
Dennéa produkcia podniku je dana funkci@(L) = 44113 jednotiek, kdel je
vel’kos® pracovnej sily v pracovnych hodinach. \Wtasnosti je denne

k dispozicii 343 hodin. Odhadnite pomocou diferéhci

Na aku hodnotu sa musi zmgmcocet hodin, aby sa denna produkcia zvysila
0 66 jednotiek.

Na aku hodnotu sa musi zmémcocet hodin, aby sa denna produkcia znizila
0 90 jednotiek.

a) 365,b) 313

1
Denna produkcia podniku je dana funkci@(L) = 240013 jednotiek, kdel je

velkog” pracovnej sily v pracovnych hodindch. \asnosti je denne
k dispozicii 1 000 hodin. Pouzite marginalnu anal§ja odhad efektu, aky bude
ma’ na dennu produkciu 1 pracovna hodina navyse.

nérast produkcie o 0,8 jednotiek
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10.

11.

12.

13.

14.

b)
c)

15.

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(L)= 243013 jednotiek, kde. je
vel’kos® pracovnej sily v pracovnych hodinach. \Wtasnosti je denne
k dispozicii 729 hodin. Pouzite marginalnu analyzuodhad efektu, aky bude
ma’ na dennu produkciu 1 pracovna hodina navyse.

narast produkcie o 1 jednotku
1
Denna produkcia podniku je dana funkci@(L)=384[13 jednotiek, kdel je
velkog” pracovnej sily v pracovnych hodindch. \asnosti je denne
k dispozicii 512 hodin. Pouzite marginalnu analjiauodhad efektu, aky bude
ma’ na dennu produkciu 1 pracovna hodina navyse.

nérast produkcie o 2 jednotky

1
Denna produkcia podniku je dané funkciQ(L) = 441713 jednotiek, kdel je
vel’kos® pracovnej sily v pracovnych hodinach. \tasnosti je denne
k dispozicii 343 hodin. Pouzite marginalnu analyzuodhad efektu, aky bude
ma’ na dennu produkciu 1 pracovna hodina navyse.

narast produkcie o 3 jednotky

1

Denné produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 500K 2 jednotiek, kdeK je
kapitalova investicia v tisicoch eur. Vési8nosti je denne k dispozicii 625 tisic
eur. Odhadnite pomocou diferencialu, dkm jednotiek sa zmeni denn&
produkcia, ak:
ZvySime kapitél o 1 200 eur.
ZvysSime kapital o 2 000 eur.
ZniZzime kapital o 600 eur.
Znizime kapital o 1 500 eur.

a) 12,b) 20,c) -6,d) -15

1

Denna produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 540[K 2 jednotiek, kdeK je
kapitalova investicia v tisicoch eur. Vésnosti je denne k dispozicii 729 tisic
eur. Odhadnite pomocou diferencialu, dkm jednotiek sa zmeni denna
produkcia, ak:
Zvysime kapital o 15 000 eur.
ZvySime kapitél o 8 000 eur.
Znizime kapital o 5 000 eur.
Znizime kapital o 2 000 eur.

a) 150,b) 80,c) -50,d) -20

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 416[K 2 jednotiek, kdeK je
kapitalova investicia v tisicoch eur. V¢si8nosti je denne k dispozicii 676 tisic
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eur. Odhadnite pomocou diferencialu, dkm jednotiek sa zmeni denna
produkcia, ak:

a) ZvysSime kapital o 2 400 eur.
b) ZvySime kapital o 900 eur.
c) Znizime kapital o 1 200 eur.
d) ZniZzime kapital o 800 eur.
a)19.2,b) 7.2,¢)-9.6,d) -6.4
1

16.  Denna produkcia podniku je dana funkci@(iK ) = 240[K 2 jednotiek, kdeK je
kapitalova investicia v tisicoch eur. Vés8nosti je denne k dispozicii 576 tisic
eur. Odhadnite pomocou diferencialu, dkm jednotiek sa zmeni denna
produkcia, ak:

a) ZvysSime kapital o 1 400 eur.
b) ZvySime kapital o 700 eur.
c) Znizime kapital o 1 400 eur.
d) Znizime kapital o 1 000 eur.
a)7,b) 3.5,¢)-7,d) -5
1

17.  Denné produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 500K 2 jednotiek, kde je
kapitalova investicia v tisicoch eur. Vési8nosti je denne k dispozicii 625 tisic
eur. Odhadnite pomocou diferencialu:

a) Na aku hodnotu sa musi zmeikapitalova investicia, aby sa denna produkcia
zvysSila o 15 tisic jednotiek.
b) Na aku hodnotu sa musi zmerkapitalova investicia, aby sa denna produkcia
znizila o 20 tisic jednotiek.
a) 626.5 tis. eurh) 623 tis. eur
1

18.  Denné produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 540K 2 jednotiek, kdeK je
kapitalova investicia v tisicoch eur. Vésnosti je denne k dispozicii 729 tisic
eur. Odhadnite pomocou diferencialu:

a) Na aku hodnotu sa musi zmeikapitalova investicia, aby sa denna produkcia
zvysSila o 70 tisic jednotiek.
b) Na aku hodnotu sa musi zmerkapitalova investicia, aby sa denna produkcia
znizila o 90 tisic jednotiek.
a) 736 tis. eurp) 720 tis. eur

19. Denné produkcia podniku je dana funkci@(K)=4160/K jednotiek, kd&
je kapitalova investicia v tisicoch eur. \£aénosti je denne k dispozicii 676
tisic eur. Odhadnite pomocou diferencialu:

a) Na aku hodnotu sa musi zmeikapitalova investicia, aby sa denna produkcia
zvysSila o 48 tisic jednotiek.
b) Na akd hodnotu sa musi zmgerkapitalova investicia, aby sa denna produkcia

znizila o 32 tisic jednotiek.
a) 682 tis. eurp) 672 tis. eur
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20.

b)

21.

22.

23.

24.

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 240[K 2 jednotiek, kdeK je
kapitalova investicia v tisicoch eur. V¢ési8nosti je denne k dispozicii 576 tisic
eur. Odhadnite pomocou diferencialu:
Na aku hodnotu sa musi zmgikapitalova investicia, aby sa denna produkcia
zvysSila o 15 tisic jednotiek.
Na aku hodnotu sa musi zmgikapitalova investicia, aby sa denna produkcia
znizila o 10 tisic jednotiek.
a) 579 tis. eurp) 574 tis. eur
1

Denna produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 500[K 2 jednotiek, kde je
kapitalova investicia v tisicoch eur. Vésgnosti je denne k dispozicii 625 tisic
eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efekty, @kde mé& na dennd
produkciu 1 000 eur navyse.

narast produkcie o 10 jednotiek

1
Denné produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 540K 2 jednotiek, kdeK je

kapitalova investicia v tisicoch eur. Vésgnosti je denne k dispozicii 729 tisic
eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efekty, @kde mé& na dennd
produkciu 1 000 eur navyse.

narast produkcie o 10 jednotiek

Denna produkcia podniku je dana funkci@(K)=416E{/R jednotiek, kde

K je kapitalova investicia v tisicoch eur. \£aénosti je denne k dispozicii 676
tisic eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhadtefedky bude mana dennu
produkciu 1 000 eur navyse.

nérast produkcie o 8 jednotiek

Denna produkcia podniku je dana funkci@(K)=2403/K jednotiek, kde

K je kapitalova investicia v tisicoch eur. \¢a8nosti je denne k dispozicii 576
tisic eur. Pouzite marginalnu analyzu na odhadtefedky bude mana dennu
produkciu 1 000 eur navyse.

narast produkcie o 5 jednotiek

Predpokladame, Ze celkové néklady na vyrobu vyrobkov su
C(x) = x* +4x+104 eur.

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 0. vyrobku.
Vypocitajte nadklady na vyrobu 10. vyrobku priamo z fuekeakladov.

a) 22 eurp) 23 eur

Predpokladame, Ze celkové néklady na vyrobu vyrobkov su
C(x) = 2x* +12x + 68 eur.

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 1. vyrobku.
Vypocitajte naklady na vyrobu 11. vyrobku priamo z fuekeakladov.

a) 52 eurb) 54 eur
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27.

b)

28.

a)
b)

29.

b)

30.

b)

31.

b)

Predpokladame, Ze celkové naklady na vyrolm vyrobkov su
C(q) =392 +6q+50 eur.

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 5. vyrobku.
Vypocitajte naklady na vyrobu 15. vyrobku priamo z fuekeakladov.

a) 90 eurp) 93 eur

Predpokladame, Ze celkové néaklady na vyrolm vyrobkov su
C(q) = 49 +40q + 200 eur.

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nédkladov nabwyf4. vyrobku.
Vypocitajte naklady na vyrobu 14. vyrobku priamo z fuekeakladov.

a) 144 eurp) 148 eur

Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurdch nauytmd g vyrobkov su dané

funkciou C(q) = 1292 +30q +10.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyb. vyrobku.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nédkladov nabwyf 0. vyrobku.

a) 39.6,b) 51.6

Predpokladajme, Ze celkové naklady v eurach naupmd g vyrobkov su dané

funkciou C(q) = g + 28q + 750.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 0. vyrobku.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nédkladov nabwyb0. vyrobku.

a) 46,b) 126

Predpokladajme, Ze celkové néaklady v eurach naupmd g vyrobkov su dané

funkciou C(q) = 08q? + 70q + 420.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nédkladov nabwyB5. vyrobku.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyi70. vyrobku.

a) 124.4,b) 180.4

Celkové néklady v euradch na produkciy vyrobkov su dané funkciou
C(x) = x3 - 2x? +10x +320.

Pouzite marginalnu analyzu na odhad néakladov nabwyfl. vyrobku.

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyB. vyrobku.

a) 10,b) 14

Celkové naklady v dolaroch na vyrobg vyrobkov su dané funkciou

C(q) =15+,
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuy6. vyrobku.
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b)

34.

a)
b)

35.

39.

a)
b)

d)

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 6. vyrobku.
a) 0.16,b) 0.45

Celkové naklady v dolaroch na vyrobg vyrobkov su dané funkciou

C(q) =120+ 07523,
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nédkladov nabwyf 0. vyrobku.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 5. vyrobku.

a) 3.35,b) 15

Celkové naklady v dolaroch na vyrobg vyrobkov su dané funkciou
C(q) = 95+§e°2q .

Pouzite marginalnu analyzu na odhad nakladov nabuyd 3. vyrobku.
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nédkladov nabwy®3. vyrobku.

a) 1.47,b) 10.86

Vyskumom bolo zistené, Ze kéajka, ktora zéne pracové o 7.00 hodine, bude
ma’ o x hodin usitychf (x) =15x - x* sukn.
Priblizne kd’ko sukni usSije medzi 10.00 a 11. 00 hod.?

Priblizne kd’ko sukni uSila medzi 13.00 a 13. 20 hod.?
a)9,b) 1

Zistilo sa, Ze strojnik, ktory #ae pracovd 06.30 hodine, vyrobi
f(x) = —05x? +10x stkiastok pox hodinach prace.
Priblizne kdko s&iastok bude mavyrobenych medzi 10.30 a 11.00 hod.?

Priblizne kd’ko s(iastok vyrobi medzi 11.00 a 11.30 hod.?
a) 3,b) 2.75

Pod’a Stadie produktivity prace v podniku budethpaiemerny pracovnik, ktory

zane pracové o 8.00 hodine, poskladanych(x) = —x° +6x2 +15x pristrojov

po x hodinach préace.
Priblizne kd’ko pristrojov bude ntaposkladanych medzi 11.00 a 12. 00 hod.?
Priblizne kdko pristrojov posklada medzi 10.00 a 10. 45 hod.?

a) 24,b) 20.25

Pod’'a Studie produktivity prace v podniku, priemernyaqovnik, ktory zéne
pracov& o 8.00 hod., bude rﬁq)oskladanychf(x): x> +5x2 + 6X vyrobkov

o x hodin neskér. Priblizne Kko vyrobkov vyrobi pracovnik:
Medzi 8.00 a 8.15 hod.?
Medzi 9.00 a 9.15 hod.?
Medzi 10.00 a 10.10 hod.?
Pcacas 3. hodiny?
a) 1.5,b) 4.75,c) 6.33,d) 38
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40.

44,

a)
b)

45.

b)

Pod’'a Stadie produktivity prace v podniku, priemernyaqovnik, ktory zéne
pracova 0 8.00 hod., bude migoskladanychf (x) = x* +3x? +2x vyrobkov
o X hodin neskor. Priblizne Kko vyrobkov vyrobi pracovnik:
Medzi 8.00 a 8.20 hod.?
Medzi 10.00 a 10.20 hod.?
Medzi 11.00 a 11.30 hod.?
Pccas 4. hodiny?
a) 0.67,b) 8.67,c) 23.5,d) 47

Pod’'a Stadie produktivity prace v podniku, priemernyaqovnik, ktory zéne
pracovd o 7.00 hod., bude rtigposkladanychf (x) = x3 +4x2% +3x vyrobkov
o x hodin neskér. Priblizne Kko vyrobkov vyrobi pracovnik:
Medzi 8.00 a 8.20 hod.?
Medzi 10.00 a 10.20 hod.?
Medzi 11.00 a 11.30 hod.?
Pcatas 5. hodiny?
a) 4.67,b) 18,c) 41.5,d) 83

Pod’a Studie produktivity prace v podniku, priemernyagovnik, ktory zéne
pracova o 7.00 hod., bude maposkladanychf (x) = x3 +6x? +8x vyrobkov
o X hodin neskor. Priblizne Kko vyrobkov vyrobi pracovnik:
Medzi 8.00 a 8.15 hod.?
Medzi 9.00 a 9.15 hod.?
Medzi 12.00 a 12.30 hod.?
Pacas 6. hodiny?
a)5.75,b) 11,c) 71.5,d) 143

Pod’a odhadu bude pet obyvatéov mestskegasti ot rokov P(t) = 20--5_

t+1
tisic.
Priblizne o kdiko narastie piet obyvatéov patas prvého roka?
Priblizne o kdiko narastie ptet obyvatéov patas deviateho roka?

a) 6 tis.,b) 0,074 tis.

Denna produkcia pracovnika payZzdioch pracovneginnosti je dana funkciou
Q(t)=50-30e7%*.
Priblizne kd’ko vyrobkov vyrobi pdas prvého tyzga?
Priblizne kd’ko vyrobkov vyrobi poas 5. tyzda?
a) 1.2 tis.,b) 0,24 tis.

Pod’a zdravotnych zaznamov tyzdiov po vypuknuti chripky bol pget

] 2 -
ochoreni f (t) T3 0B tisic.
Priblizne kd’ko I'udi ochorelo p&as 1. tyzda?
Priblizne kd’ko I'udi ochorelo p&as 3. tyzda?
a) 0.3 tis.,b) 0.38 tis.
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46.

49.

50.

51.

52.

Pod’a predpokladovt tyZzdiov po vypuknuti chripky bude pet ochoreni
800 -
t)=———— ftisic.
Q) 4+ 7672
Priblizne kd’ko I'udi ochorelo p&as 1. tyzda?
Priblizne kd’ko I'udi ochorelo p&as 4. tyzda?
a) 11.4 tis. b) 53.99 tis.

Pod’a zdravotnych zaznamov tyZdiov po vypuknuti infeknej zltatky bol
pocet ochorenif (t) = 6—90& tisic.
1+5e
Priblizne kd’ko I'udi ochorelo p&as 1. tyzda?
Priblizne kd’ko I'udi ochorelo p&as 3. tyzda?
a)4.17 tis.b) 6.84 tis.

20

Odhaduje sa, Ze ¢ rokov bude peet obyvatéov krajinyP(t) = ——--—
2+3e” 000
milionov.

Priblizne o kdko by mal naréaspocet obyvatéov patas 10. roka?

Priblizne o kdko by mal naraspacet obyvatéov paias 20. roka?

a) 0.15 mil.,b) 0.13 mil.

1
Denna produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 500[K 2 jednotiek, kdeK je
kapitadlova investicia v tisicoch eur. Or’ko percent vzrastie produkcia, ak sa
kapitalova investicia zvysi 0 1% ?

0,5%

Denna produkcia podniku je dana funkcinﬁK) =54003/K jednotiek, kd&
je kapitalova investicia v tisicoch eur. O’ko percent vzrastie produkcia, ak sa
kapitalova investicia zvysi o0 1% ?
0,5%
1
Denna produkcia podniku je dana funkci@(K ) = 441K 3 jednotiek, kdeK je
kapitadlova investicia v tisicoch eur. Or’ko percent vzrastie produkcia, ak sa
kapitalova investicia zvysi 0 1% ?
0,33%

Denn& produkcia podniku je dana funkci@(K )= 2403/K  jednotiek, kdeK

je kapitalova investicia v tisicoch eur. O’ko percent vzrastie produkcia, ak sa
kapitalova investicia zvysi o0 1% ?
0,33%

Rovnica dopytu uiitého tovaru jeD(p) = 40— 02p pre 0< p< 200 eur.
Vyjadrite elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru

Vypocitajte elasticitu dopytu pri cenp=  8fr.

Pri akej cene je elasticita dopytu rovna 1 ?



92 Zbierka rieSenych a nerieSenych uloh
a) Ep(p)=—P—,b) 0.67,c) 100 eur
200-p
54.  Rovnica dopytu uiitého tovaru jeD(p) =80- 01p pre 0< p <800 eur.
a) Vyjadrite elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru
b) Vypocitajte elasticitu dopytu pri cenp= 3%r.
c) Pri akej cene je elasticita dopytu rovna 1 ?
P
a) E = , b) 0.78,c) 400 eur
) Eo(P)=550- 5+)0.78.0)
55.  Rovnica dopytu uitého tovaru jeD(p) =1800- 2p? pre 0< p< 30eur.
a) Vyjadrite elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru
b) Vypocitajte elasticitu dopytu pricenp= 2fur.
c) Priakej cene je elasticita dopytu rovna 1 ?
2
a) ED(p)sz, b) 1.6,c) 17.32 eur
900-p
56.  Rovnica dopytu uiitého tovaru jeD(p) =1225- p? pre 0< p < 35eur.
a) Vyjadrite elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru
b) Vypocitajte elasticitu dopytu pricenp= Jéur.
c) Pri akej cene je elasticita dopytu rovna 1 ?
2
a) Ep(p)= Lz, b) 0.45,c) 20.21 eur
1225-p
57. Predajca Sportovych potrieb predava cyklistické liaket po 11 eur za kus.
Dopyt po tomto type okuliarov viadom na predajnd cenu odhadol funkciou
D(p)=4000- p> kusov pre 0<p<1%/4. Co odpor&ate majitéovi
predajne, zvysialebo znizi cenu?
Ep (11) = 1.496; zniZit cenu
58. Predajca Sportovych potrieb predava plavecké aleule 9 eur za kus. Dopyt
po tomto type okuliarov vdladom na predajnd cenu odhadol funkciou
D(p)=8000-2p® kusov pre 0< p<10¥4. Co odporiate majitéovi
predajne, zvysialebo znizi cenu?
Ep(9) = 06; zvysi cenu
59. Predajca Sportovych potrieb predava plaves&pky po 4 eur za kus. Dopyt po
tomto type ¢iapok vzHadom na predajnd cenu odhadol funkciou
D(p) =500- p3 kusov pre0< p<3/100. Co odpori&ate majitéovi predajne,
zvysit alebo znizi cenu?
Ep(4) = 044; zvysi cenu
60. Predajca Sportovych potrieb predava cyklistickéaxise po 6 eur za par. Dopyt

po tomto type rukavic viadom na predajnd cenu odhadol funkciou
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D(p)=1000-2p® kusov pre 0< p<%500. Co odporiate majitéovi
predajne, zvysialebo znizi cenu?
E, (6) = 228; znizi cenu

Rovnica dopytu uvazovaného tovarul¥p)=1080- 01p® pre 0< p < 603
eur.

Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mdngekovu elasticitu
vzhl'adom na cenu

VyuZite vysledoka) na to, aby ste dili intervaly rastu a klesania funkcie
celkovych prl'jmovR( p)a cenu, pri ktorej su celkové prijmy maximalne.
Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov a&te prva derivaciu na
uréenie intervalov rastu a klesania &emie ceny, pri ktorej su celkové prijmy
maximalne.

a) (0, 60) neelasticky, (60, 60\/5) elasticky,60 jednotkova elasticita
b) (0, 60) rastuce,(60, 60\/5) klesajuce, 60 maximalne
c) (0, 60) rastuce,(60, 60\/5) klesajuce, 60 maximalne

Rovnica dopytu uvazovaného tovaru lIF(p) =750- 0,1p2 pre 0< p< 50V3
eur.

Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mdngakovi elasticitu
vzh'adom na cenu

Vyuzite vysledoka) na to, aby ste dili intervaly rastu a klesania funkcie
celkovych prl'jmovR( p)a cenu, pri ktorej su celkové prijmy maximalne.
Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov aate prva derivaciu na
uréenie intervalov rastu a klesania &emie ceny, pri ktorej su celkové prijmy
maximalne.

a) (0,50) neelasticky,(50,50\/§) elasticky, 50 jednotkova elasticita
b) (0,50) rastace(50,50\/§) klesajuce, 50 maximalne
c) (0,50) rastace(50,50\/§) klesajuce, 50 maximalne

Rovnica dopytu uvazovaného tovarul¥p)=1470- 01p® pre 0< p< 703

eur.
Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mdnggkovi elasticitu
vzhl'adom na cenu

VyuZite vysledoka) na to, aby ste dili intervaly rastu a klesania funkcie
celkovych prl’jmovR( p)a cenu, pri ktorej su celkové prijmy maximalne.
Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov apiite prva derivaciu na
uréenie intervalov rastu a klesania &emie ceny, pri ktorej su celkové prijmy
maximalne.

a) (0, 70) neelasticky,(70, 70\/5) elasticky, 70 jednotkova elasticita
b) (0, 70) rastuce,(70, 70\/§) klesajuce, 70 maximalne
c) (0, 70) rasttice,(70, 70V/3) klesajice, 70 maximalne
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64.

Rovnica dopytu uvazovaného tovaru[pép)= 2160- O,2p2 pre0< p< 60V3
eur.

Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mdngaekovli elasticitu
vzh'adom na cenu

Vyuzite vysledoka) na to, aby ste uili intervaly rastu a klesania funkcie

celkovych prl'jmovR( p)a cenu, pri ktorej su celkové prijmy maximalne.
Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov a&te prva derivaciu na
uréenie intervalov rastu a klesania &emie ceny, pri ktorej su celkové prijmy
maximalne.
a) (0, 60) neelasticky, (60, 60\/5) elasticky,60 jednotkova elasticita
b) (0, 60) rastice,(60, 60v3) klesajlice, 60 maximalne

c) (0, 60) rastuce,(60, 60\/5) klesajuce, 60 maximalne

Rovnica dopytu uvaZzovaného tovaru[pe(p) =1500-0,2 p2 pre0< p< 50V3
eur.

Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mdngakovi elasticitu
vzh'adom na cenu

Vyuzite vysledoka) na to, aby ste dili intervaly rastu a klesania funkcie
celkovych prl’jmovR( p)a cenu, pri ktorej su celkové prijmy maximalne.
Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov apiite prva derivaciu na
uréenie intervalov rastu a klesania &emie ceny, pri ktorej st celkové prijmy
maximalne.

a) (0,50) neelasticky,(50,50\/§) elasticky, 50 jednotkova elasticita
b) (0,50) rastace(50,50\/§) klesajuce, 50 maximalne
c) (0,50) rastace(50,50\/§) klesajuce, 50 maximalne

Rovnica dopytu uvaZovaného tovarulép) = 2 940- 02p? pre 0< p< 703
eur.

Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mdnggkovi elasticitu
vzhl'adom na cenu

VyuZite vysledoka) na to, aby ste dili intervaly rastu a klesania funkcie

celkovych prl’jmovR( p) a cenu, pri ktorej su celkové prijmy maximalne.
Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov apiite prva derivaciu na
uréenie intervalov rastu a klesania &emie ceny, pri ktorej su celkové prijmy
maximalne.

a) (0, 70) neelasticky,(70, 70\/5) elasticky, 70 jednotkova elasticita
b) (0, 70) rastuce,(70, 70\/§) klesajuce, 70 maximalne
c) (0, 70) rastuce,(70, 70\/§) klesajuce, 70 maximalne
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6

6.

PRIEBEH FUNKCIE

1 RieSené ulohy

Pri vySetrovani priebehu funkcie postupujeme takto:

Al néjdeme defini¢ny obor funkcie,

A2 vypocitame limity v koncovych bodoch defini¢ného oboru,

A3 vypocitame jednostranné limity v bodoch nespojitosti a napiSeme rovnice pre
asymptoty bez smernice (ABS), [sta¢i, aby aspon jedna z jednostrannych limit

7z ws

v bode x, bola nevlastné ¢islo +co alebo —oo a priamka x = x, bude ABS],
A4 nijdeme asymptoty so smernicou (ASS), [ASS je priamka y =kx+¢q, ktorej

k, = limM k, = lim M
koeficienty pocitame takto: ¥y alebo o X , pricom
q, =)lci_r£[f(x)—k1x] q, leig[f(x)_kzx]

koeficienty k a g musia byt vlastné ¢isla],

AS vysSetrime parnost’, neparnost’ funkcie,

A6 ndjdeme priesecniky so siradnym systémom, [priese¢nik sosou o, tak, Ze
polozime x=0 a dopolitame y , prieseCniky s o, tak, Ze poloZime y=0
a dopocitame x ],

A7 vypocitame prvi derivaciu funkcie a na zdklade toho vySetrime monoténnost’
a lokdlne extrémy funkcie,

o na intervaloch, kde je prvd derivécia kladng, teda f’(x)>0, je funkcia f(x)
rastica ~

o na intervaloch, kde je prva derivicia zaporng, teda f ‘(x)<o0, je funkcia f (x)
klesajica 4

o monoténnost’ funkcie sa mdZe menit v bodoch, vktorych f’(x)=0 alebo
v bodoch, v ktorych f “(x) neexistuje,

o body, v ktorych f '(x) =0, sa nazyvaju stacionarne body (SB),

o ak na intervale vlavo od SB funkcia kles4d a vpravo rastie, je v tomto SB
extrém — lokdlne minimum, 4 SB X

o ak na intervale vlavo od SB funkcia rastie a vpravo klesd, je v tomto SB
extrém — lokdlne maximum, X SB %

e A8 vypocitame druhd deriviciu funkcie ana zdklade toho vySetrime
konvexnost, konkavnost’ a inflexné body (IB) funkcie,

na intervaloch, kde f”(x)> 0, je funkcia f(x) konvexnd U,
na intervaloch, kde f”(x)<0, je funkcia f(x) konkdvna N,

o konvexnost a konkdvnost funkcie sa mdZe menit v bodoch, v ktorych
f”(x)=0 alebo v bodoch, v ktorych f”(x) neexistuje,

o body, v ktorych f ”(x)=0 ameni sa vnich konvexnost' a konkdvnost' sa
nazyvaju inflexné body (IB),

o ak na intervale vlavo od bodu, v ktorom f”(x)=0 je funkcia konvexni
a vpravo konkévna, bod nazyvame inflexny bod U IB M
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o ak na intervale vlavo od bodu, vktorom f”(x)=0 je funkcia konkdvna
a vpravo konvexnd, bod nazyvame inflexny bod m IB U
® A9 staciondrne body, inflexné body a body, v ktorych neexistuje prva a druha
derivécia funkcie rozdelia cely definiény obor na intervaly, na ktorych budeme
zistovat znamienko prvej adruhej derivicie funkcie, vSetky informdcie
zaznacime do tabulky,
e A10 naértneme graf funkcie f(x).

V niektorych funkcidch mézeme nieco zbodov A3 a7z A8 vynechat, lebo tieto
informécie ziskame z inych bodov.

2

Priklad 6.1 VySetrime priebeh funkcie y =—-

a nacrtnime jej graf.

x—
RiesSenie:

Al Funkcia je definovand pre vSetky ¢isla x, pre ktoré je menovatel x—2#0,

teda x #2.

Definié¢ny obor funkcie D(f)=(—e0,2)U(2,00).

A2 Limity na zaciatku a konci defini¢ného oboru st
2
lim =—o0
X—>—0o0 X—
2
lim = o0
X—>o0 X —
A3 Jednostranné limity v bode nespojitosti x =2 su
2
lim = —oo
=2 x—2
X’
lim = o0
=2t x =2

z vs

preto, Ze jednostranné limity si nevlastné Cisla, priamka x =2 je ABS.
x2
2
. X
= lim =1

k, =limX=2 .
A4 roe v X7 —2x

2
g, =lim| —*——1-x =1im[ 2x }
x—eol x — 1 x—eol x —12

ASS pre x — oo je priamka y=x+2,

2
X

k, = lim =2

o= x xo—e x© = x

2

ASS pre x — —co je takisto priamka y =x+2.
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82 2
AS fl=x)= =) - s £ (x), z toho vyplyva, Ze funkcia nie je ani parna

ani nepdrna.

x” olozime x =0 a vypocitame y= 0 _ 0
2 P yp Yy 0-> .
x x’
Vo funkcii y = polozime y =0 a vypocitame 0= 3
X— x—

A6 Vo funkcii y =

S O
Il
= =

priese¢nik s osou o0, a s osou o, je bod [0,0].

A7 Prva derivacia funkcie je

- x2 :2x(x—2)—x2:x2—4x:x(x—4)
S x-27  (x-2° (x-27°

Polozime y'=0 a vypocitame SB.
x(x— 42) -0
(x—2)
x(x—4)=0

x=0 v x=4

Prva derivdcia y’ neexistuje v bode nespojitosti prvej derivécie, CiZze v bode x=2,
ktory zaroven nepatri do defini¢ného oboru funkcie f (x).

A8 Druh4 derivécia funkcie je
V= xP—dx )  Qx-4Hx-2)° —(x*—40)2(x-2) 8
(x-2)? (x-2)* (x-2)°

Druh4 derivédcia y” # 0, preto funkcia f (x) nem4 inflexné body.

Druhd derivicia y” neexistuje v bode nespojitosti druhej derivécie, ¢ize v bode x =2,
ktory zdroven nepatri do defini¢ného oboru funkcie f(x).

A9 Body x=0 a x=4 rozdelia cely definicny obor funkcie na d’alSie intervaly,
kde budeme zistovat znamienko prvej a druhej derivicie ana zdklade toho uréime
monotdénnost’, konvexnost’, konkdvnost’ funkcie, lokdlne extrémy a inflexné body.
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(=00 0 [(02)] 2 |24 ]| 4 | (4
y + - * - +
y A IMAX| ™% M [MIN| ¥
y” - - + +
y N N ] U
0 ABS 8

Al10 Do sidradného systému nakreslime ASS, ABS, priesecniky so stradnym
systémom a pouZzijeme vSetky informdcie z tabul’ky k nacrtnutiu grafu funkcie.

189

, . . : 1 e
Priklad 6.2 VySetrime priebeh funkcie y = Y 4 nadrtnime jej graf.
X
RiesSenie:
Al Funkcia je definovand pre vSetky cisla x, pre ktoré je menovatel x#0

a sucCasne x> 0.
Defini¢ny obor funkcie D(f)=(0,00).

A2 Limity na zaciatku a konci definicného oboru st

. Inx
lim —2 = —co
0" x

im ™ —

X—o ¥

A3 Poc¢itame jednostrannd limitu v bode nespojitosti x=0. V tomto pripade ma
zmysel pocitat’ len limitu sprava ale ti sme uz vypocitali v A2. PretoZe jednostranna

7 ws

limita je nevlastné Cislo, priamka x =0 je ABS.
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Inx 1
k=lim—* = lim ¥ = Jim % = lim =0
A4 X—>00 X X—>o0 x X—o0 2x X—>00 2x
l 9
q=hmF£E4L%=hmF&q=hmi=hml=0
x—eo|  x x| x x—e | x—oo x

ASS pre x — oo je priamka y =0,
ASS pre x — —co nemd zmysel pocitat, lebo funkcia pre ziporné cCisla nie je
definovana.

AS Funkcia nie je ani parna ani neparna.
A6 Priese¢nik s o neexistuje.
. Inx » » In x
Vo funkcii y =—— poloZime y =0 a vypocitame 0=—-
X X
x=1
prieseCnik s osou o, je bod [1,0].
, 1
) 5 MY oy
A7 Prva derivécia funkcie je y’ = (—j =X -
X X X
PoloZime y'=0 a vypocitame SB.
I-Inx
2 = 0
X
I-Inx=0
x=e

y’ neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacie, ¢ize vbode x=0, ktory zaroven
nepatri do definicného oboru funkcie f (x) .

’ 1 2
B ——x"—(-Inx)2x B
A8 Ddeawamﬁmmmp)/=C ?xJ: X . :2m§ 3
X X X
PoloZime y'=
2mﬁ—3:0
X
2Inx-3=0

x=+/e’
y” neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacie, ¢ize v bode x =0, ktory zaroven
nepatri do defini¢ného oboru funkcie f (x) .

A9 Body x=e a x= \/6_3 rozdelia cely definicny obor funkcie na dalSie
intervaly, v ktorych budeme zistovat’ znamienko prvej a druhej derivicie a na zdklade
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toho ur¢ime monoténnost’, konvexnost’, konkdvnost’ funkcie, lokdlne extrémy a inflexné

body.
©al ¢ e | Ve | de' )
V| + : :
y A |MAX 4 R
y - - +
y N N IB )
1 3
e 2/e?
Al10

Do sidradného systému nakreslime ASS, ABS, priesecniky so stradnym

systémom a pouzijeme vSetky informadcie z tabul’ky k nacrtnutiu grafu funkcie.

Priklad 6.3 Vysetrime priebeh funkcie y =

RieSenie:
Al
teda x #—1.

089

0869

0.4+

024

-0.24

0.4

-0.67

-0.81

2x+1)?

3
a nacrtnime jej graf.

Funkcia je definovand pre vietky &isla x, pre ktoré je menovatel' (x+1)* %0,

Defini¢ny obor funkcie D(f )= (—oo,—~1)U(=1,00).

A2
. x3
lim ——— =
x> 2(x +1)
3

—0Q0

lim ——— = oo
x> 2(x +1)

Limity na zaciatku a konci definicného oboru st
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A3 Jednostranné limity v bode nespojitosti x = —1 su
3
lim ——— = o0
x——1" 2()(3 + 1)
3

= —00

lim ——— =
i1t 2(x +1)

preto, Ze jednostranné limity su nevlastné ¢isla, priamka x =—1 je ABS.
3

o
2 3
k= tim 23D gy Y _ _1
A4 s X o x(x 412 2 ,

. % 1 | =2x?—x
q; = lim —5 X = lim — =-1
el 2x+1)7 2 x> 2x+1)

ASS pre x — oo je priamka y:%x—l,

X
2 3
k= tim 20Dy X . _1
Xo—e X o= Dx(x+1)° 2 ,

. X3 1 ) —2x?—x
q, = lim ——— X |= lim — =-1
x——| 2(x+1) 2 x—| Q(x+1)

ASS pre x > — je yzéx—l.

3 3
)= — 2 -7 . > 7
2(=x+1) 2(1-x)

ani parna ani neparna.

A5 fl=x + f(x), ztoho vyplyva, Ze funkcia nie je

3

A6 Vo funkcii y = x—2 poloZzime x =0 a vypocitame y= 0 =0.
2(x+1) 2
x° x’
Vo funkcii y = —— poloZzime y =0 a vypocitame O=———
2(x+1)? 2(x+1)?
0=x’
O=x

PrieseCnik s osou o, a s osou o, je bod [0,0].

A7 Prva derivécia funkcie je

, (X 37 2(x+ )P —x 22+ 1) P +3x7 xP(x+3)
20x+1)? A(x+1)* 2x+1)° 2x+1)°
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Polozime y'=0 a vypocitame SB.

x2(x+3)
—3:0
2(x+1)
2 (x+3)=0

x=0 v x=-3

y” neexistuje v bode nespojitosti prvej derivécie, ¢ize v bode x=-—1, ktory zédrovefi
nepatri do definiéného oboru funkcie f(x).

A8 Druh4 derivécia funkcie je

’

, (x3+3xzj B +602(x+1)7 — (x> +3x7)-2-3(x+ 1> 3x

2x+1)3 4(x+1)° Dt
Polozime y' =0
3x
(x+1)*
3x=0
x=0

y” neexistuje v bode nespojitosti druhej derivdcie, ¢ize v bode x=—1, ktory zdroven

nepatri do definiéného oboru funkcie f(x).

A9 Body x=-3 a x =0 rozdelia cely defini¢ny obor funkcie na d’alSie intervaly,
kde budeme zistovat znamienko prvej a druhej derivicie a na zdklade toho urcime
monotdénnost’, konvexnost’, konkdvnost’ funkcie, lokdlne extrémy a inflexné body.

(=0,=3) | =3 | (3= | =1 |(=10)| 0 | (0,00)

y + - % + +

y Nl MAX| ™1 * bl Rl

y - - - +

y N N N [IB] u
27 ABS 0
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Al10 Do sidradného systému nakreslime ASS, ABS, prieseCniky so stradnym
systémom a pouzijeme vSetky informécie z tabul’ky k nacrtnutiu grafu funkcie.

=

6.2 Neriesené ulohy

V nasledujicich dlohdch urcte intervaly rastu, klesania a lokdlne extrémy funkcii:

1. f(x)=x%=3x+2

2. flx)= 2x3 —3x?

3. flx)=x>+3x2-2

4. f(x)=2x> +6x% +6x+5

5. F(x)=3x*—8x> +6x2 +2

Vysledky:

rastie (3/2,00)
klesd (—o0,3/2)
lok. min. v x =3/2

rastie (—o0,0)U (1, 0)
klesa (0,1)

lok. min. v x=1

lok. max. v x=0

rastie (— oo,—2)u (0,00)
klesd (-2,0)

lok. min. v x=0

lok. max. v x=-2

rastie (—oo,—1)U(=1,00)
lok. min. neex
lok. max. neex.

rastie (0,1)U (1,0)
klesa (— °°,0)
lok. min. v x=0
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10.

11.

12.

13.

f(x)=x>=5x* +100

flx)=(x-1’

)= -

flx)=2-x*)?

)=
W=
)= x2x+1
fle)=x2 4
p

rastie (—o0,0)U (4,00)
klesa (0,4)

lok. min. v x =4

lok. max. v x=0

rastie (— oo,l)u (l,oo)
lok. min. neex.
lok. max. neex.

rastie (=1,0)U (1,00)
klesd (—o0,—1)u(0,1)
lok. min. v x = %1
lok. max. v x=0

rastie (— \/E,O)U (\/5""’)
Klesd (—0.—2)uU(0.42)

lok. min. v x = i\/E
lok. max. v x=0

rastie (— oo,O) U (4, oo)

Klesd (0,2)u(2,4)
lok. min. v x =4
lok. max. v x=0

rastie (—3,-2)u(-2,-1)

klesd (—o0,—3)U(—1,00)
lok. min. v x=-3
lok. max. v x =—1

rastie (—oo,—1) U (1,00)

Klesd (—1,0)u(0,1)
lok. min. v x =1
lok. max. v x =—1

rastie (3 1/2, oo)

Klesa (- ,0)U (0,3/1/2)

lok. min. v x =3/1/2
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

10x
(x+2)?

2x—1
(x—1)°

2(x+1)2

flx)=x-—

x2-3x-2

x“ =1

x2+1

xt+4

rastie (— 2,2)

klesa (—o0,—2) U (2,00)
lok. max. v x=2

rastie (0,1)

klesd (—o0,0)U (1, 00)

lok. min. v x=0

rastie (—o0,—3)U(=1,0)u(0,00)
klesd (—3,—1)

lok. max. v x=-3

rastie (—o0,0)U (0,00)
lok. min. neex.

lok. max. neex.

rastie (—o0,—4/3)U(0,0)

klesd (—4/3.,0)
lok. max. v x=—-4/3

rastie (0,2) U (2,00)
klesd (—o0,—2)U(~2,0)
lok. min. v x=0

rastie (—oo,—1)U(~1,0)
klesd (0,1)U (1,00)

lok. max. v x=0

rastie (— 1,1)

klesd (—o0,—1)U (1, 00)
lok. min. v x =—1
lok. max. v x=1

rastie (0, oo)

klesd (—e0,0)
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lok. min. v x=0

23. flx)=—= rastie (0, e)

Klesé (e,c0)
lok. max. v x=e

24, f (x) =— rastie (e, oo)

klesa (O,I)U (l,e)
lok. min. v x=e

25. f(x)=xInx rastie (e_l , 00)
klesd (O,e_l)

lok. min. v x=e~!

26.  f(x)=In(+x?) rastie (0,o0)
klesd (—e0,0)
lok. min. v x=0

27. f(x)=In(4-x?) rastie (—2,0)
kles4 (0,2)
lok. max. v x=0

28.  f(x)=xe* rastie (—1,00)
klesd (—oo,—1)
lok. min. v x =—1

29. f(x)=xe™ rastie (—oo,1)
klesd (1,00)
lok. max. v x =1

30. f(x)=x2e rastie (0,2)
klesd (—o0,0) U (2,00)
Iok. min. v x=0
lok. max. v x=2

3. f(x)=er Klesd (—e0,0)u (0, 00)

lok. min. neex.
lok. max. neex.

2. flx)= klesd (~e0,0)u (0,%0)

lok. min. neex.
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lok. max. neex.

V nasledujicich tdlohdch urcte intervaly konvexnosti, konkdvnosti a inflexné body
funkcii:

33, flx)=x?-3x+2 U na (= oo, c0)
IB neex.

4. f(x)=2x>-3x2 U na (1/2,e0)
M na (—oo,1/2)
IBv x=1/2

35, flx)=xP+3x2-2 U na (= 1,00)
M na (—oo,—l)
IBv x=-1

36. f(x)=2x>+6x2+6x+5 U na (—1,00)
M na (—oo,—l)
IBv x=-1

37. f(x)=3x*-8x>+6x%2 +2 U na (—o0,1/3)U(1,00)
M na (1/3,1)
IBv x=1/3, x=1

38. f(x)=x°-5x*+100 U na (3,00)
N na (—,0)U(0,3)
IBv x=3

9. flx)=@x-1° U na (1,00)

M na (—oo,1)
IBv x=1

_ 252 —oo—g goo
4. f(x)=2-x% una( \Eju( 3 J
&)
Nna|—./—,.|—
3°\3
IBV)c:i\/2
3

41. flx)= U na (2,00)

M na (—o,2)
IB neex.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

U na (— oo,—2)

M na (— 2,00)
1B neex.

U na (0,o)

N na (—e,0)
IB neex.

U na (—oo,—l)u(O,oo)

M na (—1,0)
IBv x=-1
U na (4,0)

A na (—eo,—2)U(-2,4)
IBv x=4

una (-=1/2,1)u(l,)

M na (~oo,~1/2)
IBv x=-1/2
U na (0,00)

A na (—eo,—1)U(=1,0)
IBvx=0

U na (—o,0)

M na (0,0)

IB neex.

U na (—oo,—2)

N na (-2,0)u(0,)
IBvx=-2

U na (— 2,2)

M na (— oo,—2)u (2,00)
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51.

52,

53.

54.

SS.

56.

57.

58.

x2+4

Inx

f(x)=xInx

f(x)=In(1+ x?)

f(x)=In(4 - x*)

IB neex.

U na (—oo,—l)u(l,oo)

M na (— 1,1)
IB neex.

Una (-+3.0)u(V3,)
M na (—oo,—\/g)u(o,\/g)

IBv x=+3

\/Z\/Z

una | —,|—,.—

( 3°V3

4 4
M na|—oo,— [— |U —,00

IBV)c:"_'\/E
3

U ma (Ve o)
M na (0,\/6_3)
IB v x=\/e_3

U na (1,)

M na (0,1)
IB neex.

U na (0,00)
IB neex.

U na (—1,1)
M na (— oo,—l)u(l,oo)
IBv x=%1

N na (-2,2)
IB neex.
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59. £(x)= xe* U na (—2,00)
M na (— oo,—2)
IBvx=-2

60. fx)=xe™™ U na (2,00)
M na (— oo,2)
IBvx=2

61. flx)=x2e7* U na (—w,Z—\/E)U(2+\/E,oo)
M na (2—\/5,2+\/§)

IBv x=2+2

62. flx)=e~ U na (—I/Z,O)U(O,“)
M na (—oo,—~1/2)
Bvx=-1/2

63.  f(x)= U na (0,)

M na (— oo,O)
1B neex.

V nasledujtcich dlohéch urcte priebeh funkcie a nacrtnite graf:

64. flx)= x? =3x+2 73 Flx)= x?
x=2
_n 3 2.2 2
65. fx)=2x> -3x 74, Flx)= 3—x
x+2
66. f(x)=x3+3x2—2 75, f(x):x2+l
X
67. flx)= 2x3 +6x2 +6x+5 76. flx)= X2 4
X
68. flx)= 3xt —8x% +6x2 42 77. flx)= 10x
(x+2)?
69.  f(x)=x-5x*+100
2x—-1
78. x)= 3
70,  flx)=(x=1)° ("‘?
79, flx)=—"—
7. f(x)=*-p* 2(x+1)
80. flx)= x—l

72. fx)=2-x*? X
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81.

82.

83.

84.

8s.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

9.

9s.

96.

97.

98.

99.

fla)=—
f(x)=xInx

f(x)=In(+ x*)
flx)=InG5-x%)

f(x)= xe*

e -1

0,05x% —0.8x +96.8
flx)=

X

12x2 +30x+432
flx)= »

0,2x% +10x +320
7o) =22

100.

101.

102.

103.

104.

105.

2
x“+13x+ 625
f(X)=—x

3x% +17x+3072
flx)= »

2
—x“+34x-81
e
—3x2 +102x—300
plo) =220

—2x% +56x—288
Flx) = =2

— 2 —
f(x) _ x“+72x-225

X
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Vysledky:

64.

2
¥
+ 3
2
1
x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1
-2
-3
-4
65.
2
¥
+ 3
2
1
x
-4 -3 -2 -1 1 2 3
-1
-2
-3
-4
66.
4
Yy
3
2
1
x
-4 -3 -2 - 1 2 3 4
-1 +
-3
-4
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67.

-2

68.

8

-6

-8

69.

50

-100

-150

-200
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70.

20

13
10
H
x
-8 -6 -4 -2 2 4 6 8
=
-10
-15
-20
71.
2
¥
15
1
0.5
-8 € -4 -2 2 4 [5
-0.5
-1
-1.5
-2
72.
8
5
2
x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-2
.
-4
-6
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73.

15

10

20 15 -10 = H 10 15 2
74.
Pl
y
15
\ 10
. . 5
x
-8 -6 -4 2 2 4 6 8

-5

-15

75.

=

-10
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76.

=5

-15

77.

2
y
3
2
1 .
%
20 B 10 i3 5 10 13
-1
-2
-3
-4
78.
2
Y
1.5
1
0.5

1.5

-2
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79.

80.
y 20
15
10
5
3 -6 4 2 4 [3 8
81.
y 4
3
2
1
5 6 4 -2 2 4 6
-1
-2
-3
-4
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82.

¥
6
4
2
x
20 EH -10 = H 10 15 2
-2
-4
-6
-8
83.
3
¥
5
4
2
x
-3 -6 -4 -2 2 4 [3 8

84.
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85.

1.5
1
0.5
-6 -4 -2 4 6 8
-0.5
-1
1.5
-2
86.
£z
¥y
1.5
0.5
-8 -6 -4 -2
-0.5
-1
-1.5
-2
87.
u.4
0.3
0.2
0.1
x
20 Ef -10 = 10 13 2
—0.L
-0z
0|3
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88.

89.

-2

1.5

15

-4

90.

-3

-2 -1

-2

15
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91.

1.5

92.

-4

-8

93.

-6

-4

-2

u.8

0.6

0.4

-4

-2
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9.

1.5
1
0.5
x
-6 -4 -2 2 4 6 8
-0.5
-1
-1.5
-2
95.
4
3
2
x
20 15 -10 = 5 10 15 2«
-1
-2
-3
-4
96.
2
3
2
1
x
-6 -4 -2 2 4 [3 8
-2

-3
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97.

401

2000

x

F
~
w
i

-2000

-4000

-6000

-8000
98.

20090
1500
10000

5000

-5000

-10000

-15000

-20000

99.

1000

500

-500

-1000

-1500

-2000
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100.

4000

300

2000

1000

101.

-1000

-2000

-3000

4000

20000

15000

10000

5000

102.

-5000

-10000

-15000

-20000

200

150

100

100

-150

-200
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400

103.

_400

104.

100

200

200

150

100

20 40 60 0
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7  OPTIMALIZA CNE ULOHY

7.1 RieSené ulohy

V danych uloh&ch je potrebnéduda’ extrémy funkcie. Predpokladame existenciu
prvej a druhej derivacie funkcie. Pomocou 1. deriedunkcie ndjdeme stacionarne
body X,, Vvktorych sa moéZzu vyskytova extrémy (f'(x,)=0). Pomocou

2. derivacie funkcie zistime, o aky typ extrémuyesina.

Ak je f"(xy)>0, funkcia f(x) nadobdda v bode, lokalne minimum.

Ak je f"(xy)<0, funkcia f(x) nadobida v bode, lokalne maximum.

Ak je f"(x9)=0, je potrebny vypeet vys3ich derivacii (Matematika | a jej vyuZitie
v ekonomii).

DalSou moZzna®u na ukenie extrému v stacionarnom bode je vyuZitie
monotonnosti funkcie (Matematika | a jej vyuzitiekonomii).

Priklad 7.1 Naklady na vyrobu tovaru su 5 eur a odhaduje saakisa bude tovar
predavd za x eur, kupia zakaznici priblizne8- x kusov tovaru za de Ako stanow
cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny denny zisk?

RieSenie:

V tejto Glohe je potrebné zostéviunkciu zisku P(x)= R(x)-C(x), kde R(x) je
funkcia prijmov aC(x) je funkcia nakladov a potontéda’ jej maximum.

R(x) =x(18-x) a C(x) = 5@8-x), potom P(x) =(x-5(18-x)

P'(x)=23-2x, 23-2x=0 = x=115

P" (x) =-2<0, z¢oho vyplyva, Ze vo vSetkych bodooch a teda aj v stacionarnom
bode x =11 5nadobuda funkcia zisku lok&lne maximum.

Aby sa dosiahol maximalny denny zisk, je potrebreglgva tovar za 11,5 eur.

Priklad 7.2 Pestovate ovocia odhaduje, Ze ak ma zasadenych 40 biggkyemerna
aroda z jedného stromu je 600 broskiazda dodatine zasadena brosky znamena
zniZenie Urody na vSetkych stromoch priemerne oo8Kgh. Kol'ko stromov by mal
pestovatk eSte zasad] aby jeho Uroda bola maximalna?

RieSenie:

V tejto tlohe je potrebné zostéviunkciu, ktora popisuje Y&os trody U (x) ktoru

ziskame vynasobenim §a stromov pétom kusov ovocia na jednom strome.

U (x) = (40+ x)(600- 6x)
U’(x)=360-12x, 360-12x=0 < x =30
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U"(x)=-12<0, z&oho vyplyva, e v stacionarnom boade= 30 nadobtda funkcia

urody lokalne maximum.
Aby sa dosiahla maximélna Uroda, je potrebné zaiggte 30 stromov.

Priklad 7.3 Celkové denné néaklady v dolaroch na vyrokikusov vyrobkov su dané
funkciou C(x) = 004x? +140x +15000. Predajna cena bola stanoven&368- 006x
dolarov za kus.

a) Urcte, kedy je vyroba ziskova.

b) Urcte ponuku, ktord maximalizuje denné vynosy.

c) Urcte arover produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny denisi.

RieSenie:

a) Vyroba ziskova, ké P(x)=R(x)-C(x)>0.
P(x) = -01x? +160x ~15000> 0 « x[1(100,1500) .

b) Denné vynosy st vytvorené funkciou prijrR(x) = —006x? +300x.
R'(x) = —012x +300
- 012x+300=0 <« x=2500

R'(x)=-012<0
Denné vynosy budi maximalne dkea vyrobi 2 500 vyrobkov.

¢) Maximalny denny zisk wime z funkcie ziskuP(x) = —01x? +160x —15000.

P'(x) = -02x+160
-02x+160=0 = x=800

P"(x)=-02<0

Denny zisk bude maximalny, &esa vyrobi 800 vyrobkov.

Priklad 7.4 Celkové denné naklady v eurach na vyroQukusov tovaru su dané

funkciou C(q) = 392 +5q + 75.
a) Pri akej vySke produkcie su priemerné denné ngklaa jeden kus tovaru

minimalne?
b) Pri akej vySke produkcie su priemerné denné ndklaa jeden kus rovné

marginalnym nakladom?
RieSenie:
2
a) Funkcia priemernych nakladov jAC(q) = Cla) _ 34 S by fradani
q q
extrému postupujeme podobne ako v predchadzajadattach.
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2 _ 2 _
AC'(q)= 39770 375 q=1+5. Z ekonomického ladiska je ako

@
rieSenie pripustny iba kafeg = 5.
150 150

AC"(q) = = AC"(5)= = >0, preto vstacionarnom bodeq= 5

nadobuda funkcia priemernych dennych nakladovihekéinimum.

b) Zteodrie vieme, ze priemerné naklady na vyrobg vyrobkov su rovné
marginalnym nakladom na vyrobg, vyrobkov prave v bodey,, v ktorom
funkcia priemernych nakladov nadobuda Ilokalne murm teda plati
= MC (q,) = AC(0,)-

Marginalne nakladyMC(q)=C'(q) = 6q+5 a MC(5) = 35.

aA

(OI)

Priemerné nakladyAC(q) C(5) =35. Tedarava strana sa rovna pravej.

7.2 NerieSené ulohy

1

Naklady na vyrobu tovaru su 4 eura a odhadujeesakza bude tovar predéva
za X eur, kupia zakaznici priblizn20—-x kusov tovaru za de Ako stanow
cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny denny zisk?

12 eur

Naklady na vyrobu tovaru su 7 eur a odhaduje sakZga bude tovar predava
za x eur, kapia zékaznici priblizné6—2x kusov tovaru za de Ako stanow
cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny denny zisk?

15 eur

Naklady na vyrobu tovaru su 12 eur a odhaduje esakzsa bude tovar predéva
za x eur, kupia zakaznici priblizn@26-3x kusov tovaru za tyzae Ako
stanovi’ cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny tyZzdensk?zi

27 eur

Obchod predava radia po 40 eur za kus a pri teji@ preda 51 kusov meése.
Majitel' obchodu chce zvySicenu a dakava, Zze kazdé euro zvySenia ceny
prinesie znizenie me&#ho predaja o 3 radia. Ak obchod nakupuje radido
eur za kus, pri akej cene bude jeho miegaisk maximalny?

41 eur

Autopredajca nakupuje &iti znatku aut po 3 800 eur a predava ich po 6 400
eur. Pri tejto cene ich mas®e preda 10. Autopredajca znizi cenwakava, Ze
kazdé zniZzenie o0 100 eur prinesie zvySenie tm&tw predaja o 1 auto. Pri akej
cene za auto bude measg zisk maximalny?

5600 eur

Vyrobca predava lampy po 6 dolarov apri tejto cemeda 3000 kusov
mes&ne. Vyrobca chce zvySicenu a ¢akava zvySenie zisku, pam kazdé
zvySenie ceny o 1 dolar prinesie 0 250 kusov mpreglanych lamp za mesiac.



MATEMATIKA | a jej vyuZitie v ekonomii 129

10.

11.

12.

13.

Vyrobné naklady su 4 dolare. Pri akej cene sa tasianaximalny mesay
zisk?
11 doléarov

Pestovatk citrusov odhaduje, Ze ak ma zasadenych 60 porwraikov,
priemerna Uroda zjedného stromu je 400 pontasanKazdy dodaténe
zasadeny pomaraovnik znamena znizenie Grody na vSetkych stromoch
priemerne o0 4 pomar&e. Kd’ko stromov by mal pestovdt@Ste zasad aby
jeho uroda bola maximalna?

20 pomaratovnikov

Pestovatk citrusov odhaduje, Ze ak ma zasadenych 60 citriikov, priemerna
Uroda z jedného stromu je 475 citronov. Kazdy daihet zasadeny citronovnik
znamena zniZenie arody na vSetkych stromoch prigener5 citronov. Kiko
stromov by mal pestovdiesSte zasadj aby jeho Uroda bola maximalna?

18 citronovnikov

Pestovatk citrusov odhaduje, Ze ak ma zasadenych 40 stromawdarinok,
priemerna Uroda z jedného stromu je 600 plodov mudndk. Kazdy dodatme
zasadeny strom znamena zniZzenie Urody na vSetky@mach priemerne o 6
plodov mandarinok . Kitko stromov by mal pestovdt@Ste zasad aby jeho
uroda bola maximalna?

30 stromov

Pestovatk ovocia odhaduje, Zze ak ma zasadenych 10 jabloieinprna Uroda
z jedného stromu je 240 jib Kazda dodattne zasadena jabloznamena
znizenie urody na vSetkych stromoch priemerne abtky. Kd'ko stromov by
mal pestovatieeste zasad] aby jeho Uroda bola maximalna?

25 jabloni

Pestovatk ovocia odhaduje, Ze ak ma zasadenych 30 orechiewmerna Uroda
z jedného stromu je 1000 orechov. Kazdy do&tetozasadeny orech znamena
znizenie Urody na vSetkych stromoch priemerne oré@hov. Kdko stromov
by mal pestovateeSte zasadj aby jeho Uroda bola maximéalna?

35 orechov

Pestovatk ovocia odhaduje, Zze ak ma zasadenych 50 jabloieinprna uUroda
z jedného stromu je 450 jib Kazda dodattne zasadena jabloznamena
znizenie Grody na v3etkych stromoch priemerne abik.j Korko stromov by
mal pestovatieeste zasad] aby jeho Uroda bola maximalna?

20 jabloni

Pestovatk ovocia odhaduje, Ze ak ma zasadenych 40 slivie&merna uroda
z jedného stromu je 600 sliviek. Kazd4 dodato zasadena slivka znamena
znizenie urody na vSetkych stromoch priemerne loviels. Kol’ko stromov by
mal pestovatieeste zasad] aby jeho Uroda bola maximalna?

30 sliviek
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14.

a)
b)

15.

b)

16.

17.

18.

19.

20.

b)
c)

Vyskumom bolo zistené€, Ze kéajka, ktora pracuje od 7.00 do 14.00 hod., bude
ma’ 0 x hodin usitychf (x) =10x +15x? — x3 sukni.
Kedy paas smeny je krajrka najvykonnejsia?
Kedy pa&as smeny kréjrka pracuje najpomalSie?
a) 0 12.00,b) 7.00

Pod’a Studie produktivity prace v podniku budethpgiemerny pracovnik, ktory

pracuje od 8.00 do 12.00 hod., poskladanydh) = -x> + 6x> +15x pristrojov

po x hodinach prace.
Kedy paas smeny je pracovnik najvykonnejsi?
Kedy pa&as smeny pracovnik pracuje najpomalSie?
a) 0 10.00,b) 8.00 a 12.00

Celkové mesmé naklady v tisicoch eur na vyrobx vyrobkov su dané
funkciou C(x)= 01x% +x+700. Funkcia celkovych mes&aych vynosov je

R(x):38x. Nakreslite grafy oboch funkcii v jednom suradnimm systéme

a zistite, kedy je vyroba ziskova. dte Uroven produkcie, pri ktorej firma
dosahuje maximalny zisk.
x0 (20,350, x =185

Celkové mesamé naklady v tisicoch eur na vyroby vyrobkov su dané
funkciou C(x) = 004x? + x+252. Funkcia celkovych mesaych vynosov je

R(x) =184x. Nakreslite grafy oboch funkcii v jednom stradriom systéme

a zistite, kedy je vyroba ziskova. dte Uroven produkcie, pri ktorej firma
dosahuje maximalny zisk.
xd @5,420, x=2175

Celkové tyzdenné naklady v tisicoch eur na vyrobuvyrobkov su dané
funkciou C(x)=15x+1696. Funkcia celkovych tyZdennych vynosov je

R(x) =100x - 001x?. Nakreslite grafy oboch funkcii v jednom stradniom

systéme a zistite, kedy je vyroba ziskovacterarover produkcie, pri ktorej
firma dosahuje maximalny zisk.
x[ (20,8480, x =4250

Celkové mes&é naklady v tisicoch eur na vyrobw vyrobkov su dané
funkciou C(x)=50x+60000. Funkcia celkovych mesaych vynosov je

R(x)=1255x— 01x2. Nakreslite grafy oboch funkcii v jednom suradrniom

systéme a zistite, kedy je vyroba ziskovacterarover produkcie, pri ktorej
firma dosahuje maximalny zisk.
x0 (60,12000, x=6025

Celkové denné naklady v dolaroch na vyrokuvyrobkov su dané funkciou
C(x) =10x+360. Predajna cena bola stanovenar6a x dolarov za kus.
Urcte, kedy je vyroba ziskova.

Urc¢te ponuku, ktord maximalizuje denné vynosy.

Urcte Urove produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny denisi.
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25.

a) (6,60),b) x=38,c) x=33

Celkové mes&é naklady v eurach na vyrobxi vyrobkov su dané funkciou
C(x) = x+90. Predajna cena bola stanoven&re0,001x eur za kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.
Urcte ponuku, ktora maximalizuje mésa& vynosy.
Urcte Uroves produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny niegazisk.

a) (100 900), b) x =1000, ¢) x =500

Celkové mes&é naklady v eurach na vyrobxi vyrobkov su dané funkciou
C(x) = 2x+72. Predajna cena bola stanoven&Zgx 01x eur za kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.
Urcte ponuku, ktora maximalizuje més& vynosy.
Urc¢te Uroves produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny niegazisk.

a) (18 40),b) x=39,¢) x=29

Celkoveé tyzdenné naklady v eurach na vyrabwyrobkov su dané funkciou
C(x)=22(x+4). Predajna cena bola stanoven&rfa 2x eur za kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.
Urcte ponuku, ktora maximalizuje tyZzdenné vynosy.
Urcte Urover produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny tyadenisk.

a) (2,22),b) x=175,c) x=12

Celkoveé tyzdenné naklady v eurach na vyrabwyrobkov su dané funkciou

C(x) =360+ 40x + 01x*. Predajna cena bola stanovena na 60 eur za kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.
Urcte Urover produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny tyidenisk.

a) (20,180 ,b) x =100

Celkoveé tyzdenné naklady v eurach na vyrabwyrobkov su dané funkciou

C(x)=360+10x+ 02x?. Predajna cena bola stanovena 5t 02x eur za
kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.

Urcte ponuku, ktora maximalizuje tyZdenné vynosy.

Urcte Urover produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny tyidenisk.

a) 10,90),b) x=125,c) x=50

Celkoveé tyzdenné naklady v eurach na vyrabwyrobkov su dané funkciou

C(x) = 2000+ 40x + x*. Predajna cena bola stanovena na 130 eur za kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.
Urcte Urover produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny tyidenisk.
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27.

28.

29.

a)
b)

30.

a) (40,50),b) x =45

Celkoveé tyzdenné naklady v eurach na vyrabwyrobkov su dané funkciou

C(x) =15000+ 35x + 01x>. Predajna cena bola stanoven&38&— 09x eur za
kus.

Urcte, kedy je vyroba ziskova.

Urcte ponuku, ktora maximalizuje tyZdenné vynosy.

Urcte Urover produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny tyidenisk.

a) (50,300 ,b) x=21389,¢) x=175

Vyrobna spolénos’” ma naklady na vyrobuy kusov vyrobku C(q)=10q.
Jednotkova cena pri predajj kusov vyrobku, je wena cenou dopytu
p =50-4q eur za kus.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgaosti.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgoosti, ak je kazdy
predany vyrobok zdgpvany extra d&out eur.

Predpokladajme, Ze si spofmg’ zvoli objem produkcie, ktord& maximalizuje
zisk. Ako by mal vyberca dane stantbwiySku dane, aby dosiahol maximalny
daiovy vynos?

a) q=5,b) q=5—%,c)t:20

Vyrobna spolénog’ ma naklady na vyrobw kusov vyrobkuC(q)==8q+ 20.
Jednotkova cena pri predag kusov vyrobku, je wena cenou dopytu
p =88-5q eur za kus.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgaosti.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgoosti, ak je kazdy
predany vyrobok zdevany extra d&out eur.

Predpokladajme, Ze si spoimg’ zvoli objem produkcie, ktord& maximalizuje
zisk. Ako by mal vyberca dane stanbwiysku dane, aby dosiahol maximalny
daiovy vynos?

t
a)g=8,b)g=8-—,¢c) t=40
) q ) g 1C )

Vyrobna spoléonos’ ma naklady na vyrobu kusov vyrobku C(q) = q2 +10.
Jednotkova cena pri predajj kusov vyrobku, je wena cenou dopytu
p=70-6q eur za kus.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgoosti.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgoosti, ak je kazdy
predany vyrobok zdgvany extra d&out eur.

Predpokladajme, Ze si spoimg’ zvoli objem produkcie, ktord& maximalizuje
zisk. Ako by mal vyberca dane stanbwiysku dane, aby dosiahol maximalny
daiovy vynos?

t
a)g=5b)g=5-—,¢c)t=35
) q )dq 12 )



MATEMATIKA | a jej vyuZitie v ekonomii 133

31.

a)
b)

Vyrobna spolénos’ méa naklady na vyrobg kusov vyrobku C(q) = 29 +16.
Jednotkova cena pri predagg kusov vyrobku, je wena cenou dopytu
p =72-4q eur za kus.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgaosti.

Vypocitajte objem produkcie, ktora maximalizuje zisk Isgoosti, ak je kazdy
predany vyrobok zdevany extra d&ou t eur.

Predpokladajme, Ze si spoimg’ zvoli objem produkcie, ktora maximalizuje
zisk. Ako by mal vyberca dane stanbwviySku dane, aby dosiahol maximalny
daiovy vynos?

t
ag=6,b)g=6-—,0)t=36
) q ) d T )

Predpokladajme, Ze celkové néklady v eurdch nautwad g vyrobkov su dané

funkciou C(q) = 1292 +30q + 432.
Pri akej vyske produkcie su priemerné nakladyedn kus tovaru minimalne?
Pri akej vySke produkcie su priemerné nékladyedfn kus rovné marginalnym
nakladom?
Nakreslite grafy priemernych a marginalnych nakiadgednom suradnicovom
systéme.

a) q=6,b) =6

Celkové naklady v eurach na produkctu kusov tovaru vyrobenych pas

jednej smeny, st dané funkci@l(q) = 029 +10q + 320.
Pri akej vySke produkcie su priemerné nakladyedn kus tovaru minimalne?
Pri akej vySke produkcie su priemerné nakladyedfn kus rovné marginalnym
nakladom?
Nakreslite grafy priemernych a marginalnych nakiadgednom suradnicovom
systéme.

a) q=40,b) g=40

Celkové denné néaklady v dolaroch na vyrodputelevizorov su dané funkciou

C(q) = g +13q +625.
Pri akej vySke produkcie su priemerné denné ngkiza jeden kus tovaru
minimalne?
Pri  akej vySke produkcie su priemerné denné ndkiaa jeden kus rovné
marginalnym nakladom?
Nakreslite grafy priemernych a marginalnych nakiadgednom suradnicovom
systéme.

a) q=25,b) g=25

Celkové tyzdenné naklady v dolaroch na vyrofu aut su dané funkciou

C(q) =392 +17q+3072.
Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenndaa§kna jeden kus tovaru
minimalne?
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b) Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenndadgkna jeden kus rovné
marginalnym nakladom?
c) Nakreslite grafy priemernych a marginalnych nakladgednom suradnicovom
systéme.
a) g=32,b) q=32
36. Celkové denné naklady v eurach na vyroquDVD prehravéov su dané
funkciou C(q) = 0392 -10q + 2352.
a) Pri akej vySke produkcie su priemerné denné naklaa jeden kus tovaru
minimalne?
b) Pri akej vySke produkcie su priemerné denné ndklaa jeden kus rovné
marginalnym nakladom?
c¢) Nakreslite grafy priemernych a marginalnych nakladgednom suradnicovom
systéme.
a) q=28,b) g=28
37. Celkové tyzdenné néklady v eurach na vyrofpupr&ok su dané funkciou
C(q) = 00502 - 08q +9638.
a) Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenndamgkna jeden kus tovaru
minimalne?
b) Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenndada§kna jeden kus rovné
marginalnym nakladom?
c¢) Nakreslite grafy priemernych a marginalnych nakladgednom suradnicovom
systéme.
a) q=44,b) g=44
38. Celkové tyzdenné prijmy v eurach z predajachladntiek su dané funkciou
R(q) =-g° +34q- 81.
a) Pri akej vySke predaja su priemerné tyZzdenné prifra jeden kus tovaru
maximalne?
b) Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenngmpgrina jeden kus rovné
marginalnym prijmom?
c¢) Nakreslite grafy priemernych a marginalnych prijmojednom sdradnicovom
systéme.
a) q=9,b) g=9
39. Celkové tyzdenné prijmy v eurach z predajazehlciek st dané funkciou
R(q) = -30* +1029 - 30(.
a) Pri akej vySke predaja su priemerné tyZzdenné prifra jeden kus tovaru
maximalne?
b) Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenngmpgrina jeden kus rovné
marginalnym prijmom?
c) Nakreslite grafy priemernych a margindlnych prijmojednom suradnicovom

systéme.
a) q=10,b) q=10
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40.  Celkové tyzdenné prijmy v eurach z predagjagotoaparatov su dané funkciou

R(q) =-29” + 569 - 28¢.

a) Pri akej vySke predaja su priemerné tyzdenné prijra jeden kus tovaru
maximalne?

b) Pri akej vySke produkcie su priemerné tyzdenngmpgrina jeden kus rovné
marginalnym prijmom?

c) Nakreslite grafy priemernych a marginalnych prijmojednom suradnicovom

systéme.
a) q=12,b) q=12

41.  Celkové tyzdenné prijmy v eurach z predgjamrazntiek su dané funkciou
R(q) = - +72q- 225.
a) Pri akej vySke predaja su priemerné tyzdenné prijra jeden kus tovaru
maximalne?
b) Pri akej vyske produkcie su priemerné tyzdenn@mgrina jeden kus rovné
marginalnym prijmom?
c) Nakreslite grafy priemernych a marginalnych prijmojednom suradnicovom

systéme.
a) g=15,b) q=15
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8 UROKOVANIE

8.1 RieSené ulohy

Vzorce pre vypodet budicej hodnoty jednordzového vkladu pre jedréottypy
arokovania, resp. diskontovania:

jednoduché urokovanie FV =PV (L+ilt)

.\ min
zloZené Grokovanie FV, =PV @+i)" alebo FV, =PV [1+ij

m
zmieSané Urokovanie FV =PV (1+i)" @+i)
spojité trokovanie FV =PV [0
: - . PV
jednoduché diskontovanie FV = i kde

PV - zaiatocna (sasnd) hodnota kapitalu (Present Value),

FV - buduica hodnota kapitalu (Future Value),

t, n- dizka urokového obdobia, vyjadrena v jednotkach twekperiody,
m - pacet konverzii za rok,

I - ro¢na urokova sadzba,

j - nominalna urokova sadzba,

iy - Sadzba dane zo zisku.

Priklad 8.1 AKky je urok z vkladu 250 000 € za obdobie od 52@06 do 31. 12. 2006
pri ro¢nej urokovej miere 2 %? Bidajme pomocou bankovej aj exaktnej metédy.
RieSenie:
PV = 250 000 €] = 0,02 . Psitame urokl pri jednoduchom urokovani.
Pacet dni urokovania jé; = (30-5) +8[30 = 265 (bankova metdda)
| g = PV 0 dg=250000[ 002( %6? =3 680,60 €.
Paget dni drokovania jég =(30-5) + 31+30+31+31+30+31+30+31 = 270 (exaktna
metoda)

e = PV [ g =250000( 002[ 22

6!:

~

=3698,30 €.

Priklad 8.2 Banka poskytuje na vkladoch 4,5%c¢ng urok. Karol potrebuje o 9
mesiacov vrati diZobu 8 500 €. Kiko musi teraz vloZido banky, aby o0 9 mesiacov
mal tuto sumu k dispozicii?

RieSenie:



MATEMATIKA | a jej vyuZitie v ekonomii 137

i =0,045¢t = 1—92, FV=8500 €.

Hradame stasnu hodnotu vkladu pri jednoduchom arokovani

v=_rY - 800 5 =822250€
1+1d 1+00450]

Priklad 8.3 Vklad 60 000 Sk vzrastol pri zloZenom Urokovanidvajnidsobok za 12
rokov. Akou r@&nou urokovou sadzbou bol @eny?

RieSenie:
PV = 60 000 €FV = 120 000 €n = 12 rokov. Urokovu sadzbusi vyjadrime zo

vztahu pre vypdet buduicej hodnoty pri zloZenom Grokovani
1

1 J—
= BV _q o[ 12090912 g6
PV 60000

Priklad 8.4 Do banky, ktord ponuka nominalnu drokovl sadzbu j0845 pri
polrocnom ara@eni, sme vlozili 10 000 €. Aka bude hodnota vkladwvoch rokoch?
RieSenie:

PV =10 000 €] = 0,045m= 2,n =2 roky

mn 22
FV = Pv(1+ij - 1000({1+ 0'245j =10 930,80 €.
m

Priklad 8.5 Kolko musime dnes vioZido banky, ktor4 poskytuje &ou Urokovu

sadzbu 0,035 pri zmieSanom urokovanid’ ke 2 roky a 52 dni potrebujeme tha
usporenych 25 000 €?

RieSenie:

FV = 25 000 €,n = 2 roky,t = 52/360 dni,j = 0,035. Zo v#ahu pre zmieSané
urokovanie vyjadrime s@asnu hodnotiV

oo PV 25000
- n -
Q+D)7A+IE) gy 0,035)2(1+ 0,03593%))

=23 220,40 €.

Priklad 8.6 Za aky ¢as sa mdzeme stanilionarom, za predpokladu, Zze nas vklad
100 000 € bude dlhodobo spojito urokovany nominaléimkovou mierou 5 %?
RieSenie:
PV =100 000 €j = 0,05.

Zo vzrahu FV = PV @' (spoijité trokovanie) vyjadrim&sn

1. Fv_ 1 1000000
n= =[n = n
| PV 005 100000

= 46 rokov.
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Priklad 8.7 Rozhodli sme sa pretidbanke zmenku nominalnej hodnoty 25 000 €, 60

dni pred dobou splatnosti. Banka si zrazi diskontati ndm 24 583,30 €. Ak dou
diskontnd sadzbu si banka uplaje?

RieSenie:
FV =25 000 €PV = 24 583,30 £t = 60/360 dni .
Zo vztahu FV = PV[ﬂ si vyjadrime diskontnu sadziou

g :;(1_ PV] _360(, 2458330\ _
t\" Fv) 60| 25000

Priklad 8.8 DIznik ma podla dohody zaplativerite’ovi 400 € o 5 mesiacov a 500 € 0 9
mesiacov pri 6% rnej urokovej miere. Obidve splatky chce ale nahrggtinou, ktoru
vyplati o 7 mesiacov. Aka bude jej vySka?

RieSenie:
Pri jednoduchom urokovani zostavime rovnicu ekemale tak, Ze porovname

hodnoty platieb v stasnostigiZze v nule pri oboch alternativach (zaplatime 2ty -
prava strana rovnice alebo 1 splatkiava strana rovnice)

500
X
400 ‘
I [ >
5 7 9
0 2 5 t
X 400 500
- = 5 + 9 , Z toho
1+ 0063— 1+ 006H— 1+ 006[—
12 12 12
X =89912 €.

Priklad 8.9 DIznik ma podla dohody zaplativeritd’ovi 4 000 € 0 5 rokov a5 000 €
0 9 rokov pri 6% roénej urokovej miere. Obidve splatky chce ale nahrginou, ktora
vyplati o 7 rokov. Aka bude jej vyska?

RieSenie:

Pri zlozenom uUrokovani zostavime rovnicu ekvivalertek, Ze porovname hodnoty

platieb vlubovd’nom¢ase gize napriklad aj wase 7 rokov
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5000
X
4000 ‘
0 5 7 9 n
X = 40001+ 006)% +—> 20 7 toho
(L+ 006)

X=894438 €.
OPTIMALNA DOBA VLASTNENIA

Predpokladajme, Ze vlastnime majetok, ktorého oent rokov odteraz sa da
vyjadrit’ rasticou funkcioly =V(t). Ak existuje banka, ktora ponukara urokovu
sadzbuj pri spojitom Urokovani a plati

(t) > j, je vyhodné majetok vlasthnatalej,

k
0
ak \\//(gt)) < |, je vyhodné majetok pretla
akv—(t) = j, z Madiska ceny je to jedno.

V(t)

Priklad 8.10 Predpokladajme, Ze vlastnime veterana, ktoréhodtadst rokov odteraz
bude V(t) = 40t +1000. Ak by razna Grokova miera ostala na rovnakej Grovni 2,8 %
a pripisovanie urokov by bolo spojité, po akaase by sa oplatilo veterana préda
a ziskané peniaze ul@zia &et?
RieSenie:
V(t) = 40t +1000, V' (t) = 40, j =0,028
V(1)

Veterdna je vyhodné prefla taky ¢as t, pre ktory platiW: j, ¢ize rieSime

rovnicu 4—0 =0,028 = t =10,71 rokov.
40t +1000

8.2 NerieSené ulohy

1. V banke mézete uloZilspory pri 2,7% rinej trokovej miere. Aky viky bude
arok po uplynuti 8 mesiacov pri vklade 15 000 €?
270 €

2. Pri akej r@nej arokovej miere bude o 270 dni arok 187,5 €Vak vklad bol
10 000 €72
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2,5%

3. Kol'ko mesiacov sa v banke éiokapital 5 500 € pri 2% rnej urokovej miere,
ked’ ste ziskali Urok vo vysSke 55 €?

6 mesiacov

4. Kapital v hodnote 15 000 €, vloZzeny do banky 142311 pri 2,1% rénej
arokovej miere, priniesol arok 113,75 €. Zistitdudé vyberu pgazi.
24.7.2011

5. Aky by bol datum vyberu, ak by sme v predchadzgjidehe uvazovali o
exaktnej metdde?
23.7.2011

6. Po 11 mesiacoch ste v banke dostali arok 104,5i€pm banka ponuka 3%
roénu urokovu mieru. Aky Ky bol za&iatocny kapital?
3800 €

7. Odberaté Vam nezaplatil faktaru v hodnote 2 650 €, spladn®. 2011. Pdth
zmluvy tujete pendle vo vysSke 0,05 % z faktirovanej suraykazdy da
oneskorenia platby. Aké ke je penale k 15. 9. 20117

177,55 €

8. Do banky si ulozite 7 000 €. Po 208odh si vyberate vklad aj s irokom. Ko
vam banka vyplati pri 2,5 % ¢pej Urokovej miere?
7 097,22 €

9. Aku ciastku Vam vyplati banka po uplynuti 300 dni, a& db banky vlozili
5 000 € pri 3,2% rinej urokovej miere?
5133,33€

10. Aka je buduca hodnota p@ky 4 000 €, ktora ste dohodli sgrmou Urokovou

sadzbou 0,03 a splatniggdzicky je po 8 mesiacoch?
4080 €

11. O pol roka mate vrativerite’ovi 8 080 € pri 2% rénej urokovej miere. Aka je
vySka pbziky?
8 000 €

12. Zbanky, ktora ponuka 4,5% @i Urokovu mieru potrebujete vylirao 9
mesiacowiastku 8 476,75 € na ndkup auta.lKo eur musite vio¥ido banky
teraz?

8200 €

13. Kolko eur musite vlo¥i do banky dnes, ak chcete po 30foch vybra
10 729,33 € pri ponukanejdoej urokovej miere 3,8 %?
10 400 €

14. Ciastka 6 300 € bude ma banke po uplynuti 5 mesiacov hodnotu 6 386,625 €
AkU rocna arokova mieru ponuka banka v takomto pripade?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

3,3%

Pod’a zmluvy mate za p&&u 3 300 € vyplati po 8 mesiacochiastku 3 564 €.
Aké bola dohodnuta tmé urokova sadzba?
0,12

Aka vd’ka je r@&na urokova miera, pri ktorej Vam za obdobie 270 ddi
uloZzenia V&sho vkladu 1 800 € vyplati banka 1 83&?
2,7 %

Dnes mate k dispozicii sumu 4 400 €. Ako dlho bedeusi€ ¢aka’, aby ste
z banky ponukajucej 3,4% oG GrokovU mieru mohli na nakup stavebného
materialu vybré 4 474,8 €?

6 mesiacov

O 3 mesiace budete potreb6v@a650 € na vyplatenie faktlry za nakup tovaru.
Oplati sa vlozi hotovos 3 600 € do banky s 3% &oou Urokovou mierou alebo
si vyberiete ina banku?

neoplati sa

Kol'ko dni bude musieklient caka’ na vyplatenie sumy 2 835 € z banky, do
ktorej ulozil 2 800 € pri 1,5% tmej Urokovej miere?
300 dni

Kapital v hodnote 15 000 €, vlozeny 14. 3. 2011bdmky pri 2,9% roénej
arokovej miere sa nalid na ciastku 15 265,83 €. Zistite datum vyberu tejto
ciastky.

24.10. 2011

100-diova zmenka ma tmu diskontni mieru 4,94 %. Ak&a je odpovedajuca
ro¢na urokova sadzba pri jednoduchom urokovani?
0,05

Aka je rana urokova a diskontna sadzba pokladej poukazky v cene 1 950 €
s dobou splatnosti 100 dni a nominalnou hodnotoQ@€?
i =0,0923, d = 009

Kolko vyplati banka klientovi za eskont zmenky nomue@lhodnoty 10 000 €,
35 dni pred dobou splatnosti a pri 9%nej diskontnej miere?
991250 €

Zmenka s nominalnou hodnotou 5 000 € je bankoukofik® dni pred dobou
splatnosti vyplatend klientovi v hodnote 4 983,3@ri€ro¢nej diskontnej sadzbe
0,08. O kdko dni sa jedna?

15 dni

Ak& je nominalna hodnota zmenky, ktort eskontuleteke 72 dni pred dobou
splatnosti, k&' si banka upldiuje 7% r@&nu diskontna mieru a vyplati 9 860 €?

10 000 €
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Banka poskytuje na uvery 6,5%c¢m diskontn mieru. Podnikdtesi zobral
pozicku, pricom ma vrati o pol roka 20 000 €. Akt sumu dostal podnikaid
banky?

19 350 €

Obchodnik vlastni zmenku na 30000 € splatnd 30a.juUAvSak peniaze
potrebuje uz 30. marca. Obrati sa na banku a gegd&oju zmenku. Banka si
za tuto sluzbu zrazi obchodny diskont pri 13%nBy diskontnej miere. dte
obchodny diskont a sumu, ktort dostane obchodnibamdy.

975 €,29 025 €

Podnikat& potrebuje 15. m4ja hotouwgsktoru chce ziskapredajom zmenky na
4 000 € splatnej 30. juna. Zmenku preda bankeaksbrza tato sluzbu zrazi
obchodny diskont pri 8% toej diskontnej miere. Wte obchodny diskont
a sumu, ktora dostane obchodnik od banky.

40 €, 3960 €

Obchodnik 15. maja vystavil firme zmenku s nomipnalrhodnotou 5 000 €
s 9% r@&nou urokovou mierou. Datum splatnosti zmenky jeridzember. Ba
1. jula firma eskontuje zmenku v banke, ktora méoI@cnu diskontnd mieru.
Akl sumu vyplati banka firme?

5030,51 €

Zmenku na 3 500 € vystavenu 1. februara s datusigatnosti 30. oktobra a
s 5% r@&nou Urokovou mierou majifeeskontuje banke 30. aprila. Banka ma pre
takéto zmenky 7% rmuU diskontnu mieru. Akd sumu vyplati banka mépte
zmenky?

3 503,69 €

Najdite datum ekvivalencie dvoch zmeniek s 12% o diskontnou mierou, ak
prva z nich s nominalnou hodnotou 5 800 € je spldtf. septembra a druha
s nominalnou hodnotou 5 850 € je splatna 10. oktébr

4. marec

Najdite datum ekvivalencie dvoch zmeniek s 7,2%noo diskontnou mierou,
ak prva z nich s nominalnou hodnotou 29 520 € jetsg 22. jula a druh&a
s nominalnou hodnotou 29 700 € je splatna 22. dagus

2. jun

DIZznik mé& podla dohody zaplati veritd’ovi 800 € 0 5 mesiacov a1 000 € 09
mesiacov pri 6% rmej arokovej miere. Obidve splatky chce ale nahradi
jednou, ktora vyplati o 7 mesiacov. Aka bude jejke?

1798,2355 €

DIZnik ma podla dohody zaplativeritd’ovi 500 € o 3 mesiacedalSich 500 €
0 6 mesiacov pri 5% tmej urokovej miere. Obidve splatky chce ale nahradi
jednou, ktoru vyplati o 5 mesiacov. Aka bude jeska?

1 002,0827 €
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

DIZnik ma podla dohody zaplati veritd’ovi 200 € o 2 mesiace a 600 € o0 6
mesiacov pri 8% rnej urokovej miere. Splatky chce ale nahtfadivnako
velkymi splatkami, ktoré vyplati o 3 a 4 mesiace. Akde ich vySka?

396,175 €

DIZznik m& podla dohody zaplati veritd’ovi 350 € 0 3 mesiace a 500 € 08

mesiacov pri 7% rnej arokovej miere. Splatky chce ale nahtfadhvnako

vel’kymi splatkami, ktoré vyplati o0 5 a 10 mesiacovaAiude ich vysSka?
428,734 €

Na dvojr@ny terminovany &et vlozite 2 500 €, ktoré banka drorocnou
arokovou mierou 3,4%. Ak@iastku budete mdcvybra’ po uplynuti dvoch
rokov?

267289 €

Na aku hodnotu sa v bankegas 6 rokov naakumuluje kapital 4 000 € deay
2% raznou urokovou mierou ?
4 504,65 €

Banka poskytuje na detské vkladné knizky 4%nto arokovd mieru, na
Studentské vkladné knizky (od 12 rokov) 5%md urokovu mieru. K& mal
Peter 6 rokov, zalozili mu rodla detsku vkladnu knizku s vkladom 2 000 €. Po
6 rokoch pridalid’alSich 2 000 € a vSetko prelozili na Studentskadil knizku.
Korko eur bude na nej, Bebude mé Peter 18 rokov?

6 071,49 €

Podnikaté si pri 6% r@nej Urokovej miere poZal kapitél, ktory v dobe
splatnosti o 10 rokov bude thaodnotu 700 000 €. d¥aka uspeSnym obchodom

vrati p6ztku uz po 7 rokoch. Kiko zaplati?
587 733,50 €

O 2,5 roka planujete nakup auta v cene 22 700 €kd&musite vlozi teraz do
banky pri 2,5% rénej Urokovej miere, aby ste v danamase mali pripravenu
potrebnd hotova¥®

21 341,07 €

Karol pri ndvsteve USA vlozil do tamojSej banky @00dolarov pri 10 % rinej
arokovej miere. O Kiko rokov si tam méze ptigeho potomok vybramilion
dolarov?

72, 48 roka

Za aky ¢as sa zdvojnasobi vklad uloZzeny do banky pri 4%nep Urokovej
miere?
17,67 roka

Méate dva kapitaly. Jeden z nich v hodnote 17 0Q® €lozeny pri 4% rénej
arokovej miere, druhy v hodnote 18 500 € je ulozpriy3,5% r@nej Urokovej
miere. Vypditajte o kd'ko rokov budd mérovnaké budice hodnoty.

17,55 roka
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

AkU rocnu urokovu mieru poskytuje banka, v ktorej Vamigm troch rokov
narastol kapital 15 000 € na hodnotu 16 630,77 €?
3,5%

Pri akej r@énej urokovej miere v banke pas 4 rokov narastie kapital 12 000 €
na hodnotu 14 038,30 €?
4 %

K 1.3. 2001 chcete nidhotovos 50 000 €. Preto 1.3.1996 a 1.3.1998 vlozite do
banky 18 000 € pri 3% toej urokovej miere. Kkko musite viozi 1.3.2000,
aby ste potrebnu hotowwsali v pozadovanom termine k dispozicii?

9188,33 €

Otec vkladal do banky pre deti pri 2,5%c¢mej urokovej miere nasledujlice
vklady: 1. rok 2 000 €, 2.rok 1 400 € a 3. rok @=*E. Kdko musi vlozf
v 5. roku, aby v 7. roku mohol vylatd 0 000 €?

3176,31 €

Dlh ma by zaplateny o 5 rokov splatkou vo vysSke 50 000 €&dfd ju nahradi
ekvivalentnou platbou za 7 rokov realizovanou % 8xnej urokovej miere.
Aka ve’ka by mala by tato platba?

58 320 €

PdzZika na podnikanie s 9% doou Urokovou mierou mala Byzaplatena o 8
rokov jedinou splatkou vo vySke 80 000 €.dke sa podnikatevi dobre darilo,
chce ju zaplatiuz po uplynuti 5 rokov. Aka by malatbjej vySka?

61 774,67 €

Akou ekvivalentnou platbou ma dlznik nahtadiplatenie dlzoby vo vySke
15 000 €, ktora mala Isyvyplatena po 2 rokoch pri 8% dmej Urokovej miere,
ak chce dlzobu splatiaz po 3,5 rokoch?

16 835,53 €

DIZznik ma veritéovi zaplatt’ pri 6% ranej urokovej miere nasledujuce platby:
1000 € orok, 1 500 € o 3 roky a1 800 € o 5 rokonce ich nahradijedinou
ekvivalentnou platbou o 4 roky. Aka bude jej vySka?

4 479,13 €

DIZznik ma veritéovi zaplati’ pri 5% ranej Urokovej miere nasledujuce platby:
1 000 € o 2 roky, 1 500 € o 3 roky a 2 000 € oldyr&Chce ich nahradijedinou
ekvivalentnou platbou o 5 rokov. Aka bude jej vyZka

4911,38€

DIZznik ma veritéovi zaplatt’ pri 7% ranej urokovej miere nasledujuce platby:
800 € 0 2 roky, 1 200 € o 3 roky, 1 800 € o0 5 roko¥ 000 € o 6 rokov. Chce
ich nahradi jedinou ekvivalentnou platbou o 5 rokov. Aka byejerySka?

6 023,07 €
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55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

DIZznik ma veritéovi zaplati’ pri 6% ranej urokovej miere dve platby: 7 500 €
o rok, 5500 € o 3,5 roka. Chce ich nahfgddinou ekvivalentnou platbou o 1,5
roka. Akéa bude jej vyska?

12 616,70 €

Zistite, ¢i je pre veritéa vyhodnejSie Ziadazaplatf’ 25 000 € o 3 roky alebo
zaplatt’ 15 000 € o rok a 11 000 € o 4 roky prémej urokovej miere 6%.
nie je

Zistite, ¢i je pre verit€a vyhodnejSie Ziadazaplatt’ 18 000 € o 2,5 roka alebo
zaplatt’ 5 000 € teraz a 10 000 € o 3,5 roka pénej urokovej miere 7%.
je

Zistite, ¢i je pre dlznika vyhodné zaménillZzobu 45 000 € splatnu o 4 roky za
splatenie sumy 20 000 € o 2 roky a 23 000 € o 4 ywk 7% ranej urokovej
miere.

nie je

Zistite, ¢i je pre dlznika vyhodné zaménillzobu 60 000 € splatni o 3 roky za
splatenie sumy 40 000 € o 2,5 roka a 20 000 €ak¥ jpri 6,5% r@nej Urokovej
miere.

nie je

Na terminovany &et vlozite 2 500 €, ktoré banka drgolratne nominalnou
arokovou mierou 3,4%. Ak&iastku budete mdcvybra’ po uplynuti troch
rokov?

2 766,09 €

Na aku hodnotu sa v bankegas 4 rokov naakumuluje kapital 14 000 €@y
mes&ne 2,4% nominalnou trokovou mierou?
15 409,15 €

Na kd’ko narastie vklad 15 000 € uloZzeny 3 roky pri 2,88minalnej urokovej
miere, ke’ sa Uroky pripisuju poline, Stvtrocne, resp. mesae?
16 160,75 €, 16 164,49 €, 16 167 €

Podnikaté si pri 6% nominélnej urokovej miere a panom ar@eni pozéal
kapital, ktory v dobe splatnosti o 6 rokov budefrhadnotu 71 288.04 €. Kko
si dnes pozial?

50 000 €

O 2 roky planujete kupistavebny pozemok v cene 40 000 €.I'k®d musite
vlozit teraz do banky pri 2,5% nomindlnej arokovej mierétverocnom
arokovani, aby ste v dano¥ase mali pripravenu potrebnu hotot/®s

38 055,10 €

Karol pri navsSteve USA vloZil do tamojSej banky D00dolarov pri 6%
nominalnej urokovej miere a me&samm urokovani. O Ko rokov si tam méze
prig’ jeho potomok vybramilion dolarov?

115,42 roka
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66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Za akycas sa zdvojnasobi vklad ulozeny do banky pri 4%inélmej Grokovej
miere a Stutrocnom urokovani?
17,42 roka

Mate dva kapitaly. Jeden z nich v hodnote 17 00Qe €ulozeny pri 4%
nominalnej arokovej miere a pothwom urokovani, druhy v hodnote 18 500 € je
ulozeny pri 3,5% nominalnej Urokovej miere a ndesen Urokovani.
Vypocitajte o kd#’ko rokov budu méarovnaké buduce hodnoty.

18,16 roka

AkU nomindélnu arokovu mieru poskytuje banka pri ed@sm ar@eni, v ktorej
Vam paas troch rokov narastol kapital 15 000 € na hoddét410,77 €?
3%

Uvazujete o nadkupe vkladového listu o nominalngjrizde 20 000 €, ktory ma
ma’ 0 5 rokov hodnotu 25 997,62 € za predpokladut&ného Urokovania.
Akej nominalnej urokovej miere odpoveda vynos zdotkladového listu?

5,28 %

Do banky si dnes ulozite 18 000 € pri teénom urokovani a 4% nominalnej
arokovej miere. Po troch rokoch si z konta vyberi@td00 €. Kbko budete mé
na konte po uplynutf’alSich piatich rokov?

17 427,79 €

V banke si otvorite det s vkladom 20 000 €. Banka poskytuje 3% nominalnu
arokovu mieru pri polrénom arokovani. Na konci prvého a druhého roka
zvysite vzdy vklad afalSich 5 000 €. Aku sumu budetethpe uplynuti 7 rokov
od prvého vkladu?

36 41591 €

Rozhodli ste sa svojmu prave narodenémtiadie zalozt' Ui¢et spojeny so 4%
nominalnou Urokovou mierou a dnes utbhia &et taku hotovas aby vaSe
dieta v dai svojich 18. narodenin mohlo #ta vybra’ 100 000 €. Ktko musite
vlozit dnes na &et pri mesanom urokovani?

48 733,54 €

Do banky, ktora ponuka 2% &oi Urokovu mieru bolo na Ziatku roka
uloZzenych 100 000 €. Aku hodnotu budetraklad po 30 mesiacoch, &ge pre
medziobdobie kratSie ako 1 rok pouzivané jednoéurbkovanie?

105 080,40 €

Banka poskytuje 1,5% &ay urok pri zmieSanom uUrokovani. K@ musime
vlozit dnes, ak potrebujeme 2 400 € o 2 roky a 4 mesiace?
2318€

Do banky, ktor4 ponuka 1,5% &l UrokovU mieru bolo ku zZatku marca
uloZzenych 100 000 €. Aku hodnotu budetraklad po 40 mesiacoch, &ge pre
medziobdobie kratSie ako 1 rok pouzivané jednoéuchkovanie?

105 092,61 €
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Jan ziskal v banke, ktora ponuka 2,1%nto urokovd mieru pri zmieSanom
arokovani 15 124 €. Ko eur viozil do banky pred 785ami?
14 453,45 €

Na terminovany &et vlozite 2 500 €, ktoré banka @rospojite nominalnou
arokovou mierou 3,4%. Ak®&iastku budete mdcvybra’ po uplynuti troch
rokov?

2768,46 €

Na aku hodnotu sa v bankegas 4 rokov naakumuluje kapital 14 000 €@y
spojite 2,4% nominalnou urokovou mierou?
15410,63 €

Na kd’ko narastie vklad 15 000 € uloZzeny 3 roky pri 2,88minalnej urokovej
miere pri spojitom urokovani?
16 168,26 €

O 3 roky planujete kugimaly byt v cene 60 000 €. Kko musite vio#i teraz
do banky pri 3,3% nominalnej Urokovej miere, abg stdanomcase mali
pripravenu potrebnu hotowgsak sa Uroky pripisuju spojite?

54 344,56 €

Karol pri navSteve USA vlozil do tamojSej banky DO0Odolarov pri 4%
nominalnej urokovej miere a spojitom drokovani. @ko rokov si tam méze
pris’ jeho potomok vybra100 000 dolarov?

115,13 roka

Za aky ¢as sa zdesaasobi vklad ulozeny do banky pri 2,8% nominalnej
arokovej miere a spojitom urokovani?
82,24 roka

Mate dva kapitaly. Jeden z nich v hodnote 17 00Qe €uloZzeny pri 4%
nominalnej Urokovej miere a spojitom Grokovani, grv hodnote 18 500 € je
uloZeny pri 3,5% nominalnej Urokovej miere a spojiturokovani. Vypditajte
o0 ka’ko rokov budu méarovnaké buddce hodnoty.

16,91 roka

Mate dva kapitaly. Jeden z nich v hodnote 17 00Qe €uloZzeny pri 4%
nominalnej trokovej miere a Stvoénom drokovani, druhy v hodnote 18 500 €
je ulozeny pri 3,5% nominalnej Urokovej miere ajgpm Urokovani.
Vypocitajte o kd#?ko rokov budu méarovnaké buduce hodnoty.

17,61 roka

Mate dva kapitaly. Jeden z nich v hodnote 17 00Qe €uloZzeny pri 4%
nominalnej Urokovej miere a spojitom Grokovani, grv hodnote 18 500 € je
ulozeny pri 3,5% nominalnej Urokove] miere a®&t@ENnom Urokovani.
Vypocitajte o kd#?ko rokov budu méarovnaké buduce hodnoty.

16,41 roka
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86.  Aku nominalnu arokovu mieru poskytuje banka, v kjoram pa@as troch rokov
narastol kapital 15 000 € na hodnotu 16 216,84 §gmjitom Grokovani?
2,6%

87.  UvaZujete o nakupe vkladového listu 0 nominalnejriaie 20 000 €, ktory ma
ma’ 0 5 rokov hodnotu 29 099,83 € za predpokladu s@w)i Grokovania. Akej
nominalnej urokovej miere odpoveda vynos z tohtad@veho listu?

7,5%

88. Do banky si dnes ulozite 18 000 € pri spojitom or@ni a 4% nominalnej
arokovej miere. Po troch rokoch si z konta vyberi@t000 €. Kbko budete mé
na konte po uplynutf’alSich piatich rokov?

17 459,88 €

89. V banke si otvorite det s vkladom 20 000 €. Banka poskytuje 2% nominalnu
arokovu mieru pri spojitom Urokovani. Na konci pmeéa druhého roka zvysite
vzdy vklad od’alSich 5 000 €. Aka sumu budete thh@ uplynuti 7 rokov od
prvého vkladu?

34 168,82 €

90. Otec vkladal do banky pre deti pri 2,5% nominalikgkovej miere a spojitom
arokovani nasledujuce vklady: 1. rok 2 000 €,ak t 400 € a 3. rok 2 500 €.
Kol'ko musi vlozZf v 5. roku, aby v 7. roku mohol vykta0 000 €7
3164,74

91. Rozhodli ste sa svojmu prave narodenémuatlie zaloZi’ Ucet spojeny so 4%
nominalnou Urokovou mierou a dnes utbhia &et taku hotovay aby vaSe
dieta v dai svojich 18. narodenin mohlo #ta vybra’ 100 000 €. Ktko musite
vloZit’ dnes na &et pri spojitom Urokovani?

48 675,23 €

92. Do banky ponukajucej 2% nominalnu urokovu mieridbzili 100 000 €. Aku
hodnotu bude mavklad po 30 mesiacoch, &esa Uroky pripisuju spojite?
105 127,11 €

93. Predpokladajme, Ze vlastnite zbierku znamok, ktotyadnota d rokov odteraz
budeV (t) =50t +1300 eur. Ak by nominalna Grokova miera ostala na réepa
arovni 3,5% a pripisovanie urokov by bolo spojié, akom¢ase by sa oplatilo
znamky pred@éa ziskané peniaze uléza &et?

2,57 roka

94. Predpokladajme, Ze vlastnite nehiintet’, ktorej hodnota ¢ rokov odteraz

bude V(t) =5000e"! eur. Ak by nominalna Grokovéa miera ostala na réena
arovni 5% a pripisovanie urokov by bolo spoijité, gkom ¢ase by sa oplatilo
nehnuténog’ preda a ziskané peniaze ulézia &et?

100 rokov

95. Predpokladajme, Ze vlastnite zbierku umeleckej bbdnktorej hodnota ©
rokov odteraz bude/(t) = 7000e*! eur. Ak by nominalna trokova miera
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96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

ostala na rovnakej Urovni 6% a pripisovanie urokgvbolo spojité, po akom
¢ase by sa oplatilo zbierku prete ziskané peniaze uléza &et?
6,25 roka

Predpokladajme, Ze vlastnite zbierku historickegiraiy, ktorej hodnota b
t-1
rokov odteraz bud¥ (t) = 2500e25 eur. Ak by nominalna trokova miera ostala
na rovnakej Urovni 4,5% a pripisovanie Urokov byob&poijité, po akorndase by
sa oplatilo zbierku predaa ziskané peniaze uléza &et?
zbierku je potrebné pretla

Predpokladajme, Ze ¢na Urokova miera v banke je 10%, a Zze sme si uloZil
1000 €. 10% sa mobze ztako vyhodna investicia. Ak vSakér@a inflacia je
6%, aky bude po roku realny Urok naSej investicie?

37,74 €

Klient m&a v Slovenskej sporitei na beznom ¢&e s 0,1% rénou Urokovou
mierou 30 000 €. Rozhoduje sa, ako s nimi naloajpiN vSak chce zistj aku
hodnotu budu majeho Uspory o 5 rokov, @om rainé inflacia sa pohybuje
priemerne okolo 2,4 %.

cca 26 778,85 €

Fero zarobi megae 836,00 €. Ak sa jeho mzda nezvysi, aku bude nea@nu
hodnotu o 3 roky, ak priemern&r@é miera inflacie bude 2,5%.
776,31 €

Vypocitajte ra&nu mieru inflacie v Pisku v roku 1995, ak CPI mal v roku 1995
hodnotu 245,73 a v roku 1996 mal CPI hodnotu 328,65
26,5 %

Rotna miera inflacie viste] krajine v roku 2011 boka34%. Index
spotrebitéskych cien v roku 2012 mal hodnotu 125 a v predeajiitom roku
hodnotu 120. Porovnajte mieru inflacie v roku 2@\ roku 2012.

lint = 4,17 % , mierny pokles oproti roku 2011

Aké budl realne prijmy Stvélennej rodiny v roku 2013, ak vroku 2012
predstavovali hodnotu 1 652 €? Predpokladajme,, %% 2a:na miera inflacie
Z roku 2012 ostane zachovana.

1611,71 €

Aké budd realne prijmy Stvélennej rodiny vroku 2013, ak vroku 2012
predstavovali hodnotu 1 652 €, gwin sa poéita s 5% narastom prijmov?
Predpokladajme, Ze 2,5%¢r@ miera inflacie z roku 2012 ostane zachovana.

1692,29 €
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9O RENTOVY A UMOROVACI POCET

9.1 Riesené ulohy

Zakladné vzorce pre vypocet buducej asucasnej hodnoty polehotnej, resp.
predlehotnej renty.

@+i)" -1
i

Buduca hodnota polehotnej renty SHE=IRE

-t
i

Sucasna hodnota polehotnej renty A, =R

Budiica hodnota p terminovej polehotnej renty pri m konverziach ro¢ne

-\ M-n
(1+Jj 1
g —p.~_M/

0 m
(1+ Jj P_1
m
Sucasna hodnota p terminovej polehotnej renty pri m konverziich rocne

- \—M-N
1—(1+ ‘j
A, =R- m

_ =
(1+ij 1
m

Buduca hodnota p terminovej polehotnej renty pri spojitom tirokovani

in _
s, —g.e" 1

eP -1

Sucasna hodnota p terminovej polehotnej renty pri spojitom turokovani

e
An=R-1je—

eP -1

Budiica hodnota polehotnej renty s rovnomerne rasticou splatkou

S, =_i~(1+i)"-{1—(“—‘?‘jn}
-« 1+1i
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Sucasna hodnota polehotnej renty s rovhomerne rasticou splatkou
R { (1+a)”}

A, =- 11— -

I—a 1+1i

)\ N
Buduca hodnota predlehotnej renty S, =R-(1+i)- (1+ I? 1
|

1-(@+i)™"

Sicasna hodnota predlehotnej renty A, =R-(1+i)-
i

Budiica hodnota p terminovej predlehotnej renty pri m konverziach rocne

-\ M-n
_ m(l+’} 1
g, :R.(“ijp.m_

m m

(L+ij—1
m

Sucasna hodnota p terminovej predlehotnej renty pri m konverziach ro¢ne

- \—M-n
Jm 1—(1+Jj
AnZR'(l'Fljp' m

m m
@+1Jp—1
m

Sucasna hodnota polehotnej veénej renty

=

Sucasna hodnota p terminovej polehotnej vecnej renty pri m konverziach

ro¢ne

B

@+J]p—1
m

Stcasna hodnota p terminovej polehotnej veénej renty pri spojitom urokovani

A=

eP -1
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Budiica hodnota polehotnej odloZenej renty s ¢akacou dobou t
_R 1+)" -1

tSn i

Stcasna hodnota polehotnej odloZenej renty s cakacou dobou t

A, :(l+i)t-R-ﬂ

Budiica hodnota p terminovej polehotnej odloZenej renty s ¢akacou dobou t

pri m konverziach ro¢ne
-\ M-nN
(1+ ‘j 1
S —R.~_ M/

t¥n — m
[“ij 1
m

Sucasna hodnota p terminovej polehotnej odloZenej renty s ¢akacou dobou t
pri m konverziach ro¢ne

- —m-n
ot 1—(1+ Jj
m
W:(u%) R —
(1+Jj"—1
m

A, - sti€asna hodnota n - rocnej renty,
S, - buduca hodnota n - ro¢nej renty,

R - velkost’ lehotnej platby (splatky)

t, n- dizka trokového obdobia, vyjadrena v jednotkach trokovej periddy,
| - ro¢na urokova sadzba,

] - nominalna tirokova sadzba,

m - pocet konverzii ro¢ne,

p - pocet ro¢nych splatok,

o - roény narast platby (splatky).

Priklad 9.1 Do banky si koncom kazdého roka vlozime 12 000 € pri 6% rocnej
urokovej miere. Akt sumu budeme mat’ v banke po 10 rokoch?

RieSenie:
Pre budticu hodnotu polehotnej renty plati

~ R(1+i)“ -1 (1+0,06)*° —1

S, =12 000 =158169,54 €.
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Priklad 9.2 Bude nam stacit’ suma, ktoru usporime pocas 6 rokov pri pravidelnych
mesacnych vkladoch 8 000 € pri 4% nomindlnej tirokovej miere a Stvrtrocnom Uroceni
na kupu pozemku, ktory by mal o 6 rokov stat’ 600 000 €?

RieSenie:

Pocitame budiacu hodnotu vkladov R poc¢as n rokov pri m konverziach a p splatkach

ro¢ne a nominalnej urokovej miere j polehotnej renty

0,04

mn 4.6
(1+ Jj 1 (1+ y j 1
Sy =R~ =8000 +—— =649516,27 €. Usporend suma bude

(1+ J] P 1 (1+ 0’04j12 1
m 4

stacit’.

Priklad 9.3 Vlastnime obchod s potravinami, Vv ktorom chceme zamestnancom
mesacne vyplatit' 8 500 € v nasledujtcich troch rokoch. K tomu, aby sme zabezpecili
stale platby (aj v pripade nulového zisku z obchodu), si v banke zalozime ucet pri 10%
nominalnej Urokovej miere a mesa¢nom urokovani. Kolko musime dnes vlozit' do
banky?

RieSenie:

R = 8 500 Sk, n=3, m=12, p=12, j = 0,1. Poc¢itame vlastne stcasni hodnotu

polehotnej renty

. N\—Mmn -312
1—(1+JJ 1—(1+ (1)21]
A =R mm — 8500 = 263436¢.

.
(1+ ‘j P 1 (1+ o,1j12 -1
m 12

Priklad 9.4 O 4 roky budeme potrebovat’ sumu 50 000 €. Banka nam poskytuje 3,6%
nominalnu trokovu mieru pri spojitom trokovani. Rozhodneme sa kazdy mesiac vlozit
urcitu Ciastku. Aka bude jej vel'kost™?

RieSenie:

Sh=50000€,p=12,d=4, j=0,036.

Velkost’ jednotlivych vkladov R vyjadrime zo vztahu pre vypocet budicej hodnoty

polehotnej renty pri spojitom trokovani

i 0,036
p_ 12 _
R=S, > 1=5ooooeoTMl=97o €.
elm-1 et -1

Priklad 9.5 Do banky si za¢iatkom kazdého roka vlozime 12 000 € pri 6% rocnej
urokovej miere. Akt sumu budeme mat’ v banke po 10 rokoch?
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RieSenie:
R=12000¢€,i=0.06,n=10 rokov
Pre buducu hodnotu predlehotnej renty plati

N _ 10
§ = R-@+i)- T =1 150000+ o,os)w%o—(gzl —167 659,71 €.
|

Priklad 9.6 Bude nam stacit’ suma, ktort usporime pocas 6 rokov pri pravidelnych
vkladoch 8 000 € zaciatkom kazdého mesiaca pri 4% ro¢nej nominalnej irokovej miere
a Stvrtro¢nom uroceni na kipu pozemku, ktory by mal o 6 rokov stat’ 600 000 €?

RieSenie:
R=8000¢€, j=0.04,m=4,p=12,n=06rokov

Pocitame budtcu hodnotu vkladov R pocas n rokov pri m konverziach a p splatkach
ro¢ne a nominalnej Grokovej miere j predlehotnej renty

m (1+‘J -1 0ol 4( O’i’“j -1
g’n - R.(1+ijp .m—m:4ooo(1+ ’ }12 Z =651674,15

m 4 4
(1+J] P 1 (1+ 0’04J12 1
m 4

€. Usporena suma bude stacit’.

Priklad 9.7 O 4 roky budeme potrebovat’ sumu 50 000 €. Banka ndm poskytuje 3,6%
nominalnu Grokovu mieru pri spojitom trokovani. Rozhodneme sa kazdy mesiac vlozit’
urcitt ¢iastku. Aka bude jej vel'kost™?

RieSenie:

Sh=50000€,p=12,d=4, j=0,036.

Velkost' jednotlivych vkladov R vyjadrime zo vztahu pre vypocet budicej hodnoty

pri spojitom urokovani

] 0,036
p_ 12 _
R=s. -2 1 _50000% — L _g70¢

Priklad 9.8 Aké velk4 by mala byt ro¢na Urokova sadzba pre nekonecné vyplacanie
sumy 20 000 € na konci kazdého roka, ak sme teraz do banky vlozili 200 000 €?

RieSenie:
R =20 000 €, A,=200 000 €.
Urokovi sadzbu si vyjadrime zo vztahu pre vypocet stéasnej hodnoty nekoneénej

(vecnej) renty
R 20000 01

A, 200000
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Priklad 9.9 Splatkova spolo¢nost’ umoziuje ndkup aut s 2 roénym odkladom splacania
s tym, ze klient bude po6zicku na auto splacat’ po dobu 10 rokov na konci kazdého
mesiaca Ciastkou 120 € pri ro¢nej urokovej miere 4 %. Aka je sticasna cena auta?

RieSenie:

t=2roky, R=120€, p=12,n=10rokov, j=0,04, m=1.

V tomto pripade sa jedna o odloZen rentu.

-\ —M-n
1—(1+Jj
m
m
[“ij 1
m

auta po 2 rokoch odteraz, teda po dvojro¢nom odklade.
Ak chceme vypocitat’ dneSnu suc¢asni hodnotu auta, musime hodnotu A, odurocit’

Pomocou vztahu A, =R-: =11892,30 vypocitame sucasnu hodnotu

0 spominané 2 roky, potom A, = Lmt =10995 €.

1+i
m

Priklad 9.10 Zobrali sme si pdzicku 80 000 €, ktort budeme v nasledujicich 5
mesiacoch pravidelne splacat’ rovnakymi mesaénymi umorovacimi ¢iastkami. Zostavte
umorovaci plan, ked’ za kazdou splatkou je potrebné platit’ mesacny urok? Nomindlna
ro¢na trokova miera pre pozicku je 24%.

RieSenie:

D=80000€, 9= %:0,0Z,QF @:160006

Jednd sa 0 rovnomerné splacanie pozi¢ky (umorovacia splatka je konstantna).

Obdobie Zostatok uveru Urok Umor. splatka Celk.splatka
t D¢ =Dt 1 — Qg U =g-Dy Q=A - At
1 80 000 1600 16 000 17 600
2 64 000 1280 16 000 17 280
3 48 000 960 16 000 16 960
4 32000 640 16 000 16 640
5 16 000 320 16 000 16 320
Sucet 4 800 80000 84 800

AW w

Priklad 9.11 Ideme urobit’ plan splacania p6zicky 200 000 €. Budeme ju splacat’ 5
rokov rovnakymi celkovymi ro¢nymi splatkami. Predpokladajme, ze ro¢na turokova
miera na kratkodobé uvery je 30%.

RieSenie:

D =200 000 €, g = 0,3, n =5 rokov.

Jednd sa o anuitné splacanie pozicky (celkova splatka je konStantna). Najprv

potrebujeme vypocitat’ vel'kost’ jednej splatky A = Dﬁ =82116,30 €.
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Obdobie Zostatok uveru Urok Umor. splatka Celk.splatka
t Dy =Di4 - Qi ur =g- by Q=AY A
1 200 000 60 000 22 116,30 82 116,30
2 177 883,70 53 365,10 28 751,20 82 116,30
3 149 132,50 44 739,80 37 376,50 82 116,30
4 111 755,90 33 526,80 48 589,10 82 116,30
5 63 166,40 18 949,90 63 166,40 82 116,30
Stcet 210 581.60 199 999,50 410 581,50

Priklad 9.12 DIh v sume 10 000 € je vydany pri 3% ro¢nej irokovej miere a musi byt
vrateny o 4 roky. Zostavme umorovaci plan za predpokladu, Ze rocné splatky do fondu
su konstantné a banka poskytuje 4% ro¢ni nominalnu urokova mieru, priCom urocenie

je polrocné.

RieSenie:

D=10000€,g=0.03,n=4roky,j=0.04,p=1,m=2
Jedna sa o Splacanie pozicky jednorazovou splatkou na konci posledného obdobia pri
ro¢nej urokovej sadzbe g, pricom na splatenie po6zicky mame vytvoreny v banke pri
ro¢nej nominalnej Grokovej sadzbe j tzv. zabezpeCovaci fond.

(1 + JJ P 1 (1
Splatka do fondu a=D-—~——=10000-

-\ MmN
(1+ Jj -1
m

m

m

0,04
+

2

1

Celkova splatka A=D-g+ A=10000-0,03+2 353,50 €

2
)

= 235350 €
0,04)2'4 .

Obdobie Urok za pdzi¢ku | Splatka do fondu | Celkova splatka | Zarogena splatka
vo fonde
iyl
t D-g a A=D-g+a a(“ﬁj
1 300 2 353,50 2 653,50 2 650,42
2 300 2 353,50 2 653,50 2 547,50
3 300 2 353,50 2 653,50 2 448,58
4 300 2 353,50 2 653,50 2 353,50
Sucet 1200 9414 10 614 10 000
9.2 Neriesené ulohy
1. Pocas 5 rokov ukladd Andrea na konci kazdého roka do banky pri 2,5% rocnej

urokovej miere 2 500 €. Kol’ko sa jej podari nasporit’ za toto obdobie?

13 140,82 €
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10.

11.

12.

Na konci kazdého z nasledujucich 10 rokov vlozi Boris do banky, ktora ponuka
2,8% ro¢nu trokovu mieru po 3 000 €. Kol'ko si naspori za uvazované obdobie?

34 076,55 €

Akou ciastkou Cyril sporil, ak pocas 6 rokov, koncorocnym vkladanim do banky
s 3% roc¢nou urokovou mierou, nasporil 7 762,09 €?
1200 €

Za 8 rokov sa Denise podarilo nasporit’ 28 862,60 € v banke s 3,4% rocnou
urokovou mierou. Kol'ko eur vkladala do banky koncom kazdého roka?

3200 €

Brat ma sestre vyplatit’ dedi¢sky podiel 350 000 € o 5 rokov. Kolko musi ulozit
koncom kazdého roka na tucet v banke, aby nasporil dedi¢sky podiel pri 11%
ro¢nej urokovej miere?

56200 €

Uvazujeme o ro¢nej urokovej miere 4%. Ako dlho vkladala Eva koncom
kazdého roka sumu 4 000 €, ak sa jej naakumuloval kapital 16 985,86 €?
4 roky

FrantiSek si z banky na konci sporenia vybral 27 752,43 €. Koncom kazdého
roka si sporil ¢iastkou 3 600 €, pricom ro¢na trokova sadzba bola 0,032. Kol'ko
vkladov urobil?

7

Aka je sticasnéd hodnota vSetkych vkladov vo vyske 2 500 €, ktoré chce Gabriela
ukladat’ do banky s 2,5% ro¢nou urokovou mierou pocas 5 rokov, stale na konci
roka?
11 614,57 €
Henrieta bude 10 rokov splacat pdzicku s 7,8% ro¢nou trokovou mierou
koncorocnymi splatkami vo vyske 3 692,20 €. Kol'ko eur si poZzic¢ala?
25000 €

Kolko eur musi Ivan vlozit’ do banky pri 3% roc¢nej urokovej miere, ked’ chce na
konci z nasledujtcich 6 rokov vyberat’ po 1 200 € az do vy¢erpania uctu?

6 500,63 €

Posta¢i Jane suma 22 000 € vloZzena do banky, ak chce vyberat na konci
kazdého z nasledujucich 8 rokov 3 200 €, pricom ro¢na trokova miera je 3,4%?

nie

Otec odkazal v zavete 60 000 € ulozenych v cennych papieroch tro¢enych 8 %
ro¢nou Urokovou mierou SVOjim trom synom, ktori mali v ¢ase jeho smrti 14, 16
a 18 rokov. Kazdy syn ma v osemnastich rokoch dostat’ rovnaku ciastku. Aka
vel’ké bude tato Ciastka?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

23 144,86 €

Ako dlho si bude moct’ Karol uzivat’ koncorocné vyberanie Ciastky 4 000 €, ak
17 000 €, ktoré ziskal z dedi¢stva, ulozi do banky so 4% roc¢nou urokovou
mierou?

4,75 roka

Na kol’ko rokov vystac¢i Livii suma 22 260,92 € vlozena do banky, ak ju banka
bude urocit’ ro¢nou trokovou mierou 3,2 % a Livia si bude koncoro¢ne vyberat’
po 3 600 €?

7 rokov
Kolko splatok potrebujete na vyplatenie p6zicky vo vyske 150 000 €, ak
koncom kazdého roka platite 35 000 € pri ro¢nej Grokovej miere 8,5 %?

5,55 splatok

Pocas 5 rokov ukladda Martin na konci kazdého mesiaca do banky pri 2,5%
nominalnej trokovej miere a Stvrtro¢nom uroceni 250 €. Kolko sa mu podari
nasporit’ za toto obdobie?

15 958,06 €

Na konci kazdého mesiaca pocas nasledujicich 10 rokov vlozi Norbert do
banky, ktord ponuka 2,8% nominalnu Grokova mieru a polro¢né uroc¢enie 300 €.
Kolko si naspori za uvazované obdobie?

41455 €

Pri narodeni syna otec zaloZil viazany vklad, na ktory prispieva mesa¢ne sumou
100 €. Banka poskytuje na vklad mesa¢né troCenie pri nominalnej urokovej
sadzbe 0,025. Akt sumu dostane dieta po doviseni 18. rokov?

27 243,76 €

Pocas 2 rokov budete sporit’ pri pravidelnych stvrtrocnych vkladoch 2 100 € pri
2,5% nominalnej trokovej miere a Stvrtrocnom Uroceni na kipu zariadenia bytu,
pricom predpokladate, ze zariadenie bude stat’ 18 000 €. Nasporite si za tento
¢as potrebnu ciastku?

nie

Akou ciastkou Olivia sporila, ak pravidelnym sporenim koncom kazdého
Stvrtroka pocas 6 rokov v banke s3% ro¢nou trokovou mierou, nasporila
8372,14 €7

320 €

Za 8 rokov sa Petre podarilo nasporit’ 13 204,61 € v banke s 3,4% nominalnou
urokovou mierou a polroénym tro¢enim. Kol'ko eur vkladala do banky koncom
kazdého mesiaca?

120 €
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Uvazujeme o banke s nominalnou trokovou mierou 4% a Stvrtroénom troceni.
Ako dlho vkladal Roman koncom kazdého mesiaca sumu 400 €, ak sa mu
naakumuloval kapital 20 778,32 €?

4 roky

Stanislav si z banky na konci sporenia vybral 31 230,77 €. Koncom kazdého
Stvrtroka si sporil Ciastkou 1 000 €, pricom nominalna urokovéa sadzba bola
0,032 a banka urocila vklady polro¢ne. Kol'ko vkladov urobil?

28 vkladov

Klient koncom kazdého roka v priebehu rokov 1980-1995 vratane, vkladal na
ucet v banke 20 000 Sk. Na konci roka 1998 vsetky uspory vybral. O aka sumu
i8lo, ked’ banka turokovala vklady s 8,5 % ro¢nou urokovou mierou?

808 064,50 Sk

KoTlko eur vlozila Tatiana do banky, ak pocas 5 rokov, stdle na konci mesiaca az
do vycCerpania uctu vyberala zbanky so Stvrtroénym urocenim a 2,5%
nominalnou trokovou mierou ¢iastku 248,43 €?

14 000 €

UrSula bude 8 rokov splacat pdzicku s 8,5% rocnou urokovou mierou
koncomesaénymi splatkami vo vyske 426,93 €. Kol'ko eur si pozicala?
30 000 €

Viktor vlozil do banky pri 3,1% nominélnej urokovej miere a polro¢nom uroceni
25 000 € z vyhry. Aku ¢iastku moze v priebehu nasledujucich 10 rokov na konci
kazdého Stvrtroka vyberat az do vyCerpania uctu?

728,85 €

Xénia splaca koncom kazdého mesiaca pocas dvoch rokov pdzicku vo vyske
16 000 €. Po6zicka je uroCend 12% rocnou urokovou mierou. Aka velka je
mesacna splatka?

748,59 €

Kolko celych rokov bude moct’ Yvona vyberat’ koncom kazdého Stvrtroka po
500 € z banky, v ktorej sa Stvrtro¢ne Gro¢i jej zaciatocny vklad 7 700 € pri 1,8%
nominalnej trokovej miere?
4 roky
Kolko celych rokov bude Zuzana splacat’ p6zicku 10 000 € banke, ak ju banka
bude urocit rofnou urokovou mierou 6,5% aZuzana bude splacat
koncomesacéné splatky vo vyske 80 €7
17 rokov

Pocas 5 rokov ukladd Martin na konci kazdého mesiaca do banky pri 2,5%
nominalnej urokovej miere a spojitom uroCeni 250 €. Kol'ko sa mu podari
nasporit’ za toto obdobie?

15961,18 €
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Na konci kazdého mesiaca pocas nasledujucich 10 rokov vlozi Norbert do
banky, ktora ponuka 2,8% nominalnu urokovu mieru a spojité troc¢enie 300 €.
Kol’ko si naspori za uvazované obdobie?

41 496,81 €

Pri narodeni syna otec zalozil viazany vklad, na ktory prispieva mesa¢ne sumou
100 €. Banka poskytuje na vklad spojité urocenie pri nominalnej trokovej
sadzbe 0,025. Akt sumu dostane dieta po dovfseni 18. rokov?

27 250,58 €

Pocas 2 rokov budete sporit’ pri pravidelnych stvrtro¢nych vkladoch 2 100 € pri
2,5% nomindlnej urokovej miere a spojitom uroceni na kipu zariadenia bytu,
pricom predpokladate, ze zariadenie bude stat’ 18 000 €. Nasporite si za tento
¢as potrebnu Ciastku?

nie

Akou ciastkou Olivia sporila, ak pravidelnym sporenim koncom kazdého
Stvrtroka pocas 6 rokov v banke s 3% nominalnou trokovou mierou a spojitym
uro¢enim, nasporila 8 383,09 €?

320 €

Za 8 rokov sa Petre podarilo nasporit’ 13 220,23 € v banke s 3,4% nominalnou
urokovou mierou a spojitym urocenim. Kol'ko eur vkladala do banky koncom
kazdého mesiaca?

120 €

Uvazujeme o banke s nominalnou urokovou mierou 4% a spojitom troc¢eni. Ako
dlho vkladal Roman koncom kazdého mesiaca sumu 400 €, ak sa mu
naakumuloval kapital 20 786,62 €?

4 roky

Stanislav si z banky na konci sporenia vybral 31 258,51 €. Koncom kazdého
Stvrtroka si sporil ¢iastkou 1 000 €, priCom nominalna urokova sadzba bola
0,032 a banka urocila vklady spojite. Kol'ko vkladov urobil?

28 vkladov

Kolko eur vlozila Tatiana do banky, ak pocas 5 rokov, stale na konci mesiaca az
do vy€erpania Uctu vyberala z banky so spojitym Uroc¢enim a 2,5% nominalnou
urokovou mierou Ciastku 248,48 €7

14 000 €

Kolko eur vlozila Svetlana do banky, ak si koncom kazdého mesiaca
neobmedzene dlho moéze vyberat zbanky s mesacnym urocenim a 2,5%
nomindlnou trokovou mierou ¢iastku 105 €7

50400 €

Ako by sa zmenil vysledok z predchadzajucej ulohy, ak by turo¢enie bolo
spojité?
50 347,52 €
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Jozef vlozil do banky pri 3,1% nominalnej tirokovej miere a polrocnom trocenti
25000 € z vyhry. Akt ciastku moze vyberat' na konci kazdého mesiaca, aby
hodnota vkladu ostala zachovand?

64,17 €

Karol vyhral v SPORTKE 258 000 €. Ulozil ich na téet do banky, ktora
poskytuje spojité uro€enie pri 2,6% nomindlnej urokovej miere. Aké vel'ké sumy
mdze vyberat’ kazdy mesiac, aby zaciato¢na hodnota vkladu zostala zachovana?

559,61 €

Urcte, kolko eur musi mat’ Helena na ucéte v banke pri 1,8% rocnej trokovej
miere, ak jej maja byt poskytnuté pravidelné platby na konci kazdého polroka
v sume 2 000 € na neobmedzent dobu?

223217,80 €

Akym kapitalom musi disponovat’ Boris, aby si zabezpecil mesacnu rentu vo
vyske 250 € na neobmedzeni dobu v banke s 2,3% nominalnou urokovou

mierou a spojitom trokovani?
130 309,80 €

Adriana na konci roka ulozi do banky pri 2,5% ro¢nej urokovej miere 2 500 €,
pri¢om kazdy jej dalsi koncorocny vklad bude o 2% vyssi ako predchadzajici
pocas nasledujucich 4 rokov. Kol'ko sa jej podari nasporit’ za toto obdobie?

13 663,71 €

Na konci kazdého z nasledujticich 10 rokov bude Miroslav vkladat’ peniaze do
banky tak, Ze jeho prvy vklad bude 3 000 € a kazdy d’alSi vklad bude o 5%
vys$si. Banka ponuka 2,8% ro¢nu trokovlli mieru. Kolko si Miroslav naspori za
uvazované obdobie?

42 388,21 €

Aky velky bol prvy Félixov vklad, ak pocas 6 rokov, koncorocnym vkladanim
do banky s 3% ro¢nou urokovou mierou, nasporil 9 900,15 €, ak svoje vklady
kazdoro¢ne zvySoval 0 10%?

1200 €

Za 8 rokov sa Denise podarilo nasporit’ 9 973,77 € v banke s 3,4% rocnou
urokovou mierou. Kolko eur vlozila do banky prvy rok, ak jej d’alsie vklady do
banky koncom kazdého roka boli stale o 3% vicsie?

1 000 €

Aka je sucasna hodnota vsetkych vkladov, ktoré kazdoro¢ne narastaju o 4%, ak
ich Svetlana bude ukladat’ do banky s 2,5% ro¢nou trokovou mierou pocas 5
rokov, stale na konci roka, pricom prva vlozena Ciastka je 2 500 €?

12 557,31 €
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AlZzbeta bude na zaklade dohody 10 rokov splacat’ p6zicku so 7,8% ro¢nou
urokovou mierou koncoro¢nymi rovnomerne o 5% rastucimi splatkami. Jej prva
splatka bola vyske 3 025,18 €. Kol'ko eur si pozicala?

25000 €

Kol’ko eur musi Alojz vlozit' do banky pri 3% ro¢nej Grokovej miere, ked’ chce
na konci z nasledujtcich 6 rokov ¢erpat’ rovnomerne o 5% rastlicu rentu, ak prvy
vyber bude vo vyske 800 €?

4 892,36 €

Etela vlozila do banky peniaze z dedi¢stva vo vyske 10 000 €, z ktorych chce
koncom kazdého z nasledujucich 10 rokov az do vycerpania Uctu vyberat
rovnomerne o 10% rastucu ¢iastku. Kol'ko eur si mdze vybrat’ na konci prvého
roka, ked’ banka peniaze iro¢i 3,4% ro¢nou urokovou mierou?

770,48 €

Viera dostala od banky p6zicku, ktort bude splacat’ na konci mesiaca splatkou
137,21 € pocas 8 rokov od prvej splatky pri 6,5% ro¢nej urokovej miere.
S bankou sa dohodla, Ze prvu splatku vyplati na konci siedmeho mesiaca. Aka
vel’ka je Vierina p6zicka?

10 000 €

Po6zicku na auto vo vyske 32 000 €, bude Klara splacat’ na konci mesiaca 12
rokov od prvej splatky pri 5,6% nominalnej urokovej miere a polro¢nom
uroceni. S bankou sa dohodla, Ze prva splatku vyplati na konci treticho
Stvrtroka. Aka bude vel'kost’ mesacnej splatky?

316,06 €

Lizingova spolo¢nost’ pontika na predaj auta s tym, Ze ich klient bude splacat’ 10
rokov na konci kazdého mesiaca v splatkach 100 €. Spolo¢nost’ poskytuje 2
ro¢ny odklad splacania, teda prva splatku zaplati klient po 2 rokoch a 1 mesiaci
od zakupenia auta. Vypocitajte suCasnu hodnotu auta, ak nominédlna trokova
miera je 4 % a urokovanie je polro¢né.

9138,96 €

Ako by sa zmenil vysledok z predchadzajucej ulohy, ak by lizingova spolo¢nost’
suhlasila, Ze sa splacanie nielen odlozi, ale po 5 rokoch splacania sa prerusi
a pokracovat’ sa bude po roku, teda d’alSia splatka pride po roku a 1 mesiaci,
pricom velkost splatky sa zmeni na 150 €?

10 958,33 €

Lizingova spolo¢nost’ pontika na predaj auta s tym, zZe ich klient bude splacat’ 10
rokov na konci kazdého mesiaca v splatkach 100 €. Spolo¢nost’ poskytuje 2
roény odklad splacania, teda prva splatku zaplati klient po 2 rokoch a 1 mesiaci
od zaktpenia auta. Vypocitajte budiicu hodnotu ceny auta po jeho splateni, ak
nominalna tirokova miera je 4 % a tirokovanie je polro¢né.

14 699,44 €
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Ako by sa zmenil vysledok z predchadzajucej Glohy, ak by lizingova spolo¢nost’
stihlasila, Ze sa splacanie nielen odlozi, ale po 5 rokoch splacania sa prerusi
a pokracovat’ sa bude po roku, teda d’alSia splatka pride po roku a 1 Stvrtroku
pri¢om velkost’ splatky sa zmeni na 300 € a splacat’ sa bude Stvrtrocne?

15003,82 €

Alena pocas 5 rokov uklada na zaciatku kazdého roka do banky pri 2,5% rocnej
urokovej miere 2 500 €. Kol’ko sa jej podari nasporit’ za toto obdobie?

13 469,34 €

Na zaciatku kazdého z nasledujacich 10 rokov vlozi Maximilian do banky, ktora
ponuka 2,8% ro¢nt trokova mieru po 3 000 €. Kolko si naspori za uvazované
obdobie?

35 030,69 €

Akou ¢iastkou Marian sporil, ak pocas 6 rokov, na zaciatku roka vkladanim do
banky s 3% ro¢nou urokovou mierou, nasporil 7 994,95 €?
1200 €

Za 8 rokov sa Simone podarilo nasporit’ 29 843,93 € v banke s 3,4% roc¢nou
urokovou mierou. Kol'ko eur vkladala do banky zac¢iatkom kazdého roka?

3200 €

Uvazujeme o ro¢nej urokovej miere 4 %. Ako dlho vkladala Daniela zaciatkom
kazdého roka sumu 4 000 €, ak sa jej naakumuloval kapital 17 665,29 €?
4 roky

Eugen si z banky na konci sporenia vybral 28 640,51 €. Zaciatkom kazdého roka
si sporil Ciastkou 3 600 €, pricom ro¢nd Urokova sadzba bola 0,032. Kolko
vkladov urobil?

7

Aka je stcasna hodnota vsetkych vkladov vo vyske 2 500 €, ktoré chce Zdenka
ukladat’ do banky s 2,5% ro¢nou urokovou mierou pocas 5 rokov, stale na
zacCiatku roka?

11 904,93 €

Kol’ko eur musi Pavol vlozit' do banky pri 3% rocnej urokovej miere, ked’ chce
na zaciatku z nasledujucich 6 rokov vyberat po 1 200 € az do vy€erpania uétu?

6 695,65 €

Na kol’ko rokov vystaci Elvire suma 22 973,27 € vloZend do banky, ak ju banka
bude urocit’ rocnou urokovou mierou 3,2 % a Elvira si bude na zaciatku roka
vyberat’ po 3 600 €?

7 rokov
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Akou cCiastkou sporila Martina, ak pravidelnym sporenim zaciatkom kazdého
Stvrtroka pocas 6 rokov v banke s3% ro¢nou urokovou mierou, nasporila
8 434,24 €7

320 €

Za 8 rokov sa Hedvige podarilo nasporit 13 241,76 € v banke s3,4%
nomindlnou urokovou mierou a polroénym trocenim. Kol'ko eur vkladala do

banky zaciatkom kazdého mesiaca?
120 €

Uvazujeme o banke s nominalnou trokovou mierou 4 % a Stvrtro¢nom troceni.
Ako dlho vkladal Jan zaCiatkom kazdého mesiaca sumu 400 €, ak sa mu
naakumuloval kapital 20 847,35 €?

4 roky

Marcel si z banky na konci sporenia vybral 31 479,63 €. Zaciatkom kazdého
Stvrtroka si sporil ¢iastkou 1 000 €, pricom nomindlna urokova sadzba bola
0,032 a banka urocila vklady polro¢ne. Kol'ko vkladov urobil?

28 vkladov

Korlko eur vlozila Miriam do banky, ak poc¢as 5 rokov, stale na za¢iatku mesiaca
az do vycerpania ultu vyberala z banky so Stvrtroénym turocenim a 2,5%
nominalnou trokovou mierou ¢iastku 247,92 €?

14 000 €
Eleonéra bude 8 rokov splacat’ pdzicku s 8,5% rocnou urokovou mierou
splatkami vo vyske 424,05 € na zaciatku mesiaca. Kol'ko eur si pozicala?

30 000 €

Marek vlozil do banky pri 3,1% nominélnej tirokovej miere a polrocnom uroceni
25000 € zvyhry. Aku ciastku moZe v priebehu nasledujucich 10 rokov na
zaCiatku kazdého Stvrtroka vyberat’ az do vyCerpania uctu?

723,27 €

Hedviga splaca zaciatkom kazdého mesiaca pocas dvoch rokov pédzZi¢ku vo
vyske 16 000 €. Pozicka je uroc¢ena 12% roc¢nou urokovou mierou. Aka velka je
mesacna splatka?

741,56 €

DIlh vo vyske 5 400 € ma byt splateny roénymi splatkami v priebehu 4 rokov
tak, aby na umorenie dlhu pripadali kazdoro¢ne rovnaké Ciastky. Zostavte
umorovaci plan, ak rocné urokova sadzba je 0,08.

Q=1350¢€

DIlh vo vyske 10 000 € ma byt splateny rocnymi splatkami v priebehu 5 rokov
tak, aby na umorenie dlhu pripadali kazdorocne rovnaké Ciastky. Zostavte

umorovaci plan pri ro¢nej urokovej miere 12%.
Q=2 000 €
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DI1h vo vyske 17 000 € ma byt’ splateny ro¢nymi splatkami v priebehu 5 rokov
tak, aby na umorenie dlhu pripadali kazdorocne rovnaké cCiastky. Zostavte

umorovaci plan, ak rocné urokova sadzba je 0,095.
Q=3400¢€

Dlh vo vyske 9 000 € snominalnou urokovou mierou 6% a polrocnom
urokovani ma byt’ splateny polroénymi splatkami v priebehu 3 rokov tak, aby na
umorenie dlhu pripadali kazdy polrok rovnakeé ¢iastky. Zostavte umorovaci plan.

Q=1500€

Dlh vo vyske 8 500 € pri nominalnej trokovej miere 7,5% a polro¢nom
urokovani ma byt’ splateny polroénymi splatkami v priebehu 3 rokov tak, aby na
umorenie dlhu pripadali kazdy polrok rovnaké Ciastky. Zostavte umorovaci plan.

Q=1416,67 €

DIh vo vyske 3 000 € ma byt splateny Stvrtroénymi splatkami v priebehu 1 roka
tak, aby na umorenie dlhu pripadali kazdy Stvrtrok rovnaké Ciastky. Zostavte
umorovaci plan pri Stvrtro¢nom urokovani, ak nominalna Grokova sadzba je
0,078.
Q=750 €
Po6zicka 6 500 € ma byt splatena rovnakymi ro¢nymi splatkami behom 4 rokov
pri ro¢nej urokovej sadzbe 0,1. Zostavte umorovaci plan.
A=2 050,56 €

DIh 12 400 € dohodnuty s 8,5% roc¢nou urokovou mierou ma byt splateny
konstantnymi roénymi anuitami behom 4 rokov. Zostavte umorovaci plan.

A=3785,57 €
P6zicka 16 000 € ma byt splatena konStantnymi roénymi anuitami za 5 rokov
pri 7% ro¢nej Urokovej miere. Zostavte umorovaci plan.

A=3902,25 €
P6zicka 9 200 € ma byt splatena rovnakymi polroénymi splatkami za 2 roky pri
nominalnej urokovej sadzbe 0,08 a polrocnom uroceni. Zostavte umorovaci
plan.

A=2534,51 €

DIlh 4 400 € ma byt’ splateny konStantnymi polronymi anuitami za 3 roky pri
nominalnej Urokovej miere 5,2 % a polro¢nom uroceni. Zostavte umorovaci
plan.
A=801,49 €
P6zic¢ka 7 000 € s nominalnou arokovou mierou 6,2 %, $tvrtroénym tro¢enim a
rovnakymi Stvrtroénymi splatkami ma byt splatend za 1 rok. Zostavte
umorovaci plan.
A=1818,33 €
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Po6zicka 15 000 € s nomindlnou trokovou mierou 4,8 %, Stvrtrocnym urocenim
a rovnakymi polro¢nymi splatkami ma byt splatena za 3 roky. Zostavte
umorovaci plan.

A=2715,46 €
Po6zicka 15 000 € s nomindlnou urokovou mierou 4,8 %, Stvrtroénym urocenim
a rovnakymi ro¢nymi splatkami ma byt’ splatena za 4 roky. Zostavte umorovaci
plan.

A=5493,44 €

Dlh 16 000 € s nominalnou urokovou mierou 3,6 %, s uroéenim kazdé 2 mesiace
a rovnakymi S$tvrtroénymi splatkami ma byt splateny za 2 roky. Zostavte
umorovaci plan.

A=2 081,97 €

Dlh 8 000 € snominalnou urokovou mierou 4,8 %, mesatnym urofenim a
rovnakymi polro¢nymi splatkami ma byt splateny za 3 roky. Zostavte
umorovaci plan.

A=1448,72 €

AWV w

Po6zicka 12 000 € s ro¢nou urokovou mierou 3 % ma byt splatena rovnakymi
polro¢nymi splatkami za 3 roky. Zostavte umorovaci plan.

A=2 105,51 €
Po6zicka 9 000 € s ro¢nou urokovou mierou 6 % ma byt splatend rovnakymi
Stvrtroénymi splatkami za 1 rok. Zostavte umorovaci plan.

A=2 333,14 €

Dlh vo vyske 28 000 € je vydany pri 11% ro¢nej Grokovej miere. Zostavte
umorovaci plan, ak chcete dlh splatit’ konStantnymi ro¢nymi anuitami v hodnote
9 000 €. Ako dlho budete p6zi¢ku splacat’. Aka bude poslednd vyrovnavacia
splatka ?

5 rokov, As=131,41 €

P6Zicka vo vyske 40 000 € ma byt splacana rocnymi splatkami. Prva splatka vo
vyske 10 000 € je splatna po 2. roku. Dalsie splatky sa maji postupne zvySovat
0 5 000 €. Po kol’kych rokoch bude dlh splateny pri ro¢nej urokovej miere 18%?
Aka bude vyska poslednej splatky? Zostavte umorovaci plan.

6 rokov, As =6 600,91 €

Po6zicka vo vyske 40 000 € ma byt splacand ronymi splatkami. Prva splatka vo
vyske 10 000 € je splatna po 2. roku. Dalsie splatky sa majii postupne zvySovat’
0 6 000 €. Po kol'kych rokoch bude dlh splateny pri ro¢nej urokovej miere 18%?
Aka bude vyska poslednej splatky? Zostavte umorovaci plan.

5 rokov, As = 26 841,56 €
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Po6zicka vo vyske 15 000 € ma byt splacand rocnymi splatkami. Podl'a dohody
prva splatka vo vyske 6 000 € je splatna az po 3. roku. Dalsie splatky sa maju
postupne zvySovat o 4 000 €. Po kol'kych rokoch bude dlh splateny pri ro¢nej
urokovej sadzbe 0,1? Aka bude vyska poslednej splatky? Zostavte umorovaci
plan.

5 rokov, As =5 897,65 €

Pozicka vo vyske 15 000 € mé byt’ spldcana roénymi splatkami. Podl'a dohody
prva splatka vo vyske 6 000 € je splatna az po 3. roku. Dalsie splatky sa maji
postupne zvysSovat’ o 2 000 €. Po kol'kych rokoch bude dlh splateny pri ro¢nej
urokovej sadzbe 0,1? Aka bude vyska poslednej splatky? Zostavte umorovaci
plan.

5 rokov, As = 8 097,65 €

Dlh v sume 6 000 € je vydany pri 3% ro¢nej urokovej miere a musi byt naraz
vrateny o 5 rokov. Na nasetrenie tejto sumy je potrebné vytvorit’ zabezpecovaci
fond v banke, ktora poskytuje 4% ro¢nt Grokovi mieru. Zostavte umorovaci
plan za predpokladu, ze ro¢né splatky do fondu st konstantné.

a=1107,76 €

Dlh v sume 14 500 € je vydany pri 2,5% ro¢nej urokovej miere a musi byt’ naraz
vrateny o 6 rokov. Na nasetrenie tejto sumy je potrebné vytvorit' zabezpecovaci
fond v banke, ktora poskytuje 3,2% ro¢nu urokovu mieru. Zostavte umorovaci
plan za predpokladu, ze ro¢né splatky do fondu st konstantné.

a=2230,43€

Pozicka 12 000 € sa splaca pri 2,5% ro¢nej urokovej miere a musi byt naraz
vratena o 5 rokov. Na naSetrenie tejto sumy je potrebné vytvorit’ zabezpe€ovaci
fond v banke, ktora poskytuje 3% nominalnu Grokovii mieru pri $tvrtro¢nom
uroceni. Zostavte umorovaci plan za predpokladu, Ze rocné splatky do fondu su
konStantné.

a=2258,72 €

Dlh v sume 15 000 € je vydany pri 3% ro¢nej urokovej miere a musi byt naraz
vrateny o 3 roky. Na naSetrenie tejto sumy je potrebné vytvorit' zabezpecovaci
fond v banke, ktora poskytuje 4% nomindlnu trokovi mieru pri polroénom
uro¢eni. Zostavte umorovaci plan za predpokladu, Ze polrocné splatky do fondu
st konStantné.
a=2377,89€
Tabul’ky niektorych umorovacich planov:

9000|270 1500|1770

7500 | 2251500 | 1725

6000 | 180 | 1500 | 1680

4500 | 135 | 1500|1635

300090 |1500 1590

OO WIN|F|r

1500 |45 | 1500|1545
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86.

D

Q

A

9 200,00

368,00

2 166,51

2 534,51

7033,49

281,34

2 253,17

2534,51

4 780,32

191,21

2 343,30

2 534,51

AIWIN(E |

2 437,02

97,48

2 437,03

2 534,51

D

u

Q

A

15 000,00

362,16

2 353,30

2 715,46

12 646,70

305,34

2 410,12

2 715,46

10 236,58

247,15

2 468,31

2 715,46

7768,27

187,56

2527,90

2 715,46

5 240,37

126,52

2 588,94

2 715,46

2 651,43

1 006,92

2 651,44

2 715,46

96.

D

u

Q

A

40 000,00

7 200,00

-7 200,00

0

47 200,00

8 496,00

1 504,00

10 000

45 696,00

8 225,28

6 774,72

15 000

38 921,28

7 005,83

12 994,17

20 000

25927,11

4 666,88

20 333,12

25 000

OO WIN|F|

5 593,99

1 006,92

5593,99

6 600,91

103.

a

A=Dg+a

m

(i i)

2 377,89

2 377,89

2 625,38

450

2 377,89

2 827,89

2 573,90

2 377,89

2 377,89

2 523,44

450

2 377,89

2 827,89

2 473,96

2 377,89

2 377,89

242545

OO IWIN|F

450

2 377,89

2 827,89

2 377,89

Zbierka rieSenych a nerieSenych tuloh
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10 FINANCNE TOKY
10.1 RieSené ulohy

Pri ocaiovani investinych projektov pomocou kritérigistej s&asnej hodnotiNPV
vychadzame z toho, Ze projekt s fisapmi tokmi CF; pri cene kapitalui je
akceptovatkny, ak jehoNPV je kladna hodnota. Ak porovnavame viacero projekto

s porovnaténou Zivotnosou n, najlepSi je ten, ktoréhdista s@¢asna hodnota je
najvasia.

n X
Vzorec pre vypoetistej s&asnej hodnotyNPV = >’ a t_)t .
t=0 (L+1

— + -n
(1. i) Ja
[
predpokladu, ze finamé toky X; sU p@as celej zivotnosti projektu konStantné a

X je za&iatocna investicia.

Vzorec pre vypeetcistej skasnej hodnotyNPV = X, + X

Dalsim kritériom pre og®vanie investinych projektov je vnatorna miera vynosu
IRR, ktora je definovana ako Urokova miera, pre ktgr€ista s@asna hodnota
rovna nule.

Ak je NPV klesajuca funkcia urokovej miery, potohRR =r [100% (r O (0,1)) je
najvasia hodnota urokovej miery, pri ktorej je dany pidjeSte akceptovdiay.

Priklad 10.1 Podnik zvaZuje kupu novej vyrobnej linky, ktora reGZabezp@t vysSie
zisky. Cena linky je 480 000 € a kupa zwi&té finargné toky o 84 000 € v kazdom
z nasledujucich osemnastich rokov. Predpokladapeesena kapitalu je 16 %. Aka je
Cistd sitasna hodnota tohto projektu?

RieSenie:

n = 18 rokov X = 84 000€, X, =-480 000 € = 0,16

o aen B -18
NPV = X+ X S 4*D ! %162

=-480000+ 84 ooof =869930%€.
|

Priklad 10.2 Investicia do projektu je 3 000 €. V prvom rokuliode eSte finama
strata vékosti 8 000 € ale v druhom roku uz prijem 16 00AKa je jeho vnutorna
miera vynosu?

RieSenie:

Vnatornd mieru vynosuRR nasho projektu najdeme rieSenim rovnice
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0= ~8000, 16 00(2) -3000 na intervalg(0,1).
1+r  (L+r1)

Po substituciid :1T1 dostavame rovnicu
r
16d%-8d -3=0,

ktora ma dve rieSenial, =3 ad, =—1. Vyhovuje len rieSenied =1 .3 s
4 4 1+r 4
odpovedajucinr = 0,33 a teda IRR = 33%.

Priklad 10.3 M&me projekt, do ktorého sme n&liaku investovali 60 dolarov. V 1.
roku predpokladame zisk 155 dolarov. V druhom rate musime investovado
projektu 100 dolarov. Na zaklad®&®R zistime, kedy je projekt akceptovEns.

RieSenie:

Vnutornu mieru vynosuRR nasho projektu najdeme podobne ako v predchadgajuc
Glohe rieSenim rovnice

NPV = 1204 _1002 - 60, pricomr, = 025 ar, = 033.
1+r  (@+r1)
NPV (5)]

NPV>0
IRR=2,5% IRR=3,3%

N R
/ \ h
-5

Z obrazka je zrejmé, ze projekt je akceptokageiba pre hodnoty Urokovej miery
25<IRR<333.

Priklad 10.4 Z hradiska IRR porovnajme projekty A=(-100, 100, 50 8=(-60, 50,
50) $.

RieSenie:

Podobnym spdsobom ako v predchadzajucich uUlohagocitgme vnutorné miery
oboch projektov

IRR, =36,6% a IRRg = 42% a oba grafy sa pretinaju pri= 025
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A

NPV (S)’
projekt A

100
projekt B

60

NPVA >NPVB NPVB > NPVA

AN

——— IRRB=42%

IRRA=36,6 \ r (%)

Z vyptov a na zaklade obrazka je zrejmé, Ze projekt wjeodnejSi ako projekt B
pre hodnoty arokovej miery z interval{®, 25) a naopak projekt B je vyhodnejSi ako
projekt A na intervale(25,36 .6)a preill (36.6, 42 )je vyhodné investovaiba do
projektu B.

10.2 NerieSené ulohy

1

Kuponova obligacia v nominalnej hodnote 200 € vimesajitd’ovi na konci
kazdého z nasledujucich 8 rokov kupdnovl platbu €15 na konci doby
splatnosti aj nominalnu hodnotu. Tuto obligaciu etézteraz kupi za 120 €,
pricom uvazujeme 12% &au urokovu mieru? Je vhodné investoda takéhoto
projektu?

35,29 €, vhodn4 investicia

Obchodnik uvazuje o investicii, ktord vyzaduje okayn vydaj 10 000 €
a prinesie WalSich troch rokoch po 4 500 €. Pds# investiciu z Padiska
NPV, ak cena kapitalu je 0,08.

1 596,90 €, prijatha

Z&iatodnd investicia do projektu je 5 000 €. Zivothigwojektu je 5 rokov.
Predpokladané tmé vynosy su postupne 600, 1 800, 2 000, 2 800QD03E.
Rozhodnite ¢i projekt bude akceptovany na zaklade NPV, ak demtalu je
16% .

1111 €, akceptovany

Podnikat& chce kapi stroj, ktorého cena je 1 700 000 € a Zivotn28 rokov.
Prevadzka stroja si vyZaduje kazdy rok vynald@0 000 €, ale zatuje prijmy
220 000 € rone pri cene kapitalu 7%. PaBt@ jeho prijaténog’.

NPV = - 4 957,72 €, neprijdtey
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10.

11.

12.

Nakup jednej obligacie vyZaduje &atocnu investiciu vo vySke 28 £.
Nominalna hodnota obligacie je 100 € 8mgmi kuponmi 10 €, doba splatnosti
je 15 rokov a pozadovana vynosti@s5%. Je vyhodné kaptato obligaciu?

84,46 €, vyhodna kupa

Spolaénog’ uvazuje o podnikatekom projekte, ktory vyZzaduje okamzité
naklady 65 000 € abude vytvérgrijmy 20 000 € na konci kazdého
z nasledujucich Siestich rokov, gwm predpokladame 13% &@d Grokovu
mieru. Na zéklade hodnoty NPV rozhodnitieprojekt bude akceptovany.

14 951 €, akceptovany

Ak je cena kapitalu 11%, rozhodnite Padiska NPV o prijati projektu, ktory
vyZzaduje zaéiatocnu investiciu 200 000 € a z ktorého s@kavaju prijmy 45,
60, 100, 100 a 110 tis. €.

93 509,77 €

Investicia do vystavby komplexu budov predpoklagdavky na kipu pozemku
2 000 000 € d'alSich 900 000 € na konci 1. roku a 900 000 na ikBnmku na
vystavbu. Budovy budi postavené na konci 3. rolatawitd’'ska firma ich
planuje hnd preda za cenu 6 000 000 €. &e NPV tejto investicie pri 14%
ro¢nej urokovej miere.

567 834,60 €

Mame projekt, do ktorého sme naczdku investovali 60 dolarov. V 1. roku
predpokladame prijem 155 dolarov. V druhom rokuralesime investovado
projektu 100 dolarov. Aka je hodnota NPV pri 10%rmg arokovej miere?

-1,74°$
Mate moznos investovaé do dvoch projektov A(- 4 000, 1 000, 1 500, 1 300,

1 500) tis. € a B(- 4 000, 1 900, 1 700, 800, GBO)€ pri cene kapitélu 10 %.
Ktory projekt uprednostnite?

NPV = 149,99 tis. €, NPY= 143,09 tis. €, projekt A
UvaZujte dva vzajomne sa vylylce investiné projekty :
A:1=2000 €, X=1 200 € gas siedmich rokov,
B: 1=3000 €, X =1 850 € gas 5 rokov.
Ktory projekt budete preferotaak cena kapitalu je 10 %?

NPVA =3 842,10 €, NPY=4 012,96 €, preferovdudete B

Méate dva nezlitel'né projekty A(-2 000, 1 500, 2 000) € a B(-3 0004@0,
1 440) €. Porovnajte ich Z&adiska NPV cene kapitalu 9 %.

NPVa =1 059,51 €, NPY=413,85 €
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mbzete investovado projektov A(-10, 10, 20,-10, 30) tis. € a B(-20, -5, 10)
tis € pri r@&nej Urokovej miere 12 %. Ktory z projektov upredmie?

NPV, = 26,82 tis. €, NPY= 0,99 €, projekt A

Vyberte vhodnu investiciu spomedzi prilezitostiA?; -0.3, 1.1, 0.6), B(-0.7,
0.3, 0.6, 0.5, 0.1), C(-0.8, -0.1, 1.0, 0.1), D@;20.7, 1.2, 1.0) mil. €. Pouzite
metddu NPV pri cene kapitalu 15 %.

NPVa = 0,7654 mil €, NPY = 0,4 mil. €,
NPV =-0,0651 mil. €, NPY = 0,1736 mil. €,
najlepsi je projekt A

Investicia do projektu je teraz 20 tis. eur, prddigdany vynos o rok je 25 tis.
eur. Porovnajtec¢isti siasnd hodnotu pri cene kapitalu 10 % a 30 %.
Vypocitajte vnatornd mieru vynosu a urobte analyzu, keelyvyhodné do
projektu investova

NPV;=2,73 tis. €, NPY=-0,77 tis. €, IRR=25 %, (0, 25)

Mame projekt, do ktorého sme nacdku investovali 60 dolarov. V 1. roku
predpokladame prijem 155 dolarov. V druhom rokuralesime investovado
projektu 100 dolarov. Aka je hodnota IRR? Pri akfickinotach rénej irokovej
miery je vhodné investovalo projektu?

IRR:1=25 %, IRR=33,33 % ,i J (25,33.33)

Projekt stoji 40 000 € a prinesie 25 000 € o r@&0®00 € o dva roky. Ute IRR
projektu. Pri akych hodnotachdmej urokovej miery je vhodné investavdo
projektu?

IRR=8,56 %,i (] (0,856 )

Zaciatocna investicia do projektu je 75 000 € a prinesi® P00 € o rok ale
v druhom roku je potrebné doinvestév250 000 €. Aka je hodnota IRR? Pri
akych hodnotach tmej Urokovej miery je vhodné do projektu investi®a

IRR=66,67 %,i [] (6667,100 )

Mame projekt, do ktorého sme naczku investovali 225 tis. dolarov. V 1.
roku predpokladame prijem 525 tis. dolarov. V dmhooku ale musime
investovd do projektud’alSich 250 tis. dolarov. Ak& je vnatorna miera 3o
tohto projektu? Pri akych hodnotactktmej irokovej miery je vhodné investava
do projektu?

IRR=66,67 % ,i ] (0,6667 )

Aka je vnutorna miera vynosu projektu A(- 7, 88Ytis. €. Pri akych hodnotach
rocnej urokovej miery je vhodné investavdo projektu?

IRRA = 14,29 %,i O (0,1429 )
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Aka je vnutorna miera vynosu projektu B(- 10, 15, 8) tis. €. Pri akych
hodnotach rénej Urokovej miery je vhodné investavdo projektu?

IRRg = 60 %,i 0 (0, 60)

Ak& je vnatorna miera vynosu projektu C(- 12, 13,4) tis. €. Pri akych
hodnotach rénej urokovej miery je vhodné investavdo projektu?

IRRc= 33,33 %,i J (0,3333)

Aka je vnutorna miera vynosu projektu D(- 16, -2, 20) tis. €. Pri akych
hodnotach rénej Urokovej miery je vhodné investavdo projektu?

IRRp = 25 %,i 0 (0, 25)

Ak4 je vnutornd miera vynosu projektu E(- 0.857;@..15, 1) mil. €. Pri akych
hodnotach rénej urokovej miery je vhodné investavdo projektu?

IRRe = 17,65 %,i 0 (0,1765 )

Mate dva projekty A(-2 000, 1 500, 2 000) € a BQG30O, 2 400, 1 440) €.
Vypocitajte IRR pre obidva projekty. Urobte analyzu, kepe vyhodné
investova do danych projektov.
IRRA = 44,30 %, IRB =20 %
pre i (0, 20) je vyhodnejSi projekt A
pre i (20, 44.30) je vyhodné investovaba do projektu A

Méate dva projekty A(-304, 300, 100) € a B(-364, 3800) €. Vypditajte IRR
pre obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyh®dnvestové do danych
projektov.
IRRA =25 %, IR = 42,86 %
prei (0, 25) je vyhodnejsi projekt B
pre i (25 42.86) je vyhodné investovtaba do projektu B

Méate dva projekty A(-12, 9, 11) tis. € a B(-12, 1B) tis. €. Vyp¢itajte IRR
pre obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyh&dnvestové do danych
projektov.
IRRA = 40,32 %, IRR = 18,38 %
prei [ (0,18.38) je vyhodnejSi projekt A
pre i (18.38 40.32) je vyhodné investovaba do projektu A

Méate dva projekty A(-845, 650, 1 000) € a B(-975081 000) €. Vypditajte

IRR pre obidva projekty. Urobte analyzu, kedy jdoginé investowado danych
projektov.

IRRA = IRRg =53,85 %,

projekt A aj B je vyhodny pre[d] (0,5385 )

preid (0,5385) je vyhodnejSie investovalo projektu B
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Méate dva projekty A(-164, 118, 100) € a B(-85, 180) €. Vypdgitajte IRR pre

obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyhodné&estovd do danych
projektov.

IRRA = 21,95 %, IRB =17,65 %

prei [ (0,1765) je vyhodnejSi projekt A

preid (L7.65 2195) je vyhodné investovaba do projektu A

Mate dva projekty A(-8, 3, 6) tis. € a B(-5, 3, t8. €. Vypaitajte IRR pre

obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyhodné&estovd do danych
projektov.

IRRA = 7,36 %, IRB = 13,07 %

prei (0,736) je lepSi projekt B,

prei (736,1307) je vyhodné investovaba do projektu B

Méate dva projekty A(-150, 100, 100) € a B(-220, 1R00) €. Vypdaitajte IRR
pre obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyh&®dnvestové do danych

projektov.
IRRA = 21,53 %, IRRB = 20,74 %

preid (0,1952) je lepSi projekt B, pred (1952, 20.74 )e lepSi projekt A
pre i (20.74, 2153) je vyhodné investovaba do projektu A

Méate dva projekty A(- 1 000, 1 000, 500) a B(- 0@ 700, 1 000). Obidva
v tis. €. Vypa@itajte vnatorné miery vynosu investicii. Urobte lsna, kedy je
vyhodné investowado danych projektov.
IRRA = 36,60 %, IRB =25 %
preid (0,2390) je vyhodnejsi projekt B
prei[] @389, 25) je vyhodnejSi projekt A
pre i (25,36 .6) je vyhodné investovaba do projektu A

Mate dva projekty A(-3, 4, 1) tis. € a B(-5, 3, ). €. Vypaitajte IRR pre

obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyhodné&estovd do danych
projektov.

IRRA = 54,86 %, IRB = 43,58 %

pre i (0,35.08) je vyhodnejSi projekt B

prei 3508 4358) je vyhodnejsi projekt A

preil] (4358,5486) je vyhodné investovtaba do projektu A

Mate dva projekty A(-6, 4, 7) tis. € aB(-4, 5, 1y. €. Vypaitajte IRR pre

obidva projekty. Urobte analyzu, kedy je vyhodné&estovd do danych
projektov.

IRRA = 46,37 %, IRB = 56,87 %

prei[] (0,35.08) je vyhodnejSi projekt A

pre i (3508 46.37) je vyhodnejSi projekt B

preil (46.37,56.87) je vyhodné investovtaba do projektu B
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