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FEI  3 

ÚVOD 

 
 

Táto učebná pomôcka je určená pre študentov prvého ročníka bakalárskej formy štúdia 

Fakulty elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity v Košiciach (FEI TU), ale môže 

poslúžiť aj študentom iných fakúlt. 

 

Učebnica je rozdelená do siedmich kapitol, ktoré obsahujú základné teoretické poznatky 

potrebné k riešeniu príkladov, vzorové riešené aj neriešené úlohy k učivu preberanému 

v predmete Matematika I. 

 

Cieľom tejto učebnej pomôcky nebolo podať ucelený teoretický prehľad riešenej 

problematiky v predmete Matematika I, preto je vhodné kombinovať používanie tejto učebnice  

s voľne dostupnými e-learningovými materiálmi Katedry matematiky a teoretickej informatiky 

FEI TU. 

 

Na záver ďakujeme prof. RNDr. Jozefovi Džurinovi, CSc. a doc. RNDr. Miriam 

Andrejiovej, PhD. za starostlivé prečítanie rukopisu a za cenné pripomienky, ktorými prispeli k 

zlepšeniu textu tejto učebnice. 

 

 

 

 

 

 

Autorky 
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1 FUNKCIA 
 

1.1 Definičný obor funkcie 
 

Pri hľadaní definičného oboru funkcie je potrebné najčastejšie vziať do úvahy, že: 

• menovateľ zlomku sa nesmie rovnať nule, 

• výraz pod párnou odmocninou musí byť nezáporný, 

• logaritmická funkcia je definovaná len pre kladný argument, 

 ak a >1, potom 0log xa  práve vtedy, ak 1x , 

 ak 0 < a <1, potom 0log xa  práve vtedy, ak 0 < 1x , 

• funkcie xy arcsin=  a xy arccos=  sú definované pre 11 − x . 

 

Príklad  1 Nájdime definičný obor funkcie f: 
65

1
2 +−

+
=

xx

x
y . 

 

Riešenie: Keďže výraz v menovateli musí byť rôzny od nuly, platí  

32

0)3)(2(

0652



−−

+−

xx

xx

xx

 

Odtiaľ vyplýva, že ( ) ),3()3,2()2,( −=fD  alebo ( )  3,2−= RfD . 

 

Príklad  2 Nájdime definičný obor funkcie f: 
22 xxy −−= . 

 

Riešenie: Výraz pod druhou odmocninou musí byť nezáporný, potom platí 

0)1)(2(

02

02

2

2

−+

−+

−−

xx

xx

xx

 

 

 
 

Definičný obor funkcie je ( ) 12,fD −= . 

 

Príklad  3 Nájdime definičný obor funkcie f: )84ln( −= xy . 

 

Riešenie: Logaritmus je definovaný len pre kladné čísla, preto musí byť 

2

084



−

x

x
  

 

Definičný obor funkcie je ( ) ),2( =fD . 
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Príklad  4 Nájdime definičný obor funkcie f: 
2−

=
x

e
y

x

. 

 

Riešenie: Z podmienky, že menovateľ sa nesmie rovnať nule platí 

02 −x  
a z podmienky, že výraz po párnou odmocninou môže byť len nezáporný platí  

     02 −x . 

Z obidvoch podmienok vyplýva  

2x . 

 

Definičný obor funkcie je ( ) ),2( =fD . 

 

Príklad  5 Nájdime definičný obor funkcie f: )23(log 5 += xy . 

 

Riešenie: Z podmienok pre výraz pod párnou odmocninou a pre argument logaritmu pri 

základe 5=a  vyplývajú tieto nerovnice 

1230)23(log5 ++ xx  

       
3

1
−x . 

Definičný obor funkcie je ( ) )−= ,
3

1
fD . 

 

Príklad  6 Nájdime definičný obor funkcie f: )23(log
2

1 += xy . 

 

Riešenie: Z podmienok pre výraz pod párnou odmocninou a pre argument logaritmu pri 

základe 
2

1
=a vyplývajú tieto nerovnice 

 

12300)23(log
2

1 ++ xx  

Riešime sústavu nerovníc 

123023 ++ xx  

3

1

3

2
−− xx , 

potom definičný obor funkcie je ( ) 



−−=
3

1
,
3

2
fD . 

 

Príklad  7 Nájdime definičný obor funkcie f: 
4

52
arcsin

−
=

x
y . 

 

Riešenie: Funkcia ty arcsin=  je definovaná pre t  na intervale 1,1− , preto 

1
4

52
1 

−
−
x
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2

9

2

1
 x . 

Definičný obor funkcie je ( )
2

9
,
2

1
=fD . 

 

Príklad  8 Nájdime definičný obor funkcie f: 
x

xy
2

log325
−

−−= . 

 

Riešenie: Výraz pod druhou odmocninou musí byť nezáporný a súčasne výraz pod 

logaritmom musí byť kladný, teda platí 

025

0
2

025




−

−

xx

x
x

, 

prienik týchto intervalov je definičný obor  ( ) ( )0,−=fD . 

 

 

V úlohách 1 – 62 nájdite definičné obory funkcií: 

 

 Výsledky: 

 

1. 
2

2
:

−

+
=
x

x
yf   2−R  

2. 
65

1
:

2 +−
=

xx
yf   3,2−R  

3. 
12

23
:

2

2

+−

+−
=

xx

xx
yf   1−R  

4. 3: += xyf  )− ,3  

5. 2: 2 −−= xxyf  )( −− ,21,  

6. 22: xxyf −+=  2,1−  

7. 
1

1
:

−

+
=

x

x
yf  ( ),1  

8. 
65

:
2 ++

=
xx

x
yf  ( ) ( )−−− ,23,  

9. 
2

4
:

2 −−

−
=

xx

x
yf  ( ) ( )−− ,21,  

10. 
4

3
:

−
=

x
yf  ( ),4  

11. 
4

3
:

+

−
=

x

x
yf  ( ) )−− ,34,  

12. 
23

1
:

2

2

++

−
=

xx

x
yf  ( ) )−− ,12,  
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13. 
65

1
:

2

2

+−

−
=

xx

x
yf  ) ( )( −− ,32,11,  

14. 
2

2

23

1
23:

xx
xxyf

−+
++−=  )( 3,21,1 −  

15. )5ln(: −= xyf  ( ),5  

16. )4ln(: 2 xxyf +=  ( ) ( )−− ,04,  

17. 
1

1
log:

−
=

x
yf  ( ),1  

18. 
2

1
log:

2

1
−

=
x

yf  )( ,2  

19. 
44

2
log:

23
+−

=
xx

yf   2−R  

20. 
x

x
yf

−

+
=

1

1
ln:  ( )1,1−  

21. 2log: 2
4 −−= xxyf  ( ) ( )−− ,21,  

22. 2

4

1 2log: xxyf −−=  ( )1,2−  

23. 
3

3
log: 2

−
=

x
yf  ( 6,3  

24. 
3

3
log: 2

−
=

x

x
yf  ( )




−− ,3

2

3
,  

25. )12(log: 2

3

1 +−= xxyf  ) ( 2,11,0   

26. 
x

x
yf

35

12
log:

3

1
+

−
=  ( −− 6, 








,

2

1
 

27. 127: 2 +−= xxyf  R  

28. 
6

32
:

−

+
=
x

x
yf   6−R  

29. 
1

:
2

5

−
=

x

x
yf   1−R  

30. 
3

1
:

x
yf =   0−R  

31. 63log: −= xyf   2−R  

32. 1: += x

x

eyf   1−−R  

33. 652
2: ++= xxyf  ( )−−− ,23,  

34. )4ln(10: −= xyf  ( ),4  



8  MATEMATIKA I  

 

35. 
12

24

3

2
:

+

+

=
x

x

yf  R  

36. 
4

21
arcsin:

x
yf

−
=  

2

5
,

2

3
−  

37. )3arcsin(: 2 −= xyf  2,22,2 −−  

38. 
4

23
arccos:

+
=

x
yf  

3

2
,2−  

39. 
x

x
yf

+
=

1

2
arccos:  1,

3

1
−  

40. 
6

1
arctg:

−
=

x
yf  R  

41. 
3

2
arccotg:

+

−
=

x

x
yf  ( ) )−− ,23,  

42. )
10

(logarcsin:
x

yf =  100,1  

43. )32log(
2

1
: 3 −−

−
+= x

x
xyf  ( )








,22,

2

3
 

44. )32ln(
52

1
: 5 −+

−
+= x

x
xyf  )













,

2

5

2

5
,

2

3
 

45. 
5

23
arcsin3:

x
xyf

−
+−=  3,1−  

46. 
4 29sin: xxyf −+=  3,0  

47. 23 4
2

3
: x

x

x
yf −+

+

−
=  ( 2,2−  

48. )44log(3
2

3
: 23 ++−

+

−
= xx

x

x
yf   2--R  

49. 34)62(log: 2

12 +−++= xxxyf  ( )− ,31,3  

50. 96
3

ln
: 2 −−+

−
= xx

x

x
yf    

51. )64log(: xxyf −+−=  ( )6,4  

52. ))165log(1log(: 2 +−−= xxyf  ( )3,2  

53. 24tg

)
2

arctg(

1
: xx

x

yf −−+


−

=                       


 








 
−




−− 2,

22
,

22
,2  

54. )2log(
1

1
arcsin: ++

+

−
= x

x

x
yf  ),0  

55. 
2

4
arccos)34ln(: 2 −

++−=
x

xxyf  ( 6,3  
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56. 
20

3
arcsin2)12ln(: 2 x

xxyf +−−=  ) 



−−

3

20
,43,

3

20
 

57. )103(arccos
82

: +−
+

= x
x

x
yf  3,

3

11
−−  

58. 
4

21
arcsin

ln

2
:

2 x

x

xx
yf

−
+

−−
=  

2

5
,2  

59. 
xxx

x
yf

23

)213ln(
:

23 +−

+
=  ( ) ( ) ( ) ( )− ,22,11,00,7  

60. 
54

)23ln(
:

2 −+

−
=

xx

x
yf  )












−−

2

3
,15,  

61. 
65

5ln
:

2 +−

−
=

xx

x
yf  ( ) ( ) ,32,0  

62. )2arctg(
)23ln(

54
:

2

++
−

−+
= xe

x

xx
yf  












−−

2

3
,15,  

 

1.2 Inverzná funkcia 
 

Algoritmus hľadania inverznej funkcie ( )xfy 11 −− =   k funkcii  ( )xfy =  je takýto: 

• zistíme, na akom intervale je funkcia f  prostá, teda kde k nej inverzná funkcia 

1−f existuje, 

• vymeníme x  za y  a naopak, 

• vyjadríme y  pomocou x . 

 

Príklad  1 K funkcii )5ln(2: += xyf  nájdime inverznú funkciu. 

 

Riešenie: Funkcia f  je prostá na celom svojom definičnom obore ( ) ),5( −=fD , preto 

k nej existuje inverzná funkcia na celom definičnom obore. 

)5ln(2 += xy ,  

vymeníme navzájom x  a y  

)5ln(2 += yx , 

osamostatníme výraz obsahujúci y , 

)5ln(
2

+= y
x

, 

aby sme vyjadrili y , použijeme inverznú funkciu k logaritmickej funkcii, exponenciálnu funkciu 

5

5

2

2

−=

+=

x

x

ey

ye
 

Inverzná funkcia k f  je 5: 21 −=−

x

eyf . 
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Príklad  2 K funkcii 
5

32
arccos53:

−
+=

x
yf  nájdime inverznú funkciu. 

 

Riešenie: Funkcia f  je prostá na celom svojom definičnom obore ( ) 4,1−=fD , preto 

k nej môžeme hľadať na celom definičnom obore inverznú funkciu. 

5

32
arccos53

−
+=

x
y ,  

vymeníme navzájom x  a y  

5

32
arccos53

−
+=

y
x , 

osamostatníme výraz obsahujúci y , 

5

32
arccos

5

3 −
=

− yx
, 

, 

aby sme vyjadrili y , použijeme inverznú funkciu k funkcii xy arccos=  

2

5

3
cos53

5

32

5

3
cos

−
+

=

−
=

−

x

y

yx

 

 

Inverzná funkcia k f  je 
2

5

3
cos53

:1

−
+

=−

x

yf . 

 

Príklad  3 K funkcii 
x

x

yf
4312

24
:

−

−
=  nájdime inverznú funkciu. 

 

Riešenie: Funkcia f  je prostá na intervale )1,(−  a na intervale ),1(  , preto k nej môžeme 

hľadať inverznú funkciu len na jednotlivých zúženiach definičného oboru. 

x

x

y
4312

24

−

−
= ,  

vymeníme navzájom x  a y  

y

y

x
4312

24

−

−
= , 

osamostatníme výraz obsahujúci y , 

13

212
4

+

+
=

x

xy
, 

 

aby sme vyjadrili y , použijeme inverznú funkciu k funkcii xy 4=  










+

+
=

13

212
log 4

x

x
y . 
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Inverzná funkcia k f  je 








+

+
=−

13

212
log: 4

1

x

x
yf . 

 

 

V úlohách 1 – 23 nájdite k daným funkciám inverzné funkcie: 

 

 Výsledky: 

 

1. 
x

x
yf

+

−
=
1

1
:  

x

x
f

+

−
=−

1

11
 

2.  
54

13
:

+

−
=
x

x
yf  

x

x
f

43

151

−

+
=−

 

3.  )22(log: 2 += xyf  
2

221 −
=−

x

f  

4. 
x

x

yf
24

23
:

+

−
=  

1

43
log 2

1

+

−
=−

x

x
f  

5.  
25.3

45.2
:

+

−
=

x

x

yf  
x

x
f

32

24
log 5

1

−

+
=−

 

6.  )22log(7: xyf −=  













−=− 7

2

1 102log

x

f  

7.  






 +
−=

2

13
arccos23:

x
yf  

3

1
2

3
cos2

1

−






 −

=−

x

f  

8.  
xeyf 545: ++=  )2110ln(

5

1 21 +−=− xxf  

9.  
1

1
sin1:

+

−
+=

x

x
yf  

)1arcsin(1

)1arcsin(11

−−

−+
=−

x

x
f  

10.  xyf arccotg23: −=  )log2cotg( 3

1 xf −=−  

11.  2

2

ln:

+

=

x

eyf  221 −=− xf  

12.  
3

12
arctg72:

−
+=

x
yf  

2

7

2
tg31

1

−
+

=−

x

f  

13.  )12(sin: −= xyf  
2

arcsin11 x
f

+
=−

 

14.  
2

1
arcsin1:

−
+=

x
yf  )1sin(211 −+=− xf  

15.  
xyf 32: +=  )2(log 2

3
1 −=− xf  

16.  
3

cos:
x

yf =  xf arccos31 =−  

17.  
2

4
arccotg1:

−
−=

x
yf  )1cotg(241 xf −+=−  

18.  xyf cos3: =  )arccos(log3
1 xf =−
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19.  12: += x

x

yf  
x

x
f

2

21

log1

log

−
=−  

20.  )12(arccos43: −+= xyf  
2

4

3
cos1

1

−
+

=−

x

f  

21.  )21ln(: xyf −=  
2

11
xe

f
−

=−  

22.  1ln13: −+= xyf  
)13(log21 1

−− +=
x

ef  

23.  
3

3

2
:

x

x
yf

−
=  

3
1

1

2









+
=−

x

x
f  

 

1.3 Párnosť a nepárnosť funkcie 
 

• Funkciu ( )xfy =  nazývame párnou, ak pre každé x  aj x−  z jej ( )fD  platí ( ) ( )xfxf =− . 

• Funkciu ( )xfy =  nazývame nepárnou, ak pre každé x  aj x−  z jej ( )fD  platí 

( ) ( )xfxf −=− . 

• Funkcia, ktorá nespĺňa ani jednu z prechádzajúcich vlastností nie je ani párna ani nepárna. 

• Graf párnej funkcie je osovo súmerný podľa yo  (napr. ...,,cos,2 xyxyxy === ). 

• Graf nepárnej funkcie je stredovo súmerný podľa bodu  0,0=O  (napr. 

...,tg,arcsin,sin, xyxyxyxy ==== ). 

 

Príklad  1 Vyšetrime párnosť, resp. nepárnosť funkcie 
x

x
yf

sin
: = .  

 

Riešenie: ( ) ( ) ( )−= ,00,fD  a pre každé x  aj x−  z ( )fD  je  

( )
( )

( )xf
x

x

x

x

x

x
xf ==

−

−
=

−

−
=−

sinsinsin
. 

Pretože ( ) ( )xfxf =− , funkcia je párna. 

 

Príklad  2 Vyšetrime párnosť, resp. nepárnosť funkcie 
12

12
:

−

+
=

x

x

yf . 

 

Riešenie: ( ) ),0()0,( −=fD  a pre každé x  aj x−  z ( )fD  je  

 

( ) ( )xfxf
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

−=
−

+
−=

−

+
=

−

+

=

−

+

=
−

+
=−

−

−

12

12

21

21

2

21

2

21

1
2

1

1
2

1

12

12
. 

Pretože ( ) ( )xfxf −=− , funkcia je nepárna. 

 

Príklad  3 Vyšetrime párnosť, resp. nepárnosť funkcie xyf sin3: = . 

 

Riešenie: ( ) R=fD  a pre každé x  aj x−  z ( )fD  je  
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( ) ( ) ( )xfxf
x

xx ===− −−

sin

sinsin

3

1
33 . 

 

Pretože ( ) ( )xfxf − , funkcia nie je ani párna ani nepárna. 

Príklad  4 Vyšetrime párnosť, resp. nepárnosť  funkcie 
1

:
2

−
=

x

x
yf . 

 

Riešenie: ( )  1−= RfD  a preto neplatí, že pre každé x   je aj x−  z ( )fD  funkcie. 

Napríklad, k číslu 1−=x  , ktoré patrí do definičného oboru funkcie, neexistuje číslo opačné, 

čiže číslo 1=x , ktoré by tiež patrilo do definičného oboru funkcie. Na základe toho je zrejmé, že 

nie je splnená nutná podmienka pre to, aby mohla byť funkcia párna alebo nepárna. 

Teda funkcia, funkcia 
1

:
2

−
=

x

x
yf  nie je ani párna ani nepárna. 

 

V úlohách 1 – 16 vyšetrite párnosť, resp. nepárnosť funkcií na intervaloch, kde je funkcia prostá

  

 Výsledky: 

 

1. xxyf −= 5:  nepárna 

2. 
2

2
:

+

−
=
x

x
yf  ani párna ani nepárna 

3. xxyf cossin: +=  ani párna ani nepárna 

4. 
x

x
yf

cos
: =  nepárna 

5. 
x

x
yf

+

−
=

2

2
log:  nepárna 

6. xxyf 22 sincos: −=  párna 

7. 22 sin: xxyf +=   párna 

8. xxyf cossin2: =  nepárna 

9. 
2

2cos1
:

x
yf

−
=  párna 

10. xxyf log: =  nepárna 

11. xyf x cos5: +=  ani párna ani nepárna 

12. 22 cos: xxyf −=  párna 

13. )cos(: xyf −=   párna 

14. )sin(: xyf +=   nepárna 

15. 
xx

yf
1

cos.
1

: =  nepárna 

16. xxyf sin: +=  nepárna 
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2 LIMITA FUNKCIE 
 
2.1 Výpočet limity funkcie 
 

Pri počítaní limít postupujeme takto: 

• zistíme typ neurčitosti (typ limity), 

• vhodnou úpravou odstránime neurčitosť, 

• dosadením limitu vypočítame. 

 

Príklad  1 Vypočítajme 
2012

65
lim

2

2

2 +−

+−

→ xx

xx

x
. 

 

Riešenie: Po dosadení 2=x  do funkcie zistíme, že sa jedná o neurčitosť typu 
0

0
, to 

znamená, že  číslo 2=x  je koreňom polynómu v čitateli aj v menovateli. V takomto prípade 

predelíme aj čitateľa aj menovateľa výrazom )2( −x , potom 

8

1

8

1

10

3
lim

)3)(2(

)3)(2(
lim

2012

65
lim

222

2

2
=

−

−
=

−

−
=

−−

−−
=

+−

+−

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
. 

 

 

Príklad  2 Vypočítajme 
131

lim
0 −+→ x

x

x
. 

 

Riešenie: Po dosadení 0=x  do funkcie zistíme, že sa jedná o neurčitosť typu 
0

0
, ale pri 

počítaní takejto limity je vhodná úprava tzv. rozšírenie „vhodnou jednotkou“, v našom prípade 

v tvare 
131

131

++

++

x

x
. Táto úprava využitím vzťahu 22))(( bababa −=+−  odstráni odmocninu 

v menovateli. 

3

2

3

131
lim

3

)131(
lim

131

131

131
lim

000
=

++
=

++
=

++

++


−+ →→→

x

x

xx

x

x

x

x

xxx
. 

 

 

Príklad  3 Vypočítajme 
20

cos1
lim

x

x

x

−

→
. 

 

Riešenie: V prípadoch, keď počítame limitu funkcie, v ktorej vystupuje goniometrická 

funkcia a typ neurčitosti 
0

0
, využijeme zväčša vzorec 1

sin
lim

0
=

→ x

x

x
. 

Našou úlohou je funkciu najprv vhodne upraviť (rozšíriť „vhodnou jednotkou“), aby sme mohli 

uvedený vzorec použiť. 
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2

1

2

1
1

cos1

1
lim

sin
lim

)cos1(

sin
lim

)cos1(

cos1
lim

cos1

cos1cos1
lim

0

2

02

2

02

2

020

==

=
+









=

+
=

+

−
=

+

+


−

→→→→→ xx

x

xx

x

xx

x

x

x

x

x

xxxxx

 

Príklad  4 Vypočítajme 
263

52
lim

2

2

++

−

→ xx

x

x
. 

 

Riešenie: Počítame limitu neurčitosti typu 



, kde sa najčastejšie využíva úprava „delenie 

čitateľa aj menovateľa x -om s najvyššou mocninou menovateľa“. 

V tomto prípade je v menovateli najvyššou mocninou 
2x . Preto 

3

2

003

02

26
3

5
2

lim
263

52
lim

2

2

2

2

=
++

−
=

++

−

=
++

−

→→

xx

x

xx

x

xx
. 

 

Príklad  5 Vypočítajme 
263

52
lim

4

2

++

−

→ xx

x

x
. 

 

Riešenie: Postupujeme podobne ako v predchádzajúcom príklade, ale čitateľa a menovateľa 

funkcie delíme 
4x . 

0
003

00

26
3

52

lim
263

52
lim

43

42

4

2

=
++

−
=

++

−

=
++

−

→→

xx

xx

xx

x

xx
. 

 

Príklad  6 Vypočítajme 
2100

5102
lim

3

26

−

++

→ x

xx

x
. 

 

Riešenie: Tak, ako v oboch predchádzajúcich príkladoch, aj tu riešime limitu funkcie 

s neurčitosťou 



, ale čitateľa a menovateľa funkcie delíme 

3x . 

=
−

++
=

−

++

=
−

++

→→ 0100

00

2
100

510
2

lim
2100

5102
lim

3

3

3

3

26

x

xx
x

x

xx

xx
. 

 

Príklad  7 Vypočítajme )1(lim 2 xxx
x

−+
→

. 

 

Riešenie: Pri limite s neurčitosťou typu −  funkciu rozšírime „vhodnou jednotkou“, 

teraz v tvare 
xx

xx

++

++

1

1

2

2

 a potom počítame podobným postupom ako v Príkladoch 4, 5, 6. 
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=

+
+

=
++

=
++

−+
=

++

++
−+

→→→→

1
1

1
lim

1
lim

1

)1(
lim

1

1
)1(lim

2

222

2

2

2
2

x

xxx

x

xx

xxx

xx

xx
xxx

xxxx

2

1

101

1

1
1

1

1
lim

1
1

1
lim

22

2
=

++
=

++

=

+
+

=
→→

xx

x xx
. 

 

 

V úlohách 1 – 36 vypočítajte limity funkcií:  

  Výsledky: 

1. 
3

5
lim

2

2

2 −

+

→ x

x

x
 9 

2. 













+

−

+−

→
1

4

13
lim

3

0 x

xx

x
 

4

3
 

3. 
2

4
lim

2

2 −

−

→ x

x

x
 4 

4. 
xx

xx

x −

+−

→
3

2

1

12
lim  0 

5. 
1

3
lim

24

2

3 ++

−

→ xx

x

x
 0 

6. 
127

34
lim

2

2

3 +−

+−

→ xx

xx

x
 2−  

7. 
56

1
lim

2

2

1 ++

−

−→ xx

x

x
 

2

1
−  

8. 
124

82
lim

2

2

2 −+

−+

→ xx

xx

x
 

4

3
 

9. 
6

23
lim

2

23

2 −−

++

−→ xx

xxx

x
 

5

2
−  

10. 
1

2)1(
lim

21 −

−−

→ x

xx

x
 

2

1
 

11. 








−
−

−−→
3

1 1

3

1

1
lim

xxx

 1−  

12. 
x

x

x

22
lim

0

−+

→
 

4

2
 

13. 
2

26
lim

2 +

−+

−→ x

x

x
 

4

1
 

14. 
x

x

x

11
lim

2

0

−+

→
 0 

15. 
5

21
lim

5 −

−−

→ x

x

x
 

4

1
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16. 
x

x

x −−

+−

→ 51

53
lim

4
 

3

1
−  

17. 
1

lim
2

1 −

−

→ x

xx

x
 3 

18. 
x

x

x

3sin
lim

0→
 3 

19. 
x

x

x

5tg
lim

0→
 5 

20. 
x

x

x 3sin

2sin
lim

0→
 

3

2
 

21. 
x

xx

x 3sin

7sin4sin
lim

0

+

→
 

3

11
 

22. 
x

x

x 5sin

2tg
lim

0→
 

5

2
 

23. 
x

x

x 6tg

5tg
lim

0→
 

6

5
 

24. 
xx

x

x sin.

2cos1
lim

0

−

→
 2  

 

25. xx
x

cotg
0

lim
→

 1 

26. 







−

→ xxx tg

1

sin

1
lim

0
 0 

27. 
2

3

0

coscos
lim

x

xx

x

−

→
 1 

28. 
x

xx

x tg1

cossin
lim

4

−

−


→

 
2

2
−  

29. 
13

lim
24

3

+−

+

→ xx

xx

x
 0 

30. 
1310

52
lim

2

4

+−

−

→ xx

xx

x
   

31. 
12

1
lim

2

2

+

−

→ x

x

x
 

2

1
 

32. 
32

3

31

31
lim

xx

xx

x ++

−+

→
 1−  

33. 












−

+→
x

x

x

x 1
lim

2

3

 0 

34. )2(lim xx
x

−−
→

 0 

35. )11(lim 22 −−+
→

xx
x

 0 

36. )3712(lim 22 +−−−−
→

xxxx
x

 
2

5
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2.2 Výpočet limity postupnosti 
 

Pri limitách postupnosti sa najčastejšie stretávame  s neurčitosťami typu 
−




1,, , ktoré 

počítame analogicky ako pri limite funkcie. 

 

Príklad  1 Vypočítajme 
253

124
lim

3

23

+−

−+

→ nn

nn

n
. 

 

Riešenie: Jedná sa o neurčitosť typu 



, v tomto prípade postupujeme tak ako pri limite 

funkcie, čiže čitateľa a menovateľa predelíme kn , kde k  je najväčší mocniteľ menovateľa. 
 

3

4

003

004

25
3

12
4

lim
253

124
lim

32

3

3

23

=
+−

−+
=

+−

−+

=
+−

−+

→→

nn

nn

nn

nn

nn
. 

 

Príklad  2 Vypočítajme )212(lim 22 +−−+
→

nnn
n

. 

 

Riešenie: Táto limita je typu −  a znova postupujeme podobne ako pri limite funkcie 

s touto neurčitosťou, teda výraz rozšírime „vhodnou jednotkou“, potom dostaneme neurčitosť 

typu 



 a ďalej postupujeme tak ako v predchádzajúcom príklade. 

 

212

32
lim

212

212
)212(lim

2222

22
22

++−+

−
=

++−+

++−+
+−−+

→→ nnn

n

nnn

nnn
nnn

nn
= 

=
→n

lim 1
01001

02

2
1

12
1

3
2

22

=
++−+

−
=

++−+

−

nnn

n  

 

Príklad  3 Vypočítajme 

34

23

13
lim

−

→









−

+
n

n n

n
. 

 

Riešenie: Po dosadení zistíme, že táto limita je typu 1 . Pri počítaní takýchto limít je 

dôležité poznať vzťah 
11

1lim 

→
=








 e

x

x

x
. 

Našou úlohou je teda upraviť výraz v limite tak, aby sme mohli použiť uvedený vzorec. 
34

343434

3

23

1
1lim

23

3

23

23
lim

23

323
lim

23

13
lim

−

→

−

→

−

→

−

→


















−
+=









−
+

−

−
=









−

+−
=









−

+

n

n

n

n

n

n

n

n nnn

n

n

n

n

n
= 
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= 423

)34(3
lim

)34(
23

3

3

23
)34(

23

3

3

23

3

23

1
1lim

3

23

1
1lim ee

nn
n

n

n
nn

n

n
n

n

n

n ==







































−
+=



















−
+ −

−

−
−−

→

−
−


−

→

→ . 

 

Príklad  4 Vypočítajme 
!)5(

!)4(!)3(
lim

+

+++

→ n

nn

n
. 

 

Riešenie: Najprv potrebujeme výraz v čitateli a menovateli upraviť tak, aby sme odstránili 

faktoriály. Väčšie výrazy s faktoriálom upravíme pomocou menších výrazov, ktoré budeme 

vyberať pred zátvorku, aby sme ich mohli krátiť. 

 

)4)(5(!)3(

)5(!)3(
lim

!)3)(4()5(

!)3)(4(!)3(
lim

!)5(

!)4(!)3(
lim

+++

++
=

+++

++++
=

+

+++

→→→ nnn

nn

nnn

nnn

n

nn

nnn
= 

0
4

1
lim

)4)(5(

)5(
lim =

+
=

++

+

→→ nnn

n

nn
. 

 

 

Príklad  5 Vypočítajme 
2

321
lim

n

n

n

++++

→


. 

 

Riešenie: V tomto prípade je nutné použiť najprv vzorec pre súčet n  členov aritmetickej 

postupnosti 
2

)( 1 n
n

aan
s

+
= . 

2

1

2

01

2

1
1

lim
2

lim2

)1(

lim
321

lim
2

2

22
=

+
=

+
=

+
=

+

=
++++

→→→→

n

n

nn

n

nn

n

n

nnnn


. 

 

 

Príklad  6 Vypočítajme  )1ln()2ln(lim +−−
→

nnn
n

. 

 

Riešenie: S využitím vzťahov, ktoré platia pre logaritmy upravíme výraz pod limitou 

a dostaneme sa k neurčitosti typu 1 , s ktorou sme sa stretli v Príklade 3. 

 

    3ln
1

2
limln

1

2
lnlim)1ln()2ln(lim 3 −==























+

−
=









+

−
=+−− −

→→→
e

n

n

n

n
nnn

n

n

n

nn
. 

 

 

V úlohách 1 – 40 vypočítajte limity postupností:  

  Výsledky: 

1. 







−

→ nn 5

3
2lim  2 
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2. 
1

)3)(2)(1(
lim

4 −

+++

→ n

nnn

n
 0 

3. 32lim +
→

n

n
 4 

4. 

10
2

1lim 







+

→ nn
 1 

5. 
13

52
lim

−

+

→ n

n

n
 

3

2
 

6. 
2

2

2

)1(
lim

n

n

n

+

→
 

2

1
 

7. 
32

254
lim

2

2

+

+−

→ n

nn

n
 2 

8. 
23

12
lim

3 3

+

−+

→ n

nn

n
 

3

1
 

9. 
1

lim
3 2

+

+

→ n

nn

n
 0 

10. 
1

1073
lim

24

−

+−

→ n

nn

n
   

11. 
2

1
lim

3

5

+−

+

→ nn

n

n
   

12. 
n

n

n

33 2
lim

−

→
 0 

13. 
n

nn

n

112
lim

22 −−+

→
 1 

14. n

n
n3lim

→
 1 

15. 
n

n
n3lim

→
 1 

16. 56

13

4lim −

+

→

n

n

n
 2 

17. 12

122

3lim +

−

→

n

n

n
 9 

18. 
32

loglim
−→ n

n

n
 

2

1
log  

19. 
13

13
lnlim

2

2

−

+

→ n

n

n
 0 

20. 
3

loglim 2

n

n →
   

21. 

n

n n









+
+

→ 3

2
1lim  

2e  
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22. 

1

1

3
1lim

−

→









+
−

n

n n
 3−e  

23. 

n

n n

2

22

1
1lim 









+
−

→
 1−e  

24. 

n

n n

n









+

+

→ 2

1
lim  1−e  

25. 

n

n n

n









+

−

→ 1

1
lim  2−e  

26. 

1

1

2
lim

−

→









+

+
n

n n

n
 e  

27. 

12

2

2 1
lim

+

→ 











 −
n

n n

n
 1−e  

28. 
2

2

3
lim

n

n n

n









−

−

→
 

e

1
 

29. 

n

n n

n









−

+

→ 12

5
lim  0 

30. 

1

34

32
lim

−

→









−

−
n

n n

n
 0 

31. 

n

n n

n







 +

→ 2

23
lim    

32. 
3

1

2

2

12

54
lim

+

→ 













−

−

n

n n

n
   

33. )1(lim nn
n

−+
→

 0 

34. )1(.lim nnn
n

−+
→

 
2

1
 

35.  )1ln(lnlim +−
→

nnn
n

 1−  

36.  )1ln()2ln(lim +−+
→

nnn
n

 1 

37.  nnn
n

ln)1ln(lim −−
→

 1−  

38. 
!!)1(

!
lim

nn

n

n −+→
 0 

39. 
!)3(

!)1(!)2(
lim

+

+++

→ n

nn

n
 0 

40. 
!)1(!)2(

!)1(!)2(
lim

+−+

+++

→ nn

nn

n
 1 

 



22  MATEMATIKA I  

 

3 DERIVÁCIA FUNKCIE 
 
3.1  Výpočet derivácie funkcie 
 

Nech funkcie ( )xf  a ( )xg  majú v bode 0x  derivácie )( 0xf   a )( 0xg , nech Rc . Potom 

funkcie cf , gf + , fg  a ak 0)( 0 xg , tak aj funkcia 
g

f
 majú derivácie v bode 0x  pre ktoré 

platí: 

• )()()( 00 xfcxcf = , 

• )()()()( 000 xgxfxgf +=+ , 

• )()()()()()( 00000 xgxfxgxfxfg += , 

• 
 20

0000
0

)(

)()()()(
)(

xg

xgxfxgxf
x

g

f −
=











. 

 

 

Základné vzorce pre výpočet derivácie platné na množine, kde derivácie existujú: 

 

 

0)( =c , Rc  

1)( −= aa xax  

aaa xx ln)( = , 1,0  aa  

xx ee =)(  

ax
xa

ln

1
)(log = , 1,0  aa  

x
x

1
)(ln = , ),0( x  

xx cos)(sin =  

xx sin)(cos −=  

x
x

2cos

1
)(tg =  

x
x

2sin

1
)(cotg

−
=  

21

1
)(arcsin

x
x

−
=   

21

1
)(arccos

x
x

−

−
=   

21

1
)(arctg

x
x

+
=   

21

1
)(arccotg

x
x

+

−
=  

 ( )( )  ( )( ) ( )xgxgfxgf =  

 ( ) ( )  ( ) ( ) =  xfxgxg
exf ln
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Príklad  1 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) 23

7

5 −+= xxxf . 

 

Riešenie:  

( ) 3 443

4

4
1

3

7

15

3

7
5

3

7
50

3

7
5 xxxxxxxf +=+=−+=

−
− . 

 

Príklad  2 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) xexxf xx
2

3 log45 −++= . 

 

Riešenie:  

  

( )

.
2ln

1
4ln45

3

1

2ln

1
4ln45

3

1

2ln

1
4ln45

3

1

3 2

3

2
1

3

1

x
e

x

x
ex

x
exxf

xx

xxxx

−++=

=−++=−++=
−−

 

 

 

Príklad  3 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) xexf x sin= . 

 

Riešenie: Funkcia f  je v tvare súčinu 

 

( ) )cos(sincossin)(sinsin)( xxexexexexexf xxxxx +=+=+= . 

 

 

Príklad  4 Vypočítajme deriváciu funkcie ( )
x

x
xf

arctg
= . 

 

Riešenie: Funkcia f  je v tvare podielu 

( )
( )

)1(

arctg)1(
1arctg

1

1

arctg)(arctg
22

2

2

2

2 xx

xxx

x

xx
x

x

xxxx
xf

+

+−
=

−
+=


−

= . 

 

Príklad  5 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) 12 += xxf . 

 

Riešenie: Funkciu vyjadríme v tvare ( ) ( ) 2

1

2 1+= xxf  a potom použijeme vzorec pre 

deriváciu zloženej funkcie 

 

( )
1

2)1(
2

1
)1()1(

2

1

2

2

1

22
1

2

1

2

+
=+=++=

−−

x

x
xxxxxf . 
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Príklad  6 Vypočítajme deriváciu funkcie ( )
1

1
arccotg

−

+
=

x

x
xf . 

 

Riešenie:  

( )

.
1

1

)1(

11

)1(2

)1(

)1(

)1()1()1()1(

)1(

)1(2

1

1

1

1

1
1

1

222

2

2

2

22

+
=

−

−−−


+

−
−=

=
−

−+−−+


−

+
−=












−

+











−

+
+

−=

xx

xx

x

x

x

xxxx

x

xx

x

x

x
xf

 

 

Príklad  7 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) 52sin xxf = . 

 

Riešenie: Funkciu upravíme na tvar ( ) 25)(sin xxf =  a znova použijeme vzorec pre 

deriváciu zloženej funkcie 

 

( )

.)(cos)(sin105)(cos)(sin2

5)(cos)(sin2)()(cos)(sin2)(sin)(sin2

554455

15555555125

xxxxxx

xxxxxxxxxf

==

==== −−

 

 

Príklad  8 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) 3)21(lnarctg xxf += . 

Riešenie: Funkciu upravíme na tvar ( ) 2

3

)21(arctgln xxf +=  a znova použijeme vzorec pre 

deriváciu zloženej funkcie 

 

( )
( )

( ) ( ) .
)21(1

213

)21(arctg

1
221

2

3

)21(1

1

)21(arctg

1
)21(

211

1

)21(arctg

1
)21(arctg

)21(arctg

1
)21(arctgln

33

2

1

3

2

3
2

3

3

2

3
2

3

2

3
2

3

x

x

x
xx

x
x

x

x
x

x

x

xxf

++

+


+
=


+

++


+

=
















+


++



+

=
















+

+

=
















+=

 

 

Príklad  9 Vypočítajme deriváciu funkcie ( ) xxxf sin2 )1( += . 

 

Riešenie: Funkciu upravíme na tvar ( ) )1ln(sin 2+= xxexf  a derivujeme ju ako zloženú 

funkciu 

 

( )  
 

.
1

sin2
)1ln(cos)1(

1

2
sin)1ln(cos)1(

))1(ln(sin)1ln()(sin

)1ln(sin

2

2sin2

2

2sin2

22)1ln(sin

2)1ln(sin

2

2








+
+++=

=






+
+++=

=+++=

=


+=

+

+

x

xx
xxx

x

x
xxxx

xxxxe

xxexf

x

x

xx

xx
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V úlohách 1 – 35 zderivujte funkciu ( )xf  

      

 Výsledky: 

 

1. ( ) 537 25 −+−= xxxxf  ( ) 3145 4 +−= xxxf  

 

2. ( ) xxxf x ln5
3 4 −+=  ( )

x
xxf x 1

5ln5
3

4 3 −+=  

 

3. ( ) xxxxf cos)1( 3 +−=  ( ) xxxxxxf sin)1(cos)13( 32 +−−−=  

 

4. ( ) xxf x
2log2=  ( ) 








+=

2ln

1
log2ln2 2

x
xxf x  

 

5. ( ) xxxf −= 10  ( ) )10ln1(10 xxf x −= −  

 

6. ( )
1

sin

−
=

x

x
xf  ( )

2)1(

sincos)1(

−

−−
=

x

xxx
xf  

7. ( )
x

x
xf

tg
=  ( )

22

tg

cos

1

x

x

xx
xf −=  

8. ( )
15

25
2

2

+−

++
=

xx

xx
xf  ( )

22

2

)15(

10215

+−

−−
=

xx

xx
xf  

9. ( ) xxf 2sinln=  ( ) xxf 22cotg=  

 

10. ( )
x

x
xf

73

45
ln

+

+
=  ( )

)45)(73(

23

xx
xf

++

−
=  

11. ( ) xxf tg21+=  ( )
xx

xf
tg21cos

1
2 +

=  

12. ( )
3

2
sin

x
xf =  ( )

3

2
sin3

3

2
cos

x

x

xf =  

13. ( ) xxxxf tgtg
2

1 2 ++=  ( )
x

xx
xf

2

2

cos

1costg ++
=  

14. ( ) )sin(sin1sin 2 xxxf ++=  ( ) )cos(sincos
1

1cos

2

2

xx
x

xx
xf +

+

+
=  

15. ( ) xxf 2arcsin=  ( )
21

arcsin2

x

x
xf

−
=  

16. ( ) xxf arcsin=  ( )
xx

xf
−

=
12

1
 

17. ( )
4

13
arccos

−
=

x
xf  ( )

2325

3

xx
xf

−+

−
=  
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18. ( ) )1arctg( 2xxxf +−=  ( )
222

1

x
xf

+
=  

 

19. ( ) )arctg( xxf tg=  ( ) 1= xf  

 

20. ( )
1

1
arctg

−

+
=

x

x
xf  ( )

21

1

x
xf

+

−
=  

 

21. ( ) 21arcsin xxxxf −+=  ( ) xxf arcsin=  

 

22. ( ) 21arccos xxxxf −−=  ( ) xxf arccos=  

 

23. ( ) )2ln(sinln 24 xxxxf −+=  ( )
xx

x
xxxf

2

22
cotgsinln4

2

3

−

−
+=  

24. ( ) 3

2
sinln

x
xf =  ( )

3 2

2
sinln

2
cotg

6

1

x

x

xf =  

25. ( ) xxxf =  ( ) ( )xxxf x ln1+=  

 

26. ( )
xexxf =  ( ) 








+=

x
xxexf

xex 1
ln  

27. ( ) xxxf sin=  ( ) 







+=

x

x
xxxxf x sin

lncossin
 

28. ( ) xxxf cos)(sin=  ( )













−= xx

x

x
xxf x sinlnsin

sin

cos
)(sin

2
cos  

29. ( ) xxxf ln=  ( ) xxxf x ln2 1ln −=  

 

30. ( ) xxxf )(sin=  ( ) )cotgsin(ln)(sin xxxxxf x +=  

 

31. ( ) x xxf =  ( ) 






 −
=

2

ln1

x

x
xxf x  

32. ( ) xx
x

x
xf arctg1ln

3

13 2

3

2

+++
−

=  ( )
)1(

1
24

5

xx

x
xf

+

+
=  

33. ( )
2

arctgcosln
xx ee

xf
−−

=  ( )
xx

xx

ee

ee
xf

−

−

+

−
=  

34. ( ) xxxxxxf arcsin122)(arcsin 22 −+−=   

      

 ( ) 2)(arcsin xxf =  

 

35. ( ) x
x

x

x

x
xf arctg

2

1

1

1
ln

4

1

1

1
ln

4

3
2

2

+
+

−
+

−

+
=  ( )

1

3
4

2

−

−
=

x

xx
xf  
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3.2 Geometrický význam derivácie 
 

• Derivácia ( )0xf   funkcie je smernica tk  dotyčnice ku grafu funkcie ( )xfy =  v dotykovom 

bode  00, yxT , čiže ( )0xf  = tk  a smernica normály je 
( ) nk
xf

=


−
0

1
. 

• Rovnica dotyčnice je    ( )( )000: xxxfyyt −=− . 

• Rovnica normály, ak  ( ) 00  xf  je  
( )

( )0

0

0

1
: xx

xf
yyn −


−=− . 

• V úlohách často využívame poznatok, že ak sú dve priamky rovnobežné, majú rovnakú 

smernicu k . 

 

Príklad  1 Nájdime rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( ) 12 += xxf  v bode 

  ?,1=T . 

 

Riešenie: Najprv vypočítame y - ovú súradnicu dotykového bodu T . Keďže bod T  je 

dotykový, leží teda na parabole danej funkciou ( ) 12 += xxf , y - ová súradnica je vlastne 

funkčná hodnota ( ) 21 =f .  

Bod  2,1=T . 

 

Do rovnice dotyčnice potrebujeme dosadiť aj smernicu, čiže ( ) ( )   221 10 0
===

=xxfxf . 

Rovnica dotyčnice :t    
02

)1(22

=−

−=−

yx

xy
 

     

Rovnica normály :n    

052

)1(
2

1
2

=−+

−−=−

yx

xy
 

   

Príklad  2 Nájdime rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( ) xxf ln= , ak je 

 dotyčnica rovnobežná s priamkou 1: += xyp . 

 

Riešenie: Našou úlohou je nájsť súradnice dotykového bodu T . Pretože dotyčnica má byť 

rovnobežná s priamkou p , musia byť ich smernice rovnaké 

( )

1

1
1

1

0

0

0

=

=

=

=

x

x

xf

kk pt

 

ďalší postup je rovnaký ako v predchádzajúcom príklade, bod  0,1=T . 

Rovnica dotyčnice :t    
01

)1(10

=−−

−=−

yx

xy
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Rovnica normály :n     

01

)1(
1

1
0

=−+

−−=−

yx

xy
. 

 

Príklad  3 Nájdime rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( )
x

xf
1

= , ak je normála 

 kolmá na priamku xyp
9

1
: −= . 

 

Riešenie: Normála má byť kolmá na priamku p , preto musí byť dotyčnica s priamkou p  

rovnobežná. Tým sme úlohu previedli na predchádzajúci typ, hľadáme teda dotyčnicu 

rovnobežnú s priamkou p .  

( )

3

9)(

9

1

)(

1

9

1

0

2
0

2
0

0

=

=

−=−

−=

=

x

x

x

xf

kk pt

 

 

Ďalší postup je rovnaký ako v Príklade 1, bod 









−−=









=

3

1
,3

3

1
,3

2

1

T

T

. 

Rovnica dotyčnice :1t    

069

)3(
9

1

3

1

=−+

−−=−

yx

xy
 

Rovnica dotyčnice :2t    

069

)3(
9

1

3

1

=++

+−=+

yx

xy
 

     

 

Rovnica normály :1n     

080327

)3(9
3

1

=−−

−=−

yx

xy
 

Rovnica normály :2n    

080327

)3(9
3

1

=+−

+=+

yx

xy
 

 

Príklad  4 Nájdime rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( ) 22 += xxf , ak je 

 dotyčnica kolmá na priamku 1
2

1
: +−= xyp . 
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Riešenie: Dotyčnica má byť kolmá na priamku p , preto musí byť normála s priamkou p  

rovnobežná. Smernica normály a priamky musí byť rovnaká  

( )

1

2

1

2

1

2

11

0

0

0

=

−=−

−=


−

=

x

x

xf

kk pn

 

Dotykový bod je  3,1=T . 

 

Rovnica dotyčnice :t    
012

)1(23

=+−

−=−

yx

xy
 

     

Rovnica normály :n     

072

)1(
2

1
3

=−+

−−=−

yx

xy
 

 

 

V úlohách 1 – 10 nájdite rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( )xf  v dotykovom bode 

 00, yxT . 

   

         Výsledky: 

 

1. ( ) xxxf 23 −=    ?,1T     02: =−− yxt  

0: =+ yxn  

2. ( ) 472 +−= xxxf    ?,1T     035: =−+ yxt   

         0115: =−− yxn    

3. ( ) 293 ++= xxxf    ?,0T     029: =+− yxt  

         0189: =−+ yxn  

4. ( ) 3xxf =     ?,1T     0123: =−− yxt  

         0532: =−+ yxn  

5. ( ) xxf 2=    







?,

2

1
T    0122: =+− yxt  

         0322: =−+ yxn  

6. ( )
x

x
xf

−

+
=

1

1
    ?,0T     012: =+− yxt   

        022: =−+ yxn  

 

7. ( ) xxxf ln2=     ?,1T     022: =−− yxt  

         012: =−+ yxn  

8. ( )
x

x
xf

ln
=     ?,1T     01: =−− yxt  
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         01: =−+ yxn  

9. ( ) 1
2
+=

xe
xf     ?,0T     032: =+− yxt  

         0324: =−+ yxn  

10. ( ) xxf sin22=   







?,

4
T    0424: =−+− yxt  

         01684: =−−+ yxn  

 

 

V úlohách 11 – 15 nájdite rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( )xf , ak je dotyčnica 

rovnobežná s priamkou p. 

 

11. ( ) 293 ++= xxxf   019: =+− yxp   029: =+− yxt  

         0189: =−+ yxn  

 

12. ( )
x

xf
2

=    0218: =++ yxp   01218:1 =−+ yxt  

         0
3

323
18:1 =+− yxn  

         01218:2 =++ yxt  

         0
3

323
18:2 =−− yxn  

          

13. ( ) xxf =    022: =−− yxp   012: =+− yxt  

         032: =−+ yxn  

14. ( ) xxxf ln2=    022: =+− yxp   022: =−− yxt  

         012: =−+ yxn  

15. ( ) ( )1ln += xxf   03: =+− yxp   0: =− yxt  

         0: =+ yxn  

 

V úlohách 16 – 19 nájdite rovnicu dotyčnice a normály ku grafu funkcie ( )xf , ak je dotyčnica 

kolmá na priamku p. 

 

16. ( ) 472 +−= xxxf   055: =+− yxp   035: =−+ yxt  

         0115: =−− yxn  

17. ( ) 236 xxxf −=   016: =+− xyp   0126: =−+ yxt  

         026: =−− yxn  

18. ( ) xxxf ln=    055: =+− yxp   05: 6 =++ −eyxt  

         0315: 6 =−− −eyxn  

19. ( ) 3xxf =    0964: =−+ yxp   0123: =−− yxt  

         0532: =−+ yxn  
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3.3 L´Hospitalovo pravidlo 
 

• Nech  ( ) ( ) 0limlim ==
→→

xgxf
axax

 alebo ( ) ( ) ==
→→

xgxf
axax

limlim  a nech existuje 
( )
( )xg

xf

ax 



→
lim . 

Potom existuje aj 
( )
( )xg

xf

ax→
lim  a platí 

( )
( )

( )
( )xg

xf

xg

xf

axax 


=

→→
limlim . 

• Pre výpočet limít s neurčitosťou 
0

0
 alebo 




 použijeme priamo toto pravidlo. 

• Pri neurčitostiach ostatných typov 00 0,,1,,0 −   je potrebné funkciu upraviť na 

neurčitosť typu 
0

0
 alebo 




. 

 

I. Ak počítame limitu s neurčitosťou 0 , čiže počítame ( ) ( )xgxf
ax


→

lim , upravíme ju 

takto: 

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )xf

xg
xgxf

xg

xf
xgxf

axaxaxax 1
limlim

1
limlim

→→→→
== alebo .  

Dostaneme neurčitosť typu 
0

0
 alebo 




. 

II. Ak počítame limitu s neurčitosťou − , teda počítame ( ) ( ) xgxf
ax

−
→

lim  a pritom je 

možná úprava na spoločného menovateľa, po jej použití dostaneme limitu s neurčitosťou 

0

0
. 

III. Ak počítame limitu s neurčitosťami 00 0,,1  , čiže počítame ( ) ( )xg

ax
xf

→
lim , použijeme 

už známu úpravu ( ) ( ) ( ) ( )xfxgxg
exf ln= , teda 

 

( ) ( )
( ) ( )xfxg

axxg

ax
exf

lnlim

lim


→

→
=  . 

Limita, ktorá vznikne v exponente novej funkcie bude typu 0 . 

 

Príklad  1 Vypočítajme 
x

x

x

cosln
lim

0→
. 

 

Riešenie: Po dosadení 0=x  dostaneme neurčitý výraz typu 
0

0
, takže priamo použijeme 

L´Hospitalovo pravidlo. 

0
1

)sin(
cos

1

lim
)(

)cos(ln
lim

cosln
lim

000
=

−

=



=

→→→

x
x

x

x

x

x

xxx
. 
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Príklad  2 Vypočítajme 
12

1
lim

2

2

+

−

→ x

x

x
. 

 

Riešenie: V tomto prípade je to neurčitosť typu 



 a opäť použijeme L´Hospitalovo 

pravidlo. 

 

14

2
lim

)12(

)1(
lim

12

1
lim

2

2

2

2

+
=

+

−
=

+

−

→→→ x

x

x

x

x

x

xxx
. 

Teraz po dosadení dostaneme znova neurčitosť typu 



 a opäť môžeme použiť L´Hospitalovo 

pravidlo. 

 

( )

( ) 2

1

4

2
lim

14

2
lim

14

2
lim ==


+


=

+ →→→ xxx x

x

x

x
. 

 

Príklad  3 Vypočítajme 
3

2
lim

+

−

→ x

x

x
. 

 

Riešenie: V tomto prípade ide o limitu typu 



 . Použitím L´Hospitalovho pravidla 

dostaneme 

2

3
lim

32

1
22

1

lim
3

2
lim

−

+
=

+

−
=

+

−

→→→ x

x

x

x

x

x

xxx
 

zopakovaním L´Hospitalovho pravidla sa dostaneme k pôvodnej limite. Preto je lepšie pred jeho 

použitím použiť jednoduchú úpravu  

 

1
1

1
lim

3

2
lim

3

2
lim ==

+

−
=

+

−

→→→ xxx x

x

x

x
. 

 

Príklad  4 Vypočítajme xx
x

lnlim
0


+→

. 

 

Riešenie: Počítame s neurčitosťou typu )(0 − , postupujeme ako v I. 

0)(lim
1

1

lim
1

ln
limlnlim

0

2

000
=−=

−

==
+→+→+→+→

x

x

x

x

x
xx

xxxx
. 

 

Príklad  5 Vypočítajme 







−

+→ xxx sin

11
lim

0
. 

 

Riešenie: Počítame s neurčitosťou typu − , postupujeme ako v II. 
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0
2

0

sincoscos

sin
lim

cossin

1cos
lim

sin

sin
lim

sin

11
lim

0000
==









−+

−
=









+

−
=







 −
=








−

+→+→+→+→ xxxx

x

xxx

x

xx

xx

xx xxxx
. 

 

Príklad  6 Vypočítajme x

x

x cotg

2

)tg(lim
−


→

. 

 

Riešenie: Počítame s neurčitosťou typu 0 , postupujeme ako v III. 
xx

xx

x

x

x

x

eex

lntgcotglim

lntgcotg

2

cotg

2

2lim)tg(lim





−


→−


→

−


→

== ,  

limita v exponente je neurčitosti typu 0  a vypočítame ju zvlášť. 

0
tg

1
lim

cos

1

cos

1

tg

1

lim
tg

tgln
limtglncotglim

22

2

222

==



==
−


→−


→−


→−


→ x

x

xx

x

x
xx

xxxx

, 

vrátime sa k pôvodnej limite 

 

1lim)tg(lim 0

tglncotglim

lntgcotg

2

cotg

2

2 ====





−


→−


→

−


→

eeex

xx

xx

x

x

x

x

. 

 

Príklad  7 Vypočítajme 





 −

+→

1ln

1

0
lim

xe

x
x . 

 

Riešenie: Počítame s neurčitosťou typu 00 , postupujeme ako v III. 
 

)1ln(

ln
lim)1ln(

1

0

0lim −−

+→

+→=
x

x
x

e

x

e

x
ex ,  

limita v exponente je neurčitosti typu 


−
 a vypočítame ju zvlášť. 

x

x

x

x

xxxx xe

e

e

e

x

e

x 1
lim

1

1

lim
)1ln(

ln
lim

000

−
=

−

=
− +→+→+→

, 

po ďalšom dosadení do poslednej limity nájdeme neurčitosť 
0

0
 a znova použijeme 

L´Hospitalovo pravidlo 

 

1
01

1
lim

1
lim

00
=

+
=

+
=

−

+→+→ xx

x

xx

x

x xee

e

xe

e
, 

 

vrátime sa k pôvodnej limite 
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eeex
x

x
x

e

x

e

x
=== −−

+→

+→ 1)1ln(

ln
lim)1ln(

1

0

0lim . 

 

V úlohách 1 – 32 pomocou L´Hospitalovho pravidla vypočítajte limity funkcií:  

 

        Výsledky:  

1. 
122

1
lim

23

2

1 −+−

−

→ xxx

x

x
 2  

2. 
30

sin
lim

x

xx

x

−

→
      

6

1
 

3. 
1

ln
lim

1 −→ x

x

x
      1 

4. 
12

2
lim

0 −



→
x

x

x

x
      

2ln

1
 

5. 
x

xx

x

36
lim

0

−

→
      2ln  

6. 
20

cos2cos
lim

x

xx

x

−

→
     

2

3
−  

7. 
x

xx

x tg1

cossin
lim

4

−

−


→

     
2

2
−  

8. 
2

3

0

coscos
lim

x

xx

x

−

→
     1 

9. 
x

xe x

x 3sin

12
lim

4

0

−−

→
     

3

2
 

10. 
x

x

x 2cotg3

cotg5
lim

2
+


→

 
6

5
 

11. 
2

lim
x

ex

x →
   

12. 
x

x

x cotg

ln
lim

0+→
      0  

13. 
x

x

x

ln
lim

→
 0  

14. 
)3ln(cos

)2ln(cos
lim

0 x

x

x +→
     

9

4
 

15. 
x

x

x tg

2
ln

lim

2









−



−


→

 0  

16. 







−

−+→ xx

x

x ln

1

1
lim

1
     

2

1
 

17. 







−

+→ x

x

xx lnln

1
lim

1
     1−  
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18. 







−

+→ xx

x

x

1

sin

cos
lim

0
     0  

19. 







−

+→ xxx sin

1

2

1
lim

0
     −  

20. 








−
−

+→ 1

11
lim

0 xx ex
     

2

1
 

21. x

x
ex −

→

2lim       0  

22. 
2

1

2

0
lim x

x
ex

→
        

23. 
4

tg
4

lim
2

2

2

x

x

x

x

−

−→

     


4
−  

24. xx
x

cotgarcsinlim
0


+→

     1 

25. x

x

xsin

0

lim
+→

      1 

26. 
2

1

0
)2(coslim x

x
x

→
      

2−e  

27. x

x
x

+→0
lim       1 

28. x

x
x −

−→

1

1

1
lim       

1−e  

29. x

x
x

1

lim
→

      1 

30. 

x

x x

tg

0

1
lim 









+→
      1 

31. xx

x
xe

1

0
)(lim +

→
      

2e  

32. 

x

x x








+

→ 2

1
1lim       1 

 

 

3.4 Taylorov polynóm 
 

Polynóm 


=

−=

=−++−


+−


+=

n

k

k
k

n
n

n

xx
k

xf

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxT

0

)(
0

0
)(

0
0

)(
2

0
0

0
0

0

,)(
!
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)(
!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 

 

 

sa nazýva Taylorov polynóm funkcie f  v bode 0x . 
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Použitím Taylorovej vety dostávame: 

 

 
!!2!1

1
2

n

xxx
e

n
x +++ , 

 

 
!)12(

)1(
!5!3

sin
12

1
53

−
−+−+−

−
−

m

xxx
xx

m
m , 

  

 
!)22(

)1(
!4!2

1cos
22

1
42

−
−+−+−

−
−

m

xxx
x

m
m . 

 

 

 

Príklad  1 Napíšte Taylorov polynóm 3. stupňa funkcie ( ) xxf =  v bode .10 =x  

 

Riešenie:       Vypočítame prvú až tretiu deriváciu funkcie: 
 

( )
x

xf
2

1
= , ( ) ,

4

1

3x
xf −=  ( )

58

3

x
xf = . 

 

Teda ( ) 11 =f , ( ) ,
2

1
1 =f  ( )

4

1
1 −=f , ( )

8

3
1 =f . 

 

Po dosadení dostávame: 

!3

)1(

8

3

!2

)1(

4

1

2

1
1),1,(

32

3

−
+

−
−

−
+=

xxx
xxT . 

 

 

V úlohách 1 – 5 napíšte Taylorov polynóm −n tého stupňa danej funkcie f  

 v bode :0x  

 Výsledky: 

 

1. ( ) 0,2,arcsin 0 === xnxxf  x  

2. ( ) 1,3, 0
3 2 === xnxxf  

32 )1(
81

4
)1(

9

1
)1(

3

2
1 −+−−−+ xxx  

3. ( ) 2,4,
1

0 === xn
x

xf  
432 )2(

32

1
)2(

16

1
)2(

8

1
)2(

4

1

2

1
−+−−−+−− xxxx  

4. ( ) 4,4,ln 0 === xnxxf          
432 )4(

1024

1
)4(

192

1
)4(

32

1
)4(

4

1
4ln −−−+−−−+ xxxx  

5. ( ) 0,3,cosln 0 === xnxxf  
2

2

1
x−  
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4 PRIEBEH FUNKCIE 
 
4.1 Vyšetrovanie priebehu funkcie 
 

Pri vyšetrovaní priebehu funkcie postupujeme takto: 

 

• A1 nájdeme definičný obor funkcie, 

• A2 vypočítame limity v koncových bodoch definičného oboru, 

• A3 vypočítame jednostranné limity v bodoch nespojitosti a napíšeme rovnice pre asymptoty 

bez smernice (ABS), [stačí, aby aspoň jedna z jednostranných limít v bode 0x  bola nevlastné 

číslo +  alebo −  a priamka 0xx =  bude ABS], 

• A4 nájdeme asymptoty so smernicou (ASS), [ASS je priamka qkxy += , ktorej koeficienty 

počítame takto: 

( )

( ) xkxfq

x

xf
k

x

x

11

1

lim

lim

−=

=

→

→  alebo 

( )

( ) xkxfq

x

xf
k

x

x

22

2

lim

lim

−=

=

−→

−→ , pričom koeficienty k  a q  

musia byť vlastné čísla], 

• A5 vyšetrime párnosť, nepárnosť funkcie, 

• A6 nájdeme priesečníky so súradným systémom, [priesečník s osou yo  tak, že položíme 

0=x  a  dopočítame y  ,  priesečníky s xo  tak, že položíme 0=y  a dopočítame x ], 

• A7 vypočítame prvú deriváciu funkcie a na základe toho vyšetríme monotónnosť a lokálne 

extrémy funkcie, 

o na intervaloch, kde je prvá derivácia kladná, teda ( ) 0 xf , je funkcia ( )xf  rastúca  

o na intervaloch, kde je prvá derivácia záporná, teda ( ) 0 xf , je funkcia ( )xf  

klesajúca   

o monotónnosť funkcie sa môže meniť v bodoch, v ktorých ( ) 0= xf  alebo v bodoch, 

v ktorých ( )xf   neexistuje, 

o body, v ktorých ( ) 0= xf , sa nazývajú stacionárne body (SB), 

o ak na intervale vľavo od SB funkcia klesá a vpravo rastie, je v tomto SB extrém – 

lokálne minimum,  SB   

o ak na intervale vľavo od SB funkcia rastie a vpravo klesá, je v tomto SB extrém – 

lokálne maximum,  SB  

• A8 vypočítame druhú deriváciu funkcie a na základe toho vyšetríme konvexnosť, 

konkávnosť a inflexné body (IB) funkcie, 

o na intervaloch, kde ( ) 0 xf , je funkcia ( )xf  konvexná  , 

o na intervaloch, kde ( ) 0 xf , je funkcia ( )xf  konkávna  , 

o konvexnosť a konkávnosť funkcie sa môže meniť v bodoch, v ktorých ( ) 0= xf  alebo 

v bodoch, v ktorých ( )xf   neexistuje, 

o body, v ktorých ( ) 0= xf  a mení sa v nich konvexnosť a konkávnosť sa nazývajú 

inflexné body (IB), 

o ak na intervale vľavo od bodu, v ktorom ( ) 0= xf  je funkcia konvexná a vpravo 

konkávna, bod nazývame inflexný bod     IB    

o ak na intervale vľavo od bodu, v ktorom ( ) 0= xf  je funkcia konkávna a vpravo 

konvexná, bod nazývame inflexný bod    IB   
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• A9 stacionárne body, inflexné body a body, v ktorých neexistuje prvá a druhá derivácia 

funkcie rozdelia celý definičný obor na intervaly, na ktorých budeme zisťovať znamienko 

prvej a druhej derivácie funkcie, všetky informácie zaznačíme do tabuľky, 

• A10 načrtneme graf funkcie ( )xf . 

 

V niektorých funkciách môžeme niečo z bodov A3 až A8 vynechať, lebo tieto informácie 

získame z iných bodov. 

Príklad  1 Vyšetrime priebeh funkcie f: 
2

2

−
=

x

x
y  a načrtnime jej graf. 

 

Riešenie:  
 

A1 Funkcia je definovaná pre všetky čísla x , pre ktoré je menovateľ 02 −x , teda 2x . 

Definičný obor funkcie ( ) ),2()2,( −=fD . 

 

A2 Limity na začiatku a konci definičného oboru sú  

+=
−

−=
−

→

−→

2
lim

2
lim

2

2

x

x

x

x

x

x
 

 

A3 Jednostranné limity v bode nespojitosti 2=x  sú 

+=
−

−=
−

+→

−→

2
lim

2
lim

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x
  preto, že jednostranné limity sú nevlastné čísla, priamka 2=x  je ABS. 

A4 

2
2

2
lim1

2
lim

1
2

lim2lim

2

1

2

2

2

1

=








−
=








−

−
=

=
−

=−=

→→

→→

x

x
x

x

x
q

xx

x

x

x

x

k

xx

xx , ASS pre →x  je priamka 2+= xy , 

2
2

2
lim1

2
lim

1
2

lim2lim

2

2

2

2

2

2

=








−
=








−

−
=

=
−

=−=

−→−→

−→−→

x

x
x

x

x
q

xx

x

x

x

x

k

xx

xx , ASS pre −→x  je takisto priamka 2+= xy . 

 

A5 ( )
( )

( )xf
x

x

x

x
xf 

+
−=

−−

−
=−

22

22

, z toho vyplýva, že funkcia nie je ani párna ani 

nepárna. 

 

A6 Vo funkcii 
2

2

−
=

x

x
y  položíme 0=x  a vypočítame  0

20

0
=

−
=y . 
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Vo funkcii 
2

2

−
=

x

x
y  položíme 0=y  a vypočítame  

2
0

2

−
=

x

x
 

        20 x=   

        x=0  

priesečník s osou xo  a s osou yo  je bod  0,0 . 

 

A7 Prvá derivácia funkcie je  

 

22

2

2

22

)2(

)4(

)2(

4

)2(

)2(2

2 −

−
=

−

−
=

−

−−
=

















−
=

x

xx

x

xx

x

xxx

x

x
y . 

 

 

Položíme  0=y    a vypočítame SB. 

  

40

0)4(

0
)2(

)4(
2

==

=−

=
−

−

xx

xx

x

xx

 

 

Prvá derivácia y  neexistuje v bode nespojitosti prvej derivácie, čiže v bode 2=x , ktorý je 

zároveň aj bodom nespojitosti funkcie ( )xf . 

 

A8 Druhá derivácia funkcie je  

=
−

−−−−−
=

















−

−
=

4

22

2

2

)2(

)2(2)4()2)(42(

)2(

4

x

xxxxx

x

xx
y

3)2(

8

−x
 

 

Druhá derivácia 0y , preto funkcia ( )xf  nemá inflexné body. 

   

Druhá derivácia y   neexistuje v bode nespojitosti druhej derivácie, čiže v bode 2=x , čo je aj 

bod nespojitosti funkcie ( )xf . 

 

A9 Body 0=x  a 4=x  rozdelia celý definičný obor funkcie na ďalšie intervaly, kde budeme 

zisťovať znamienko prvej a druhej derivácie a na základe toho určíme monotónnosť, 

konvexnosť, konkávnosť funkcie, lokálne extrémy a inflexné body. 

 

 

 

 )0,(−  0 )2,0(  2 )4,2(  4 ),4(   

y  +  - * -  + 

y   MAX  *  MIN  

y   -  - * +  + 

y     

0 
   

ABS 
   

8 
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A10 Do súradného systému nakreslíme ASS, ABS, priesečníky so súradným systémom 

a použijeme všetky informácie z tabuľky k načrtnutiu grafu funkcie. 

 

       

       

       

       

       

       

       

       

       

     

 

        

 

 

 

Príklad  2 Vyšetrime priebeh funkcie 
x

x
y

ln
=  a načrtnime jej graf. 

 

Riešenie:  
 

A1 Funkcia je definovaná pre všetky čísla x , pre ktoré je menovateľ 0x  a súčasne 0x . 

Definičný obor funkcie ( ) ),0( =fD . 

 

A2 Limity na začiatku a konci definičného oboru sú  

0
ln

lim

ln
lim

0

=

−=

→

+→

x

x

x

x

x

x  

 

A3 Počítame jednostrannú limitu v bode nespojitosti 0=x . V tomto prípade má zmysel 

počítať len limitu sprava ale tú sme už vypočítali v A2. Pretože jednostranná limita je nevlastné 

číslo, priamka 0=x  je ABS. 

 

A4 

0
1

lim
1

1

lim
ln

lim0
ln

lim

0
2

1
lim

2

1

lim
ln

lim

ln

lim
22

===







=








−=

=====

→→→→

→→→→

x

x

x

x
x

x

x
q

xx

x

x

x

x

x

x

k

xxxx

xxxx
,  

 

ASS pre →x  je priamka 0=y ,  

ASS pre −→x  nemá zmysel počítať, lebo funkcia pre záporné čísla nie je definovaná. 

 

A5 Funkcia nie je ani párna ani nepárna. 

A6 Priesečník s yo  neexistuje. 
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Vo funkcii 
x

x
y

ln
=  položíme 0=y  a vypočítame   

x

xln
0 =  

        1=x   

         

priesečník s osou xo  je bod  0,1 . 

A7 Prvá derivácia funkcie je 
22

ln1
ln

1

ln

x

x

x

xx
x

x

x
y

−
=

−

=











= . 

Položíme  0=y    a vypočítame SB. 

  

ex

x

x

x

=

=−

=
−

0ln1

0
ln1
2

 

y  neexistuje v bode nespojitosti prvej derivácie, čiže v bode 0=x , ktorý je zároveň aj bodom 

nespojitosti funkcie ( )xf . 

A8 Druhá derivácia funkcie je 
34

2

2

3ln2
2)ln1(

1

ln1

x

x

x

xxx
x

x

x
y

−
=

−−−

=










 −
= . 

 

Položíme   0=y  

  0
3ln2

3
=

−

x

x
 

  03ln2 =−x  

  
3ex =  

y   neexistuje v bode nespojitosti druhej derivácie, čiže v bode 0=x , ktorý je zároveň aj bodom 

nespojitosti funkcie ( )xf . 

 

A9 Body ex =  a 
3ex =  rozdelia celý definičný obor funkcie na ďalšie intervaly, v ktorých 

budeme zisťovať znamienko prvej a druhej derivácie a na základe toho určíme monotónnosť, 

konvexnosť, konkávnosť funkcie, lokálne extrémy a inflexné body. 

 

 

 

 ),0( e  e  ),( 3ee  3e  ),( 3 e  

y  +  -  - 

y   MAX    

y   -  -  + 

y     

e

1
 

  IB 

32

3

e
 

  

 

 

A10 Do súradného systému nakreslíme ASS, ABS, priesečníky so súradným systémom 

a použijeme všetky informácie z tabuľky k načrtnutiu grafu funkcie 
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Príklad  3 Vyšetrime priebeh funkcie 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  a načrtnime jej graf. 

 

Riešenie:  
 

A1 Funkcia je definovaná pre všetky čísla x , pre ktoré je menovateľ 0)1( 2 +x , teda 

1−x . 

Definičný obor funkcie ( ) ),1()1,( −−−=fD . 

 

A2 Limity na začiatku a konci definičného oboru sú  

=
+

−=
+

→

−→

2

3

2

3

)1(2
lim

)1(2
lim

x

x

x

x

x

x
 

 

A3 Jednostranné limity v bode nespojitosti 1−=x  sú 

−=
+
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+

+

−

−→
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2

3

1

2

3

1

)1(2
lim

)1(2
lim

x

x

x

x

x

x
  preto, že jednostranné limity sú nevlastné čísla, priamka 1−=x  je ABS. 
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xx , ASS pre →x  je priamka 

1
2

1
−= xy , 
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1
)1(2

2
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2
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xx , ASS pre −→x  je 1
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1
−= xy . 

 

 

A5 ( ) ( )xf
x

x

x

x
xf 

−
−=

+−

−
=−

2

3

2

3

)1(2)1(2

)(
, z toho vyplýva, že funkcia nie je ani párna 

ani nepárna. 

 

A6 Vo funkcii 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  položíme 0=x  a vypočítame  0

2

0
==y . 

 

Vo funkcii 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  položíme 0=y  a vypočítame  

2

3

)1(2
0

+
=

x

x
 

        30 x=   

        x=0  

Priesečník s osou xo  a s osou yo  je bod  0,0 . 

 

A7 Prvá derivácia funkcie je 
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Položíme  0=y    a vypočítame SB. 
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y  neexistuje v bode nespojitosti prvej derivácie, čiže v bode 1−=x , ktorý je zároveň aj bodom 

nespojitosti funkcie ( )xf . 

 

A8 Druhá derivácia funkcie je  

 

46

22332

3

23

)1(

3

)1(4

)1(32)3()1(2)63(

)1(2

3

+
=

+

++−++
=

















+

+
=

x

x

x

xxxxxx

x

xx
y . 

Položíme  0=y  
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  0
)1(

3
4
=

+x

x
 

  03 =x   

  0=x  

   

y   neexistuje v bode nespojitosti druhej derivácie, čiže v bode 1−=x , čo je aj bod nespojitosti 

funkcie ( )xf . 

 

A9 Body 3−=x  a 0=x  rozdelia celý definičný obor funkcie na ďalšie intervaly, kde 

budeme zisťovať znamienko prvej a druhej derivácie a na základe toho určíme monotónnosť, 

konvexnosť, konkávnosť funkcie, lokálne extrémy a inflexné body. 

 

 

 )3,( −−  3−  )1,3( −−  1−  )0,1(−  0  ),0(   

y  +  - * +  + 

y   MAX  *    

y   -  - * -  + 

y     

8

27
−  

   

ABS 
  IB 

0 
  

 

 

A10 Do súradného systému nakreslíme ASS, ABS, priesečníky so súradným systémom 

a použijeme všetky informácie z tabuľky k načrtnutiu grafu funkcie. 

 

 

 

 

 

             

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Príklad  4 Vyšetrime priebeh funkcie xxy arctg2−=  a načrtnime jej graf. 

 

Riešenie:  
 

A1 Funkcia je definovaná pre všetky reálne čísla x . 

Definičný obor funkcie ( ) RfD = . 

 



FEI  45 

 

A2 Limity na začiatku a konci definičného oboru sú  

=

−=−

−=






 
−−−=−

→

−→

2
2)arctg2(lim

2
2)arctg2(lim

xx

xx

x

x
 

 

A3 Pretože je funkcia na celom svojom definičnom obore spojitá, ABS neexistujú. 

 

A4 

    −=−=−−=

=
+

−
=+

−

=
−

=

→→

→→→

xxxxq

x

xx

x

xx
k

xx

xxx

arctg2lim1arctg2lim

1
1

1
lim

1

1

2
1

lim
arctg2

lim

1

2

22

1 , ASS pre →x  je priamka 

−= xy , 

    =−=−−=

=
+

−
=+

−

=
−

=

−→−→

−→−→−→

xxxxq

x

xx

x

xx
k

xx

xxx

arctg2lim1arctg2lim

1
1

1
lim

1

1

2
1

lim
arctg2

lim

2

2

22

2 , ASS pre −→x  je  

+= xy . 

 

 

A5 ( ) ( ) ( )xfxxxxxxxf −=−−=+−=−−−=− )arctg2(arctg2arctg2 , z toho vyplýva, že 

funkcia je nepárna. 

 

A6 Vo funkcii xxy arctg2−=  položíme 0=x  a vypočítame  00arctg20 =−=y ,  

priesečník s osou  yo  je bod  0,0 . 

 

Ďalšie priesečníky s xo  určiť nevieme, lebo xx arctg20 −=  je transcendentná rovnica, ktorú 

nevieme riešiť. 

 

A7 Prvá derivácia funkcie je
2

2

2 1

1

1

2
1)arctg2(

x

x

x
xxy

+

−
=

+
−=−= . 

 

Položíme  0=y    a vypočítame SB. 

  

11

01

0
1

1

2

2

2

−==

=−

=
+

−

xx

x

x

x

 

 

y  je spojitá funkcia, nemá body, v ktorých by prvá derivácia neexistovala. 
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A8 Druhá derivácia funkcie je 
2222

22

2

2

)1(

4

)1(

2)1()1(2

1

1

x

x

x

xxxx

x

x
y

+
=

+

−−+
=

















+

−
=  

 

Položíme  0=y  

0

04

0
)1(

4
22

=

=

=
+

x

x

x

x

 

   

y   je spojitá funkcia, nemá body, v ktorých by druhá derivácia neexistovala. 

 

A9 Body 1−=x , 0=x , 1=x  rozdelia celý definičný obor funkcie na ďalšie intervaly, kde 

budeme zisťovať znamienko prvej a druhej derivácie a na základe toho určíme monotónnosť, 

konvexnosť, konkávnosť funkcie, lokálne extrémy a inflexné body. 

 

 

 )1,( −−  1−  )0,1(−  0 )1,0(  1 ),1(   

y  +  -  -  + 

y   MAX    MIN  

y   -  -  +  + 

y     

1
2
−


 

  IB 

0 
   

2
1


−  

  

 

 

A10 Do súradného systému nakreslíme ASS, ABS, priesečníky so súradným systémom 

a použijeme všetky informácie z tabuľky k načrtnutiu grafu funkcie. 
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V úlohách 1 – 30 vyšetrite priebeh funkcie a načrtnite graf : 

 

1. 23 32 xxy −=  2. 23 23 −+= xxy  

3. 22)2( xy −=  4. 3)1(16 −= xxy  

5. 
2

2

−
=

x

x
y  6. 

2

3 2

+

−
=

x

x
y  

7. 
x

x
y

12 +
=  8. 

x
xy

12 +=  

9. 
2)1(

12

−

−
=

x

x
y  10. 

2

3

)1(2 +
=

x

x
y  

11. 
x

xy
1

−=  12. 
2

2

4 x

x
y

−
=  

13. 
1

1
2 −

=
x

y  14. x
x

x
y +

−
=

1

2
2

 

15. 
42

2

+
=

x

x
y  16. 

42 +
=

x

x
y  

17. 
2

2 1

x
xy +=  18. 

x

x
y

ln
=  

19. 
x

x
y

ln
=  20. xxy ln=   

21. )1ln( 2xy +=  22. xxy arctg=   

23. 
x

y
1

arctg=  24. 
x

x
y

1
arctg

−
=   

25. 
x

x
y

+

−
=

1

1
arctg  26. xey

1

=    

27. xxey =  28. 
1

1

−
=

xe
y  
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Výsledky: 

 

1.  2. 

 

 

3.  4. 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

5.  6. 
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7.  8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.  10. 

 

 

 

 

 

 

 

11.  12. 

 

 

 

 

 

 

 

13.  14. 
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15.  16. 

 

 

 

 

 

 

 

17.  18. 

 

 

 

 

 

 

 

19.  20. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

21.  22. 
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23.  24. 

 

 

 

 

 

 

 

 

25.  26.  

 

 

 

 

 

 

27.  28.  
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5 MNOŽINY 
 

5.1 Komplexné čísla 
 

Súčet a rozdiel komplexných čísel robíme po zložkách. Osobitne sčítame (odčítame) reálne 

a osobitne imaginárne zložky. 

 

ibbaaibaibazz +++=+++=+ )()( 2121221121 , 

ibbaaibaibazz −+−=+−+=− )()()( 2121221121 . 

 

Ak komplexné čísla násobíme, pracujeme s nimi ako pri násobení dvojčlenov. Teda násobíme 

každú zložku s každou. 

 

Pritom využívame, že ,1,,1,,1 65432 −===−=−= iiiiiii  

 

ibababbaaibaibazz ++−=++= )()()()( 12212121221121 . 

 

Pri delení komplexných čísel, násobíme celý podiel jednotkou vo vhodnom tvare tak, aby sme 

v menovateli odstránili komplexné číslo. Využívame pritom násobenie komplexného čísla 

v menovateli k nemu komplexne združeným číslom, čím v menovateli získame reálne číslo. 

 

.
)()(

)()(

))((

))((

2
2

2
2

21212121

22
2

2
2

2121
2

2121

2222

2211

2

2

2

1

2

1

ba

ibaabbbaa

iba

ibaabibbaa

ibaiba

ibaiba

z

z

z

z

z

z

+

−++
=

=
−

−+−
=

−+

−+
==

 

 

Príklad  1 Nech iziziziz +−=+=+=−= 24,32,4,23 4321 .  

Vypočítajme 
4

32
212321 ,,,

z

z
zzzzzz −+ . 

 

Riešenie:  

iizz −=+−++=+ 7)12()43(21 , 

iizz +−=−+−=− 22)13()42(23 , 

( )( ) ( ) ( ) =−+−=++−=+−= )1816(23)816(23423 222
21 iiiiiiizz  

iiiiii −=−−+=+−= 6618215283153)815)(23( 2
 

i
iii

i

i

i

i

z

z
−−=

−−
=

+

+−−−
=

−−

−−


+−

+
=

5

4

10

1

20

162

416

61248

24

24

24

32

4

3
. 

 

Príklad  2 Prepíšme komplexné číslo iz +−= 31  do goniometrického a exponenciálneho 

 tvaru. 

 

Riešenie: Pri prepise komplexného čísla ibaz +=  z algebrického do goniometrického, 

resp. exponenciálneho tvaru je potrebné vypočítať modul komplexného čísla z a jeho amplitúdu 

 . Platí: 
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22 baz += 2)3()1( 22 =+−=  

z

a
=cos  

2

1
−=   

z

b
=sin  

2

3
=  

 

Obe tieto podmienky platia súčasne pre uhol (amplitúdu) π
3

2
= . 

Pretože 
=+=+= iezizibaz )sin(cos , môžeme písať  

 



=+=+−= 3

2

2)
3

2
sin

3

2
(cos231

i

eiiz . 

 

Príklad  3 Vypočítajme 13)31( i+− . 

 

Riešenie: Pri umocňovaní komplexných čísel využijeme vzťah  

)sin(cos += ninzz
nn .  

Preto je potrebné komplexné číslo, ktoré ideme umocňovať, prepísať do goniometrického tvaru. 

Využijeme pritom výsledok z predchádzajúcej úlohy. 
 

)
3

2
sin

3

2
(cos231 +=+−= iiz 

=+=+=+= )
3

26
sin

3

26
(cos2)

3

2
13sin

3

2
13(cos2)sin(cos 1313 iininzz

nn

)31(2)
2

3

2

1
(2 1213 +−=+−= ii . 

 

Príklad  4 Vypočítajme i+− 31 . 

 

Riešenie: Pri odmocňovaní komplexných čísel využijeme vzťah 

,
2

sin
2

cos 






 +
+

+
=

n

k
i

n

k
za n

k  kde 1,,1,0 −= nk  .  

 

Znova je potrebné prepísať odmocňované komplexné číslo do goniometrického tvaru, pričom 

použijeme výsledok z príkladu 2, čiže )
3

2
sin

3

2
(cos231 +=+−= iiz . 

 

Keďže počítame druhú odmocninu, dostaneme dva výsledky v tvare: 

,
2

2
3

2

sin
2

2
3

2

cos


















+

+

+

=

k

i

k

zak kde .1,0=k  
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)
2

3

2

1
(2)

3
sin

3
(cos2

2

02
3

2

sin
2

02
3

2

cos20 +=


+


=


















+

+

+

= iiia . 

 

)
2

3

2

1
(2)

3

4
sin

3

4
(cos2

2

12
3

2

sin
2

12
3

2

cos21 −−=+=


















+

+

+

= iiia . 

 

V úlohách 1 – 8 vypočítajte: 

 Výsledky: 

 

1. )2)(23( ii −+  i+8  

 

2. )1)(33( ii −+  6  

 

3. )4)(32( ii ++  i145+  

 

4. )2)(23)(1( iii −++  i97 +  

 

5. ii − 2)23(  i512 +  

 

6. 
i

i

+

+

1

2
 i

2

1

2

3
−  

 

7. 
i

i

21

)23( 2

+

−
 i

5

22

5

19
−−  

 

8. 
i

i

i

i

21

2

2

21

+

−
−

−

+
 i2  

 

 

V úlohách 9 – 22 napíšte komplexné číslo v goniometrickom a exponenciálnom tvare: 

 

9. 1=z  
ieiz =+= 00sin0cos  

 

10. 1−=z  
ieiz =+= sincos  

11. iz =  
i

eiz




=


+


= 2

2
sin

2
cos  

12. iz −=  
i

eiz


=+= 2

3

2

3
sin

2

3
cos  

13. iz +=1  
i

eiz




=


+


= 42)
4

sin
4

(cos2  
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14. iz 2222 −−=  
i

eiz




=


+


= 4

5

4)
4

5
sin

4

5
(cos4  

15. iz
2

6

2

6
+−=  

i

eiz




=


+


= 4

3

3)
4

3
sin

4

3
(cos3  

16. iz
2

2

2

6
+=  

i

eiz




=


+


= 62)
6

sin
6

(cos2  

17. iz +−= 3  
i

eiz


=+= 6

5

2)
6

5
sin

6

5
(cos2  

18. iz
2

3

2

3
−=  

i

eiz




=


+


= 6

11

3)
6

11
sin

6

11
(cos3  

19. iz 31+=  
i

eiz




=


+


= 32)
3

sin
3

(cos2  

20. iz
2

33

2

3
+=  

i

eiz




=


+


= 33)
3

sin
3

(cos3  

21. iz 322−−=  
i

eiz




=


+


= 3

4

4)
3

4
sin

3

4
(cos4  

22. iz
2

3

2

1
−=  

i

eiz




=


+


= 3

5

3

5
sin

3

5
cos  

 

 

V úlohách 23 – 35 vypočítajte:  

 

 

23. 5)1( i+  i44−−  

 

24. 3)2222( i−−  i232232 −  

 

25. 4)
2

6

2

6
( i+−  9−  

 

26. 7)
2

2

2

6
( i+  i2464 −−  

 

27. 4)3( i+−  i388−−  

 

28. 3)
2

3

2

3
( i−  i33−  

 

29. 5)31( i+  i31616−  

 

30. 8)
2

33

2

3
( i+  i3

2

6561

2

6561
+−  
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31. 6)322( i−−  4096  

 

32. 4)
2

1

2

3
( i+−  i

2

3

2

1
−−  

 

33. 6)3( i−  64−  

 

34. 4)31( i+  i388−−  

 

35. 5)31( i−−  i31616+−  

 

 

V úlohách 36 – 48  vypočítajte odmocninu z komplexného čísla: 

 

36. 1−  iz =0  

 iz −=1  

 

37. i  iz
2

2

2

2
0 +=  

 iz
2

2

2

2
1 −−=  

 

38. i−  iz
2

2

2

2
0 +−=  

 iz
2

2

2

2
1 −=  

 

39. i31+  iz
2

2

2

6
0 +=  

 iz
2

2

2

6
1 −−=  

 

40. i
2

3

2

1
−  iz

2

1

2

3
0 +−=  

 iz
2

1

2

3
1 −=  

 

41. i
2

33

2

3
+  iz

2

3

2

3
0 +=  

 iz
2

3

2

3
1 −−=  
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42. i322−−  iz 310 +−=   

 iz 311 −=  

 

43. i388+−  iz 3220 +=   

 iz 3221 −−=  

 

44. 3 1  10 =z  

 iz
2

3

2

1
1 +−=   

 iz
2

3

2

1
2 −−=  

 

45. 3 1−  iz
2

3

2

1
0 +=   

 11 −=z  

 iz
2

3

2

1
2 −=  

 

46. 3 i  iz
2

1

2

3
0 +=   

 iz
2

1

2

3
1 +−=  

 iz −=2  

 

47. 4 1−  iz
2

2

2

2
0 +=   

 iz
2

2

2

2
1 +−=  

 iz
2

2

2

2
2 −−=  

 iz
2

2

2

2
3 −=  

 

48. 4 388 i−−  iz 310 +=   

 iz +−= 31  

 iz 312 −−=  

 iz −= 33  
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6 MATICE A DETERMINANTY  
 
6.1 Operácie s maticami 
 

Súčet a rozdiel matíc existuje len pre rovnaké typy matíc (ak A  je matica typu nm , aj matica 

B  musí byť typu nm ). 

Pre prvky matice BAC +=  platí ijijij bac += . 

Pre prvky matice BAC −=  platí ijijij bac −= . 

 

Pre maticu AC = k , kde Rk  platí ijij akc = . 

 

Súčin matíc BAC =  je možné vypočítať, ak počet stĺpcov matice A  je rovnaký ako počet 

riadkov matice B . 

Násobenie dvoch matíc ukážeme v nasledujúcom príklade. 

 

Príklad  1 Vypočítajme CBB,AA,B,AB,A −+ 2 , ak  

A =
















−−

−

132

512

310

, =B














 −

212

030

121

, =C  
















− 4

3

2

. 

 

Riešenie:  

=+BA

















−−

−

132

512

310

+














 −

212

030

121

=
















=
















+−++−

+++

−+−+

140

542

211

211322

053102

132110

, 

   

=−BA =














 −

−
















−−

−

212

030

121

132

512

310 ( )

















−−

−

−−

=
















−−−−−

−−−

−−−−−

324

522

431

211322

053102

132110

, 

=A2

( )

( ) ( ) 















−−

−

=
















−−



−

=
















−−

−



264

1024

620

123222

521222

321202

132

512

310

2 , 

=BA
















−−

−

132

512

310

=














 −



212

030

121

( )

( )

( ) 















−

=
















−+−−−+−−+−

++−++++

+−−+−+−

=

044

81212

606

210312113322210312

250112153122250112

230110133120230110

, 

=CB 














 −

212

030

121 ( )

( )

( ) 















−

=
















−++

−++

−−+

=
















− 1

9

12

423122

403320

413221

4

3

2

. 
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Príklad  2 Nájdime hodnosť matice 





















−

−−

=

61174

8519

4244

0191

A . 

 

Riešenie: Hodnosť matice je počet nenulových riadkov matice upravenej na trojuholníkový, 

resp. lichobežníkový tvar.  

1

1

1

4

9

4

61174

8519

4244

0191

R

R

R

+

+

+





















−

−−


22

67430

84800

42400

0191

R−




















−

−

−−

 2

1

67430

0000

42400

0191























−

−−



( )20

43

67430

21200

0191

−


















−

−−



21201408600

86438600

0191

R+















−−−

−

−−


















−−

−

−−

3418300

86438600

0191

. 

 

Počet nenulových riadkov matice je 3, teda hodnosť matice A  je ( ) 3=Ah . 

 

Sú dané matice 








−
=







 −
=

21

03
,

41

32
BA . V úlohách 1 – 3 vypočítajte: 

 Výsledky: 

 

1. BA − 23       






 −

85

90
 

2. BA        








−

−

81

69
 

3. BA
2 +       







 −

155

184
 

Sú dané matice 
















−

=
















−

−

−

=

041

130

201

,

222

411

431

BA . Vypočítajte: 

4. ( ) ( )BABA +−      
















−

−

−−

12252

2071

1961

   

 

Sú dané matice ,
612

143
,

81

42
,

312

133

201

,
534

132







 −
=








=

















−

−=







= DCBA  

.
13

02
,

51

33

42










−

−
=

















= FE  Vypočítajte: 
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 Výsledky: 

 

5. BA         








20143

4109
  

6. EA         








5022

2214
 

7. AE         
















261822

181818

221820

 

8. EB         
















102

1614

144

 

9. DC         








471219

221214
 

10. FC         








−

−

822

48
 

11. CF         






 −−

45

84
 

12. CE         
















447

369

408

 

13. FE         
















−

−

−

513

33

48

 

14. FC 23 −       








− 263

1210
 

15. D2A- 5+       








−

−

2012

71411
 

16. D-BA        








14131

566
 

17. EAFC ++      








5726

2614
 

18. T
C)C(F − 3      









−−

−

2020

210
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V úlohách 19 – 29 vypočítajte hodnosť matice: 

 

19. 
















=

211

112

221

A  ( ) 3=Ah  

20. 
















−=

871

112

321

A  ( ) 2=Ah  

21. 
















=

101112

171819

252627

A   ( ) 2=Ah  

22. 





















−

−

−−
=

4921

1311

1012

2301

A  ( ) 2=Ah  

23. 





















−

=

2210

2012

1010

0202

A   ( ) 3=Ah  

24. 





















−

−

=

1112

18231

5124

2213

A   ( ) 3=Ah  

25. 





















−

−−

−

=

1977

7115

4312

1531

A   ( ) 3=Ah  

26. 





















−

−−

−

=

9771

1517

3214

5131

A   ( ) 3=Ah  

27. 























−

−−

−

=

203

0105

371

154

042

A   ( ) 2=Ah  
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28. 























=

4321

5111

1411

1131

1112

A  ( ) 4=Ah  

29. 























−−

−

−

−

−

=

61648

51324

78324

27648

35324

A   ( ) 2=Ah  

 

6.2 Determinant 
 

Príklad  1 Vypočítajme determinant 
31

12

−
. 

 

Riešenie: Determinant rozmeru 22  sa vypočíta tak, že od súčinu prvkov na hlavnej 

diagonále sa odpočíta súčin prvkov na vedľajšej diagonále 

7)1(132
31

12
=−−=

−
. 

 

Príklad  2 Vypočítajme determinant 

121

031

312

− . 

 

Riešenie: Determinant rozmeru 33  môžeme riešiť pomocou Sarusovho pravidla 
 

   

031

312

.8)1(1122013301132)1(132

121

031

312

121

031

312

−

−=−++−+−+=−=−

 

Príklad  3 Vypočítajme determinant 

3231

2023

1142

0241

. 

 

Riešenie: Determinanty rozmerov 44  a väčších, sa počítajú pomocou rozvoja 

determinantu podľa riadka alebo stĺpca.  

ininiiii AaAaAa +++= 2211A , resp. njnjjjjj AaAaAa +++= 2211A ,  

kde =
ij

A  ij

ji D+− )1(  je algebrický doplnok a ijD  je subdeterminant prvku ija matice A (vznikne 

zakrytím i -teho riadku a j -teho stĺpca matice A ). 
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Pred samotným výpočtom je výhodné determinant upraviť pomocou ekvivalentných úprav tak, 

aby sme vytvorili ľubovoľný riadok, resp. stĺpec obsahujúci čo najviac núl. Vytvorený riadok, 

resp. stĺpec použijeme k rozvoju determinantu. 
 

.18

153

223

243

223

142

243

)1(

153

142

243

)1(

153

223

243

)1(

153

223

142

)1(

153

223

142

243

2

2

3231

2023

1142

0241

3433

3231

2

2

−=

−−

−−−

−=

−−−

−+

−−

−−−

−+

+

−−

−−−

−+

−−

−=

−−

−−−

=

−

−

++

++

00

10

0

0

1

0

R

R

 

V úlohách 1 – 28 vypočítajte determinant matice: 

 

 Výsledky: 

1. 








−
=

52

43
A  23−=A  

2. 






 −
=

306

20
A  12=A  

3. 







=

23

1015
A  0=A  

4. 
















−

−=

123

321

132

A  0=A  

5. 
















−

=

543

132

211

A  8−=A  

6. 
















−

=

513

372

421

A  76−=A  

7. 
















−

−

=

112

231

236

A   35−=A  

8. 
















−

−

=

119

235

232

A   35−=A  

9. 














 −

=

192

251

226

A   70−=A  
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10. 
















−=

912

531

236

A   175−=A  

11. 
















−

−

=

112

121

132

A   12=A  

12. 
















−

−

=

1112

123

130

A   24=A  

13. 
















−=

1122

131

102

A   36=A  

14. 














 −

=

1212

321

032

A   60=A  

15. 





















=

1034

4321

0001

1110

A   4−=A  

16. 





















=

2134

4321

1101

1110

A   6−=A  

17. 





















=

201041

10631

4321

1111

A  1=A  

18. 





















−−

−−

−−
=

1234

2143

3412

4321

A  900=A  

19. 





















=

2233

4563

1112

3321

A  6=A  
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20. 





















=

2312

4201

2103

3200

A  5−=A  

21. 





















=

3312

2230

4121

4012

A  18=A  

22. 





















=

4322

1543

2542

1333

A  14=A  

23. 





















−

−

−
=

1110

5865

102210

4235

A   570−=A  

24. 





















=

642781

16941

4321

1111

A   12=A  

25. 





















−

−

−

=

5032

0126

4332

2112

A   48−=A  

26. 





















−

−

−

=

9862

1302

0152

4231

A   223=A  

27. 





















=

642782

16942

1112

4322

A   24−=A  

28. 





















−−−−

=

2134

4404

4321

1110

A   24−=A  
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6.3 Inverzná matica 
 

Inverznú maticu k matici 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

A  budeme hľadať využitím adjungovanej 

matice 





















=

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

adj









21

22212

12111

A  pomocou vzťahu  .
A

A





















=−

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA









21

22212

12111

1 1
 

 

Príklad  1 K matici 
















=

222

523

131

A  nájdime inverznú maticu. 

 

Riešenie: Vypočítame determinant matice A  a všetky algebrické doplnky tvoriace  

adjungovanú maticu. 

 

=A 8

222

523

131

=  

7
23

31
)1(4

22

31
)1(2

22

23
)1(

2
53

11
)1(0

22

11
)1(4

22

53
)1(

13
52

13
)1(4

22

13
)1(6

22

52
)1(

33

33

32

23

31

13

23

32

22

22

21

12

13

31

12

21

11

11

−=−==−==−=

−=−==−==−=

=−=−=−=−=−=

+++

+++

+++

AAA

AAA

AAA

 

 

Inverzná matica k matici A  je .

742

204

1346

8

11

















−

−

−−

=-A  

 

Príklad  2 Riešme maticovú rovnicu 
















−=
















321

121

101

222

523

131

X  s neznámou maticou X . 

 

Riešenie: Maticovú rovnicu prepíšeme do schémy BXA = , ktorú vynásobíme zľava 

maticou 1-
A  inverznou k matici A , pričom využijeme, že EAAAA == 11 --  a 

XEXXE == . 
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BAX

BAXAA

BXA

=

=

=

1

11

-

--
 

 

Z Príkladu 1 je 
















−

−

−−

=

742

204

1346

8

11-A , preto =
















−
















−

−

−−

=

321

121

101

742

204

1346

8

1
X  

















−−−

−−=

1569

242

291811

8

1
. 

 

V úlohách 1 – 19 nájdite inverznú maticu k matici A : 

 Výsledky: 

 

1. 







=

53

21
A  









−

−
=

13

251-
A  

 

2. 








−−
=

34

12
A  









−−
=

24

13

2

11-
A  

 

3. 






 −−
=

33

23
A  







 −−
=

33

23

3

11-
A  

 

4. 







=

43

95
A  









−

−
=

53

94

7

11-
A  

 

5. 







=

46

23
A   neexistuje 

 

6. 







=

56

23
A   









−

−
=

36

25

3

11-
A  

 

7. 








−

−
=

42

23
A   









−

−
=

32

24

8

11-
A  

 

8. 







=

50

21
A   







 −
=

10

25

5

11-
A  

 

9. 














 −

=

100

210

321

A  
















−

−

=

100

210

721
1-A  
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10. 
















=

81013

456

111

A  
















−

−−

−

=

135

254

120
1-

A  

 

11. 
















−−

=

325

436

752

A  
















−

−−

−

=

242927

344138

111
1-A  

 

12. 
















−

−

−

=

412

231

123

A  

















−

−

−

=

1175

5148

7714

63

11-A  

 

13. 
















−

−−

−

=

137

253

121

A  

















−

−−

−−

=

11126

5617

9111

49

11-A  

 

14. 
















=

81013

456

111

A  

















−

−−

−

=

135

254

120
1-

A  

 

15. 
















=

81910

173418

8179

A  

















−

−

−−

=

012

9826

171651
1-A  

 

16. 
















−

−

=

011

012

111

A  

















−−

−=

123

210

110

3

11-A  

 

17. 
















−−−=

113

125

412

A  

















−−

−

=

111

18102

731

4

11-A  

 

18. 





















−−

−−

−−
=

1111

1111

1111

1111

A  





















−−

−−

−−
=

1111

1111

1111

1111

4

11-
A  
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19. 





















=

51100

4900

5257

2123

A  





















−

−

−−

−−

=

91100

4500

131637

4525

1-
A  

 

 

 

V úlohách 20 – 26 riešte maticovú rovnicu s neznámou maticou X : 

 

 Výsledky: 

 

20. 







=









35

12

53

21
X  








=

01

10
X  

 

 

21. 







=









−−


46

22

34

12
X  









−

−−
=

11

11
X  

 

 

22. 







=
















 −−

00

11

43

95

33

23
X  









−

−
=

41

41

7

1
X  

 

 

23. 
















=














 −

311

231

121

100

210

321

X  
















−−=

311

411

1836

X  

 

 

24. 
















=
















021

201

210

81013

456

111

X  
















−

−

−−

=

472

283

421

X  

 

 

25. 
















−

−

=
















−−



101

110

111

325

436

752

X  
















−−

−−

−−

=

232826

101211

111312

X  

 

 

26. 





















−

−
=





















−−

−−

−−

0010

0210

2010

2214

1111

1111

1111

1111

X  





















=

1101

1001

0101

0011

X  
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7 SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC 
 
7.1 Gaussova eliminačná metóda 
 

Príklad  1 Riešme sústavu rovníc  

14324

13243

12432

11432

4321

4321

4321

4321

=+++

=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

 

Riešenie: Sústavu rovníc prepíšeme do maticového tvaru a k výpočtu použijeme Gaussovu 

eliminačnú metódu. Maticu upravíme na trojuholníkový, resp. lichobežníkový tvar.  
 

1

1

1

4

3

2

143214

132143

121432

114321

R

R

R

−

−

−























2

2

7

2

30131070

2010820

107210

114321

R

R

−

−





















−−−−

−−−−

−−−−


34036400

04400

107210

114321

R+



















−

−−−−






















−

−−−−

4040000

04400

107210

114321

. 

 

Hodnosť matice je rovná 4 a hodnosť rozšírenej matice je takisto rovná 4 a je to zároveň aj počet 

neznámych. Na základe Frobeniovej vety má sústava práve jedno riešenie, ktoré sa dá 

jednoducho vyjadriť z upravenej matice. 

 

Z posledného riadku upravenej matice je zrejmé, že  

 

1

4040

4

4

=

=

x

x
. 

Z tretieho riadku upravenej matice vypočítame  

 

1

0144

044

3

3

43

=

=+−

=+−

x

x

xx

. 

Pomocou druhého riadku nájdeme  

1

101712

1072

2

2

432

=

−=−−−

−=−−−

x

x

xxx

. 

 

 

Pomocou prvého riadku nájdeme  
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2

11141312

11432

1

1

4321

=

=+++

=+++

x

x

xxxx

. 

 

Riešenie sústavy zapíšeme v tvare TTxxxx )1,1,1,2(),,,( 4321 = . 

 

Príklad  2 Riešme sústavu rovníc 

19106

52334

2237

35243

421

4321

4321

4321

=++

−=+−+−

=+++

=+++

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

 

 

Riešenie: Postupujeme podobne ako v predchádzajúcej úlohe. 
 

3

190106

52334

22137

35243 R+





















−−−


1

1

1

6

4

7

190106

52334

22137

27171

R

R

R

+

−

+





















−−−

−−−



2

22552

11516520

3261250

12516520

27171

R

R

−

+





















−−

−−

−−

−−−























−−−

−−

−−−

10000

144779800

12516520

27171

. 

 

Hodnosť matice je rovná 3 a hodnosť rozšírenej matice je rovná 4. Na základe Frobeniovej vety 

sústava nemá riešenie. 

 

Príklad  3 Riešme sústavu rovníc  

337

133

3

4432

432

421

432

4321

−=++−

=−+

−=+−

=−+−

xxx

xxx

xxx

xxxx

. 

 

Riešenie: Postupujeme podobne ako v predchádzajúcich úlohách. 
 

1

31370

13031

31110

44321

R−





















−−

−

−−

−−



2

2

7

5

31370

31350

31110

44321

R

R

+

−





















−−

−−

−−

−−



32248400

124200

31110

44321

R+



















−−

−

−−

−−

 .

00000

124200

31110

44321





















−

−−

−−
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Hodnosť matice je rovná 3 a hodnosť rozšírenej matice je takisto rovná 3 ale počet neznámych je 

rovný 4. Na základe Frobeniovej vety má sústava nekonečne veľa riešení. 

 

Tretí riadok upravenej matice obsahuje 2 neznáme, jednu z neznámych si zvolíme ako parameter 

Rt .  

tx =4 . 

Ďalšiu neznámu potom vyjadríme pomocou parametra 

 

tx

tx

xx

26

1242

1242

3

3

43

+=

=−

=−

. 

Z druhého riadku 

tx

ttx

xxx

+=

−=++−

−=+−

3

3)26(

3

2

2

432

. 

 

Z prvého riadku 

8

44)26(3)3(2

4432

1

1

4321

−=

=−+++−

=−+−

x

tttx

xxxx

 

 

Riešenie sústavy zapíšeme v tvare R++−= ttttxxxx TT ,),26,3,8(),,,( 4321 . 

 

V úlohách 1 – 34 riešte sústavy lineárnych rovníc Gaussovou eliminačnou metódou: 

 

   Výsledky: 

 

1. 

1234

5223

2

321

321

321

−=+−

=−+

=−+

xxx

xxx

xxx

  T)2,3,1(  

 

2. 

153

5234

1653

321

321

321

=++

=++

=++

xxx

xxx

xxx

  
T)0,1,2( −  

 

 

3. 

232

4534

3232

31

321

321

=+

=++

=++

xx

xxx

xxx

   Ø 
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4. 

723

3432

2

321

321

321

=++

=++

=++

xxx

xxx

xxx

  R−−+ tttt T ,),21,3(  

 

5. 

16423

423

1242

3223

4321

4321

321

4321

−=+++

=+++

=++

=+++

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  
T)1,2,2,3( −−  

 

6. 

372983

4079102

1123

20452

4321

4321

4321

4321

=+++

=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  
T)0,2,2,1(   

 

7. 

343

3232

125

251132

4321

4321

4321

4321

−=+++

−=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  
T)1,1,0,2( −−  

 

8. 

032

32365

622

22497

4321

4321

4321

4321

=+++

=+++

=++−

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  
T)1,

5

17
,

5

6
,

5

2
( −−  

 

9. 

87353

8586

65353

3243

4321

4321

4321

4321

−=+++

−=+++

−=+++

−=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  
T)1,1,2,2( −−  

 

10. 

422

1

82

222

4321

4321

4321

4321

=−++

=+−−

=+++

−=−−+

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  
T)3,1,2,1(  

 

11. 

723

834

10233

2

11335

321

4321

4321

321

4321

−=+−

=+++

=+++

−=+−

=+++

xxx

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  
T)11,5,0,3( −  
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12. 

5432

1652

23224

32

4321

4321

4321

4321

=+−−

=−+−

=+−−

=−+−

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  Ø 

 

13. 

15159

23

02

1632

4321

4321

321

4321

=−+−

−=−−+

=−+

=−+−

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  Ø 

 

14. 

2544172310

7089344620

4064253415

15259125

4321

4321

4321

4321

=+++

=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  Ø 

 

15. 

125

62332

7623

12425

4321

4321

4321

4321

−=+++

=−−+

=++−

=+−+

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  Ø 

 

16. 

9568

017737

12410511

3219612

4321

4321

4321

4321

=−−−

=++−

=++−

=++−

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

R−−−−−− tstsstst T ,,),,
2

7

2

19

2

7
,

2

5

2

13

2

3
(  

17. 

37932

32364

389128

132

4321

4321

4321

4321

=−++

=−++

=+−+

=+−+

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

R+−−− tssstst T ,,)10
4

1
,8,2,3

8

5
(  

18. 

1254185

1895

3253

5372

4321

4321

4321

4321

=+++

=+−+

=−++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

R−+−+− tsststst T ,,),,571,17266(  
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19. 

46237

6372

8841111

1035125

4321

4321

4321

4321

−=+−−

=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

R++−−− tsststst T ,,)51110,,,498(  

 

20. 

65222

33

232

12

4321

431

421

4321

−=+−+

−=+−

=−−

=−+−

xxxx

xxx

xxx

xxxx

  
T)

3

4
,

3

5
,2,0( −  

 

 

21. 

1436

2274

223

2332

4321

431

4321

4321

−=−++−

=++

=++−

=+−+

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

  
T)

3

5
,0,

3

1
,

3

4
( −  

 

22. 

12

133

322

432

432

4321

421

4321

−=+++

−=+++−

=−+

=+−+

xxx

xxxx

xxx

xxxx

  
T)0,1,1,1( −  

 

 

23. 

19106

52334

2237

35243

421

4321

4321

4321

=++

−=+−+−

=+++

=+++

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

  Ø 

 

 

24. 

33323

0

122

22

4321

432

4321

4321

=−++

=+−−

=−++

=−++

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

  R−−− ttttt T ,)23,,33,2(  

 

 

25. 

32343

132

232

132

4321

4321

4321

4321

=+++

=−++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

     R−+−− ttttt T ,),
4

5

2

1
,

4

13

2

3
,

4

15

2

5
(  
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26.  

42486

2325

2243

6556

4321

4321

4321

4321

=+++

−=−−+

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 R−−−− utututut T ,,)
14

13

7

8
,,,

14

5

7

2
(  

 

 

27. 

22369

7223

32423

132546

54321

4321

54321

54321

=++++

−=+−+

=++++

=++++

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

       R−−− bababa T ,,)34,2319,13,,(  

 

 

28. 

12372

02324

43224

543236

54321

54321

54321

54321

=++++

=++++

=++++

=++++

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

R++−−−+ bababababa T ,,)
3

2

3

4
2,

3

7

3

14
1,

3

2

3

4
,,(  

 

 

29. 

534

12

22103

328

622

4321

41

4321

4321

21

=+++

=−

−=−++

−=+++

−=+−

xxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

 Ø  

 

 

30. 

6422

497

210227

13

1726

431

4321

4321

421

4321

−=−−

−=−+−

−=−−−

−=−−

−=−+−

xxx

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  
T)

2

5
,0,

2

9
,2( −  

 

 

31. 

104849

35232

89554

46411

57455

4321

4321

4321

321

4321

=+++

=+++

=+++

=++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  R−+−− ttttt T ,)7
2

5
,6,13

2

9
,82(  
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32. 

2243

232

52734

3253

232

4321

4321

4321

4321

4321

−=+−+

=+−+−

−=+−+

=++−

−=+−+

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

    R+ tttt T ,)1,1,,(  

 

 

33. 

0

032

5223

2

1534

42

31

54321

54321

54321

=+

=+

=−−+−

=+−+−

=++−+

xx

xx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

   
T)1,0,2,0,3( −  

 

 

34. 

163

165

1222

1

54321

54321

321

4321

−=−+−+

=+−++

=++

=+++

xxxxx

xxxxx

xxx

xxxx

 Ø 

 

  

7.2 Cramerovo pravidlo 
 

Riešime sústavu lineárnych rovníc 

 

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

=++

=++

=++

. 

 

Aby sme mohli použiť Cramerovo pravidlo, je nutné vypočítať determinanty 

 

0

333231

232221

131211

=

aaa

aaa

aaa

D ,   

33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

D = ,    

33331

23221

13111

2

aba

aba

aba

D =      a   

33231

22221

11211

3

baa

baa

baa

D = , 

 

pričom matica, z ktorej sa vypočíta determinant D musí byť regulárna ( 0D ). 

 

Riešenie takejto sústavy je  

D

D
x

D

D
x

D

D
x 3

3
2

2
1

1 ,, === . 
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Príklad  1 Riešme sústavu rovníc 
733

02

5432

321

321

321

=++−

=−+

−=−+

xxx

xxx

xxx

. 

Riešenie: Vypočítame determinanty 014

313

121

432

−=

−

−

−

=D , 

0

317

120

435

1 =−

−−

=D , 14

373

101

452

2 −=

−

−

−−

=D ,  28

713

021

532

3 −=

−

−

=D  

 

 

2
14

28
,1

14

14
,0

14

0
321 =

−

−
==

−

−
==

−
= xxx . 

 

Riešenie sústavy zapíšeme v tvare TTxxx )2,1,0(),,( 321 = . 

 

 

V úlohách 1 – 24 riešte sústavy lineárnych rovníc využitím Cramerovho pravidla: 

 

 Výsledky: 

 

1. 
52

63

21

21

=+

=+

xx

xx
 

T)1,3(   

 

2. 
1843

643

21

21

=+

−=−

xx

xx
 

T)3,2(  

 

3. 

284

262

423

321

321

321

=−+

=++

=++

xxx

xxx

xxx

 
T)2,1,3( −  

 

4. 

3432

525

8243

321

321

321

=++

=++

=++

xxx

xxx

xxx

 
T)1,1,2( −  

 

5. 

122

32

032

321

321

321

=++

=−+

=+−

xxx

xxx

xxx

 
T)5,3,2(  

 

6. 

15327

212133

30512

321

321

321

=++

=+−

=+−

xxx

xxx

xxx

 
T)1,1,2( −  
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7. 

432

52

143

321

321

321

=−−

=+−

=−+

xxx

xxx

xxx

 
T)0,2,1( −  

 

8. 

17552

63

932

321

321

321

=+−

−=−+−

=+−

xxx

xxx

xxx

 
T)2,1,1( −  

 

9. 

17552

43

932

321

21

321

=+−

−=+−

=+−

xxx

xx

xxx

 
T)2,1,1( −  

 

10. 

624

1

3

321

321

321

=++

=++

=+−

xxx

xxx

xxx

 
T)0,1,2( −  

 

11. 

03

32

6

31

321

321

=−

=+−

=++

xx

xxx

xxx

 
T)3,2,1(  

 

12. 

3

9232

1134

321

321

321

−=++

=+−

=−+

xxx

xxx

xxx

 
T)2,3,2( −−  

 

13. 

1032

933

1246

31

21

32

=−

=+

−=+

xx

xx

xx

 
T)0,2,5( −  

 

14. 

01795

0953

1533

321

321

321

=++

=++

=++

xxx

xxx

xxx

 
T)

2

1
,

2

3
,1( −  

 

15. 

422

523

23

321

321

31

=++

=−+

−=−

xxx

xxx

xx

 
T)2,3,4( −  

 

16. 

2232

42

42

321

32

321

=−+

=+

−=+−

xxx

xx

xxx

 
T)1,2,1(−  
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17. 

4245

232

12

321

321

321

=++

−=++

=++−

xxx

xxx

xxx

 
T)3,3,2( −  

 

18. 

2

223

22

32

321

321

=+

=−+

=+−

xx

xxx

xxx

 T)1,1,1(  

 

19. 

338

423

032

321

31

321

=++

−=−−

=++

xxx

xx

xxx

 
T)1,

2

1
,2( −  

 

20. 

165

4234

32

321

321

321

=++−

=−+

=++−

xxx

xxx

xxx

 T)3,2,1(  

 

21. 

02

32

32

22

4321

4321

4321

4321

=+++−

=+++

=−++

=−++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 
T)0,0,1,1(  

 

22. 

372983

4079102

1123

20452

4321

4321

4321

4321

=+++

=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 
T)0,2,2,1(  

 

23. 

343

3232

125

251132

4321

4321

4321

4321

−=+++

−=+++

=+++

=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 
T)1,1,0,2( −−  

 

24. 

87353

8586

65353

3243

4321

4321

4321

4321

−=+++

−=+++

−=+++

−=+++

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 
T)1,1,2,2( −−  
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