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1. Uvodné informacie o projekte

Projekt z predmetu Aplikovana statistika v zimnom semestri 2022/2023 pozostava
z vypoctu korelacnej a regresnej analyzy pre realny priklad v jazyku R. Jeho cielom je
spracovat vybrané casti korelacnej a regresnej analyzy vratane uvedenia vseobecnych
vzorcov, vypoctov pre realny priklad, vyslednych hodnét a slovného vyhodnotenia
ziskanych vysledkov s prisluSnou dokumentdciou. Na vypocty a vizualizaciu grafov bol
vytvoreny skript v jazyku R s vyuzitim softvéru RStudio.

Hodnoty Statistickych suborov, ktoré som si vybral na ucely tohto projektu, su
prevzaté z otvorenych dat pre verejnost — dostupné na webovej stranke Financnej spravy
Slovenskej republiky: https://opendata.financnasprava.sk/opendata/show/humanitarna-
pomoc-pre-ukrajinu-vysne-nemecke

Tieto dva Statistické subory obsahuji data o mnoistve vozidiel s humanitarnou
pomocou, ktoré presli cez slovensko-ukrajinsky hrani¢ny priechod Vysné Nemecké
a o vahe prepraveného tovaru pre Ukrajinu.

Hodnoty prvého Statistického sdboru predstavuju pocet dopravnych prostriedkov, ktoré
presli cez hrani¢ny priechod Vysné Nemecké. V druhom Statistickom sibore sa nachadzaju
udaje o mnoZstve prepraveného tovaru humanitarnej pomoci v kilogramoch.

Udaje pochadzaju z obdobia od 1. marca 2022 do 30. juna 2022 s dennou aktualizaciou.
Oba Statistické subory obsahujui po 122 udajov, a teda spolu ich mame 244. Tieto hodnoty
sa testovali na hladine vyznamnosti « = 0,1, teda 10 %.


https://opendata.financnasprava.sk/opendata/show/humanitarna-pomoc-pre-ukrajinu-vysne-nemecke
https://opendata.financnasprava.sk/opendata/show/humanitarna-pomoc-pre-ukrajinu-vysne-nemecke

2. Tabulky hodnot statistickych suborov

2.1. Nahodna premenna X

Tabulka 1 uvadza hodnoty ndhodnej premennej X. Tieto Udaje predstavuju
pocet dopravnych prostriedkov, ktoré presli cez hrani¢ny priechod Vysné Nemecké.

108 | 132 | 129 | 177 | 216 | 146 | 104 | 101 | 142 | 131 | 145 | 161
109 90 86 98 112 90 120 66 44 64 22 98
84 123 42 46 51 81 73 98 86 58 40 64
43 64 63 61 44 31 48 51 42 58 46 52
13 30 56 42 36 35 25 26 30 30 33 38
26 30 13 36 33 27 24 69 23 14 19 27
30 23 22 14 15 18 21 24 22 20 8 14
25 27 19 22 22 10 19 23 26 33 9 15
8 19 9 28 13 16 12 10 12 20 15 22
15 23 11 13 16 14 5 8 11 10 14 16
10 7

Tabulka 1. Hodnoty ndhodnej premennej X

Krabicovy diagram graficky zndzorriuje hodnoty kvartilov aj s odlahlymi hodnotami.
Histogramom zobrazime rozdelenie absolutnej pocetnosti hodnét premennej X.
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Obrdzok 1. Krabicovy diagram premennej X Obrdzok 2. Histogram premennej X
Minimalna hodnota 5
Priemerna hodnota 46,83
Maximalna hodnota 216
Prvy kvartil 16,5
Median — druhy kvartil 30
Treti kvartil 63,75
Koeficient Sikmosti (asymetrie) 1,531
Koeficient Spicatosti (excesu) 1,957

Tabulka 2. Ciselné charakteristiky premennej X

Pre koeficient Sikmosti plati y; > 0, ateda rozdelenie pocetnosti je zoSikmené
kladne. Pre koeficient Spicatosti plati y, > 0, teda krivka rozdelenia pocetnosti je
SpicatejSia ako Gaussova krivka normadlneho rozdelenia.



2.2. Nahodna premennaY

Tabulka 3 obsahuje hodnoty nahodnej premennej Y, ktoré predstavuju
mnozstvo prepraveného tovaru humanitarnej pomoci v kilogramoch.

Tabulka 3. Hodnoty ndhodnej premennej Y

286901 | 272539 | 377609 | 650367 | 493115 | 594579 | 571583 | 519730
515740 | 556509 | 670470 | 493819 | 384928 | 315463 | 458803 | 428551
658584 | 414545 | 455357 | 262520 | 191543 | 304085 | 217358 | 573364
411250 | 541133 94583 186756 | 245735 | 419997 | 236559 | 362913
267133 | 331218 | 119472 | 272456 | 348386 | 467590 | 342409 | 259173
195986 | 247509 | 232540 | 214262 | 275415 | 497260 | 289322 | 186155
31099 63343 189116 | 149578 | 164263 | 241959 | 136602 | 149643
155584 | 154265 | 173183 | 168147 | 168924 | 281726 38246 247019
136846 | 149024 | 191267 | 724016 | 154623 71280 91021 178826
222286 | 139425 63943 60364 110613 64843 85769 177796
148899 71717 53295 85875 114305 | 175033 57191 146088
115905 87383 123327 | 158870 | 150954 | 128018 79203 160483
59517 121772 62365 167904 88751 29207 53051 24308
79268 138883 | 130564 | 119321 | 106850 68823 37144 62401
147757 | 119925 43455 59054 30623 61107 127471 68164
76437 122485

Krabicovy diagram graficky zndzornuje hodnoty kvartilov aj s odlahlymi hodnotami.
Histogramom zobrazime rozdelenie absolutnej pocetnosti hodn6t premennej Y.
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Obrdzok 4. Histogram premennej Y

Minimalna hodnota 24 308
Priemerna hodnota 220582
Maximalna hodnota 724 016
Prvy kvartil 91912
Median — druhy kvartil 162 373
Treti kvartil 285 607
Koeficient Sikmosti (asymetrie) 1,135

Koeficient Spicatosti (excesu) 0,41

Tabulka 4. Ciselné charakteristiky premennej Y

Podla koeficientov je rozdelenie pocetnosti taktiez zoSikmené kladne (plati y; > 0)
a krivka je SpicatejSia ako Gaussova krivka normdlneho rozdelenia (plati y, > 0).




3. Korelacna analyza

Ulohou korelaénej analyzy je zaoberat sa vzajomnymi zavislostami medzi ndhodnymi
premennymi, pricom sa overuje predovsetkym kvalita (sila a tesnost) ich vzajomného
vztahu. V naSom pripade sa vyskytuje zakladny pripad Statistickej zavislosti, ktorym je
jednoducha zavislost, teda zavislost len medzi dvoma nahodnymi premennymi X a'Y.

Mdame dve ndhodné premenné X a 'Y, ktoré predstavuju vybrané Statistické subory:

= X —pocet dopravnych prostriedkov, ktoré presli cez hrani¢ny priechod [ks]
= Y —mnoistvo prepraveného tovaru humanitdrnej pomoci pre Ukrajinu [kg]

Obrazok 5 zobrazuje bodovy graf tychto dvoch nahodnych premennych.
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Obrazok 5. Bodovy graf nahodnych premennych X a Y

3.1. Overenie linearnej zavislosti nahodnych premennych

Pre naSe dve nahodné premenné X a Y oznacime strednu hodnotu ako E (X)),
resp. E(Y) a disperziu ako D (X), resp. D(Y).

Na zaliatku vypocitame hodnotu kovariancie cov(X,Y) nahodnych premennych
X aY, ktord ma tvar redlneho Cisla. Na jej vypocet pouzijeme vztah:

cov(X,Y) = E(X-Y) — E(X) - E(Y).

Nasledne uréime hodnotu korela¢ného koeficientu p(X,Y), ktory charakterizuje
linedrny vztah dvoch nahodnych veli¢in a je definovany vztahom:

_ cov(X,Y)
VD(X) - /D(Y)

p(X,Y)




Korelacny koeficient p nadobuda hodnoty z intervalu (—1; 1), pricom ak plati:
* p(X,Y) <0, tak medzi ndhodnymi premennymi X a Y je nepriama linedrna
zavislost, a teda su korelované negativne,

* p(X,Y) =0, tak ndhodné premenné X aY nie su linedrne zavislé, a teda
su nekorelované,

* p(X,Y) > 0, tak medzi ndhodnymi premennymi X aY je priama linedrna
zavislost, a teda su korelované pozitivne.

Hodnota kovariancie cov(X,Y) a koeficient korelacie p(X,Y)

Hodnota kovariancie cov(X,Y):
cov(X,Y)=EX-Y)—-E(X)-E(Y) =6033029

Koeficient korelacie p(X,Y):

p(X,7) cov(X,Y)

" JD® - /DY)

= 0,8551756

Pre hodnotu korelacného koeficientu p(X,Y) = 0,8551756 plati p(X,Y) > 0,
a preto medzi ndhodnymi premennymi X aY je priama linedrna zavislost
a su korelované pozitivne.

KedZe v praxi sa intervalovy odhad pre korelacny koeficient p nepouziva ¢asto,
zaoberat sa budeme len jeho bodovym odhadom. Pearsonov vyberovy korelaény
koeficient 7,, vypocitame pomocou vztahu:

Xy -%7

Ty .
JP—@VﬁF—Wﬁ

Hodnoty X, ¥ vyjadruju vyberové priemery nahodnych premennych X a 'Y, pricom:
n n n
2 2 2 v ey 1
) X ye=— Vi x')’:E' XiYi-
i=1 i=1 i=1

l
Pearsonov vyberovy korelacny koeficient 1, nadobuda taktieZ hodnoty z intervalu

x?% =

S|k
Sk

(—1;1). Cim je hodnota |rxy| blizsia k 1, tym je linedrna korela¢na zavislost silnejsia
a naopak, ak sa Ciselnd hodnota |rxy| blizi k 0, tym je linedrna korelacna zavislost
slabsia. Hodnota 7y, = 0, indikuje, Ze linedrna zavislost neexistuje.

Nakolko je to len vyberova charakteristika, nevieme s istotou prehlasit, Ze korelacny
koeficient p zakladného suboru je nulovy, a preto to otestujeme pomocou testu
nekorelovanosti.



Vyhodnotit kvalitu (silu, tesnost) linedrnej zavislosti medzi nahodnymi premennymi
X aY moéZeme aj takto:

= ak |ry| < 0,3, tak linedrna zdvislost nie je preukdzana,
= 3k0,3< |rxy| < 0,5, tak linearna zavislost je mierna,
= a3k0,5< |rxy| < 0,7, tak linedrna zavislost je vyznacna,
= ak 0,7 < |ry| < 0,9, tak linedrna zavislost je vysokd,

= ak09< |rxy|, tak linearna zavislost je velmi vysoka.

Pearsonov vyberovy korelaény koeficient r,,

Vyberové aritmetické priemery X a y:

n n
1 1
F==. Z x; = 46,827 == Z — 220582,508

i=1 i=1

n
— 1 1
X2 == x?=3960,139 l z — 76358154612, 147
n i=1 Tl i=1
1 n
X y=- Z x;y; =16362437,606
n =
Pearsonov vyberovy korelacny koeficient 7y,
X y—x'y
Tyy = =0,8622431

(7~ @2 [y -7

Vypoctom Pearsonovho vyberového korelacného koeficientur,, = 0,8622431
sme zistili, Ze medzi nahodnymi premennymi X aY existuje vysoka linearna
zavislost, pretoze plati 0,7 < |rxy| < 0,9, a teda hodnota sa blizi k 1.

. Test nekorelovanosti

Test nekorelovanosti slUzi na overenie Statistickej vyznamnosti korelacného
koeficientu p na urcitej hladine vyznamnosti a. Nulova hypotéza H, vyjadruje,
Ze korelacny koeficient p nie je Statisticky vyznamny. Naopak, alternativna hypotéza
H, vyjadruje, Ze korela¢ny koeficient p je Statisticky vyznamny:

Hy:p=20

Hi:p#0



Pre vypocet hodnoty testovacieho kritéria t plati vztah:
Ty VR — 2
V112 .

Kritickda oblast K, potom bude tvorit interval:

t =

K, = (—oo; ~t,_a(n— 2)> U (tl_%(n - 2)0),

ktorého sucastou su aj hodnoty —tl_g(n— 2) a tl_g(n — 2), ktoré predstavuju
2 2
kvantily Studentovho t-rozdelenia. Tieto hodnoty su tabelované alebo ich ziskame
pomocou funkcie qt() v jazyku R. V zavere urobime vyhodnotenie:
= ak hodnota testovacieho kritéria t patri do kritickej oblasti K, tak nulovu
hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;,

= ak hodnota testovacieho kritéria t nepatri do kritickej oblasti K, tak nulovu
hypotézu Hy nezamietame.

Test nekorelovanosti — Statisticka vyznamnost

Hodnota testovacieho kritéria t:

Tyt Vn—2
S ="

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n —2) = tp95(120) = 1,657651
2

t = 18,648

Kriticka oblast K, :

K, = <—0°; —t,_a(n— 2)) U (tl_z(n —2); 00)
2 2
Ko, = (—»;—1,657651) U (1,657651;00) = t € Ko,

Hodnota testovacieho kritéria t = 18,648 patri do kritickej oblasti K 4, preto
nulovu hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H,. M6Zzeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti &« = 0,1 je korelaény koeficient p
Statisticky vyznamny.

V dalSom kroku moéZeme overit, ¢i ndahodné premenné X a Y su korelované
pozitivne alebo negativne.



Pre pozitivnu korelaciu zavedieme nulovu hypotézu H, pre ktoru plati, Ze ndhodné
premenné su nekorelované. Alternativna hypotézu H, tvrdi, Ze ndahodné premenné
su korelované pozitivne:

HO: P = 0

Hi:p>0
Hodnota testovacieho kritéria t sa vypocita rovnako, ako v predoSlom pripade.
Kritickda oblast K, bude tvorit interval:

Ky = (t1—g(n — 2); )

Hodnota t;_,(n — 2) z kritickej oblasti K, je kvantilom Studentovho t-rozdelenia.
Tato hodnota je tabelovand alebo ju ziskame pomocou funkcie qt() vjazyku R.
Pomocou hodnoty testovacieho kritéria t a kritickej oblasti K, urobime zaver:

= ak hodnota testovacieho kritéria t patri do kritickej oblasti K, tak nulovu
hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;,

= ak hodnota testovacieho kritéria t nepatri do kritickej oblasti K, tak nulovu
hypotézu H, nezamietame.

Test nekorelovanosti — pozitivna korelacia

Hodnota testovacieho kritéria t:

Tyt Vn—2
WAL =

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
ti_g(n—2) = t0_9(120) = 1,288646

t = 18,648

Kriticka oblast K, :
Ko = (t1-o(n = 2); )
Koy = (1,288646;0) =t € Ko

Hodnota testovacieho kritéria t = 18,648 patri do kritickej oblasti K 4, preto
nulovu hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H,. M6Zzeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti @ = 0, 1 si ndhodné premenné X aY
korelované pozitivne.

Pre negativnu koreldciu zavedieme nulovu hypotézu H, pre ktoru plati, Ze nahodné
premenné nie su korelované. Alternativna hypotézu H, tvrdi, Ze nahodné premenné
su negativne korelované:

Ho:p:O
Hi:p<O0



Hodnota testovacieho kritéria t sa vypocita rovnako, ako v predoSlom pripade.
Kritickda oblast K, bude tvorit interval:

Ky = (—00} —t1_o(n— 2))

Hodnota —t;_,(n — 2) z kritickej oblasti K, je kvantilom Studentovho t-rozdelenia.
Tato hodnota je tabelovana alebo ju ziskame pomocou funkcie qt() vjazyku R.
Pomocou hodnoty testovacieho kritéria t a kritickej oblasti K, urobime zaver:

= ak hodnota testovacieho kritéria t patri do kritickej oblasti K, tak nulovu
hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H,,

= ak hodnota testovacieho kritéria t nepatri do kritickej oblasti K, tak nulovu
hypotézu H, nezamietame.

Test nekorelovanosti — negativna korelacia

Hodnota testovacieho kritéria t:

t_rxy-\/n—z
S ="

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
ti_g(n—2) = t0_9(120) = 1,288646

= 18,648

Kriticka oblast K, :

Ko = (—oo; —t1o(n — 2))
Koq = (—;—1,288646) =t € K¢,

Hodnota testovacieho kritéria t = 18,648 nepatri do kritickej oblasti K 4, preto
nulovi hypotézu H, nezamietame. MdéZeme predpokladat, Ze na hladine
vyznamnosti @ = 0, 1 nie st ndhodné premenné X a Y korelované negativne.



4. Regresna analyza

Regresnd analyza sa zaoberda skimanim tvaru zavislosti medzi nahodnymi
premennymi, pokial korela¢na analyza riesi existenciu samotnej zavislosti — korelacie.

Takto hfaddme matematickd funkciu, tzv. regresnu funkciu, ktord ¢o najlepsie popisuje
tvar — priebeh zdvislosti kvantitativnych ndhodnych premennych. Kvalitu regresného
modelu vieme posudit pomocou korelacnej analyzy alebo inych Statistickych metdd.

Regresny model mbéZeme zapisat vo vSéeobecnom tvare ako:

Y = f(XIPXZ' ""Xn’ﬁO'ﬁl' ...,ﬁn) + g,

kde f je regresna funkcia s n premennymi Xy, X5, ..., X,, a Bo, b1, -, fn SU parametre
modelu a € je ndhodnad zloZka, ktord predstavuje posobenie ndhodnych vplyvov a inych
faktorov, ktoré neboli zaradené do modelu.

Regresny model | Pocet parametrov Koeficient R?
Linearny 2 R? = 10,7434
Kvadraticky 3 R? = 0,7947
Hyperbolicky 2 R? =0,7589
Logaritmicky 2 R? =0,7741

Tabulka 5. Porovnanie viacerych regresnych modelov

V préaci porovname vysledky linedrneho a kvadratického regresného modelu, nakolko
z linearizovatelnych modelov nadobuda kvadraticky najvy$Siu hodnotu koeficientu
determinacie R?, ktory popisuje &ast, ktori je moZné regresnym modelom popisat.
Jednotlivé modely si zadefinujeme a vykondme testy ich vhodnosti pomocou koeficientu
determinacie R?, testy ich vyznamnosti na hladine vyznamnosti «, testy vyznamnosti
regresnych parametrov 8y, f1, ..., By, na hladine vyznamnosti «, ur¢ime 100(1 — a@)%-ny
interval spolahlivosti pre regresné parametre a Statistickl analyzu rezidui. PouZitim
Shapiro-Wilkovho testu overime, ¢i rozdelenie pravdepodobnosti nahodnych chyb je
z normdlneho rozdelenia a v zdvere overime nulové stredné hodnoty ndhodnych chyb.

4.1. Linedarny regresny model

Ak predpokladame, Ze medzi sledovanymi premennymi je linearny vztah, tak
potom linearny regresny model je definovany v tvare:

Y = 30 + Bl . X + ¢
a bodovym odhadom linearneho regresného modelu je rovnica:

?=b0+b1~X,



kde By, 1 sU parametre modelu, € je ndhodnd chyba, by, b; su bodové odhady
a X, Y st ndhodné premenné.

Parametre by, b; odhadneme pouZitim metddy najmensich Stvorcov a potrebujeme
tak minimalizovat Statistiku rezidualneho suctu Stvorcov (Sum of Square Errors):

n
SSE = ) (i — )%
i=1

VyrieSenim nasledujlcej sustavy rovnic ziskame bodové odhady b, a b; parametrov
Bo @ B1 linedrneho regresného modelu:

n n
n-by+ by - le Zyi
=1 =1

i i

n n
b0-2x1+b1 le in-yi.

i=1 i=1 i=1

V jazyku R sa hodnoty bodovych odhadov b,, b; nachadzaju v stipci Estimate
tabulky Coefficients —v prehlade o modeli, ktory zobrazi funkcia summary().

Po vytvoreni linedrneho regresného modelu pomocou funkcie lm() vjazyku R
si teda zobrazime suhrn informacii o vytvorenom modeli funkciou summary():

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-3084973 -44696 -9628 33eed  A27744

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 68725.4 11519.6 5.271 6.06e-0Q7 ##x
X 3413.7 183.1 18.649 < 2e-16 =**

Signif. codes: @ “¥¥¥’ @.@01 “**’ 9.01 *’ @.05 .7 0.1 °° 1

Residual standard error: 85000 on 120 degrees of freedom
Multiple R-squared: ©.7435, Adjusted R-squared: ©.7413
F-statistic: 347.8 on 1 and 120 DF, p-value: < 2.2e-16

Obrazok 6. Suhrn informdcii o linedrnom regresnom modeli

Linearny regresny model — bodové odhady b, b,

VyrieSenim sustavy rovnic ziskame hodnoty parametrov b, a b;, ktoré doplnime
do bodového odhadu linedrneho regresného modelu ¥
Y=by+b X
Y =60725,4 +3413,7 - X



Regresna priamka vytvoreného linearneho regresného modelu nadobuda tvar
Y = 60725,4 +3413,7 - X.

Vo vystupe funkcie summary() pre vytvoreny linedrny regresny model v jazyku R
st hodnoty parametrov b, a b; uvedené v tabulke Coefficients, v stipci
Estimate: 60725.4, 3413.7.

Obrazok 7 wvykresluje linedrnu regresnd priamku v bodovom grafe nahodnych
premennych X, Y a je zobrazend ¢ervenou ciarou:
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Obrdzok 7. Bodovy graf nadhodnych premennych s linedrnou regresnou priamkou

4.1.1. Test vhodnosti regresného modelu pomocou koeficientu determinacie R?

Posudit vhodnost zvoleného regresného modelu odhadnutého
pomocou metddy najmensich Stvorcov ndm umoznuje vyberovy koeficient
determinacie R?, ktory je popisnou mierou vhodnosti pouZitia regresnej
funkcie na predikciu. Koeficient je definovany ako:

SSE___ SO = 9)?

2 _ —
A N 0=

kde y je vyberovy aritmeticky priemer nahodnej premennej Y a n Specifikuje
rozsah ndhodného vyberu. Hodnota vyberového koeficientu determinacie
R? nadobuda hodnoty z intervalu {0; 1) a uréuje ¢ast, ktord je mozné danym
regresnym modelom popisat. Cim sa hodnota R? viac priblizuje k 1, tym je
model vhodnejsi na opisanie tvaru zavislosti.

V jazyku R mbZeme tento koeficient vycitat z prehladu, ktory vytvori funkcia
summary() a nachadza sa tam hodnota Multiple R-squared.



Test vhodnosti regresného modelu — koeficient determinacie R?
Vyberovy aritmeticky priemer y:

n
y=—- Z y; =220582,508
i=1

S

Rezidualny sucet Stvorcov SSE:

n
SSE = Z(yi — $)? = 866987621804,453
i=1

Hodnota v menovateli:

n
Z(yi — y)% = 3379584426154,49

i=1

Vyberovy koeficient determinacie R?:
?zl(yl' - y)z

R?2=1-=—-— -°
Yii(yi— y)?

=0,7434632

Z hodnoty vyberového koeficientu determinicie R? = 0,7434632
vyplyva, Zze 74,34 % hodndt je moiné popisat vytvorenym linearnym
regresnym modelom.

Vo vystupe funkcie summary() pre vytvoreny regresny model v jazyku R je
uvedend hodnota koeficientu ako Multiple R-squared: 0.7435.

4.1.2. Test vyznamnosti regresného modelu na hladine vyznamnosti a

Test vyznamnosti regresného modelu testuje vyznamnost vyberového
koeficienta determindcie a vsetkych parametrov modelu. Budeme testovat
nulovu hypotézu H,, ktora tvrdi, Ze regresny model nie je Statisticky
vyznamny a alternativnu hypotézu H,, ktora tvrdi, Ze regresny model je
Statisticky vyznamny:

Hoy:Bo=p1 =0
H1: ﬁo * ﬁl * O
Hodnota testovacieho kritéria F je definovana ako:

_-m) LG -9 (n-m) - TG )’

F m—1-SSE__ m-D XL, — 57




kde y je vyberovy aritmeticky priemer ndhodnej premennej Y, m je pocet
odhadovanych parametrov regresnej funkcie a n urcuje rozsah nahodného
vyberu.

Kritickd oblast K, vytvdra interval:
Ky = (Fi_q(m —1,n — m); o),

ktorého sucastou je kvantil Fisherovho F-rozdelenia F;_,(m — 1,n — m).
Hodnota je tabelovana alebo ju ziskame pomocou funkcie qf () v jazyku R.

Test vyznamnosti regresného modelu

Hodnota testovacieho kritéria F:
n—m)- N3, — y)>
F= ( ) 2,‘;1(3" Z)Z = 347,7692
(m-1)-2L.(i = %)

Kvantil Fisherovho F-rozdelenia:
Fi_,(m—1,n—-—m)= FO,g(].; 120) = 2,747807

Kriticka oblast K, :
K, = (F_o(m —1,n — m); )
Ko1 = (2,747807;0) = F € K,

Hodnota testovacieho kritéria F = 347,7692 patri do kritickej oblasti
Ko 1, preto nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu
hypotézu H,;. Méieme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti
a = 0,1 je linearny regresny model statisticky vyznamny.

4.1.3. Test vyznamnosti regresnych parametrov 8, 1 na hladine vyznamnosti a

V pripade testu vyznamnosti regresnych parametrov f3,, f; budeme
testovat nulovu hypotézu H,, ktord tvrdi, Ze dany regresny parameter nie je
Statisticky vyznamné a alternativnu hypotézu H,, ktord tvrdi, Ze dany
regresny parameter je Statisticky vyznamny:

Hy: By =0 Hy: B, =0
Hy: By #=0 Hy:p,#0

Pre parametre [, 51 sU hodnoty testovacieho kritéria t definované:
by —b by —b
t=— t=—o
S(bo) S(bl)

kde s(by), s(b;) st vyberové smerodajné odchylky prislusnych odhadnutych
parametrov by, by, pre ktoré platia nasledovné vztahy:




n 2
S(bo) = \/Tbo) — 62 . Zl'=1xl

n- N, (g —x)?

~2

6
s(by) = «/s2(by) = ST = %)

v ktorych s2(by), s?(b;) su vyberové rozptyly prisludnych odhadnutych
parametrov by, b; a 6% predstavuje vyberovy reziduélny rozptyl MSE.

Stanovenim bodovych odhadov by, b; parametrov Sy, B; linedrneho
regresného modelu vieme pomocou rezidudlneho sucétu Stvorcov SSE
vypocitat vyberovy rezidualny rozptyl — priemernu kvadratickd chybu (Mean
Square of Error) v tvare:

SSE YL, (vi—3)°

MSE = =
n—m n—m

Kritickd oblast K, bude tvorit interval:

K, = (—oo; ~t, a(n— 2)) U (tl_%(n _2); oo),

ktorého sucastou su aj hodnoty —t, a(n—2) a t;_a(n—2), ktoré
2 2

predstavuju kvantily Studentovho t-rozdelenia. Tieto hodnoty su tabelované
alebo ich ziskame pomocou funkcie qt() v jazyku R.

Test vyznamnosti regresného parametra S8

Hodnota testovacieho kritéria t:
by, — b

t= s(bo)

= 5,27148

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n —2) = tp95(120) = 1,657651
2

Kriticka oblast K :

K, = (—00; —t,_a(n— 2)) U (tl_g(n —2); 00>,
2 2
KO,I = (—00, —1, 657651) V) (1,657651, 00) =>te€E K0'1

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 5,27148 patri do kritickej oblasti K 4,
preto nulovu hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu
H,. Mézeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0,1 je
regresny parameter f3, Statisticky vyznamny.



Test vyznamnosti regresného parametra 84

Hodnota testovacieho kritéria t:
_ b1 - b

£ s(by)

= 18,64857

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n -2)= t0,95(120) = 1,657651
2

Kriticka oblast K :
K, = (—00; —t,_a(n— 2)) v (tl_g(n = 2); 00>,
2 2
Kgq1 = (—0;—1,657651) U (1,657651;0) = t € K¢,
Hodnota testovacieho kritéria t = 18,64857 patri do kritickej oblasti
K1, preto nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu

hypotézu H,. MéZeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnostia = 0, 1
je regresny parameter f8; Statisticky vyznamny.

4.1.4. Uréenie 100(1 — a)%-ného intervalu spolahlivosti pre regresné
parametre B, 51

Obojstranny 100(1 — a)%-ny interval spolahlivosti pre regresné
parametre (3;, i = 0; 1 ma tvar:

(bi—t,_a(n—2)-s(by); bi+t,_a(n—2)-s(b;))
2 2

Urcenie obojstranného 90%-ného intervalu spolahlivosti
pre regresné parametre 3, 51

Vseobecny tvar intervalu pre regresny parameter 3;,i = 0; 1:
(bi—tl_%(n —2) -s(by); bi+t1_%(n —2) - s(by))

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n -2)= t0_95(120) =1,657651
2

Vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra by:

s(by) = /s2(by) = 132701080

Vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra by :

s(by) = +/s2(by) = 33509,19

Obojstranny 90%-ny interval spolahlivosti pre regresny parameter f3:
(41629,93; 79820, 86)



Obojstranny 90%-ny interval spolahlivosti pre regresny parameter f3;:

(3110,276;3717,159)

4.1.5. Graficka analyza rezidui modelu

Rezidud predstavuju bodové odhady nahodnych chyb ;. Grafickou

analyzou znazornime bodovy graf rezidui proti teoretickym hodnotam. Plati,
Ze rezidua su nahodne rozptylené okolo nuly, méZeme ich ohranicit dvomi
priamkami rovnobezinymi s osou x a graf nenaznacuje potencialny trend:

Rezidua
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Obrazok 8. Grafickd analyza rezidui linedrneho regresného modelu

Obrazok 9 zobrazuje histogram pocetnosti rezidui pre vytvoreny linedrny
regresny model:

Pocetnost rezidui

20 30 40 50 60
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— — | [ ]

| T | 1 |
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Hodnoty rezidui

Obrdzok 9. Histogram pocetnosti rezidui linedrneho regresného modelu



4.1.6. Overenie normalneho rozdelenia pravdepodobnosti nahodnych chyb

Pouzitim Shapiro-Wilkovho testu normality vieme overit, ¢i rozdelenie
pravdepodobnosti ndhodnych chyb je normdlnym rozdelenim. Budeme
testovat hypotézy:

Hy: F(x) = G(x),kde G(x) ~ N(u,0?)
Hy: F(x) # G(x)
Hodnotu testovacieho kritéria vypocitame ako:
2
_ (Zﬁ1 ai,n(x(n—i+1) - x(i)))

w 2
Z?=1(x(i) - x)

kde a; ,, su tabulkové vahy, X je vyberovy aritmeticky priemeram = EJ pre

parny rozsah ndhodného vyberu n.
Kritickd oblast K, bude tvorit interval:
K, = (_00; Wa(n))-

Hodnota W, (n) je tabelovana a pre hodnotu testovacieho kritéria W plati,
Ze ¢im viac sa blizi k 1, tym je zhoda medzi teoretickym a empirickym
rozdelenim lepsia.

Tento test vieme vyhodnotit aj pomocou hodnoty p:

= ak plati p < «, tak nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu Hy,

= ak platip > a, tak nulovu hypotézu H, nezamietame.
Overenie normalneho rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych chyb

Hodnota testovacieho kritéria F':
2
(Zﬁl ai,n(x(n—i+1) - x(i)))
2
Z?=1(x(i) - x)

W = = 0,88963

Overenie Shapiro-Wilkovym testom na zaklade hodnoty p:
p=4921337-1078

Psa
4,921337-10°8<0,1

KedZe plati p < a, nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu H,. Mdieme predpokladat, Ze na hladine
vyznamnosti @ = 0, 1 rozdelenie pravdepodobnosti nahodnych chyb nie
je normalnym rozdelenim.



V jazyku R sme funkciou shapiro.test() z balika stats ziskali hodnoty:
Shapiro-Wilk normality test

data: resid(model)
W = ©.88963, p-value = 4.921e-08

Obrdzok 10. Shapiro-Wilkov test v prostredi jazyka R

Obrdzok 11 pozostava z tabulky porovnania testovacich kritérii a hodnot p
pre viacero testov dobrej zhody — Shapiro-Wilkov, Kolmogorov-Smirnovov
Cramér-von Misésov a Anderson-Darlingov, ktord sme zostrojili v jazyku R
pouzitim funkcie ols_test_normality() z balika olsrr:

Test Statistic pvalue
Shapiro-Wilk ©.8896 0.0000
Kolmogorov-Smirnov 9.1214 0.0548
Cramer-von Mises 11.1585 0.0608
Anderson-Darling 3.3165 0.0000

Obrdzok 11. Porovnanie hodnét testovacich kritérii pre testy dobrej zhody

Nakolko Shapiro-Wilkov test normality je zaloZeny na zistovani skutocnosti,
¢i sa body zostrojeného kvantil-kvantilového grafu vyznamne lisia
od regresnej priamky preloZzenej tymito bodmi, pouzitim funkcie
ols_test_resid_qq() z balika olsrr sme zostrojili Q-Q graf:
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Obrdzok 12. Kvantil-kvantilovy graf pre rezidud linedrneho regresného modelu



4.1.7. Overenie nulovej strednej hodnoty nahodnych chyb

Na overenie nulovej strednej hodnoty nahodnych chyb pouZijeme
jednovyberovy test strednej hodnoty, pricom nepozndme rozptyl
(jednovyberovy t-test). Budeme testovat:

HO: e=20
Hi:e+0
Hodnotu testovacieho kritéria vypocitame:

e—1Uup
t = :

Vn,

S

kde s je vyberova smerodajna odchylka a n je rozsah ndhodného vyberu.

Kriticku oblast K, bude tvorit interval:

K, = (—oo; ~t, a(n— 2)) U (tl_%(n - 2)0),

ktorého st¢astou su aj hodnoty —t, «(n—2) a t;_a(n—2), ktoré
2 2

predstavuju kvantily Studentovho t-rozdelenia. Tieto hodnoty st tabelované
alebo ich ziskame pomocou funkcie qt() v jazyku R.

Tento test vieme vyhodnotit aj pomocou hodnoty p:

= ak plati p < a, tak nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu Hy,

= ak platip > a, tak nulovu hypotézu H, nezamietame.

Overenie nulovej strednej hodnoty ndhodnych chyb

Hodnota testovacieho kritéria t:

e—u
t = 0. Jn=1,4437-10715

Vyhodnotenie na zaklade hodnoty p:
p=1

p>a
1>0,1

KedZe plati p > a, tak nulovld hypotézu H, nezamietame. MéZeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti @ = 0, 1 sa stredna hodnota
nahodnych chyb neliSi vyznamne od nuly.



4.1.8. Overenie konstantného rozptylu nahodnych chyb

Na overenie konstantného rozptylu nahodnych chyb pouZijeme
Goldfeld-Quandtov test. Hodnoty nahodnej premennej X, ktoré tvoria
neklesajucu postupnost, je potrebné rozdelit do dvoch skupin.

Nulovd hypotéza H,, tvrdi, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov oboch
skupin a alternativna hypotéza H; tvrdi, Ze nie je splneny predpoklad
rovnosti rozptylov oboch skupin:

HOZ O'dz = O'hz
Hll O'dz * O'hz
Testovacie kritérium vypocitame ako:

_ SSEd np—m _ MSEd
N SSEh ng—m B MSEh’

kde m predstavuje pocet odhadovanych parametrov regresnej funkcie.
Kriticku oblast K, reprezentuje interval:
Ka = (Fl—a(nd —mny — m); Oo)

ktorého sucastou je kvantil Fisherovho F-rozdelenia F;_,(ng; — m,n; — m).
Hodnota je tabelovana alebo ju ziskame pomocou funkcie qf () v jazyku R.

Tento test vieme vyhodnotit aj pomocou hodnoty p:

= ak plati p < a, tak nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu H,,

= akplatip > «a, tak nulovu hypotézu Hy nezamietame.

Overenie konstantného rozptylu nahodnych chyb

Overenie Goldfeld-Quandtovym testom na zaklade hodnoty p:
p=1

p>a
1>0,1

KedZe plati p > a, tak nulovld hypotézu H, nezamietame. Moézeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti @ = 0, 1 je splneny predpoklad
rovnosti rozptylov nahodnych chyb pre obidve skupiny.



V jazyku R sme funkciou gqtest() z balika lmtest ziskali hodnoty:

Goldfeld-Quandt test

data: model
GQ = 0.25609, dfl = 59, df2 = 59, p-value = 1
alternative hypothesis: variance increases from segment 1 to 2

Obrazok 13. Goldfeld-Quandtov test v prostredi jazyka R

4.1.9. Overenie miery zavislosti (korelovanosti) rezidui

Mieru zavislosti (korelovanosti) rezidui charakterizuje Durbin-
Watsonova Statistika, ktora ma tvar:

Yitaler —ei—q)?

n 2
i=1€i

DW = )
kde e; predstavuju hodnoty rezidui. Durbin-Watsonova Statistika nadobuda
hodnoty z intervalu (0; 4). Na interpretaciu jej vysledkov slizi stupnica:

= ak DW < 1,4, tak rezidud e; su kladne korelované a model je
nevyhovujuci,

= ak DW € (1,4; 2,6), tak rezidud e; nevykazuju autokoreldciu (maji
nahodny charakter, su nezavislé) a model je dobry,

= ak DW > 2,6, tak rezidua e; su zaporne korelované a model je
nevyhovujuci.

Overenie miery zavislosti (korelovanosti) rezidui

Overenie na zdklade Durbin-Watsonovej Statistiky DW:

n (e —ei1)?
DW =Zl‘2(n‘ ; )" _ 1433623
i=1€i

KedZe plati DW € (1, 4; 2, 6), tak rezidua e; nevykazuju autokorelaciu
(maju nahodny charakter, st nezavislé) a model je dobry.



4.2. Kvadraticky regresny model

Ak predpokladame, Ze vztah medzi sledovanymi premennymi vyjadruje
kvadraticka funkcia, tak potom kvadraticky regresny model je definovany v tvare:

Y=ﬁ0+ﬁ1'X+ﬁ2'X2+g
a bodovym odhadom kvadratického regresného modelu je rovnica:
?=b0+b1'X+b2'X2,

kde B, B1, B2 su parametre modelu, ¢ je ndhodna chyba, by, by, b, su bodové
odhady a X, Y su ndhodné premenné.

Parametre b, b1, b, odhadneme metddou najmensich Stvorcov a potrebujeme tak
minimalizovat Statistiku rezidualneho suctu Stvorcov (Sum of Square Errors):

n
SSE = ) (i = )%
i=1

VyrieSenim nasledujlcej sustavy rovnic ziskame bodové odhady by, b; a b,
parametrov B, 51 a S, kvadratického regresného modelu:

n n n
n-by+by- le+b2 X; =Zyl
i=1 i=1 i=1
n n n
bO-in+b1-in2+b2 z le Yi
i=1 i=1 i=1 i=1
n
bo-le + b, - le + b, - le le Y.

i=1

V jazyku R sa hodnoty bodovych odhadov by, by, b, nachadzaju v stipci Estimate
tabulky Coefficients — v prehlade o modeli, ktory zobrazi funkcia summary().



Po vytvoreni kvadratického regresného modelu pomocou funkcie Im() v jazyku R si
teda zobrazime suhrn informacii o vytvorenom modeli funkciou summary():

Call:
Im(formula = y ~ x + I(x"2))

Residuals:

Min 10 Median 3Q Max
-239851 -41186 930 34923 382399
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2770.713 14834.825 9.187 9.852
X 6068.878 512.592 11.824 < 2e-16 #**¥
I(x"2) -16.668 3.857 -5.452 2.74e-07 ***

Signif. codes: @ “¥*¥’ @.,@01 “**’ @9.01 “*’ @.05 .7 0.1 * * 1

Residual standard error: 76350 on 119 degrees of freedom
Multiple R-squared: @.7947, Adjusted R-squared: ©.7913
F-statistic: 238.4 on 2 and 119 DF, p-value: < 2.2e-16

Obrdzok 14. Suhrn informdcii o kvadratickom regresnom modeli

Kvadraticky regresny model — bodové odhady b, b4, b,

VyrieSenim sustavy rovnic ziskame hodnoty parametrov by, b;, b,, ktoré
doplnime do bodového odhadu kvadratického regresného modelu Y
Y=by+h-X+b, X?
Y =2770,713 + 6060,878 - X — 16,668 - X>

Regresna krivka vytvoreného kvadratického regresného modelu ma tvar
Y =2770,713 + 6060,878 - X — 16,668 - X>.

Vo vystupe funkcie summary() pre vytvoreny kvadraticky regresny model v jazyku
R st hodnoty parametrov by, b; a b, uvedené v tabulke Coefficients, v stipci
Estimate: 2770.713, 6060.878, -16.668.



Obrazok 15 vykresluje kvadraticku regresnu krivku v bodovom grafe nahodnych
premennych X, Y a je zobrazend ¢ervenou Ciarou:

Mnozstvo prepraveného tovaru [kg]
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Obrazok 15. Bodovy graf ndhodnych premennych s kvadratickou regresnou krivkou

Test vhodnosti regresného modelu pomocou koeficientu determinacie R?

Posudit vhodnost zvoleného regresného modelu odhadnutého
pomocou metddy najmensich Stvorcov ndm umoznuje vyberovy koeficient
determinacie R?, ktory je popisnou mierou vhodnosti pouZitia regresnej
funkcie na predikciu. Koeficient je definovany ako:

SSE L e (i — 9)?

R2=1-—— """ )
i = 9)? i = 9)?

kde y je vyberovy aritmeticky priemer nahodnej premennej Y a n Specifikuje
rozsah ndhodného vyberu. Hodnota vyberového koeficientu determinacie
R? nadobuda hodnoty z intervalu {0; 1) a uréuje &ast, ktord je mozné danym
regresnym modelom popisat. Cim sa hodnota R? viac priblizuje k 1, tym je
model vhodnejsi na opisanie tvaru zavislosti.

V jazyku R mozeme tento koeficient vycitat z prehladu, ktory vytvori funkcia
summary() a nachadza sa tam hodnota Multiple R-squared.

Test vhodnosti regresného modelu — koeficient determinacie R?

Vyberovy aritmeticky priemer y:

n
g Z y; =220582,508
il

S|

)_/:



Rezidualny sucet Stvorcov SSE:

n
SSE = Z(yl- — 9))% = 693689528976,205

i=1
Hodnota v menovateli:

n
Z(yi — y)% = 3379584426154,49
i=1

Vyberovy koeficient determinacie R?:
Y1y —9)?

Rr=1-20L2 70
Z?:l(yi_y)z

=0,7947412

Z hodnoty vyberového koeficientu determindcie R? = 0,7947412
vyplyva, Zze 79,47 % hodnét je moZné popisat vytvorenym kvadratickym
regresnym modelom.

Vo vystupe funkcie summary() pre vytvoreny regresny model v jazyku R je
uvedend hodnota koeficientu ako Multiple R-squared: 0.7947.

4.2.2. Test vyznamnosti regresného modelu na hladine vyznamnosti

Test vyznamnosti regresného modelu testuje vyznamnost vyberového
koeficienta determindcie a vSetkych parametrov modelu. Budeme testovat
nulovd hypotézu H,, ktora tvrdi, Ze regresny model nie je Statisticky
vyznamny a alternativnu hypotézu H;, ktora tvrdi, Ze regresny model je
Statisticky vyznamny:

Hoy:Bo=B1=B,=0
Hy:Bo #B1# B2 # 0
Hodnota testovacieho kritéria F je definovana ako:
P (mm) TG -9 (-m) S 9)
(m—1) - SSE (m-1)- XL, — %)%

kde y je vyberovy aritmeticky priemer nahodnej premennej Y, m je pocet
odhadovanych parametrov regresnej funkcie a n uréuje rozsah nahodného
vyberu.

Kritickd oblast K, vytvara interval:
Ka = (Fl—a’(m - 1,7?. - m); OO),

ktorého sucastou je kvantil Fisherovho F-rozdelenia F;_,(m — 1,n — m).
Hodnota je tabelovana alebo ju ziskame pomocou funkcie qf () v jazyku R.



Test vyznamnosti regresného modelu

Hodnota testovacieho kritéria F:
_ (n-m)- 3L, (5, - y)?

F= —— = 230,3779
(m—=1) - XL (vi = )2

Kvantil Fisherovho F-rozdelenia:
Fi_,(m—1,n—-—m)= F0‘9(2; 119) = 2,347719

Kritickd oblast K, :
K, = (Fi_q(m —1,n — m); )
K0,1 = (2' 347719; OO) = F € K0’1

Hodnota testovacieho kritéria F = 230,3779 patri do kritickej oblasti
Ko 1, preto nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu
hypotézu H,;. Méieme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti
a = 0,1 je kvadraticky regresny model Statisticky vyznamny.

4.2.3. Test vyznamnosti regresnych parametrov Sy, 1,2 na hladine
vyznamnosti a

V pripade testu vyznamnosti regresnych parametrov f3,, f; budeme
testovat nulovu hypotézu H,, ktora tvrdi, Ze dany regresny parameter nie je
Statisticky vyznamné a alternativnu hypotézu H,, ktord tvrdi, Ze dany
regresny parameter je Statisticky vyznamny:

Hy: o =0 Hy: 1 =0 Hy: B, =0
Hi: By #0 Hi: 1 #0 Hi: [, #0

Pre parametre 8, 1, B2 su hodnoty testovacieho kritéria t definované:
_by—b by —-b b, —b

L= s(by) L= s(by) ‘= s(by)’

kde s(by), s(by), s(b,) su vyberové smerodajné odchylky prisludnych
odhadnutych parametrov by, by, b,, pre ktoré platia vztahy:

n 2
5(bo) =/s2(by) = 6% - — Liz1%i

~2

s(by) = ys?(by) = ﬁ

~2

s(b2) = 5702) = g5



vktorych s2(by), s2(by), s2(b,) su vyberové rozptyly prisludnych
odhadnutych parametrov by, b;, b, a 62 predstavuje vyberovy rezidualny
rozptyl MSE.

Stanovenim bodovych odhadov b,, b;, b, parametrov f,, 1,5
kvadratického regresného modelu vieme pomocou rezidudlneho suctu
Stvorcov SSE vypocitat vyberovy rezidudiny rozptyl — priemerna kvadraticku
chybu (Mean Square of Error) v tvare:

SSE XL (i —9)?

MSE = =
n—m n—m

Kritickd oblast K, bude tvorit interval:

K, = (—00; —tl_%(n — 2)) U (tl_%(n - 2); 00>,

ktorého sucastou su aj hodnoty —t, a(n—2) a t;_a(n—2), ktoré
2 2

predstavuju kvantily Studentovho t-rozdelenia. Tieto hodnoty su tabelované
alebo ich ziskame pomocou funkcie qt() v jazyku R.

Test vyznamnosti regresného parametra 8

Hodnota testovacieho kritéria t:

by

t= s(bo)

= 0,2677694

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n —-2)= t0,95(120) = 1,657651
2

Kriticka oblast K :

K, = (—00; —t,_a(n— 2)) U (tl_z(n —2); °°>'
2 2
Ko1 = (—0;—1,657651) U (1,657651;0) = t & K¢

Hodnota testovacieho kritéria t = 0,2677694 nepatri do kritickej oblasti
K 1, preto nulovi hypotézu Hy nezamietame. MéZeme predpokladat, Ze
na hladine vyznamnosti ¢ = 0,1 regresny parameter f;, nie je
Statisticky vyznamny.

Test vyznamnosti regresného parametra 84

Hodnota testovacieho kritéria t:
bl - b

NS

= 36,86042



Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n -2)= t0,95(120) = 1,657651
2

Kriticka oblast K :

Ky = (—00; —t,_a(n— 2)) U (tl_g(n —2); 00>,
2 2
Ko1 = (—»;—1,657651) U (1,657651;0) = t € Ko,

Hodnota testovacieho kritéria t = 36,86042 patri do kritickej oblasti
K1, preto nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu
hypotézu H,. MéZeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnostia = 0, 1
je regresny parameter 8, Statisticky vyznamny.

Test vyznamnosti regresného parametra f3,

Hodnota testovacieho kritéria t:
b, — b

a s(bz)

t = —0,1013675

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n —-2)= t0_95(120) = 1,657651
2

Kritickd oblast K, :

Ky = (—00; —t, a(n— 2)) v (tl_g(n —-2); 00>,
2 2
Ko1 = (—0;—1,657651) U (1,657651;0) = t & K¢,

Hodnota testovacieho kritéria t = —0,1013675 nepatri do kritickej
oblasti Ky;, preto nulovi hypotézu H, nezamietame. Mbzeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0, 1 regresny parameter
B nie je statisticky vyznamny.



4.2.4. Uréenie 100(1 — a)%-ného intervalu spolahlivosti pre regresné
parametre By, 81, B>

Obojstranny 100(1 — @)%-ny interval spolahlivosti pre regresné
parametre 3;, i = 0; 1 ma tvar:

(bi—t,_a(n—2)-s(b);bi+t,_a(n—2)-s(b;))

Urcenie obojstranného 90%-ného intervalu spolahlivosti
pre regresné parametre 8, 1, B2

VSeobecny tvar intervalu pre regresny parameter 3;,i = 0; 1:
(bi—tl_%(n —2) -s(by); bi+t1_%(n —2) - s(by))

Kvantil Studentovho t-rozdelenia:
tl_g(n —-2)= to,95(120) = 1,657651
2

Vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra by:

s(bg) = v/s%(by) = 132701080

Vyberova smerodajnd odchylka odhadnutého parametra b;:

s(by) = +/s2(by) = 33509,19

Vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra b,:

s(b,) = +/s2(b,) = 33509,19

Obojstranny 90%-ny interval spolahlivosti pre regresny parameter f8:
(—14381,63;19923,06)

Obojstranny 90%-ny interval spolahlivosti pre regresny parameter f3;:
(5788,314;6333,442)

Obojstranny 90%-ny interval spolahlivosti pre regresny parameter f3,:
(—289,2315;255,8963)



4.2.5. Graficka analyza rezidui modelu

Rezidud predstavuju bodové odhady nahodnych chyb ;. Grafickou
analyzou znazornime bodovy graf rezidui proti teoretickym hodnotam. Plati,
Ze rezidua su nahodne rozptylené okolo nuly, mézeme ich ohranicit dvomi

priamkami rovnobeznymi s osou x a graf nenaznacuje potencidlny trend:

Rezidua

Obrazok 17 zobrazuje histogram pocetnosti rezidui pre nas vytvoreny
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Obrazok 16. Grafickd analyza rezidui kvadratického regresného modelu

kvadraticky regresny model:
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Obrdzok 17. Histogram pocetnosti rezidui kvadratického regresného modelu



4.2.6. Overenie normalneho rozdelenia pravdepodobnosti nahodnych chyb

Pouzitim Shapiro-Wilkovho testu normality vieme overit, ¢i rozdelenie
pravdepodobnosti nahodnych chyb je normdlnym rozdelenim. Budeme
testovat hypotézy:

Hy: F(x) = G(x),kde G(x) ~ N(u,0?)
Hy: F(x) # G(x)
Hodnotu testovacieho kritéria vypocitame ako:
2
_ (Zﬁ1 ai,n(x(n—i+1) - x(i)))

w 2
Z?=1(x(i) - x)

kde a; ,, su tabulkové vahy, X je vyberovy aritmeticky priemeram = EJ pre

parny rozsah ndhodného vyberu n.
Kritickd oblast K, bude tvorit interval:
K, = (_00; Wa(n))-

Hodnota W, (n) je tabelovana a pre hodnotu testovacieho kritéria W plati,
Ze ¢im viac sa blizi k 1, tym je zhoda medzi teoretickym a empirickym
rozdelenim lepsia.

Tento test vieme vyhodnotit aj pomocou hodnoty p:

= ak plati p < «, tak nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu Hy,

= ak platip > a, tak nulovu hypotézu H, nezamietame.
Overenie normalneho rozdelenia pravdepodobnosti nahodnych chyb

Hodnota testovacieho kritéria F':
2
(Zﬁl ai,n(x(n—i+1) - x(i)))
2
Z?=1(x(i) - x)

W = = 0,92683

Overenie Shapiro-Wilkovym testom na zaklade hodnoty p:
p =5,214831-107°

Psa
5,214831-107°<0,1

KedZe plati p < a, nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu H,. Mdieme predpokladat, Ze na hladine
vyznamnosti @ = 0, 1 rozdelenie pravdepodobnosti nahodnych chyb nie
je normalnym rozdelenim.



V jazyku R sme funkciou shapiro.test() z balika stats ziskali hodnoty:

Shapiro-Wilk normality test

data: resid(model)
W = 9.92683, p-value = 5.215e-06

Obrdzok 18. Shapiro-Wilkov test v prostredi jazyka R

Obrdzok 19 pozostava z tabulky porovnania testovacich kritérii a hodn6t p
pre viacero testov dobrej zhody — Shapiro-Wilkov, Kolmogorov-Smirnovov
Cramér-von Misésov a Anderson-Darlingov, ktord sme zostrojili v jazyku R
pouzitim funkcie ols_test_normality() z balika olsrr:

Test Statistic pvalue
Shapiro-Wilk 0.9268 0.0000
Kolmogorov-Smirnov 0.1e5 0.1357
Cramer-von Mises 16.1749 0.0000
Anderson-Darling 1.7455 2e-04

Obrdzok 19. Porovnanie hodnét testovacich kritérii pre testy dobrej zhody

Nakolko Shapiro-Wilkov test normality je zaloZeny na zistovani skutocnosti,
C¢i sa body zostrojeného kvantil-kvantilového grafu vyznamne lisia
od regresnej priamky preloZzenej tymito bodmi, pouzitim funkcie
ols_test_resid_qq() z balika olsrr sme zostrojili Q-Q graf:

4e+05-
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L
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2 1 0 1 2
Theoretical Quantiles

Obrdzok 20. Kvantil-kvantilovy graf pre rezidud kvadratického regresného modelu



4.2.7. Overenie nulovej strednej hodnoty nahodnych chyb

Na overenie nulovej strednej hodnoty nahodnych chyb pouZijeme
jednovyberovy test strednej hodnoty, pricom nepozname rozptyl
(jednovyberovy t-test). Budeme testovat:

HO: e=20
Hi:e+0
Hodnotu testovacieho kritéria vypocitame:

e—1Uup
t = :

Vn,

S

kde s je vyberova smerodajna odchylka a n je rozsah ndhodného vyberu.

Kriticku oblast K, bude tvorit interval:

K, = (—oo; ~t, a(n— 2)) U (tl_%(n - 2)0),

ktorého st¢astou su aj hodnoty —t, «(n—2) a t;_a(n—2), ktoré
2 2

predstavuju kvantily Studentovho t-rozdelenia. Tieto hodnoty su tabelované
alebo ich ziskame pomocou funkcie qt() v jazyku R.

Tento test vieme vyhodnotit aj pomocou hodnoty p:

= ak plati p < a, tak nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu Hy,

= ak platip > a, tak nulovu hypotézu H, nezamietame.

Overenie nulovej strednej hodnoty ndahodnych chyb

Hodnota testovacieho kritéria t:

e—u
t= %.Vn=-50713-10716

Vyhodnotenie na zaklade hodnoty p:
p=1

p>a
1>0,1

KedZe plati p > a, tak nulovl hypotézu H, nezamietame. MéZeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti @ = 0, 1 sa stredna hodnota
nahodnych chyb neliSi vyznamne od nuly.



4.2.8. Overenie konstantného rozptylu nahodnych chyb

Na overenie konstantného rozptylu nahodnych chyb pouZijeme
Goldfeld-Quandtov test. Hodnoty nahodnej premennej X, ktoré tvoria
neklesajucu postupnost, je potrebné rozdelit do dvoch skupin.

Nulovd hypotéza H, tvrdi, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov oboch
skupin a alternativna hypotéza H; tvrdi, Ze nie je splneny predpoklad
rovnosti rozptylov oboch skupin:

HOZ O'dz = O'hz
Hll O'dz * O'hz
Testovacie kritérium vypocitame ako:

_ SSEd np—m _ MSEd
N SSEh ng—m B MSEh’

kde m predstavuje pocet odhadovanych parametrov regresnej funkcie.
Kriticku oblast K, reprezentuje interval:
Ka = (Fl—a(nd —mny — m); Oo)

ktorého sucastou je kvantil Fisherovho F-rozdelenia F;_,(ng; — m,n; — m).
Hodnota je tabelovana alebo ju ziskame pomocou funkcie qf () v jazyku R.

Tento test vieme vyhodnotit aj pomocou hodnoty p:

= ak plati p < a, tak nulovd hypotézu H, zamietame a prijimame
alternativnu hypotézu H,,

= akplatip > «, tak nulovd hypotézu Hy, nezamietame.

Overenie konstantného rozptylu nahodnych chyb

Overenie Goldfeld-Quandtovym testom na zaklade hodnoty p:
p=1

p>a
1>0,1

KedZe plati p > a, tak nulovi hypotézu H, nezamietame. Mo6zeme
predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti @ = 0, 1 je splneny predpoklad
rovnosti rozptylov nahodnych chyb pre obidve skupiny.



V jazyku R sme funkciou gqtest() z balika lmtest ziskali hodnoty:

Goldfeld-Quandt test

data: model
GQ = ©.17323, dfl = 58, df2 = 58, p-value = 1
alternative hypothesis: variance increases from segment 1 to 2

Obradzok 21. Goldfeld-Quandtov test v prostredi jazyka R

4.2.9. Overenie miery zavislosti (korelovanosti) rezidui

Mieru zavislosti (korelovanosti) rezidui charakterizuje Durbin-
Watsonova Statistika, ktora ma tvar:

Yitaler —ei—q)?

n 2
i=1€i

DW = )
kde e; predstavuju hodnoty rezidui. Durbin-Watsonova Statistika nadobuda
hodnoty z intervalu (0; 4). Na interpretaciu jej vysledkov sluzi stupnica:

= ak DW < 1,4, tak rezidud e; su kladne korelované a model je
nevyhovujuci,

= ak DW € (1,4; 2,6), tak rezidud e; nevykazuju autokoreldciu (maji
nahodny charakter, su nezdvislé) a model je dobry,

= ak DW > 2,6, tak rezidua e; su zaporne korelované a model je
nevyhovujuci.

Overenie miery zavislosti (korelovanosti) rezidui

Overenie na zdklade Durbin-Watsonovej Statistiky DW:

n (e —ei1)?
DW =Zl‘2(n‘ ; )" _ 1 416667
i=1€i

KedZe plati DW € (1, 4; 2, 6), tak rezidua e; nevykazuju autokorelaciu
(maju nahodny charakter, st nezavislé) a model je dobry.



Zaver

V prdci su spracované urcité casti korelacnej a regresnej analyzy. Zadefinovali sme vsetky
potrebné vztahy k jednotlivym ¢astiam, zaviedli potrebné hypotézy a testovacie kritéria.

Sivy ramec na konci kaZzdej podkapitoly obsahuje konkrétne vypocty svyhodnotenymi
vysledkami na realnom priklade, ktory sme zvolili na zaciatku — ddta o mnoiZstve vozidiel
s humanitarnou pomocou, ktoré presli cez slovensko-ukrajinsky hrani¢ny priechod Vysné
Nemecké a o vahe prepraveného tovaru pre Ukrajinu (ndhodné premenné X,Y). Sucastou
prace je skript vjazyku R, ktory posluzil na vsetky potrebné vypocty a vykreslenie
znazornenych grafov.

Vypoctom Pearsonovho vyberového korelatného koeficientu r,, = 0,8622431 sme
zistili, Ze medzi ndhodnymi premennymi X a Y existuje vysoka linearna zavislost.

Z hodnoty vyberového koeficientu determinacie RZ = 0,7434632 vyplyva, 7e 74,34 %
hodnét je moZné popisat vytvorenym linedrnym regresnym modelom.

Z hodnoty vyberového koeficientu determinacie RZ = 0,7947412 vyplyva, 7e 79,47 %
hodnét je moZné popisat vytvorenym kvadratickym regresnym modelom.

Niektoré pouzité funkcie v jazyku R

boxplot() na vykreslenie krabicového diagramu

dwtest() na vypocet Durbin-Watsonovej Statistiky

gqtest() navykonanie Goldfeld-Quandtovho testu

hist() na vykreslenie histogramu pocetnosti

Im() na vytvorenie regresného modelu

ols_test_normality() na porovnanie vysledkov testov dobrej zhody
ols_test_resid_qgq() na vykreslenie kvantil-kvantilového grafu
plot() na vykreslenie grafov s regresnymi krivkami

qf () navypocet kvantilu Fisherovho F-rozdelenia

qt() navypocet kvantilu Studentovho t-rozdelenia
shapiro.test() na vykonanie Shapiro-Wilkovho testu
summary() na zobrazenie informacii o regresnom modeli

t.test() navykonanie jednovyberového t-testu
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