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Uvod

Tato ucebnica je urc¢enéd pre studentov prvého roc¢nika druhého stupna studia Fakulty elek-
trotechniky a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach (FEI TU), ale moze poslazit aj
Studentom inych fakult.

Ucebnica je rozdelena do siedmich kapitol, ktoré obsahuju zakladné teoretické poznatky
potrebné k rieseniu prikladov a vzorové rieSené tlohy k uc¢ivu, ktoré je preberané v predmete
Aplikovanéa Statistika.

Cielom tejto ucebnice nebolo podat uceleny teoreticky prehlad rieSenej problematiky,
preto je vhodné kombinovat pouzivanie tejto ucebnice s vysokoskolskou ucebnicou Statisticke
metody v praxi autorky Miriam Andrejiova aj s volne dostupnymi e-learningovymi materialmi
Katedry matematiky a teoretickej informatiky FEI TU v Kosiciach.

Na zéaver dakujeme RNDr. Miriam Andrejiovej, PhD. a RNDr. Stefanovi Bereznému, PhD.
za starostlivé precitanie rukopisu a za cenné pripomienky, ktorymi prispeli k zlepSeniu textu
tejto ucebnice. Zaroven sa chceme vopred ospravedlnit za mozné jazykovo—stylistické chyby,

pretoze dany text nepresiel redakénou ani jazykovou tpravou.



1 Uvod do statistiky

Statistiku ako vednu disciplinu je mozné rozdelit na dve Casti:

o popisni (deskriptivnu) Statistiku, ktora sa zaobera metodami zberu, spracovania, pre-
zentacie a analyzy tdajov stcasne s ich opisom za pomoci Specialnych Statistickych

prostriedkov a metod,

e uvyberovi (induktivnu) Statistiku, ktora nachadza uplatnenie vtedy, ak zozbieranie vset-
kych idajov nie je z akychkolvek dévodov mozné (napr. stbor je velmi rozsiahly). Vtedy
robime zavery o skiimanom jave na zéklade ¢iastkovych (vybranych) tudajov. Zber (vy-
ber) tychto tdajov tvori predmet induktivnej statistiky, ktorej zédkladom je tedria prav-
depodobnosti. Podstatnou zlozkou induktivnej Statistiky je Statisticka analyza, ktorej
tlohou je poznanie pravidelnosti, stvislosti a vyvojovych tendencii hromadnych javov.

Patri sem tedria odhadu a testovanie Statistickych hypotéz.

Popisna a vyberova statistika st vzajomne prepojené. Predmetom Statistiky ako vednej
discipliny su hromadné ndhodné javy (prirodné alebo spolocenské), ktoré sa za presne defino-
vanych vecnych, ¢asovych a priestorovych podmienok viackrat vyskytuju, resp. opakuji (napr.
narodenia, tmrtia, spotreba alebo produkcia konkrétnych vyrobkov). Skimanim hromadného
nahodného javu zistime jeho podstatu, vyvoj, pravidelnost, ¢i vzajomné vztahy.

Prvok, na ktorom pozorujeme konkrétny prejav hromadného javu (napr. osoba, objekt,
vyrobok), nazyvame $tatistickd jednotka.

Mnozinu vsetkych Statistickych jednotiek, ktoré maji pozadované spolo¢né vlastnosti,
nazyvame Statisticky subor. Rozsah Statistického siboru charakterizujeme ako pocet Statistic-
kych jednotiek v danom Statistickom stbore. gtatistickgj znak predstavuje uréita vlastnost
hromadného javu, ktora je predmetom Statistického skimania (napr. vek respondentov, vel-

kost vyrobku, povolanie respondentov).

Statistické znaky delime na:

e kvalitativne znaky, ktoré pouzivame, ak st vlastnosti Statistickej jednotky vyjadrené

slovne (napr. spokojnost zékaznika, povolanie respondentov),

e fkvantitativne znaky, ktoré pouzivame, ak st vlastnosti Statistickej jednotky vyjadrené

Ciselne, meratelné jednotky (napr. hmotnost vyrobku, vek zakaznika).
Kvantitativne Statistické znaky delime na:

e spojité, ktoré mozu nadobudat akékolvek realne hodnoty z nejakého ohrani¢eného aj

neohrani¢eného intervalu (napr. sirka vyrobku, vyska respondenta),
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o diskrétne, ktoré modzu nadobudat len niektoré konkrétne hodnoty v ramci nejakého in-

tervalu (napr. pocet vyrobkov).
Kvalitativne statistické znaky delime na:

e alternativne (dichotomické), ktoré moézu nadobudat len dve mozné hodnoty (napr. kva-

lita - nekvalita),

e mnozné (viackategoridlne), ktoré mozu nadobudat viac ako dve mozné hodnoty (napr.

poskodené oblecenie - malo poskodené oblecenie - neposkodené oblecenie).
Statistické skimanie je mozné spravidla rozdelit do troch etap:

1. Statistické zistovanie, ktorého tlohou je zozbierat Statistické tdaje o skimanych hro-

madnych javoch a procesoch.

2. Statistické spracovanie zistengch idajov, ktorého tlohou je zozbierané Statistické tidaje

prehladne usporiadat, roztriedit a spracovat.

3. Statistické vyhodnocovanie, ktorého tlohou je ziskané vysledky analyzovat, vyhodnotit

a na zaklade tychto vysledkov sformulovat zavery.
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Na zaciatku Statistického zistovania ziskame spravidla velké mmnozstvo tudajov, ktoré zapi-
sujeme v takom poradi, v akom sme ich zaznamenali. Prvym krokom pri spracovani tychto
udajov je ich triedenie, ¢im docielime prehladnost Statistického suboru. Zaroven moézu vynik-

nut ur¢ité charakteristické rysy a zakonitosti analyzovaného siboru.

2.1 Triedenie Statistického stiboru

Triedenie Statistického suboru je usporiadanie Statistickych jednotiek do skupin, resp. tried
homogénnych z hladiska urcitého Statistického znaku. Podla poc¢tu triediacich znakov roz-
lisujeme triedenie na jednostupriové (triedenie podla jedného triediaceho znaku, napr. vek
respondenta, vyska vyrobku) a wviacstupriové (triedenie podla viacerych triediacich znakov,
napr. vek a pohlavie respondenta, vyska a $irka vyrobku). My budeme uvazovat len jedno-
stupnové triedenie.

Vzhladom na mnozstvo réznych hodnot, rozdelujeme triedenie Statistického siboru na
jednoduché a intervalové. V tejto ucebnici budeme pracovat najmé s kvantitativnymi Statis-
tickymi znakmi.

Pri triedeni statistického suboru je potrebné dodrzat dve pravidla:
e pravidlo uplnosti, t.j. kazda Statisticka jednotku musime zatriedit,

e pravidlo jednoznacnosti, t.j. kazdu Statistickta jednotku musime zatriedit prave do jednej

triedy.

2.1.1 Jednoduché triedenie

Jednoduché triedenie pouzijeme, ak je Statisticky znak diskrétny alebo spojity a pritom na-
dobtda maélo réznych, ¢asto sa opakujicich hodnét. Nech xy, s, ..., z, st ziskané hodnoty
sledovaného statistického znaku, pricom rozsah statistického stiboru je n. Nech celkovy pocet
roznych hodnot Statistického znaku je k. Z toho vyplyva, ze k < n. Kazda rozna hodnota x;
Statistického znaku tvori jednu triedu. Hodnoty xy, s, ..., x, usporiadame do neklesajicej

postupnosti, ¢im dostdvame variacny rad v tvare

A

Tmin = T(1) S 22) S ... 2 Tn-1) = T(n) = Timax-

Pre kazdt hodnotu z;, 7 = 1,2, ...,k Statistického znaku uré¢ime nasledujice pocetnosti:

o Absolitna pocetnost n; hodnoty x; Statistického znaku predstavuje pocet Statistickych

jednotiek s rovnakou hodnotou z;.



10

2 POPISNA STATISTIKA

Tabul'ka 1: Frekven¢na tabulka (tabulka rozdelenia pocetnosti)

gz | fi] N Ly
Lz |n | A ny il
2| x| ng | fo|ni+ng| fit+fo
k T | N fk: n 1

e Relativna pocetnost f; je podiel absolitnej pocetnosti n; hodnoty x; Statistického znaku

a rozsahu Statistického siboru n. Plati

(1)

o Kumulativna absolitna pocetnost N; hodnoty z; Statistického znaku urcuje, kolko sta-

tistickych jednotiek mé& hodnotu mensiu alebo rovni ako hodnota z;. Plati

J
Nj:n1+n2+...+nj:Zni. (2)
i=1

o Kumulativna relativna pocetnost I; hodnoty x; Statistického znaku je podiel kumula-

tivnej absolitnej pocetnosti N; hodnoty x; Statistického znaku a rozsahu Statistického

stuboru n. Plat{

— 9 _
Fj—_—
n

n+ne+...4+n

n

L= fit fot ..+ f (3)

Relativne pocetnosti sa ¢asto udavajiu v percentach. Hodnota 100 f; % predstavuje, kolko per-

cent prvkov zo Statistického sitboru ma hodnotu z; sledovaného statistického znaku. Hodnota

100 F; % udéava, kolko percent prvkov zo statistického siboru méa hodnotu mensiu alebo rovni

ako je hodnota x; sledovaného Statistick¢ho znaku.

Pre pocetnosti platia nasledujiice vztahy

k
g n; = N =n,
=1

k

Y fi=F=1

=1

Pocetnosti zapiSeme do frekvencnej tabulky (tabulky rozdelenia pocetnosti) (Tabulka [1)).

2.1.2 Intervalové triedenie

Intervalové triedenie pouZijeme, ak je Statisticky znak spojity a pritom nadobuda velké mnoz-

stvo réznych, spravidla mélo alebo vobec sa opakujtucich hodnot. V pripade intervalového
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triedenia sa Statistické jednotky xi, s, ..., z, v stubore rozdelia do k intervalov (tried), kde
k < n, n je rozsah $tatistického siboru.

Ozna¢me [; ako j-ty triedny interval, kde ¢;_; je jeho dolnd hranica a ¢; je horna hranica
intervalu. Pri urc¢ovani intervalov je potrebné stanovit, ktora z hranic bude patrit do intervalu.
Teda, ¢ budeme uvazovat typ intervalu (¢;_1,t;) alebo (t;_1,t;).

Kazdy triedny interval I; bude reprezentovany tzv. triednym znakom z;, ktory urc¢ime ako

stred daného triedneho intervalu, t.j.plati

ti4+t;
zj:%, j=1,2,...

k, (4)
kde k je pocet triednych intervalov.

Pri intervalovom triedeni Statistickych ddajov je dolezité zvolit spravny pocet triednych
intervalov (tried) a ich sirku. Pocet tried k nesmie byt prilis maly, aby to neviedlo k vel'mi
zjednoduSenému pohladu na vlastnosti suboru a tym by sa mohli zastriet aj nejaké jeho
charakteristické ¢rty. Naopak nemal by byt ani prilis velky, pretoZe by sa mohlo stat, Ze sa
spracovanie stane neprehladnym a opat moéZzu zaniknut niektoré zakonitosti charakteristické

pre dany stibor. Na stanovenie poc¢tu tried neexistuje jednotny nézor ani vSeobecny predpis.

Existuje v8ak niekolko odportucanych postupov. Niektoré si uvedieme:
o k=~ 1+ 3,322logn (Sturgessovo pravidlo),
o k=+/n,
o 0,55n% < k < 1,25n%%, kde n je pocet Statistickych jednotiek stboru.

Strku h triedneho intervalu mozeme priblizne vypocitat podla nasledujiceho vztahu

. Ry
h:—
v )

kde k je pocet triednych intervalov a Ry je variacné rozpdatie, pre ktoré plati
RV = l‘(n) - x(l) = Zmax — Lmin- (6>

Na zaver intervalového triedenia opét pre kazdy triedny interval vypocitame jednotlivé
pocetnosti podobne ako v pripade jednoduchého triedenia. Vysledky zapiSseme prehladne vo

forme frekvencnej tabulky, kde hodnotu x; nahradime hodnotou triedneho znaku z;.

2.2 Grafické zobrazenie

Grafické zobrazenie Statistického suboru je ur¢ita prezentacia spracovania Statistickych uda-

jov v sledovanom Statistickom stibore. Poskytuje rychlejsiu a nazornejsiu predstavu o tenden-
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ciach, suvislostiach a charakteristickych ¢rtach analyzovanych tdajov. V Statistike sa pouzi-
vaju rozne druhy grafov. Uvedieme tie naj¢astejsie pouzivané: bodovy, spojnicovy, stipcovy a
kruhovy graf.

Bodovyj graf znazornuje namerané hodnoty pomocou bodov v pravouhlej stiradnicovej stustave.
Sturadnice tychto bodov tvoria prislusné hodnoty Statistického znaku na osi x a odpovedajice
absolutne, resp. relativne pocetnosti na osi y. V pripade intervalového triedenia pocetnosti
pouZzijeme namiesto z; hodnotu triedneho znaku z;. épeciélnym pripadom bodového grafu je
korelacny graf, ktory sa pouziva v regresnej analyze pri znazorneni zavislosti dvoch premen-
nych. V tomto pripade sa na os x nanasaju hodnoty prvej (nezavislej) premennej a na os y
hodnoty druhej (zavislej) premenne;j.

Spojnicové grafy si bodové grafy, v ktorych su jednotlivé body spojené useckou. Casto sluzia
na zobrazenie priebehu ¢asového radu, ale aj na zobrazenie absolitnych alebo relativnych
pocetnosti.

Polygon pocetnosti je spojnicovy graf rozdelenia pocetnosti (Obr. [If(a)).

Stlpcovy graf je velmi rozsireny pre svoju jednoduchost a nazornost. Stlpce mozu byt umiest-
nené vertikilne aj horizontélne.

w4
© 4
£ o 4
< 4
<« o <«
~A o~ o o~ o
o 4 o o
T T T T T T r T T T T T T d r T T T T T T d
12 14 16 18 20 22 10 12 14 16 18 20 22 24 10 12 14 16 18 20 22 24

Pocet kusov baleni Pocet kusov baleni Pocet kusov baleni

12
12
12

10

Absolutna pocetnost
Absolutna pocetnost
Absolutna pocetnost

(a) (b) ()

Obr. 1: Polygoén a histogram pocetnosti

Histogram je $pecialny stipcovy graf, ktory sluzi predovietkym na grafické zobrazenie rozdele-
nia absolatnych, resp. relativnych pocetnosti (Obr. (b)) Stlpce histogramu st vzdy umiest-
nené vertikalne. Vyska stlpcov odpoveda hodnote prislusnej pocetnosti a ich dirka zase odpo-
veda sirke triedneho intervalu. Pospajanim stredov hornych stran vietkych stipcov ziskame

polygon pocetnosti (Obr. [Ifc)). Pri analyze histogramu vieme uréit vela vlastnosti skima-
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ného Statistického stiboru, ako napriklad minimalnu a maximalnu hodnotu, z nich potom
variabilitu skimaného rozdelenia, symetriu rozdelenia.

Kruhovy (koldcovyj) graf je tzv. plochy graf, kde plocha kruhu predstavuje cely skimany stbor
rozdeleny pomocou kruhovych vysekov na jednotlivé ¢asti (Obr. .

Obr. 2: Kruhovy (kolacovy) graf

Krabicovy diagram (bozplot) je graf, ktory v jednom obrézku poskytuje informéciu o vyznam-
nych hodnotéch (napr. o kvartiloch, o strednej hodnote) aj extrémnych hodnotéach Statistic-
kého stboru (Obr. . Boxplot pozostava zo zékladného obdlznika (krabice) a z dvoch &iar
vychadzajicich z obdiznika, ktoré st ukoncené tseckami. Umiestnenie dolnej a hornej strany
obdlznika zodpoveda prvému Zos a tretiemu kvartilu Zr5, umiestnenie vodorovnej ¢ary vnitri
tohto obdlznika zodpoveda medianu s, t.j. druhému kvartilu. Vyska obdlZnika sa nazyva

kvartilové (medzikvartilové) rozpitie R, pre ktoré plati
Rg = Tr5 — Xas. (7)

Vo vnitri obdlZnika sa nachadza 50% nameranych hodnoét. V najjednoduchsom pripade
tsecky na konci ¢ar vychadzajucich z obdlznika odpovedajt minimalnej a maximéalnej hod-
note v danom stibore. Vo vieobecnosti tieto ¢iary mozu mat dlzku rovna maximalne 1, 5-nésob-
ku vysky obdlznika (resp. kvartilového rozpitia). Ak niektora hodnota presiahne tito hra-
nicu, povazuje sa za odlahli hodnotu. V pripade, 7e presiahne az 3-nasobok vysky obdlznika,
povazuje sa za extrémnu hodnotu. Tieto hodnoty st znazornené $pecidlnymi znakmi (napr.
hviezdickou, krizikom). Preto boxplot méze sluzit aj ako graficky test extrémnych a odlahlych
hodnot.

2.3 Ciselné charakteristiky

Statistické spracovanie pomocou tabuliek a grafov ulah¢uje analyzu ddajov, poskytuje uzi-

tocni informéciu o Strukture skiimaného Statistického stboru, avSsak nie vzdy su to posta-
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Extrémna
®  hodnota
3.Rq
3. kvartil
Median (2. kvartil)
Ra X Stredna
hodnota
l 1. kvartil
1,5.Rq

..Od hl
hodnota

Obr. 3: Boxplot

¢ujice informacie. Preto na popisanie Statistického suboru zavedieme Ciselné charakteristiky:.

Patria sem charakteristiky polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti.

2.3.1 Charakteristiky polohy

Charakteristiky polohy charakterizuju polohu (troven) znaku, okolo ktorej st ostatné hodnoty
viac, ¢i menej koncentrované. Pri grafickom znézorneni rozdelenia pocetnosti udavaju polohu
znaku na osi x. Medzi charakteristiky polohy patria stredné hodnoty a kvantily. Charakte-
ristiky polohy, ktoré st uréované pomocou vsetkych nameranych hodnot Statistického znaku,
nazyvame priemery (napr. aritmeticky, geometricky, harmonicky). Medzi charakteristiky po-
lohy, ktoré st urc¢ované pomocou vybranych hodnot Statistického suboru, patria modus a
kvantily. Z kvantilov sa najcastejsie pouziva median.

Aritmeticky priemer T je definovany ako sucet nameranych hodndt zi, zo, ..., x, deleny ich

poctom n, t.]j.
1 n

Vzorec sa pouziva pre neroztriedeny Statisticky stubor. Ak st hodnoty statistického znaku
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roztriedené do k tried, tak na vypocet aritmetického priemeru mézeme pouzit vzorec

k
Z ZTinj, (9>
j=1

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku. Aritmeticky priemer pocitany

T =

SRS

podla vzorca @D nazyvame vdzeny aritmeticky priemer. V pripade intervalového triedenia
pouzijeme vo vzorci @ namiesto hodnot z; hodnoty triedneho znaku z;. V tomto pripade
je ale potrebné si uvedomit, Ze dostaneme len priblizni hodnotu aritmetického priemeru.
Aritmeticky priemer méa mnozstvo dolezitych vlastnosti. Jednou z nich je, Zze stucet odchylok
jednotlivych hodnoét x; statistického znaku od aritmetického priemeru = sa rovné nule, t.j.

n

> (z;—7) =0. (10)

i=1
Aritmeticky priemer je citlivy voci extrémnym hodnotam suboru a méa dolezity vyznam iba
vtedy, ak st odchylky nameranych hodnot ndhodné a v subore sa nevyskytuji extrémne
hodnoty.

Geometricky priemer Tq je definovany ako n—ta odmocnina zo su¢inu nameranych hodnot

T1,L2y...,Tp, tJ

(11)

Vzorec sa pouziva pre neroztriedeny Statisticky stibor. Ak st hodnoty Statistického znaku

roztriedené do k tried, tak na vypocet geometrického priemeru mozeme pouzit vzorec

Sxn? ek, (12)

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty x; statistického znaku. Geometricky priemer pocitany
podla vzorca nazyvame vdzZeny geometricky priemer. Podobne ako v pripade aritmetic-
kého priemeru, ak sa jedna o intervalové triedenie, pouzijeme vo vzorci namiesto hodnoét
x; hodnoty triedneho znaku z;. Geometricky priemer sa pouziva napr. na vypocet priemer-
nej inflacie, priemerného troku, priemerného percentuilneho rastu medzi dvomi ¢asovymi
obdobiami.

Harmonicky priemer Ty je definovany ako podiel po¢tu nameranych hodnot x1,zs, ..., x, a
sticinu ich prevratenych hodnoét, t.j.

n

= (13)
2

=1
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Analogicky ako v prechadzajucich pripadoch, vzorec pre vdzZeny harmonicky priemer ma tvar

_ n
nj

=1
kde n; je absolitna pocetnost hodnoty x; Statistického znaku. Harmonicky priemer sa pouZziva
predovsetkym pri vypocte priemernej rychlosti, priemerného ¢asu.
Ak st namerané hodnoty 1, xs,...,x, kladné, plati medzi spominanymi priemermi nas-
ledujtci vztah
Ty STo ST (15)

Modus T (mod(zx)) je definovany ako hodnota Statistického znaku s najvia¢sou pocetnostou
(v Statistickom subore sa vyskytuje najcastejsie). Statisticky sibor moze mat viac ako je-
den modus. V pripade intervalového rozdelenia pocetnosti pri stanoveni modusu bud bude
postacovat urcenie modélneho (najpocetnejsicho) intervalu, alebo v ramci tohto intervalu
vypocitame modus T pomocou vztahu

dr

S
v dy + do

(16)

kde a je zaciatok modéalneho intervalu, d; je rozdiel medzi absolitnou pocetnostou modéal-
neho a predchadzajiceho intervalu, dy je rozdiel medzi absolitnou pocetnostou modalneho a

nasledujiceho intervalu a h je dlzka triedneho intervalu.

Kvantil =, je hodnota, ktord rozdeluje usporiadany stibor hodnét urcitého kvantitativneho
Statistického znaku na dve ¢asti. Jedna cast obsahuje p% hodnét, ktoré st mensie a rovnaké
ako dany kvantil =, (napr. 5%, 15%, 50%, 95%). Druhé cast naopak obsahuje (1—p)% hodnot,
ktoré su vicsie a rovnaké ako kvantil z, (t.j. 95%, 85%, 50%, 5%). V pripade intervalového
rozdelenia pocetnosti Statistického znaku mozeme ziskat len priblizné hodnoty kvantilov. Me-

dzi najcastejsie pouzivané kvantily patria 50% kvantil, kvartily, decily a percentily.

Medidn T je 50% kvantil, teda hodnota Statistického znaku zo $tatistického stiboru usporia-
daného do variacného radu, ktora deli tento rad na dve rovnako pocetné casti. Je to vlastne
prostredné hodnota varia¢ného radu. Ak rozsah statistického stboru n je neparne ¢islo, tak
pre median plati

T=x (m1): (17)
Ak rozsah statistického siiboru n je parne ¢islo, tak median ur¢ime pomocou vztahu

7= 5 (a(s) o) (18)
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V pripade intervalového rozdelenia pocetnosti Statistického znaku vypocitame medidn podla
vztahu
ntl N
F=a+h-2 72 (19)
n;

kde a je zaciatok triedneho intervalu obsahujticeho median (medianového intervalu), h je dizka
triedneho intervalu, n; je absolitna pocetnost intervalu obsahujaceho median, n je rozsah Sta-
tistického stiboru a INV;_; je kumulativna absolitna pocetnost predchadzajiceho intervalu pred

intervalom obsahujucim median.

Kvartily st tri hodnoty, ktoré rozdeluja Statisticky subor usporiadany do variaéného radu na
Styri rovnako pocetné ¢asti, pricom kazda z nich obsahuje 25% hodnét. Prvy (dolngj) kvartil To5
oddeluje stvrtinu (25%) najmensich hodnoét Statistického znaku od ostatnych. Druhy kvartil
Tso je vlastne median. Treti (hornyj) kvartil T75 oddeluje tri $tvrtiny (75%) najmensich hodnot
statistického znaku od ostatnych. V pripade intervalového rozdelenia pocetnosti Statistického
znaku vypocitame prvy kvartil 95 podla vztahu
’f25:a+hﬂ, (20)
nj
kde a je za¢iatok triedneho intervalu obsahujiiceho prvy kvartil, A je dlzka triedneho intervalu,
n; je absolitna pocetnost intervalu obsahujiceho prvy kvartil, n je rozsah Statistického st-
boru a N;_; je kumulativna absolttna pocetnost predchadzajtuceho intervalu pred intervalom
obsahujicim prvy kvartil. Pre treti kvartil z75 v pripade intervalového rozdelenia pocetnosti
statistického znaku pouzijeme vztah
s — a4 h Lt (1)
nj
kde a je za¢iatok triedneho intervalu obsahujtceho treti kvartil, h je dizka triedneho intervalu,
n; je absolitna pocetnost intervalu obsahujiceho treti kvartil, n je rozsah Statistického su-
boru a N;_; je kumulativna absolttna pocetnost predchadzajtceho intervalu pred intervalom

obsahujtcim treti kvartil.

Decily x1,Zs,...,T9 rozdeluju Statisticky sibor usporiadany do variacného radu na desat

rovnako pocetnych ¢asti, pricom kazda z nich obsahuje 10% hodnot.

Percentily T1,To, ..., Te9 rozdeluju Statisticky sibor usporiadany do variacného radu na sto

rovnako pocetnych ¢asti, pricom kazd4 z nich obsahuje 1% hodnot.
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2.3.2 Charakteristiky variability

Charakteristiky variability poskytuju informéciu o homogenite (rovnorodosti) stiboru, ¢i st
jednotlivé namerané hodnoty v analyzovanom stibore rozptylené, ¢i kolisaji. V idedlnom pri-
pade, pokial su vSetky hodnoty stiboru rovnaké (z; je konstanta), hovorime o nulovej variabi-
lite. Ku najpouzivanejsim (zakladnym) charakteristikdam variability patria rozptyl (disperzia),
smerodajna odchylka, priemerna odchylka, variac¢né rozpétie, kvartilové rozpétie a variacny

koeficient.

Rozptyl (disperzia) s* je definovany ako aritmeticky priemer zo $tvorcov odchylok jednotlivych

nameranych hodnot x, s, ..., x, od ich aritmetického priemeru 7, t.j.
1 n
§% = - D (-7 (22)
i=1

Vzorec sa pouZiva pre neroztriedeny Statisticky stibor. Ak st hodnoty Statistického znaku

roztriedené do k tried, tak na vypocet rozptylu moézeme pouzit vzorec

(z; — )% ny, (23)

k
s* =

S|

J

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty x; Statistického znaku. V pripade intervalového trie-

denia pouzijeme vo vzorci namiesto hodnot z; hodnoty triedneho znaku z;.

Smerodajnd odchylka s je kladna druh4 odmocnina z rozptylu s2, t.j.
s =Vs2 (24)

Priemernd odchyjlka d je definovana ako aritmeticky priemer z absolutnych hodnét odchylok

vSetkych nameranych hodnot xq, xs, ..., x, od aritmetického priemeru, t.j.
i= 13 - al (25)
= — €r; — If.
o

Vzorec (25) sa pouziva pre neroztriedeny Statisticky sibor. Ak st hodnoty Statistického znaku
roztriedené do k tried, tak na vypocet priemernej odchylky moézeme pouzit vzorec

k

1 B
d= - Z |z; — T|n;, (26)

7j=1
kde n; je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku. V pripade intervalového trie-

denia pouzijeme vo vzorci namiesto hodnot z; hodnoty triedneho znaku z;.
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Variacné rozpitie Ry je definované ako rozdiel medzi najva¢Sou a najmensou hodnotou v
danom siibore nameranych hodnot x, xs, ..., z, @ Nevyhodou je jeho zavislost od extrém-
nych hodnot a aj to, ze neposkytuje informéciu o variabilite hodnot nachadzajtcich sa medzi

najvacsou a najmensou hodnotou suboru.

Kuvartilové (medzikvartilové) rozpitie Rq je definované ako rozdiel medzi tretim (hornym) Z75

a prvym (dolnym) kvartilom Zos (7).

Variacny koeficient V' je definovany ako pomer smerodajnej odchylky s a aritmetického prie-
meru 7, t.].

V = 2100%. (27)

K »

Variac¢ny koeficient V' patri medzi relativne miery variability. Na rozdiel od predchadzajucich
mier variabilit, umoznuje porovnavat variabilitu Statistického znaku vo viacerych suboroch
a taktiez v réznych mernych jednotkach. Cim je hodnota varia¢ného koeficientu vacsia, tym
vacsi podiel predstavuje smerodajna odchylka z aritmetického priemeru. To znamena, ze tym
je vécsia variabilita nameranych hodnét Statistického znaku. Ak je varia¢ny koeficient vacsi

ako 40% — 50%, tak je to prejavom znacnej nehomogenity Statistického siuboru.

2.3.3 Charakteristiky Sikmosti a Spicatosti

Charakteristiky sikmosti s zaloZzené na porovnéavani stupnha koncentracie malych hodnot sle-

dovaného $tatistického znaku so stupnom koncentracie velkych hodnét tohto znaku.

Charakteristiky Spicatosti st zaloZené na porovnavani stupna koncentracie hodnét okolo stred-

nej hodnoty so stupnom koncentracie ostatnych hodnot.

K najznamejsim charakteristikim Sikmosti patri koeficient Sikmosti (asymetrie) a k naj-
znamejsim charakteristikdm $picatosti patri koeficient $picatosti (excesu). Na ich definiciu

potrebujeme poznat pojem centrédlny moment r-tého radu.

Centrdlny moment r-tého rddu p,. Statistického siiboru definujeme vztahom

n

o= =3 (@ =), (25)

kde r € NU {0}, T je aritmeticky priemer nameranych hodnét znaku. Vzorec sa pouZziva

pre neroztriedeny Statisticky siibor. Ak st hodnoty statistického znaku roztriedené do k tried,
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tak mozeme pouzit vzorec

M =

S|

Z (xj - E)T Mg, (29)

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku. Plati, Ze

Mo = 17

1 = 07 (30)
2

M2 = S,

kde s je smerodajné odchylka. Pomocou centrédlnych momentov tretieho a stvrtého radu de-

finujeme koeficient Sikmosti a koeficient $picatosti.

Koeficient sikmosti (asymetrie) -3 je definovany vztahom
=t e LSy @1
s nsd —

kde ¥ je aritmeticky priemer nameranych hodnét a s je smerodajné odchylka. Vzorec sa
pouZziva pre neroztriedeny Statisticky stibor. Ak st hodnoty Statistického znaku roztriedené

do k tried, tak na vypocet koeficienta Sikmosti moézeme pouzit vzorec
T
—\3
=3 > (@ -1’ ny, (32)
j=1

kde 7 je aritmeticky priemer nameranych hodnoét, s je smerodajné odchylka a n; je absolitna
pocetnost hodnoty z; Statistického znaku. V pripade intervalového triedenia pouZijeme vo
vzorci namiesto hodnoét x; hodnoty triedneho znaku z;. Koeficient Sikmosti poméha
rozhodnit o zhode nameranych udajov s modelom normalneho rozdelenia z hladiska symetrie
okolo aritmetického priemeru 7.

v5=0
¥5>0 v5<0

Obr. 4: Koeficient sikmosti

o Ak 3 = 0, tak namerané hodnoty st symetricky rozlozené okolo aritmetického priemeru.

Pre stredné hodnoty plati T = & = 7 a rozdelenie pocetnosti je symetrické (Obr. .
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e Ak 73 < 0, tak pre stredné hodnoty zvyc¢ajne plati T < T < I a rozdelenie pocetnosti je

zogikmené zdporne (negativne) (Obr. [4)).

e Ak 73 > 0, tak pre stredné hodnoty zvycajne plati T > T > ¥ a rozdelenie pocetnosti je

zosikmené kladne (pozitivne) (Obr. [4)).

Koeficient Spicatosti (excesu) 74 je definovany vztahom

221 1 —\4
74:——3:m;(xi—x) -3, (33)

kde T je aritmeticky priemer nameranych hodnot a s je smerodajné odchylka. Vzorec sa
pouziva pre neroztriedeny Statisticky sibor. Ak st hodnoty Statistického znaku roztriedené

do k tried, tak na vypocet koeficienta Spicatosti mozeme pouzit vzorec

k
1 _\4
74:@2(%—:17) n; — 3, (34)
]:

kde 7 je aritmeticky priemer nameranych hodnot, s je smerodajné odchylka a n; je absolitna
pocetnost hodnoty x; Statistického znaku. V pripade intervalového triedenia pouZzijeme vo
vzorci namiesto hodnoét x; hodnoty triedneho znaku z;. Koeficient Spicatosti vyjadruje
strmost rozdelenia pocetnosti nameranych hodnot Statistického znaku. Teda udava, ¢i kon-
centricia nameranych hodnot Statistického znaku okolo aritmetického priemeru je v rozdeleni

pocetnosti viacsia alebo mensia ako v siibore s normélnym rozdelenim.

v~>0

¥:<0

Obr. 5: Koeficient Spicatosti

e Ak v4 = 0, tak krivka rozdelenia pocetnosti je rovnako Spicatd ako Gaussova krivka
normélneho rozdelenia (Obr. [f)).

o Ak 4 < 0, tak krivka rozdelenia pocetnosti je plochejsia ako Gaussova krivka normal-
neho rozdelenia (Obr. [5).

e Ak 4 > 0, tak krivka rozdelenia pocetnosti je Spicatejsia ako Gaussova krivka normal-
neho rozdelenia (Obr. [5).
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Vyssia Spicatost rozdelenia tiez znamené nizsiu variabilitu hodnot statistického znaku.

Pozndmka: Dalsimi ¢iselnymi charakteristikami st charakteristiky Statistickej zavislosti. Tie
sa skimaju v pripade, Ze sme v Statistickom stibore merali dva kvantitativne znaky. Tymto

charakteristikim sa budeme osobitne venovat v kapitolach [6] a [7]

Priklad 2.1 V priebehu 40-tich pracovnych dni sme zistovali celkovyj pocet roztrhnutych vld-
kien na tkdcskych stavoch s tymito ziskanygmi hodnotami [v ks[: 17, 18, 18, 22, 18, 17, 16, 17,
18, 18, 19, 18, 19, 17, 19, 19, 17, 18, 17, 18, 21, 17, 19, 18, 17, 20, 19, 17, 18, 20, 19, 15,
19, 19, 19, 19, 18, 21, 18, 18.

a) Zostavme variacny rad a frekvencni tabulku pocetnosti.

b) Vypocitajme vietky ciselné charakteristiky.

¢) Zostrojme bodovyj graf absolitnych pocetnosti, polygon absolitnych pocetnosti, stipcovyj graf
kumulativnych absolitnych pocetnosti, histogram absolitnych pocetnosti, kruhovy graf a box-

plot.

RieSenie:

a) Rozsah suboru nameranych hodnot je n = 40. Vietky hodnoty usporiadame do neklesajicej
postupnosti, ¢im dostavame varia¢ny rad: 15, 16, 17, 17, 17, 17, 17, 17, 17, 17, 17, 18, 18, 18,
18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 18, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 19, 20, 20, 21, 21,
22.

Do frekvencnej tabulky zadévame jednotlivé pocetnosti, ktoré vypocitame na zéklade
vztahov , , . Oznacime x; celkovy pocet roztrhnutych vldkien na tkacskych stavoch
zisteny v i—ty pracovny den, ¢ = 1,2,...,40 a x; rézne hodnoty z;, j = 1,2,...,8. Potom n;
je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku, f; je relativna pocetnost hodnoty x;
Statistického znaku, N; je kumulativna absolitna pocetnost hodnoty x; Statistického znaku
a F; je kumulativna relativna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku. Potom frekven¢na

tabulka pocetnosti je uvedena v Tabulke [2|

b) Dalsou tlohou je vypocitat v8etky ¢iselné charakteristiky. Aritmeticky priemer T vypoci-

tame podla vztahu (9)

I3

1
E(15-1+16-1+17-9+18-13+19-11+20~2—|—21-2+22-1):18,275.

Tato hodnota urcuje priemerny pocet roztrhnutych vlakien za 1 den. Rozsah Statistického
suboru je 40, ¢o je parne ¢islo.
Medién vypocitame podla vztahu

~_1< N )_1< . )_18+18_18
T Tres) T g lrew Fren) = T =8
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Tabulka 2: Frekvenéna tabulka pocetnosti pre Priklad

Lz ng [N Fy | fy v %] | Fy v %)
115 1 1 |0,025 | 0,025 2,9 2,9
2116 1 2 10,025 | 0,050 2,5 5,0
31719 | 11 10,225 | 0,275 22.5 27.5
41118 13| 24 | 0,325 | 0,600 32,5 60
51911 350,275 | 0,875 27,5 87,5
620 2 | 37 ]0,050 | 0,925 5 92,5
7121 2 |39 10,060 0,975 5 97,5
82211 400025 ] 100 | 25 100

Je to hodnota, ktora deli variacny rad na dve rovnako velké ¢asti.

Modus 7 je definovany ako hodnota Statistického znaku s najvacsou pocetnostou a v tomto
pripade je ¥ = 18.

Prvy kvartil Zo5 = 17. Je to aritmeticky priemer (ip) a x(11) hodnoty varia¢ného radu.
Oddeluje $tvrtinu najmensich hodnét od ostatnych hodnét.

Treti kvartil 275 = 19. Je to aritmeticky priemer (30) a x(31) hodnoty varia¢ného radu.
Oddeluje tri Stvrtiny najmensich hodnot od ostatnych hodnot.

Rozptyl s? vypocitame podla vztahu

1
§% = o [1-(15—18,275) +1- (16 — 18,275)> + 9 - (17 — 18,275)* 4+ 13 - (18 — 18,275)*+

+11- (19 — 18,275)* + 2 - (20 — 18,275)* + 2 - (21 — 18,275)* + 1 - (22 — 18,275)*] = 1, 846.

Smerodajna odchylku s vypocitame podla vztahu (24)

s=Vs?= /1,846 = 1,358.

Priemernt odchylku d vypocitame podla vztahu

d= %(1 |15 — 18,275 + 1|16 — 18,275 + 9 - |17 — 18,275| + 13 - |18 — 18, 275|+
+11- |19 — 18,275 +2 - |20 — 18,275| + 2 - |21 — 18,275| + 1 - |22 — 18,275|) =1,3.
Varia¢né rozpéatie Ry vypocitame podla vztahu @
Ry = Tmax — Tmin = 22 —15=17.

Kvartilové rozpitie Rg vypocitame podla vztahu (7)

RQ:§75_525:19_17:2.
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Variacny koeficient V' vypocitame podla vztahu

1,358
18,275

V= % 100% — - 100% = 7, 4%.

Koeficient sikmosti 73 vypocitame podla vztahu

1

10 (1,358 [1- (15— 18,275)% + 1+ (16 — 18,275)° + 9 - (17 — 18,275)*+

V3=

+13- (18 — 18,275)% 4 11 - (19 — 18,275)% 4+ 2- (20 — 18,275)*+
+2- (21 — 18,275)% + 1 (22 — 18,275)%] = 0,407.

Pretoze v3 > 0, rozdelenie pocetnosti je zosikmené kladne.

Koeficient Spicatosti 74 vypocitame podla vztahu ([34])

1

=—— [1-(15—18,275)*+1-(16—18,275)*+9-(17—18,275)* +13- (18 — 18, 275)*
V4 40(1,358)4[ ( ) )+ ( ) )+ ( ) )+ ( ) >+

+11- (19 —18,275)* +2- (20 — 18,275)* +2- (21 — 18,275)* + 1 - (22 — 18,275)*] —3 = 0, 591.

Pretoze v, > 0, krivka rozdelenia pocetnosti je Spicatejsia ako Gaussova krivka normélneho

rozdelenia.

c¢) Jednotlivé grafy si zobrazené na Obr. @, Obr. 7] a Obr. .

12
12

10
10

Absolutna pocetnost
Absolutna pocetnost

T T T T T T T T T T T T T T T T
15 16 17 18 19 20 21 22 15 16 17 18 19 20 21 22
Pocet roztrhnutych vidkien Pocet roztrhnutych viakien

Obr. 6: Bodovy graf absolitnych pocetnosti a polygén absolitnych pocetnosti z Prikladu
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Obr. 7: Stipcovy graf kumulativnych absolitnych podetnosti a histogram absolitnych pocetnosti z

Prikladu
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Obr. 8: Kruhovy (kolacovy) graf a boxplot z Prikladu

Priklad 2.2 Na 100 vzorkdch mlieka sme zistovali percentudlny obsah tuku v mlieku s tymito
ziskangmi hodnotami [v %[: 4,25; 4,26; 4,25; 4,07; 4,20; 4,40; 4,05; 4,00; 4,17; 3,96; 4,30;
4,22; 4,25; 4,15; 4,25; 4,25; 3,97; 4,10; 4,47; 4,10; 4,17; 4,05; 4,25; 4,18; 4,05; 4,27; 4,03;
4,05; 4,15; 4,15; 4,40; 4,27; 4,25; 4,12; 4,30; 4,17; 4,20; 4,17; 4,22; 4,32; 4,20; 4,05; 4,20;
4,37 4,20; 4,25; 4,20; 4,15; 4,33; 4,10; 4,15; 4,25; 4,25; 4,05; 4,32; 4,27; 4,12; 4,27; 4,50;
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4,38; 4,27 4,17; 4,17; 4,12; 4,25; 4,12; 4,30; 4,33; 4,33; 4,21; 4,12; 4,15; 4,22; 4,20; 4,25;
4,50; 4,27; 4,10; 4,15; 4,31; 4,32; 4,10; 4,10; 4,17; 4,32; 4,02; 4,20; 4,17; 4,30; 4,44; 4,17;
4,20; 4,45; 4,07; 4,27; 4,15; 4,12; 4,42; 4,21; 4,35.

a) gtatistickgj subor roztriedme do triednych intervalov a zostavme frekvencni tabulku pocet-
nosti.

b) Vypocitajme vietky ciselné charakteristiky.

c¢) Zostrojme polygon absolitnych pocetnosti, histogram absolitnych pocetnosti a bozplot.

RieSenie:

a) Pocet triednych intervalov k zvolime pomocou pravidla
k =~ \/n = V100 = 10.

Varia¢né rozpéatie Ry vypoc¢itame podla vztahu @
RV = Tmax — Lmin = 4, 50 — 3, 96 = O, 54.

Sirku A triedneho intervalu vypocitame podla vztahu {)

0,54
h=-—-—— =0,054.
10 ’

Ak si v8ak zvolime pocet triednych intervalov 11, Sirka h triedneho intervalu bude h = % =
0,05 a my budeme pracovat s ,krajsimi“ hodnotami. Zvolime typ intervalu (¢;_1; ;). Hodnotu
triedneho znaku z; jednotlivych intervalov vypocitame podla vztahu .

Podobne ako v prechaddzajucom priklade, do frekven¢énej tabulky zadévame jednotlivé
pocetnosti, ktoré vypocitame na zéklade vztahov , , . Potom frekven¢éna tabulka
pocetnosti je uvedena v Tabulke
b) Dalsou tlohou je vypocitat vietky ¢iselné charakteristiky. Vo vztahoch, ktoré budeme
pouzivat, nahradime hodnotu z; hodnotou triedneho znaku z;.

Aritmeticky priemer T vypocitame podla vztahu @D

1
j:ﬁ(37975.3+4’025-8—|—4,O75-8—|—4,125-14+4,175'18+

4,225 - 18 + 4,275 - 12+ 4,325 - 9 + 4,375 - 4 + 4,425 - 3+ 4,475 - 3) = 4,212,

Tato hodnota urcuje priemerny obsah tuku v mlieku v jednej vzorke.
Median x vypocitame podla vztahu

100+1 33

T=14,15+0,05 —2—— =42
€z Y + ) 18 Y
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Tabulka 3: Frekvenéna tabulka pocetnosti pre Priklad

gl L=Wt) | 2z ng [ Ny | Sy | | SV Fy v %
1 (3,95;4,00) | 3,975 | 3 3 10,031 0,03 3 3
2 (4,00;4,05) | 4,025 | 8 11 | 0,08 | 0,11 8 11
3 (4,05;4,10) | 4,075 | 8 | 19 | 0,08 | 0,19 8 19
4 (4,10;4,15) | 4,125 | 14 | 33 | 0,14 | 0,33 14 33
5 | (4,15;4,20) | 4175 | 18| 51 | 0,18 | 051 | 18 51
6 (4,20;4,25) | 4,225 |18 | 69 | 0,18 | 0,69 18 69
7 (4 25;4 30) 427512 | 81 | 0,12 | 0,81 12 81
8 (4,30;4,35) | 4,325 9 | 90 | 0,09 | 0,90 9 90
9 (4,35;4,40) | 4,375 | 4 | 94 | 0,04 | 0,94 4 94
10 (4,40;4,45) | 4,425 | 3 | 97 | 0,03 | 0,97 3 97
11 (4,45;4,50) | 4,475 | 3 | 100 | 0,03 | 1,00 3 100

KedZe méame dva najpocetnejsie intervaly I5 a Is, méZeme mat dva modusy. Modus vy-
pocitame podla vztahu

4

0
Ty =4,2040,05 - m:4,2.

Zistili sme, Ze v oboch pripadoch sa modus rovna hodnote 4,2. Avsak tato hodnota do intervalu
Is nepatri. Preto ostal len jeden modus = = 4, 2.
Prvy kvartil 75 vypocitame podla vztahu
100

Tor — 4.1 LA Y 4191
Tos y O+0,05 14 s

Je to aritmeticky priemer x(s5) a x(26) hodnoty variacného radu.
Treti kvartil T75 vypocitame podla vztahu
300

575:4,25+0,05~%:4,275.

Je to aritmeticky priemer x(75) a x(76) hodnoty variacného radu.
Rozptyl s? vypocitame podla vztahu (23)

2 _ 1

100 [3-(3,975—4,212)*+8-(4,025—4,212)+8- (4,075 —4,212)* + 14- (4,125 — 4, 212)*+

+18 - (4,175 — 4,212)% + 18 - (4,225 — 4,212)* + 12 - (4,275 — 4,212)* + 9 - (4,325 — 4,212)*+
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+4 - (4,375 — 4,212)* + 3+ (4,425 — 4,212)* 4 3 - (4,475 — 4,212)*] = 0,013.
Smerodajnu odchylku s vypocitame podla vztahu

s =+s2=1/0,013 =0,114.

Priemernti odchylku d vypoéitame podla vztahu ([26)

1
d=155[3+13.975 — 4,212| +8 |4,025 — 4,212| + 8 - |4,075 — 4,212 + 14 [4,125 — 4,212+

+18 - |4,175 — 4,212| + 18 - |4,225 — 4,212 + 12 - 4,275 — 4,212| + 9 - [4,325 — 4,212|+
+4 4,375 — 4,212| + 3 - 4,425 — 4,212 + 3 - [4,475 — 4, 212|] = 0,091.
Varia¢né rozpéatie Ry vypocitame podla vztahu @
Ry = Zimax — Tmin = 4,5 — 3,96 = 0, 54.
Kvartilové rozpitie R vypocitame podla vztahu

Ro =75 — 295 = 4,275 — 4,121 = 0, 154.

Varia¢ny koeficient V' vypocitame podla vztahu (27))
] 0,114
1% - 00% 1300 00% = 2, 7%

Koeficient sikmosti v3 vypocitame podla vztahu (32))

1
. —
8 100~(0,114)3[ (

+14- (4,125 —4,212)% + 18- (4,175 — 4,212) + 18 - (4,225 — 4,212)% + 12 (4,275 — 4,212)*+

3,975 — 4,212)% +8 - (4,025 — 4,212)% + 8 - (4,075 — 4, 212)*+

+9-(4,325—4,212)° +4-(4,375—4,212)° +3- (4,425 — 4, 212)> + 3+ (4,475 — 4, 212)*] = 0, 265.
Pretoze 3 > 0, rozdelenie pocetnosti je zosikmené kladne.
Koeficient §picatosti 74 vypocitame podla vztahu (34])

1
AT 100 (0, 114)°

+14- (4,125 —4,212)* + 18- (4,175 — 4,212)* + 18- (4,225 — 4,212)* + 12 (4,275 — 4,212)*+

[3-(3,975 — 4,212)" + 8- (4,025 — 4,212)* + 8- (4,075 — 4,212)*+

+9-(4,325—4, 212)*+4-(4, 375—4, 212)*+3-(4, 425—4, 212)*+3-(4,475—4, 212)*] =3 = —0, 134.
Pretoze v, < 0, krivka rozdelenia pocetnosti je plochejsia ako Gaussova krivka normalneho

rozdelenia.

¢) Jednotlivé grafy st zobrazené na Obr. [9] a Obr. [10]
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3 Nahodna premenni a ndhodny vyber

Teoria pravdepodobnosti je dolezitou sucastou Statistiky a Statistickych metod. K zakladnym
pojmom patri nahodny pokus, ndhodny jav a pravdepodobnost ndhodného javu. Nahodny
pokus je kazdéa Cinnost, ktora sa niekolkokrat opakuje za rovnakych alebo pribliZzne rovna-
kych podmienok. Ndhodny jav je kazdy mozny vysledok ndhodného pokusu, ktory moéze byt
charakterizovaRny kvalitativne (slovne) alebo kvantitativne (¢iselne). V mnohych pripadoch
je vyhodnejsie charakterizovat vysledok kvantitativne (¢iselne), k ¢omu pouzivame nahodnu
premennt (veli¢inu). Pravdepodobnost nahodného javu A je &islo, ktoré kvantitativne charak-

terizuje moznost nastatia ndhodného javu A. Oznacujeme ju P(A).

3.1 Nahodna premenni a jej Ciselné charakteristiky

Ndhodnd premennd (velic¢ina) X je zobrazenie, ktoré priraduje kazdému prvku z mnoziny
nahodnych javov realne ¢islo. Nahodné premenné budeme oznacovat velkymi pismenami X,
Y, Z, ... aich konkrétne hodnoty malymi pismenami z, y, 2, ... .

Podla toho, aké hodnoty nadobtuda ndhodna premenné, delime ju na:

o diskrétnu ndhodni premenni, ktora nadobida koneény alebo spocitatelny pocet moz-

nych hodnét (napr. pocet zakaznikov, vek respondenta),

e spojitu ndhodni premenni, ktord nadobuda Iubovolnt hodnotu z nejakého (ohranice-

ného alebo neohrani¢eného) intervalu (napr. Zivotnost vyrobku, sirka vyrobku).

Poznat nahodnu premenni znamena vediet jej rozdelenie pravdepodobnosti, teda potrebu-
jeme urcit, aké hodnoty a s akymi pravdepodobnostami ich nadobtuda. To znamené, pre kazdé
redlne ¢islo x vieme urc¢it pravdepodobnost toho, Ze hodnota ndhodnej premennej X je rovna
¢islu o (oznacujeme P(X = x)). Rozdelenie pravdepodobnosti moze byt zadané tabulkou,
funkciou alebo aj grafom. Distribucnd funkcia priradi kazdému realnemu ¢islu pravdepodob-

nost, ze nahodné premenna X nadobudne hodnotu mensiu alebo rovnu ¢&islu z, t. .
F(z) = P(X £ z). (35)

Je to univerzalna forma popisu rozdelenia pravdepodobnosti, lebo sa pouziva pre diskrétnu
aj spojitd nahodnu premennt. Pomocou distribuc¢nej funkcie sa da popisat aj opacna pravde-
podobnost, teda pravdepodobnost, Ze ndhodna premenna X nadobudne hodnotu vac¢siu nez
¢islo z, t. .

PX>z)=1-P(X<x)=1-F(x).
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Vlastnosti distribucénej funkcie:

1. Distribu¢na funkcia nadobtuda len hodnoty z intervalu (0;1), t.j. 0 < F(z) < 1 pre
kazdé x € R.

2. Distribu¢na funkcia je neklesajica funkcia.
3. Distribu¢na funkcia je sprava spojita funkcia na R.

4. lim F(z)=0a lim F(x)=1.

T—r—00 T—00

5. Ak a < b, tak P(X € (a,b)) = P(a < X £b) = F(b) — F(a).

Najdolezitejsou charakteristikou polohy nahodnej premennej X je strednd hodnota E(X).
Jej definicia zavisi od toho, ¢ ide o diskrétnu alebo spojiti ndhodnt premenni, preto ju
zadefinujeme v nasledujucich kapitolach pre tieto ndhodné premenné osobitne.

Zakladnou charakteristikou variability je rozptyl (disperzia) D(X). Rozptyl ndhodnej pre-
mennej X je stredné hodnota stvorca odchylky nahodnej premennej X od jej strednej hodnoty
E(X), t.j.

D(X)=E (X - EX)]") = E(X*) = [E(X)]". (36)

Druhtt odmocninu z rozptylu ndhodnej premennej X nazyvame smerodajnd odchijlka o(X),
t.].
o(X)=+/D(X). (37)

3.1.1 Diskrétna ndhodna premenna

Diskrétna ndhodnd premennd je takd ndhodna premenna X, ktora nadobtuda hodnoty

X1,%2, ..., T, s pravdepodobnostami py, ps, ..., pp, t.].
pi=PX =) prei=1,2,...,n, (38)

pricom je splnena tzv. normalizacnd podmienka
i=1
kde p; Z20prei=1,2,...,n.

Rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej nadhodnej premennej X mozeme zadat pravdepodob-

nostnou tabulkou alebo distribu¢nou funkciou diskrétnej ndhodnej premenne;.
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Tabul'ka 4: Pravdepodobnostné tabulka (tabulka rozdelenia pravdepodobnosti)

Ti || L1 | X2 |+ | Tn

Di||P1 | P2 | Pn

Pravdepodobnostnd tabulka (tabulka rozdelenia pravdepodobnosti) diskrétnej nahodnej premen-
nej (Tabulka 4] je tabulka, ktora obsahuje mozné hodnoty ndhodnej premennej z; a im
prislusné pravdepodobnosti p; = P(X = ;) pre i = 1,2,...,n.

Distribucnd funkcia diskrétnej nahodnej premennej mé tvar

F)=P(X <2)=) p (40)

z; <z

Graf distribu¢nej funkcie diskrétnej nahodnej premennej ma tzv. schodovity tvar, kde velkost
skoku v bode z; sa rovna pravdepodobnosti p; (Obr. [L1)).

F(x)
T e ———
Ps
0
Ps3
&—O
P2
¢———O
P1
I I I
0] x X X3 X, X

Obr. 11: Graf distribu¢nej funkcie diskrétnej nahodnej premenne;j

Strednd hodnota E(X) diskrétnej ndhodnej premennej X je definované vztahom
E(X)= Z Zipi- (41)
i=1

Po dosadeni strednej hodnoty diskrétnej nahodnej premennej do veobecného vzorca (36)),
dostavame pre rozptyl D(X) diskrétnej ndhodnej premennej X vztah

n

D(X) =) (& — BE(X))*pi = fopi - <Z %Pz’) : (42)
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3.1.2 Spojitd ndhodna premenna

Spojitd ndhodnd premennd je ndhodné premenné X, pre ktort existuje taka redlna, nezaporné,

integrovatelna funkcia f(x), Ze pre vetky x € R mozno distribu¢nu funkciu vyjadrit v tvare
Fzx)=P(X <x) = / f(t)dt, pre vietky =z € R. (43)

Funkcia f(z) sa nazyva hustota pravdepodobnosti spojitej ndhodnej premennej a ma nasledu-

jace vlastnosti:
1. Ak existuje hodnota f(x), tak f(z) = 0.
2. Ak existuje F'(x), tak F'(z) = f(x) pre v8etky z € R.

3. Normalizacnd podmienka:
/ f(z)dx =1, pre vsetky = € R. (44)

4. Ak a < b, potom

Obr. 12: Graf distribu¢nej funkcie spojitej ndhodnej premennej

Rozdelenie pravdepodobnosti spojitej ndhodnej premennej X mézeme zadat hustotou pravde-
podobnosti f(x) spojitej nahodnej premennej X alebo distribu¢nou funkciou spojitej ndhodnej
premennej X (Obr. [12).
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Vztah hustoty pravdepodobnosti a distribuc¢nej funkcie spojitej ndhodnej premennej X,
ktory vyplyva zo vztahu , je znazorneny na Obr. .

f(x)

F(x)=P(X<x;)

Obr. 13: Vztah hustoty pravdepodobnosti a distribu¢nej funkcie

Strednd hodnota E(X) spojitej ndhodnej premennej X je definované vztahom

B(X) = / of (z) de. (45)
Po dosadeni strednej hodnoty spojitej ndhodnej premennej do vseobecného vzorca , do-
stavame pre rozptyl D(X) spojitej ndhodnej premennej X vztah

D(X) = / (= B(X))* f(x) dz = / 2 f(x) dz — [E(X)]%. (46)

3.2 Vybrané rozdelenia ndhodnych premennych

V tejto kapitole spomenieme tie rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych premennych, s kto-
rymi sa stretneme v ucebnici. Pri kazdom rozdeleni uvedieme zakladné vlastnosti a charakte-

ristiky.

3.2.1 Binomické rozdelenie

Binomické rozdelenie patri medzi rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych nahodnych pre-
mennych. Mame n nezavislych pokusov, z ktorych kazdy koné¢i iba dvoma moznymi vysled-
kami: jav nastane, resp. jav nenastane. Pravdepodobnost, Ze jav nastane je p, pravdepodob-
nost, ze jav nenastane je 1 — p, kde 0 < p < 1 a p je v kazdom pokuse rovnaka.

Diskrétna ndhodna premenna X ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti uréené para-

metrami n a p, ak hodnoty x =0, 1,...,n nadobuda s pravdepodobnostou

p(r) =P(X =1z) = (Z)px(l )", pe(0,1), n=1,2,..., (47)
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kde p je pravdepodobnost nastatia javu a n je pocet nezéavislych pokusov.
Zapisujeme X ~ Bi(n, p).

Pre ¢iselné charakteristiky plati:

e Stredna hodnota:

e Disperzia:

3.2.2 Poissonovo rozdelenie

Poissonovo rozdelenie patri medzi rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych ndhodnych pre-
mennych. Pouziva sa na modelovanie procesov, pri ktorych sledujeme pocet vyskytu istého
javu v danom ¢asovom intervale alebo v priestorovej oblasti (napr. pocet hodin préace bez
portch, pocet dopravnych nehdd za mesiac, pocet obsluzenych zékaznikov za tyzden).

Diskrétna nahodna premenna X mé Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti uréené pa-

rametrom A, A > 0, ak hodnoty x = 0, 1,...,n nadobuda s pravdepodobnostou
)\.Z‘
pr)=P(X =)= —e. (50)
x!

Zapisujeme X ~ Po(]).

Pre ¢iselné charakteristiky plati:

e Stredna hodnota:
E(X) = A, (51)

e Disperzia:
D(X) =\ (52)

3.2.3 Rovnomerné rozdelenie

Rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti patri medzi rozdelenia pravdepodobnosti spojitych
nédhodnych premennych. Spojitd ndhodné premenna X nadobiida hodnoty len na intervale
konkrétnej dlzky, pricom vietky hodnoty nahodnej premennej z daného intervalu si rovnako
pravdepodobné (napr. doba ¢akania na autobus, prichod vlakov).

Spojita nahodna premennd X ma rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti uréené para-

metrami a, b, a < b, ak jej hustota pravdepodobnosti f(z) ma tvar

{ ~ prez € (a,b),

fle) = 7a0 pre x ¢ {(a,b).

(53)
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Zapisujeme X ~ R(a,b).

Pre ¢iselné charakteristiky a distribu¢nu funkciu plati:

e Stredna hodnota:

Bx) =50 (54)
e Disperzia: ,
D(X) = % (55)

e Distribuc¢né funkcia:
0 prex<a,

pre = € (a, by, (56)
pre x > b.

8
|
Q

F(x) =

T
—_

Grafy hustoty pravdepodobnosti a distribu¢nej funkcie rovnomerného rozdelenia st zna-

zornené na Obr. [[4]

f(x) F(x)

Obr. 14: Hustota pravdepodobnosti a distribu¢na funkcia rovnomerného rozdelenia

3.2.4 Exponencialne rozdelenie

Exponencialne rozdelenie patri medzi rozdelenia pravdepodobnosti spojitych nahodnych pre-
mennych a je typické pre tlohy sivisiace so zivotnostou zariadeni, vyrobkov, pricom stredna
doba zivotnosti je dand parametrom .

Spojitd nahodné premenni X ma exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti urcéené pa-

rametrom A, A > 0, ak jej hustota pravdepodobnosti f(x) méa tvar

>|8

pre x = 0,

ﬂ@z{x€ (57)

0 prexz<0.
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Zapisujeme X ~ Ex(A).

Pre ¢iselné charakteristiky a distribu¢nu funkciu plati:

e Stredna hodnota:
e Disperzia:

e Distribu¢né funkcia:

{ l—e > prexz =0, (60)

0 prex<0.

Grafy hustoty pravdepodobnosti a distribu¢nej funkcie exponencialneho rozdelenia st zna-

zornené na Obr. 15

f(x) F()

OT X 0 X
Obr. 15: Hustota pravdepodobnosti a distribu¢né funkcia exponencidlneho rozdelenia

Pozndmka: V niektorych literatiirach sa uvadza exponencidlne rozdelenie s parametrom c,
i _1
priom « = §.

3.2.5 Normalne rozdelenie

Normélne rozdelenie sa pouziva ako model v tlohach, kde ndhodna premenna X koliSe okolo
strednej hodnoty y s rozptylom o2. V praxi je to jedno z najpouzivanejsich rozdeleni pravde-
podobnosti (napr. chyby merani).

Spojitd nahodna premenna X ma normdlne rozdelenie pravdepodobnosti urc¢ené paramet-

rami i, 0%, o > 0, ak jej hustota pravdepodobnosti f(x) méa tvar

1 l(wfu)z
T) = e 2\ o re kazdé x € R. 61
@) = — p (61)
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Zapisujeme X ~ N(u,o?).

Pre ¢iselné charakteristiky a distribu¢nu funkciu plati:

e Stredna hodnota:

E(X) = p, (62)
e Disperzia:
D(X) = 02, (63)
e Distribu¢na funkcia: N
1 1(t—p)2
F(zx) = 6_5(7) dt. 64
(@)=~ (64

Graf hustoty pravdepodobnosti f(x) sa nazyva Gaussova krivka a ma tzv. zvonovity tvar
symetricky vzhladom na stredntt hodnotu u. Spolu s grafom distribu¢nej funkcie normélneho

rozdelenia si znazornené na Obr.

f(x) F(x)

ovan

Obr. 16: Hustota pravdepodobnosti a distribu¢néa funkcia normalneho rozdelenia

Normované normalne rozdelenie
Spojitd ndhodné premennéd Y mé normované normdlne rozdelenie pravdepodobnosti ur-
¢ené parametrami p = 0, 02 = 1, ak jej hustota pravdepodobnosti ¢(y) mé tvar

1 u?
ez pre kazdé y € R. (65)

Zapisujeme Y ~ N(0,1).

Pre ¢iselné charakteristiky a distribu¢nia funkciu plati:

e Stredna hodnota:

E(Y) =0, (66)
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e Disperzia:

e Distribu¢na funkcia:

O(y) = \/%_W / e dt. (68)

Kedze funkcia ¢(y) je parna a plati pre fiu normalizatna podmienka (44)), pre distribu¢na

funkciu ®(y) dostavame vlastnost symetrie, t.j.

P(—-y) =1-®(y). (69)

Hodnoty distribu¢nej funkcie ®(y) st tabelované len pre y = 0 (Tabulka 27). Na zaklade
podmienky vieme urcit hodnoty ®(y) aj pre y < 0.
Grafy hustoty pravdepodobnosti a distribu¢nej funkcie normovaného normalneho rozdele-

nia st znazornené na Obr. [T7]

o(y) o(y)
1 T e
V2
1
2
0 y 0 y

Obr. 17: Hustota pravdepodobnosti a distribu¢né funkcia normovaného normélneho rozdelenia

Vztah medzi normovanym normdlnym rozdelenim a normdlnym rozdelenim:

1. Ak nahodné premenna X ma normalne rozdelenie N(p, 0%), tak Y = 2= je k nej prislus-

o

nou normovanou nédhodnou premennou a mé normované normalne rozdelenie N(0, 1).

2. Ak nahodna premennd X mé normalne rozdelenie N(u,0?) s distribu¢nou funkciou
F(z), tak pre kazdé x € R plati

P(XSx)zF(x)z(I)(m_M) (70)
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3. Ak nahodna premennd X mé normalne rozdelenie N(u,0?) s distribu¢nou funkciou

F(z), tak pre vSetky a,b € R, a < b plati

Pa<X<bh)=Pla<X<b)=Pa<X<b) =

—P(a<X<b)—F(b)—F(a)—c1>(b_“>—<b<“_“).

o o

3.2.6 Dalsie rozdelenia

V tejto kapitole uvedieme prehlad tych rozdeleni pravdepodobnosti, ktoré sme neuviedli v
predchadzajicich kapitolach, ale budeme ich vyuzivat v teérii odhadov a pri testovani Statis-
tickych hypotéz.

Najskor potrebujeme zaviest pojem kvantilova funkcia. Nech F(z) je distribu¢né funkcia
nahodnej premennej X a a € (0;1). Potom kvantilovd funkcia F~'(a) je definovana ako
najmengie ¢islo ¢, ¢ € R také, Ze F(q) 2 a. Hodnotu ¢ = F~!(«) nazyvame a-kvantilom v

rozdeleni pravdepodobnosti danom distribu¢nou funkciou F'(x).
Studentovo t-rozdelenie

e Tvar hustoty rozdelenia zavisi od parametra k, ktory urcuje pocet stupiiov volnosti.

e Je symetrické okolo nuly a s rasticim poétom stupiiov volnosti sa stile viac podoba
normalnemu rozdeleniu. Pre k£ > 30 sa d4 dobre aproximovat normalnym rozdelenim
N(0, £5).

’ k-2

e Kvantily Studentovho t-rozdelenia t,(k) st tabelované pre rozne stupne volnosti (Ta-

bulka [29).

x?-rozdelenie

e Tvar hustoty rozdelenia zavisi od parametra k, ktory urcuje pocet stupnov volnosti.

e Nie je symetrické pre malé k, ale pre £ > 100 sa da dobre aproximovat norméalnym
rozdelenim N (k,2k).

e Kvantily x> rozdelenia x2 (k) st tabelované pre rozne stupne volnosti (Tabulky [30]-[32).

Fisherovo F-rozdelenie

e Tvar hustoty rozdelenia zavisi od dvoch parametrov ki a ks.
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e S rastucimi parametrami sa hustota pravdepodobnosti stdva stimernejSou a stale viac

sa podoba normalnemu rozdeleniu.
e Nie je symetrické rozdelenie.

e Kvantily Fisherovho F-rozdelenia F,(ki,ks) su tabelované pre rézne stupne volnosti

(Tabulky B3H40) a plati

1
F (ki ky) = — .
alk ko) = 20005

Pozndmka: Kvantily normovaného normélneho rozdelenia N(0,1) budeme oznacovat u, a
st tabelované pre rozne hodnoty o (Tabulka [28)).

3.3 Nahodny vyber a vyberové ¢iselné charakteristiky

V praxi nemame vzdy dostupné informéacie o vSetkych Statistickych jednotkach skiimaného
stiboru. Preto ¢asto svoju analyzu musime obmedzit na mensiu ¢ast (podmnozinu, vyber)
Statistického stiboru. Stubor, ktory je predmetom vyskumu, nazyvame zdkladny sibor. Stibor
Statistickych jednotiek, ktoré boli z neho uréitym spésobom vybrané, nazyvame wvyberovy
subor (Obr. [18). Poznatky ziskané analyzou vyberového siboru moZzeme potom zovseobecnit
na zakladny subor. Vyberovy stbor by mal byt reprezentativny a mal by mat Struktiru
podobnu struktire zékladného stiboru. Najcastejsim sposobom ako dosiahnut tieto vlastnosti,
je ndhodny vyber. To znamend, ze o zaradeni do vyberového stiboru rozhoduje len nédhoda.
Takymto nahodnym vyberom st napr. losovanie, generator nahodnych ¢isel. Nahodny vyber
je realizovany z netriedeného zékladného suboru a kazdéa sStatistickd jednotka méa rovnaka

pravdepodobnost vyberu.

Nahodny vyber

Vyberovy subor
Zakladny subor

Obr. 18: Zakladny a vyberovy sibor

Oznacme V,, ndhodny vyber zo zakladného suboru s nameranymi hodnotami x1, zs, ..., x,
a rozsahom n. Ako sme ukézali v predchadzajicej kapitole, Statisticky sibor je moZzné opi-
sat pomocou roznych ¢iselnych charakteristik. Ciselné charakteristiky zakladného siboru sa

odhaduji pomocou prislusnych vyberovych charakteristik. Medzi zakladné vyberové ¢iselné
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charakteristiky patria vyberovy aritmeticky priemer, vyberovy rozptyl a vyberova smerodajna
odchylka.

Vijberovy aritmeticky priemer T ndhodného vyberu V,, je definovany ako sti¢et hodnot xy, x,, . . .

deleny ich poc¢tom n, t.j.
1 n

Vzorec sa pouziva pre neroztriedeny Statisticky sibor. Ak st hodnoty Statistického znaku
roztriedené do k tried, tak na vypocet vyberového aritmetického priemeru moézeme pouzit

vzorec
1 k
T== N 72
T (72

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku.

Vigberovy rozptyl (disperzia) s* nahodného vyberu V;, je definovany nasledovne

1 n
2 _ § : . =\2

kde T je vyberovy aritmeticky priemer nahodného vyberu V,,. Vzorec sa pouziva pre
neroztriedeny Statisticky subor. Ak st hodnoty Statistického znaku roztriedené do k tried,

tak na vypocet vyberového rozptylu mozeme pouzit vzorec

1
(n—1)

82:

' (z; —T)° ny, (74)

J

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku.

Pozndmka: V pripade, ze pozname stredntt hodnotu nahodného vyberu V,,, vyberovy rozptyl
je definovany ako aritmeticky priemer zo Stvorcov odchylok jednotlivych hodnét zq, xo, . .., z,

od ich strednej hodnoty p, t.j.
1 n
55 = - > (wi—p)?. (75)
i=1

Vzorec sa pouziva pre neroztriedeny Statisticky sibor. Ak st hodnoty Statistického znaku
roztriedené do k tried, tak na vypocet vyberového rozptylu s3 mozeme pouzit vzorec
k

5o = %Z (z; — p)* ny, (76)

j=1

kde n; je absolitna pocetnost hodnoty z; Statistického znaku.

Vyjberova smerodajnd odchylka s nahodného vyberu V,, je kladn& druh& odmocnina z vybero-

vého rozptylu s2, t.].

s =Vs2. (77)

7xTL
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Priklad 3.1 Pri vdZeni dvadsiatich kilogramouvych vreciek cukru sme zistili nasledovné hod-
noty [v kgl: 1,00; 1,01; 1,05; 0,99; 0,95; 1,00; 0,98; 0,99; 1,04; 1,06; 0,93; 1,00; 1,03; 0,97;
1,00; 0,99; 1,05; 1,01; 0,94; 1,00. Pre dany vyberovy subor vypocitajme

a) vyberovy aritmeticky priemer,

b) vgberovy rozptyl,

¢) vyberovi smerodajni odchylku.

Riesenie:

a) Vyberovy aritmeticky priemer T vypocitame podla vztahu (71

1
E:2—0(1,00+1,01+1,05+0,99+0,95+1,OO+0,98+O,99+1,O4+1,06+O,93+

+1,00+ 1,03+ 0,97+ 1,00+ 0,99 + 1,05+ 1,01 + 0,94 + 1,00) =0,9995.
Tato hodnota vyjadruje priemerné mnozstvo cukru v jednom vrecku v kilogramoch.

b) Vyberovy rozptyl s* vypoéitame podla vztahu (73)

1
§% = o [(1,00 — 0,9995)* + (1,01 — 0,9995)* + (1,05 — 0,9995)* + (0,99 — 0,9995)+

+(0,95-0,9995)*4(1,00—0, 9995)%+ (0, 98 — 0, 9995)* + (0, 99 — 0, 9995)? + (1,04 — 0, 9995)+

+(1,06—0,9995)%4 (0,93 -0, 9995)%+ (1,000, 9995)* + (1,03 —0, 9995)? + (0,97 — 0, 9995)+

+(1,00—0,9995)%4 (0,990, 9995)*+ (1, 05— 0, 9995)* + (1,01 —0, 9995)% + (0, 94 — 0, 9995 )+
+(1,00 — 0,9995)%] = 0,00126.

c¢) Vyberovi smerodajni odchylku s vypoéitame podla vztahu
s = s =0,0355.

Tto hodnotu moézeme zhruba povazovat za priemerni odchylku nameranych hodnét od prie-

mernej hodnoty.
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4 Teoéria odhadu

Ulohou teérie odhadu je ¢o najlepsie odhadnit nezname parametre rozdelenia zékladného

suboru, z ktorého pochadza ndhodny vyber. Existuja dva typy odhadov:

e Bodovy odhad je odhad jedinou hodnotou, a to nahradenim neznameho parametra hod-

notou vhodnej vyberovej charakteristiky.

e [ntervalovy odhad je odhad intervalom, ktory s vopred danou pravdepodobnostou ob-

sahuje hodnotu neznameho parametra.

4.1 Bodovy odhad

Bodovyj odhad parametra zakladného suboru spoc¢iva v nahradeni neznameho parametra jed-
nym c¢islom, konkrétne vhodnou vyberovou charakteristikou ziskanou z hodnét ndhodného
vyberu.

Nech zakladny stubor mé normalne rozdelenie so strednou hodnotou p a smerodajnou od-
chylkou o. Potom bodovym odhadom strednej hodnoty u je vyberovy aritmeticky priemer
7, bodovym odhadom rozptylu o? je vyberovy rozptyl s?> a bodovym odhadom smerodajnej
odchylky o je vyberova smerodajné odchylka s. Podobne plati, ak zédkladny stubor ma expo-
nencialne rozdelenie so strednou hodnotou A, potom bodovym odhadom strednej hodnoty A
je vyberovy aritmeticky priemer 7.

Kazdy kvalitny bodovy odhad musi spliiat nasledujice vlastnosti:

e nestrannost (nevychylenost) — pri opakovanych vyberoch odhad parametra kolise okolo

teoretickej hodnoty symetricky na obe strany,

e fkonzistentnost — zvySovanim poctu Statistickych jednotiek ndhodného vyberu sa stéle

viac koncentruje okolo odhadovanej hodnoty,

e vydatnost — pri opakovanych vyberoch je rozptyl odhadu zo vSetkych moznych odhadov

minimélny,

e robustnost — odlahlé hodnoty spdésobené napriklad hrubou chybou merania nemaju

velky vplyv na hodnotu odhadu.

4.2 Intervalovy odhad

Intervalovy odhad parametra zakladného siboru spoc¢iva v najdeni takého intervalu spolahli-

vosti, ktory s vopred danou pravdepodobnostou v obsahuje hodnotu neznameho parametra.
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Této pravdepodobnost v sa nazyva koeficient spolahlivosti odhadu. Cisloaw = 1— 7 sa nazyva
hladina vyjznamnosti a udava, aki chybovost sme ochotni pri intervalovom odhade parametra
pripustit, teda v kol'kych percentach sa skutoéna hodnota parametra nebude nachadzat. Naj-
Castejsie sa za hladinu vyznamnosti volia hladiny 0,01 a 0,05. Ziskany interval potom nazy-
vame 100(1 — «)%-ny interval spolahlivosti a v tych najéastejsich pripadoch je to 99%-ny,
resp. 95%-ny interval spolahlivosti.

Interval spolahlivosti moze mat tri tvary. Moze byt obojstranny (ohranifeny sprava aj
zlava) alebo jednostranny (ohraniceny len z jednej strany, zlava alebo sprava).
Obojstrannym intervalom spolahlivosti pre parameter () zakladného siboru nazyvame odhad

pomocou ¢iselného intervalu (Qg; @), pricom pre pravdepodobnost plati
P(ngQth):l—Oé, kde o € (O,l)

Lavostrannim intervalom spolahlivosti pre parameter (Q zékladného stiboru nazyvame odhad

pomocou &iselného intervalu (Qg; o), pricom pre pravdepodobnost plati
PQy<Q)=1—a,kde a € (0;1).

Pravostrannym intervalom spolahlivosti pre parameter () zdkladného siboru nazyvame odhad

pomocou ¢iselného intervalu (—oo; @), pri¢om pre pravdepodobnost plati

P(Q=Qn) =1-a,kdeaec(0;1).

4.2.1 Interval spolahlivosti na odhad parametrov normalneho rozdelenia

Uvazujme ndhodny vyber V,,, ktory pochadza zo zakladného stiboru s normalnym rozdelenim
so strednou hodnotou p a smerodajnou odchylkou o. Zapisujeme V,, ~ N (u, 0?).
Pri ur¢ovani intervalu spolahlivosti jednotlivych parametrov budeme rozlisovat nasledu-

juce pripady:
e odhad strednej hodnoty j, ak pozname rozptyl o2,
e odhad strednej hodnoty 1, ak nepozndme rozptyl o2,
e odhad rozptylu o2, ak pozname strednt hodnotu g,
e odhad rozptylu o2, ak nepozname strednt hodnotu p.

Pri konstrukeii intervalu spolahlivosti budeme vyuzivat pojem vhodnd Statistika. Statisti-
kou g(x) nazyvame taka funkciu ndhodného vyberu, rozdelenie ktorej nezavisi od parametrov

rozdelenia, z ktorého ndhodny vyber pochadza.
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Postup pri konstrukeii intervalu spolahlivosti pre parameter () je nasledovny:
1. Uréime bodovy odhad parametra Q).
2. Doplnime tento odhad na vhodnu statistiku g(z).

3. Ur¢ime ¢isla g1, g2, g1 < go tak, aby platilo P(g < ¢1) = a1, P(g2 £ g) = o, kde
a1 t+as = a, ag, as € (0;1). V pripade, ze distribu¢na funkcia F'(x) je spojita a rastuca,

potom g1, go st kvantily prislusného rozdelenia, t.j. gy = F~ (1), g2 = F1(1 — ap).

4. Scitanim rovnic P(g < g1) = a1, P(g2 < g) = a9 a néaslednymi ekvivalentnymi tpravami

dostaneme vhodny interval spolahlivosti.

Interval spolahlivosti na odhad strednej hodnoty 1, ak pozniAme rozptyl o

V pripade obojstranného intervalu spolahlivosti budeme postupovat nasledovne:
1. Bodovy odhad strednej hodnoty x je vyberovy aritmeticky priemer (71)), resp. (72).

2. Vhodna statistika je

g(z) = 22 Jm ~ N0, 1),

g

3. Cisla g1 = ug, g2 = u1—g st kvantily normovan¢ho normalneho rozdelenia (Tabulka .

4. Kedze pre obojstranny interval spolahlivosti mé platit P(¢g;y < g £ ¢2) = 1 — «,

dostéavame

[IA

T —
Ua a \/ﬁ é Up—o.
2 o 2
Ekvivalentnymi tpravami spolu s faktom, Zze normalne rozdelenie je symetrické, t. j. plati

us = —u;_g, ziskame nasledujtci 100(1 — «)%ny obojstranny interval spolahlivosti

[N]])

na odhad strednej hodnoty u, ak pozname rozptyl o

g o
JIAS <E —Up—o \/ﬁ,f—l- U1,% > . (78)

»

B

Podobne postupujeme pri uréovani lavostranného a pravostranného intervalu spolahlivosti
s pravdepodobnostou 1 — a. Teda 100(1 — «)%ny lavostranny interval spolahlivosti pre

stredntt hodnotu p, ak pozname rozptyl o2, ma tvar

je <f Ui %; oo) (79)
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a 100(1 — a)%ny pravostranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu g, ak pozname

rozptyl o2, ma tvar

e (—oo;f FUia %> . (80)

Priklad 4.1 Skiumajme ndhodni premennii s rozptylom o =7,4, ktord pochddza zo zdkladného
stiboru s normdlnym rozdelenim. Ziskané hodnoty ndahodného viyberu si dané v nasledujicej

tabulke:

x; | 9|11 12| 14| 15| 16| 17| 18| 20| 21
nj(|1( 2384|716 4| 3| 2|1

Urc¢me
a) 99%-ny obojstranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu,
b) 90%-ny lavostranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu,

c) 95%—ny pravostranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu.

Riesenie: Na zaklade zadania je zrejmé, Ze ideme urcovat intervaly spolahlivosti na ,odhad
strednej hodnoty, ak poznédme rozptyl“. Rozsah stuboru je n = 32. Najprv potrebujeme vhodny
bodovy odhad strednej hodnoty pu, ktorym je vyberovy aritmeticky priemer T vypocitany
podl'a vztahu (|72)

1
fz5(9~1+11-2+12-3—|—14-4—|—15-7+16-5+17-4+18-3+20~2+21~1):15,344.

a) K urceniu obojstranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V nom je potrebné
ur¢it a = 0,01, 0 = /7,4 = 2, 72 a kvantil norméalneho rozdelenia Up—a = Ugggs = 2,976 (Ta-
bulka . Dosadenim do vztahu dostaneme 99%-ny obojstranny interval spolahlivosti

pre neznamu strednit hodnotu p

2,72 2,72
€ (15,544 — 2,576 - Z22: 15,544 + 2,576 - == ) = y € (14,11;16,58) .
1 < = f32> K )

b) K ureniu lavostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah (79). V fiom je potrebné
uréit @ = 0,1, 0 = /7,4 = 2,72 a kvantil normalneho rozdelenia u;_, = ugg = 1,282 (Ta-
bulka [2§)). Dosadenim do vztahu dostaneme 90%-ny lavostranny interval spolahlivosti

pre neznamu strednit hodnotu p

2,72
€ (15,544 — 1,282 ——:00 | = p € (14,727;00) .
we ( o) = e )
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c¢) K urceniu pravostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V niom je potrebné
uréit a = 0,05, 0 = /7,4 = 2,72 a kvantil normalneho rozdelenia u;_, = ug 95 = 1,645 (Ta-
bulka [28)). Dosadenim do vztahu dostaneme 95%-ny pravostranny interval spolahlivosti

pre neznadmu stredni hodnotu g

2,72
[ (—oo; 15,544 + 1,645 - —> = u € (—00; 16, 135) .

V32

Interval spolahlivosti na odhad strednej hodnoty ;, ak nepozname rozptyl o2

V pripade obojstranného intervalu spolahlivosti, ak rozsah ndhodného vyberu je maly (n < 30),

budeme postupovat nasledovne:
1. Bodovy odhad strednej hodnoty p je vyberovy aritmeticky priemer , resp. .
2. Vhodn4 statistika je

g(z) = ZE i~ t(n — 1),

S

3. Cislagy = ta(n—1), g0 = t1-2 (n—1) st kvantily Studentovho t-rozdelenia (Tabulka [29).

2

4. Kedze pre obojstranny interval spolahlivosti mé platit P(¢gy = g < ¢2) = 1 — «,
dostéavame

tan—1) < 21 <t _a(n—1).
2 S 2

Ekvivalentnymi tupravami spolu s faktom, Zze Studentovo t-rozdelenie je symetrické,
t.j. plati ta(n — 1) = —t;_a(n — 1), ziskame nasledujici 100(1 — a)%-ny obojstranny

interval spolahlivosti na odhad strednej hodnoty u, ak nepozndme rozptyl o>

e <f—t1g(n—l)%;f+tlg(n—1)%>. (81)

Podobne postupujeme pri uréovani lavostranného a pravostranného intervalu spolahlivosti
s pravdepodobnostou 1 — a. Teda 100(1 — «)%ny lavostranny interval spolahlivosti pre
stredntt hodnotu p, ak nepozname rozptyl o2, ma tvar
S
WE <f —t1—a(n —1) %; oo) (82)
a 100(1 — a)%ny pravostranny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu p, ak nepozname
rozptyl o2, ma tvar

we (—oo;f+ foaln —1) %> . (83)
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V pripade, Ze rozsah ndhodného vyberu je dostato¢ne velky (n = 30), budeme postupovat
rovnako, pricom statistika g(z) = =% \/n bude mat normalne rozdelenie N (0, 1) ako je to v
prvom pripade. Potom 100(1 — «)%-ny obojstranny interval spolahlivosti na odhad strednej

hodnoty 1, ak nepoznidme rozptyl o ma tvar

_ s _ s
W e <x—u1_g %;x—kul_% %> (84)
100(1 — «)%ny lavostranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu p, ak nepozname

rozptyl o2, ma tvar

e <I g %; oo) (85)

a 100(1 — a)%ny pravostranny interval spolahlivosti pre stredntt hodnotu p, ak nepozname

rozptyl o2, ma tvar

W e (—oo;f+u1a%>. (86)

Priklad 4.2 Skiumajme ndhodni premenni, ktord pochddza zo zdkladného siboru s normdl-

nym rozdelenim. Ziskané hodnoty ndhodného vyberu siu dané v nasledujicej tabulke:

xj || 9| 11| 12| 14| 15| 16| 17| 18| 20 | 21
n; |\ 1| 23|38 6|41 4| 3| 2] 1

Urcme
a) 90%-ny obojstranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu,
b) 99%-ny lavostranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu,

c) 95%-ny pravostranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredni hodnotu.

RieSenie: Na zaklade zadania je zrejmé, Ze ideme urcovat intervaly spolahlivosti na ,,odhad
strednej hodnoty, ak nepozname rozptyl“. Rozsah siboru je n = 29. Najprv potrebujeme
vhodny bodovy odhad strednej hodnoty pu, ktorym je vyberovy aritmeticky priemer = vypo-
¢itany podla vztahu

1
29

(9-1411-2412-34+14-3+15-6+16-4+17-4+18-3+20-2+21-1) = 15,379.

z
KedZe nepozname rozptyl o2, budeme potrebovat vyberovy rozptyl s? a vyberovii smerodajni
odchylku s, ktoré vypocitame podla vztahov a

5 1

=33 [1-(9—15,379)* +2- (11 — 15,379)* + 3 - (12 — 15,379)* + 3 - (14 — 15,379)*+

S

+6 - (15 — 15,379)% +4 - (16 — 15,379)* +4 - (17 — 15,379)* + 3 - (18 — 15,379)*+
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+2-(20 — 15,379)% + 1 (21 — 15,379)?] = 8,101 = s = V52 = 2,846

Pretoze rozsah suboru je n < 30, k urceniu intervalov spolahlivosti pouZijeme vztahy ,

B2 a (B3).

a) V pripade obojstranného intervalu spolahlivosti potrebujeme uréit o = 0,1 a kvantil
Studentovho t-rozdelenia t;_a (n—1) = t995(28) = 1,701 (Tabul’ka. Dosadenim do vztahu
dostaneme 90%-ny obojstranny interval spolahlivosti pre neznamu stredni hodnotu g

2,846 2,846
/LE<1&3ﬂ%—L7mm—L—ﬂ1&3ﬂ%+L701~;——>=$/L€<Mﬁ@&1&2ﬁ9.
V29 V29

b) V pripade lavostranného intervalu spolahlivosti potrebujeme uréit o = 0,01 a kvantil

Studentovho t-rozdelenia t1_q (n—1) = t9,99(28) = 2,467 (Tabulka [29)). Dosadenim do vztahu

dostaneme 99%-ny lavostranny interval spolahlivosti pre nezndmu strednt hodnotu p
2,846

€ (15,379 —2,467- ——;00 | = p € (14,075;00) .
1 < 75 ) RS )

c) V pripade pravostranného intervalu spolahlivosti potrebujeme ur¢it a = 0,05 a kvantil

Studentovho t-rozdelenia t;_o(n—1) = t,95(28) = 1,701 (Tabulka29)). Dosadenfm do vztahu

dostaneme 95%-ny pravostranny interval spolahlivosti pre nezndmu strednti hodnotu p
2, 846

€| —00;15,37194+ 1,701 - —— ) = p € (—o0; 16, 278) .
" ( @> we )

2

Interval spol'ahlivosti na odhad rozptylu ¢*, ak pozname stredni hodnotu p

V pripade obojstranného intervalu spolahlivosti budeme postupovat nasledovne:

1. Bodovy odhad rozptylu o2 je vyberovy rozptyl s3 , resp. ((76]).

2. Vhodna statistika je
nsg

o) = 22~ ()

3. Cisla gy = X%(n), g2 = X1_a(n) st kvantily x*-rozdelenia (Tabulky [30| - .

2

4. Kedze pre obojstranny interval spolahlivosti mé platit P(¢gy < g = ¢2) = 1 — a,

dostéavame
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Ekvivalentnymi tupravami ziskame nasledujuci 100(1 — «)%-ny obojstranny interval

spolahlivosti na odhad rozptylu o2, ak pozname stredn hodnotu s

2 2
R A MLy 87
) B o

Podobne postupujeme pri uréovani lavostranného a pravostranného intervalu spolahlivosti
s pravdepodobnostou 1—a. Teda 100(1—«)%-ny lavostranny interval spolahlivosti pre rozptyl

0%, ak pozname strednt hodnotu g, ma tvar

0% e <ﬁ%’§m;oo) (88)

a 100(1 — a)%ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl o2, ak pozname stredni

o’ € (0; ;i—f7§)> (89)

Priklad 4.3 Skimajme ndhodni premennii, ktord pochddza zo zdkladného siboru s normdl-

hodnotu g, mé tvar

nym rozdelenim a strednou hodnotou p=15. Ziskané hodnoty ndhodného vyberu si dané v

nasledujicej tabulke:

v || 9| 11| 12] 14| 15| 16| 17| 18| 20| 21
nj 1l 2|8 47|54 8] 2|1

Urcéme
a) 99%-ny obojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl,
b) 95%—ny lavostranny interval spolahlivosti pre rozptyl,

c) 95%-ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl.

RieSenie: Na zaklade zadania je zrejmé, Ze ideme urcovat intervaly spolahlivosti na ,,odhad
rozptylu, ak poznédme stredni hodnotu“. Rozsah suboru je n = 32. Najprv potrebujeme
vhodny bodovy odhad rozptylu o2, ktorym je vyberovy rozptyl si. Kedze pozname stredni
hodnotu g, pouzijeme vztah

1
S8 = 3—2[1-(9—15)2+2-(11—15)2+3-(12—15)2+4-(14—15)2+7-(15—15)2+5-(16—15)2+

+4- (17 -15) +3- (18 = 15)* + 2 (20 — 15)* + 1 - (21 — 15)*] = 7,281.

a) K urCeniu obojstranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V fom je po-

trebné urcit o = 0,01 a kvantily x?*-rozdelenia X%(n) = Xg.005(32) = 15,13; X%_%(n) =
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X0.905(32) = 56,33 (Tabulka . Dosadenim do vztahu dostaneme 99%-ny obojstranny

interval spol'ahlivosti pre rozptyl o

,  /32-7,281 32.7,281
- .

2 € (4,136; 1 _
56,33 15,13 >=>0 € (4,136; 15, 396)

b) K uréeniu Tavostranného intervalu spolahlivosti pouZzijeme vztah . V fiom je potrebné
urcit a = 0,05 a kvantil x*>-rozdelenia x7_,(n) = x§5(32) = 46,19 (Tabul’ka. Dosadenim
do vztahu dostaneme 95% ny lavostranny interval spol'ahlivosti pre rozptyl o2

327,281

2 ) 2
—_— = 5, 044; .
€< 16,19 ,oo) o” € (5,044; 00)

c¢) K urceniu pravostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V niom je potrebné
urcit o = 0,05 a kvantil x*-rozdelenia x2(n) = x§5(32) = 20,07 (Tabulka . Dosadenim
do vztahu dostaneme 95% ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl o

327,281
2 e 2 (11 :
o e <O, 50,07 > = o0° € (0;11,608)

2

Interval spol'ahlivosti na odhad rozptylu o°, ak nepozname stredna hodnotu u

V pripade obojstranného intervalu spolahlivosti budeme postupovat nasledovne:

1. Bodovy odhad rozptylu o2 je vyberovy rozptyl s? (73)), resp. (74)).

2. Vhodn4 statistika je
(n—1)s?

gl) = P P - ),

3. Cisla g; = X4 (n—1), g = x} o (n — 1) stt kvantily x* rozdelenia (Tabulky [B0] - .

4. Kedze pre obojstranny interval spolahlivosti mé platit P(¢g;y < g < ¢2) = 1 — «,
dostéavame

(n—1)s

S
X&(n—1) < 5 Sxi_a(n—1).

o

Ekvivalentnymi tupravami ziskame nasledujuci 100(1 — «)%-ny obojstranny interval

spolahlivosti na odhad rozptylu o2, ak nepozname strednt hodnotu s

0_2€< (n_1)82 .(n_1)52>‘ (90)

(- 1) xE (- )
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Podobne postupujeme pri uréovani lavostranného a pravostranného intervalu spolahlivosti
s pravdepodobnostou 1—a. Teda 100(1—«)%-ny Tavostranny interval spolahlivosti pre rozptyl

02, ak nepozname strednt hodnotu p, ma tvar

o? € <Moo) (91)

X%—a(n - 1) ’

a 100(1 — a)%ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl o2, ak nepozname stredni

= (0; g(_n—l_)i> : (92)

hodnotu g, mé tvar

Priklad 4.4 Skumajme ndhodni premennii, ktord pochddza zo zdkladného siboru s normdl-

nym rozdelenim. Ziskané hodnoty ndhodného vijberu si dané v nasledujicej tabulke:

v || 9| 11| 12] 14| 15| 16| 17| 18] 20| 21
n |1l 2|8 4754|3821

Urc¢me
a) 99%-ny obojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl,
b) 95%-ny lavostranny interval spolahlivosti pre rozptyl,

c¢) 95%-ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl.

RieSenie: Na zéklade zadania je zrejmé, Ze ideme urcovat intervaly spolahlivosti na ,,odhad
rozptylu, ak nepozname strednti hodnotu“. Rozsah stboru je n = 32. Najprv potrebujeme
vhodny bodovy odhad rozptylu o2, ktorym je vyberovy rozptyl s2. KedZe nepozname strednt

hodnotu u, pouzijeme vztah , kde vyberovy aritmeticky priemer T vypocitame podla

vztahu

1
T = 5(9-1+11-2—|—12-3+14-4+15.7—|—16-5+17-4—|—18-3+20-2—|—21-1) = 15, 344.
Potom pre vyberovy rozptyl s? na zéklade vztahu plati

1
s = =1 [1-(9—15,344) + 2 (11 — 15,344)* + 3 - (12 — 15,344)* + 4 - (14 — 15,344)*+

+7- (15— 15,344)> + 5 (16 — 15,344)% + 4 - (17 — 15,344)* + 3 - (18 — 15,344)*+
+2-(20 — 15,344)* 4+ 1- (21 — 15, 344)*] = 7,394.

a) K urc¢eniu obojstranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V fiom je potrebné

uréit o = 0,01 a kvantily x? rozdelenia XQ% (n—1) = X%,005(31) = 14, 46; X%_%(n - 1) =
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X0.995(31) = 55,00 (Tabulka . Dosadenim do vztahu dostaneme 99%-ny obojstranny

interval spol'ahlivosti pre rozptyl o

9 31-7,394 31-7,394
o .

2 € (4,1674: 1 44) .
55.00 ' 1446 >:>a € (4,1674;15,8544)

b) K uréeniu Tavostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V fiom je potrebné
urcit o = 0,05 a kvantil x*-rozdelenia x7_,(n — 1) = x§95(31) = 44,99 (Tabulka . Dosa-
denim do vztahu dostaneme 95% ny lavostranny interval spolahlivosti pre rozptyl o2

317,394
2 ;092 2 ,
o <—44’ 99 ,oo) = 0° € (5,0954; 00) .

c¢) K urceniu pravostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V niom je potrebné
urcit v = 0, 05 a kvantil x*-rozdelenia x2 (n—1) = x§ ¢5(31) = 19, 28 (Tabulka[30]). Dosadenim
do vztahu dostaneme 95% ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl o

317,394
2 e 2 11 :
o° € (O, 19,28 > = 0° € (0;11, 8386)

4.2.2 Interval spolahlivosti na odhad parametra exponencialneho rozdelenia

Uvazujme nahodny vyber V,,, ktory pochadza zo zakladného siboru s exponencialnym roz-
delenim s parametrom A, A > 0. Zapisujeme V,, ~ Ex(\). V pripade obojstranného intervalu

spolahlivosti budeme postupovat nasledovne:

1. Bodovy odhad parametra A je vyberovy aritmeticky priemer , resp. .

2. Vhodna statistika je
2nx
o) = 228~ x2(2m)

3. Cisla ¢, = X%(Zn), go = Xi%@n) st kvantily y*-rozdelenia (Tabulky (30| — .

4. Kedze pre obojstranny interval spolahlivosti mé platit P(¢gy < g £ ¢2) = 1 — «q,

dostévame

Ekvivalentnymi tpravami ziskame nasledujuci 100(1 — «)%-ny obojstranny interval

spolahlivosti pre parameter A

2nx oInT
re ? - 93
<x%_;(2n) X4 (2n)> (93)
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Podobne postupujeme pri uréovani lavostranného a pravostranného intervalu spolahlivosti

s pravdepodobnostou 1 — . Teda 100(1 — «)%ny Tavostranny interval spolahlivosti pre

a 100(1 — a)%ny pravostranny interval spolahlivosti pre parameter A ma tvar
2nx
Ae |0 . 95
ey )

Priklad 4.5 U 100 ndhodne vybrangch cestujicich bola zistovand doba ich cakania na autobus

parameter A ma tvar

[v min.]. Vysledky si v nasledujicej tabulke:

2 | 0525456585
n; | 60| 20| 11 5| 4

Predpokladame, Ze doba cakania md exponencidlne rozdelenie s parametrom \. Uréme
a) 95%-ny obojstranny interval spolahlivosti pre parameter A,
b) 99%-ny lavostranny interval spolahlivosti pre parameter \,

c) 99%-ny pravostranny interval spolahlivosti pre parameter \.

Riesenie: Na zaklade zadania je zrejmé, ze ideme urcovat interval spolahlivosti na ,odhad
parametra exponencidlneho rozdelenia“. Najprv potrebujeme vhodny bodovy odhad stredne;j
hodnoty p, ktorym je vyberovy aritmeticky priemer T vypocitany podla vztahu
1
T = m(0,5-60+2,5-20+4,5-11+6,5-5+8,5-4) = 1,96,
teda bodovy odhad parametra A je 1,96.

a) K urceniu obojstranného intervalu spolahlivosti pouZzijeme vztah . V fiom je potrebné
urcit a = 0,05 a kvantily y?-rozdelenia X%(Qn) = X§,025(200) = 162, 73,
X%_% (2n) = X§.975(200) = 241,06 (Tabul’ka. Dosadenim do vztahu dostaneme 95%-ny

obojstranny interval spolahlivosti pre parameter A

\ <200 1,96 200 - 1,96

241,06 * 162,73
b) K urceniu l'avostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V fiom je potrebné
urdit a = 0,01 a kvantil x*rozdelenia x7_,(2n) = X 99(200) = 249,45 (Tabulka [32). Dosa-
denim do vztahu dostaneme 99%-ny Tavostranny interval spolahlivosti pre parameter A

200 - 1,96
A€ <m,0®> = \E <1,572,00)

> = (1,626;2,409) .
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c¢) K urceniu pravostranného intervalu spolahlivosti pouzijeme vztah . V niom je potrebné
urcit o = 0,01 a kvantil x*-rozdelenia x2(2n) = X3 99(200) = 156,43 (Tabulka . Dosade-
nim do vztahu dostaneme 99%-ny pravostranny interval spolahlivosti pre parameter A

200 - 1,96
i A £ 2 .
Ae((), 156,43 >:>)\e(0, ,506)
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5 Testovanie Statistickych hypotéz

V praxi je testovanie Statistickych hypotéz jednou z najdolezitejsich statistickych metod.

Statistickd hypotéza je predpoklad (tvrdenie), tykajici sa nahodného vyberu V,,, resp. roz-
delenia, z ktorého ndhodny vyber pochadza. Testovanie Statistickej hypotézy je postup, po-
mocou ktorého overujeme platnost (spravnost) danej hypotézy (predpokladu). Nulovd hypo-
téza Hy je tvrdenie, ktorého pravdivost overujeme. V tom najjednoduchsom pripade ma tvar
Hy : Q = Qg resp. Hy : Q — Qy = 0, pricom @ je parameter zakladného siboru a )y je
konkrétna konstanta. Proti nulovej hypotéze staviame alternativnu hypotézu H,. V praxi méa

alternativna hypotéza tri tvary:

e Obojstrannd alternativa: Hy : QQ # @, ktoré popiera platnost nulovej hypotézy.

e Lavostrannd alternativa: H; : QQ < o, ktord vymedzuje obor hodnot parametra ()

nalavo od hodnoty Q.

e Pravostrannd alternativa: Hy : Q@ > o, ktord vymedzuje obor hodnot parametra @)

napravo od hodnoty Q).

Pri testovani statistickych hypotéz, t.j. pri rozhodovani o nezamietnuti alebo zamietnuti
nulovej hypotézy H, v prospech alternativnej hypotézy Hi, sa dopustame dvoch druhov chyb
(Tabul'ka [5):

e Chyba prvého druhu nastava vtedy, ak zamietneme nulova hypotézu H,, aj ked je
spravna. Pravdepodobnost vyskytu tejto chyby oznacujeme « a nazyvame ju hladina

vyznamnostt testu.

e Chyba druhého druhu nastava vtedy, ak nezamietneme nulovi hypotézu Hj, hoci je
nespravna. Pravdepodobnost vyskytu tejto chyby oznacujeme  a hodnotu 1 — 8 na-
zyvame sila testu. Sila testu predstavuje vlastne pravdepodobnost zamietnutia nulovej

hypotézy.

Tabul'ka 5: Chyby pri testovani Statistickych hypotéz

Skutoc¢nost

Zaver Plati Hy Neplati Hy

Zamietame H, | Chyba prvého druhu  Spravne rozhodnutie

Nezamietame H || Spravne rozhodnutie Chyba druhého druhu
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Najidealnejsie by bolo, keby « aj § boli minimalne sucasne. KedZe sa to neda dosiahnut,
tak sa v praxi pri pevnom « (najéastejsie sa voli 0,05; 0,01; 0, 1) minimalizuje f.

Testovacie kritérium (testovacia charakteristika, $tatistika) je hodnota vypocitana z vy-
berového suboru, ktord nam pomaéaha rozhodovat o nezamietnuti, resp. zamietnuti nulovej
hypotézy. Obor (oblast) zamietnutia nulovej hypotézy nazyvame kriticky obor (oblast) K,
a je zavisly od zvolenej hladiny vyznamnosti . Ak hodnota testovacieho kritéria padne do
kritickej oblasti, tak nulovi hypotézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;.
V opa¢nom pripade nulovi hypotézu H, nezamietame.

S rozvojom vypoctovej techniky sa pri rozhodovani o nezamietnuti alebo zamietnuti nu-
lovej hypotézy Hy pouZiva p-hodnota (z ang. p—value). P-hodnotou (p) nazyvame najmensiu
moznu hladinu vyznamnosti «, na ktorej je eSte mozné pri danych nameranych hodnotéch

nédhodného vyberu zamietnut nulovi hypotézu Hy. Plati:

e ak p < «, tak nulova hypotézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;

na hladine vyznamnosti «,
e ak p 2 «, tak nulovi hypotézu Hy nezamietame na hladine vyznamnosti .

Postup pri testovani hypotéz je nasledovny:

1. Formulacia nulovej hypotézy H, a alternativnej hypotézy H;.

2. VoIba hladiny vyznamnosti a.

3. Vypocet hodnoty testovacieho kritéria na zédklade danych hodnét nahodného vyberu.
4. Urcenie kritickej oblasti K.

5. Vyhodnotenie testu, ktoré spoc¢iva bud v zamietnuti nulovej hypotézy Hy a prijati al-

ternativnej hypotézy H;, alebo v nezamietnuti nulovej hypotézy H,.

Oblast nezamietnutia a zamietnutia nulovej hypotézy Hy pri obojstrannom teste je zna-
zornena na Obr. [I9] pri pravostrannom teste je znézornena na Obr. 20] a pri avostrannom
teste je znazornena na Obr. Hodnoty ki a ks, ktoré oddeluju oblast nezamietnutia nulovej
hypotézy Hy od oblasti zamietnutia nulovej hypotézy Hy, nazyvame kritické hodnoty.

Existuje vela Statistickych testov, ktoré vieme rozdelit podla roznych kritérii. Zakladnym
delenim Statistickych testov je delenie na parametrické a neparametrické testy. Parametrické
testy testuji neznadmy parameter rozdelenia, z ktorého nahodny vyber V,, pochadza. Ne-
parametrické testy testuju typ rozdelenia alebo niektort jeho vlastnost. Medzi najcastejSie

pouzivané neparametrické testy patria testy symetrie (napr. znamienkovy test, Wilcoxonov
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Oblast nezamietnutia H,

Oblast zamietnutia H, Oblast zamietnutia H,
ky ka

Obr. 19: Oblast nezamietnutia a zamietnutia nulovej hypotézy pri obojstrannom teste

Oblast nezamietnutia H,

Oblast zamietnutia H,

k,

Obr. 20: Oblast nezamietnutia a zamietnutia nulovej hypotézy pri pravostrannom teste

Oblast nezamietnutia H,

Oblast zamietnutia H,

kg

Obr. 21: Oblast nezamietnutia a zamietnutia nulovej hypotézy pri lavostrannom teste

dvojvyberovy test), testy dobrej zhody (napr. Pearsonov test, Kolmogorovov—Smirnovov test,
Andersonov-Darlingov test, Shapiro-Wilkov test normality) a testy extrémnych hodnét (napr.
Dixonov test, Grubbsov test). VSetky uvedené testy si zadefinujeme v nasledujtcich kapito-
lach.

5.1 Jednovyberové parametrické testy o parametroch normalneho
rozdelenia
Uvazujme nahodny vyber V,,, ktory pochadza zo zakladného stiboru s normalnym rozdelenim

so strednou hodnotou g a smerodajnou odchylkou o. Zapisujeme V,, ~ N(u,c?). V tejto

kapitole sa budeme venovat nasledujicim testom:
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e test strednej hodnoty u, ak

— pozname rozptyl o2 (jednovyberovy Z-test),

— nepozname rozptyl o2 (jednovyberovy t-test),
e test rozptylu o2, ak

— pozname strednt hodnotu g,

— nepozname strednt hodnotu pu.

Vieobecny postup vyberu testu strednej hodnoty pre jeden vyber je zobrazeny na Obr. 22]

Jeden vyber |——————————Viac vyberov
nie Je splnend normalita dno
vyberu ?
(Testy dobrej zhody)
Rozsah stboru n230 ? |—&° ano | Rozsah sdboru n=30 ? |_nie
nie a° | Pozname rozptyl ?

nie

Neparametricky test
(napr. znamienkovy test) Jednovyberovy Z-test

Jednovyberovy t-test

Obr. 22: Postup vyberu testu strednej hodnoty pre jeden vyber

5.1.1 Jednovyberovy test strednej hodnoty i, pricom pozname rozptyl o

(jednovyberovy Z-test)
1. Hypotézy:
Ho:p=po (po je zndma konstanta),
Hy:op# po  (vesp. pu < jig, Tesp. o> fio).

2. Testovacie kritérium je

7" ;“U Vi~ N(0,1), (96)

kde T je vyberovy aritmeticky priemer a n je rozsah ndhodného vyberu.

3. Kritick4 oblast K, pre rozne alternativy je uvedena v nasledujicej tabulke:

H, o, K,

= Ho | b F o (—OO; —U1—g) U (U1—%; OO)
= fio | > o (U1—a; 00)
= pio | < o (—00; —u1—a)
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Priklad 5.1 DiZka vyrobenej siciastky md mat hodnotu 10 c¢m. Ndhodne bolo vybrangch 9
suciastok, ktorjch dizky [v em] boli 10,24; 10,12; 9,91; 10,19; 9,78; 10,14; 9,86; 10,17; 10,05.
Predpokladame, Ze ndhodnyj vgber bol realizovany zo zdkladného siboru s normdlnym rozdele-

nim, ktorého rozptyl je 0,0016.
a) Na hladine vijznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i dizka suciastok sa vijznamne lisi od poza-
dovanej dizky.
b) Na hladine vijznamnosti «=0,01 otestujme, ¢i diZka suciastok je mengia ako pozadovand
dizka.
¢) Na hladine vijznamnosti a=0,01 otestujme, ¢i dizka suciastok je vicsia ako poZadovand
dizka.

RieSenie: Na testovanie pouzijeme jednovyberovy Z-test, pretoze pozname rozptyl ndhod-
ného vyberu. Rozsah stiboru je n = 9 a smerodajnéa odchylka o = /0,0016 = 0, 04.

a) Budeme testovat
HO U= 10,

Hy = # 10.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky stéiastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dlzky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky suciastok sa vyznamne lisia od pozadovanej
dlzky. Hodnotu testovacieho kritéria Z uréime podla vztahu

7 — 10
7 = V9
0,04 vo.

kde vyberovy aritmeticky priemer T vypocitame podla vztahu
1
T = 9 (10,24 4+ 10,124 9,91 + 10,19+ 9,78 + 10,14 + 9,86 + 10, 17 + 10,05) = 10, 0511.

Potom hodnota testovacieho kritéria je Z = 3,8325. Kvantil normovaného normélneho rozde-
lenia je Ui—g = U975 = 1,96 (Tabulka . Kritickd oblast je

Ko’og) = (—OO, —1, 96) U (1, 96, OO) = /€ K0705.

Hodnota testovacieho kritéria Z = 3,8325 patri do kritickej oblasti K5, preto nulovi hy-
potézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mdzeme predpokladat, ze na

hladine vyznamnosti a=0,05 sa dlzky stéiastok vyznamne lisia od pozadovanej hodnoty.

b) Budeme testovat
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Hy =10,

Hy:p < 10.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky stciastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dizky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky sudiastok st mensie ako pozadovana dlzka.
Hodnotu testovacieho kritéria Z vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda Z = 3,8325.
Kvantil normovaného normalneho rozdelenia je uy_, = 199 = 2, 3264 (Tabulka . Kriticka
oblast je

Koo = (—00;—2,3264) = Z ¢ Ko o1.

Hodnota testovacieho kritéria Z = 3,8325 nepatri do kritickej oblasti K 1, preto nulovi
hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a=0,01 dlzky

suciastok nie st mensie ako pozadovana hodnota.

c¢) Budeme testovat
HO U= 10,

Hy:p>10.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky stdiastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dlzky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky stciastok st viésie ako pozadovana dlzka. Hod-
notu testovacieho kritéria Z vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda Z = 3,8325. Kvantil
normovaného normélneho rozdelenia je u;_, = ugg9 = 2,3264 (Tabulka . Kritickéa oblast
je
Koo = (2,3264;00) = Z € Ky.

Hodnota testovacieho kritéria Z = 3,8325 patri do kritickej oblasti K1, preto nulovia hy-
potézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mozeme predpokladat, Ze na

hladine vyznamnosti a=0,01 dlzky suciastok st vicsie ako pozadovana hodnota.

5.1.2 Jednovyberovy test strednej hodnoty j, pricom nepozname rozptyl o

(jednovyberovy t—test)
1. Hypotézy:
Ho:p=po (po je zndma konstanta),
Hy:op# po  (vesp. pu < jig, Tesp. 1> fio).

2. Testovacie kritérium je

t:f;’“‘o\/ﬁwt(n—n, (97)

kde 7 je vyberovy aritmeticky priemer, s je vyberova smerodajna odchylka a n je rozsah

nahodného vyberu.
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3. Kritickd oblast K, pre rozne alternativy je uvedend v nasledujucej tabulke:

H, H, K,
o= pio | 7 po || (—o00;—ti_a(n —1)) U (ti—g(n —1);00)
= fio | p> fio (ti—a(n —1);00)
f=po | b < Ho (—00; —t1a(n — 1))

Pozndmka: V pripade, ze rozsah ndhodného vyberu je dostato¢ne velky (n = 30), budeme
postupovat rovnako, avSak Studentovo t-rozdelenie aproximujeme normovanym norméalnym

rozdelenim ako je to pri predchadzajicom teste (jednovyberovy Z—test).

Priklad 5.2 DiZka vyrobenej suciastky md mat hodnotu 10 ¢m. Ndhodne bolo vybrangch 9
suciastok, ktorjch dizky [v em] boli 10,24; 10,12; 9,91; 10,19; 9,78; 10,14; 9,86; 10,17; 10,05.
Predpokladame, Ze ndhodny vijber bol realizovany zo zdkladného suboru s normdlnym rozdele-

nim.
a) Na hladine vijznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i dizky siciastok sa vijznamne lisia od po-
Zadovanej dizky.
b) Na hladine vgznamnosti a«=0,01 otestujme, ¢i diZky siciastok si mensie ako pozadovand
dizka.
¢) Na hladine vijznamnosti a=0,01 otestujme, ¢i dizky siciastok si vicsie ako poZadovand
dzka.

Riesenie: Na testovanie pouzijeme jednovyberovy t—test, pretoze nepozname rozptyl ndhod-

ného vyberu. Rozsah siboru je n = 9.

a) Budeme testovat
HO U= 10,

Hl Ty 7é 10.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky su¢iastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dlzky. Proti

alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky suciastok sa vyznamne lisia od pozadovanej

dlzky. Hodnotu testovacicho kritéria t uréime podla vzfahu

T—1
t:CC O\/g7

S

kde vyberovy aritmeticky priemer Z vypoéitame podla vztahu

1
T =5 (10,24 410,12+ 9,91+ 10,19 + 9,78 + 10,14 + 9,86 + 10,17 + 10,05) = 10,0511
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a vyberovi smerodajni odchylku s vypocitame podla vztahu , pricom pre vyberovy
rozptyl s? plati (73))

s = =[(10,24 — 10,0511)* + (10,12 — 10,0511)* 4 (9,91 — 10,0511)> + (10,19 — 10,0511)*+

oo | =

+(9,78 — 10,0511) + (10, 14 — 10,0511)* + (9,86 — 10,0511)* + (10,17 — 10,0511)*+
+(10,05 — 10,0511)%] = 0,0265 = s = Vs = 0, 1627.

Potom hodnota testovacieho kritéria je t = 0,9426. Kvantil Studentovho t-rozdelenia je
ti—g(n — 1) = tog75(8) = 2,306 (Tabulka 29). Kriticka oblast je

K0705 = (-OO, —2, 306) U (2, 3067 OO) =1 ﬁé K0705.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 0, 9426 nepatri do kritickej oblasti K o5, preto nulova hy-
potézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, ze na hladine vyznamnosti «=0,05 sa dlzky

stuciastok vyznamne neliSia od pozadovanej hodnoty.

b) Budeme testovat
HO U= 10,

Hy:p < 10.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky stdiastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dlzky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky suc¢iastok st mensie ako pozadovana dlzka.
Hodnotu testovacieho kritéria ¢t vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda ¢t = 0,9426.
Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t1_o(n — 1) = tog9(8) = 2,896 (Tabulka [29). Kriticka
oblast je
Koo = (—00;—2,896) = t ¢ Ko .

Hodnota testovacieho kritéria ¢t = 0,9426 nepatri do kritickej oblasti K 1, preto nulovi hy-
potézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, ze na hladine vyznamnosti a=0,01 dlzky

suciastok nie st mensie ako pozadovana hodnota.

c) Budeme testovat
Hy : ji = 10,

H: w > 10.
Nulovéa hypotéza hovori, ze dlzky stdiastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dlzky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dizky suciastok st vicsie ako pozadovana dlzka. Hod-

notu testovacieho kritéria ¢ vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda ¢t = 0,9426. Kvantil
Studentovho t-rozdelenia je t1_q(n — 1) = to99(8) = 2,896 (Tabulka [29). Kritické oblast je

K0701 = (2, 896, OO) =1 ¢ KO,Ol-
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Hodnota testovacieho kritéria ¢t = 0,9426 nepatri do kritickej oblasti Kgg;, preto nulovi
hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,01 dlzky

suciastok nie st vacsie ako pozadovana hodnota.

5.1.3 Jednovyberovy test rozptylu o2, pri¢om pozname strednii hodnotu
1. Hypotézy:

Hy:0* =05 (0] je zndma konstanta),

H,: 0% # 05 (resp. 0> < of, resp. 0> > 0p).

2. Testovacie kritérium je

kde n je rozsah nahodného vyberu a s3 je vyberovy rozptyl.

3. Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedend v nasledujtcej tabulke:

Hy Hy K,
o? =0} | 0% # o} (O; X%(n)) U (Xi%(n); oo)
o> =03 |0%>0} (x3_a(n); 00)
o*=o0j | 0* < op (0: xa(n))

Priklad 5.3 DiZka vyrobenej suciastky md mat hodnotu 10 ¢m. Ndhodne bolo vybrangch 9
suciastok, ktorjch dizky [v em] boli 10,24; 10,12; 9,91; 10,19; 9,78; 10,14; 9,86; 10,17; 10,05.
Predpokladame, Ze ndhodny vyber bol realizovany zo zdkladného siboru s normdlnym rozdele-

nim, ktorého variabilita dizky suciastok je vyjadrend smerodajnou odchyjlkou 0,1 cm.

a) Na hladine vjznamnosti a=0,05 otestujme, ¢ variabilita diZky siciastok sa vijznamne

lisi od uddvane) variability.

b) Na hladine vijznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i variabilita dizky siciastok je mensia ako

uddvand variabilita.

¢) Na hladine vijznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i variabilita dizky siciastok je vicsia ako

uddavand variabilita.
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RieSenie: Na testovanie pouZijeme jednovyberovy test rozptylu o2, pricom pozname stredni
hodnotu p = 10. Rozsah stboru je n = 9. Mame zadant smerodajnu odchylku o9 = 0,1 cm,
teda o3 = 0,12 = 0,01.

a) Budeme testovat
Hy:0?=0,01,

Hy:0*#0,01.

Nulova hypotéza hovori, ze variabilita dlzky suciastok sa vyznamne nelisi od pozadovanej
variability. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze variabilita dizky stuciastok sa vy-
znamne lisi od udévanej hodnoty variability. Hodnotu testovacieho kritéria x? uréime podla
vztahu (98))

2

0,01’

X* =

kde vyberovy rozptyl s3 vypocitame podla vztahu (75))

[(10,24 — 10)* 4 (10,12 — 10)* + (9,91 — 10)* + (10,19 — 10)* + (9,78 — 10)*+

O =

58 =
+(10,14 — 10)* + (9,86 — 10)* + (10,17 — 10)* + (10,05 — 10)*] = 0, 0235.

Potom hodnota testovacicho kritéria je x? = 21,159. Kvantily x? rozdelenia st X%_%(n) =
X6.o75(9) = 19,023 a X%(n) = Xg.025(9) = 2,7 (Tabulka . Kriticka oblast je

K0705 = (0, 2, 7) U (19, 0237 OO) = X2 - K0705.

Hodnota testovacieho kritéria x? = 21,159 patri do kritickej oblasti K g5, preto nulovi hy-
potézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. MoéZeme predpokladat, Ze na
hladine vyznamnosti o = 0, 05 sa variabilita dlzky su¢iastok vyznamne 1isi od udavanej hod-

noty.

b) Budeme testovat
Hy:0?=0,01,

H,:0%<0,01.

Nulova hypotéza hovori, Ze variabilita dlzky stéiastok sa vyznamne nelisi od pozadovanej
variability. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze variabilita dizky stu¢iastok je mensia
ako udavané hodnota variability. Hodnotu testovacieho kritéria x? vypocitame rovnako ako v
pripade a) a teda x* = 21, 159. Kvantil x* rozdelenia je x2(n) = x§ ¢5(9) = 3,33 (Tabulka [30).
Kriticka oblast je

Koos = (0;3,33) = x* & Koos.
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Hodnota testovacieho kritéria x? = 21,159 nepatri do kritickej oblasti Ko s, preto nulovii
hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,05 nie

je variabilita dlzky stciastok mensia ako udéavana hodnota variability.

¢) Budeme testovat
Hy:0?=0,01,

H,:0?>0,01.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky suciastok sa vyznamne neliia od pozadovanej dlzky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky suciastok st vicésie ako pozadovana dlzka. Hod-

notu testovacieho kritéria x? vypo&itame rovnako ako v pripade a) a teda y? = 21, 159. Kvantil
x*-rozdelenia je x7_,(n) = X§5(9) = 16,92 (Tabulka 30). Kriticka oblast je

K0705 = (16, 927 OO) = X2 - K0705.

Hodnota testovacieho kritéria x* = 21,159 patri do kritickej oblasti K g5, nulovii hypotézu
zamietame H, a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mozeme predpokladat, ze na hladine

vyznamnosti a = 0,05 je variabilita dlzky suciastok vicsia ako udavana hodnota variability.

5.1.4 Jednovyberovy test rozptylu o%, pri¢om nepozname strednti hodnotu u
1. Hypotézy:

L2 2 2 <
Hy:0° =05 (o5 je znama konStanta),

H, : 0% # 05 (resp. 0> < of, resp. 0> > 0p).

2. Testovacie kritérium je
(n—1)s?
X =~ (n—1), (99)
90

kde n je rozsah ndhodného vyberu a s? je vyberovy rozptyl.

3. Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedena v nasledujucej tabulke:

HO Hl Koz
o? =03 | 0> # 03 (0; X&(n - 1)) U (X?_%(n - 1); OO)
=05 | 0* > 05 (x}_a(n —1);00)
G| 0% <ap (0;x2(n —1))
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Priklad 5.4 Z krabice bolo ndhodne vybrangjch 9 siciastok, ktorjch dizky [v cm] boli 10,24;
10,12; 9,91; 10,19; 9,78; 10,14; 9,86; 10,17; 10,05. Predpokladame, Ze ndahodny vijber bol
realizovany zo zdkladného siboru s normdlnym rozdelenim, ktorého variabilita diZky siciastok

je vyjadrend smerodajnou odchylkou 0,1 cm.

a) Na hladine vjznamnosti a=0,05 otestujme, ¢ variabilita dizky siciastok sa vijznamne

lisi od uddvanej variability.

b) Na hladine vijiznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i variabilita dizky siciastok je mensia ako

uddvand variabilita.

¢) Na hladine vijznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i variabilita dizky siciastok je vicsia ako

uddvand variabilita.

RieSenie: Na testovanie pouzijeme jednovyberovy test rozptylu o2, pri¢om nepozname strednii
hodnotu p. Rozsah suboru je n = 9. Mame zadant smerodajnt odchylku og = 0,1 cm, teda
o2 =0,12=0,01.

a) Budeme testovat
Hy:0?=0,01,

H, :0?#0,01.
Nulova hypotéza hovori, Zze variabilita dlzky stciastok sa vyznamne nelisi od pozadovanej

variability. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze variabilita dlzky suciastok sa vy-

znamne li&i od udavanej hodnoty variability. Hodnotu testovacieho kritéria x? uréime podla

vztahu (99)
2 _ 8 * 82
0,01’
kde vyberovy aritmeticky priemer T vypocitame podla vztahu

X

1
T = 9 (10,24 + 10,124 9,91 4+ 10,194+ 9,78 + 10,14 + 9,86 + 10,17 + 10,05) = 10,0511
a vyberovy rozptyl s vypoéitame podla vztahu

1
s? = 3 [(10,24 — 10,0511)* + (10,12 — 10,0511)* + (9,91 — 10, 0511)* + (10,19 — 10, 0511)*+

+(9,78 — 10,0511)* + (10, 14 — 10,0511) + (9,86 — 10,0511)* 4 (10,17 — 10,0511)*+
+(10,05 — 10,0511)*] = 0, 0265.

Potom hodnota testovacieho kritéria je x? = 21, 1689. Kvantily x?-rozdelenia st Xi% (n—1) =
Xg.o75(8) = 17,53 a XQ% (n — 1) = X§,025(8) = 2,18 (Tabulka . Kriticka oblast je

K0705 = (O, 2, 18) U (17, 53, OO) = X2 € K0705.
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Hodnota testovacieho kritéria x? = 21,1689 patri do kritickej oblasti Kj o5, preto nulovii
hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mdzeme predpokladat, ze
na hladine vyznamnosti a = 0,05 sa variabilita dlzky stciastok vyznamne lisi od udéavanej

hodnoty.

b) Budeme testovat

Hy : 0% = 0,01,

H,:0?<0,01.
Nulova hypotéza hovori, ze variabilita dlzky stciastok sa vyznamne nelii od pozadovanej
variability. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze variabilita dlzky suciastok je mensia
ako udévana hodnota variability. Hodnotu testovacieho kritéria x? vypocitame rovnako ako
v pripade a) a teda x* = 21,1689. Kvantil x*rozdelenia je x2(n — 1) = x§¢5(8) = 2,73
(Tabulka [30). Kriticka oblast je

Koos = (0;2,73) = X ¢ Ko,o5-

Hodnota testovacieho kritéria y? = 21,1689 nepatri do kritickej oblasti K5, preto nulovi
hypotézu Hy nezamietame. MéZzeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,05 nie

je variabilita dlzky st¢iastok mengia ako udavana hodnota variability.

¢) Budeme testovat
Hy:0?=0,01,

H, :0®>0,01.
Nulova hypotéza hovori, ze dlzky suciastok sa vyznamne nelisia od pozadovanej dlzky. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze dlzky stciastok st vidsie ako pozadovana dlzka. Hod-
notu testovacieho kritéria x? vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda x? = 21, 1689.
Kvantil x*-rozdelenia je x7_,(n — 1) = x§ ¢5(8) = 15,51 (Tabulka . Kriticka oblast je
K0,05 = (15,51, OO) = X2 - K0705.
Hodnota testovacieho kritéria x* = 21, 1689 patri do kritickej oblasti Kj g5, nulovi hypotézu

zamietame H, a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mo6zeme predpokladat, Ze na hladine

vyznamnosti a = 0,05 je variabilita dlzky suciastok vicsia ako udavana hodnota variability.

5.2 Jednovyberovy parametricky test o parametri exponencialneho

rozdelenia

Uvazujme ndhodny vyber V,,, ktory pochadza zo zakladného siiboru s exponencialnym rozde-

lenim s parametrom A, A > 0.
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1. Hypotézy:

Hy: X=Xy (X je znama konstanta),

Hy:XA# Ao (resp. A < Ag, resp. A > Ag).

2. Testovacie kritérium je

X =55~ x%(2n), (100)
kde T je vyberovy aritmeticky priemer a n je rozsah ndhodného vyberu.

3. Kritick4 oblast K, pre rozne alternativy je uvedena v nasledujucej tabulke:

Hy Hy K,
A=X | A# X\ (0; X%(Qn)) U <Xf7%(2n); oo)
A=X | A> X (x}_a(2n);00)
A=X | A< X (0; x2(2n)

Priklad 5.5 U 100 ndhodne vybranyjch cestujicich bola zistovand doba ich cakania na autobus

[v min.]. Vysledky si uvedené v tabulke:

priemernd doba cakania x; [v min.] || 0,5 | 2,5 | 4,5]6,5| 8,5
pocet ludi n,; 60 | 20 | 11 | 5 | 4

Predpokladame, Ze doba cakania md exponencidlne rozdelenie s parametrom \. Dopravca tvrdy,

Ze priemernd doba cakania na autobus je dvojminiutovd. Rozhodnime, ¢i hovori pravdu.

a) Na hladine vijznamnosti a=0,05 otestujme, ¢i priemernd doba cakania vybranych cestu-
Jucich sa vyznamne lisi od doby cakania danej dopravcom.

b) Na hladine vyznamnosti a=0,01 otestujme, ¢i priemernd doba cakania vybranych cestu-
Jucich je vicsia ako doba cakania dand dopravcom.

¢) Na hladine vijznamnosti «=0,01 otestujme, ¢i priemernd doba cakania vybranych cestu-

Jucich je mensia ako doba cakania dand dopravcom.

Riesenie: Na testovanie pouzijeme jednovyberovy parametricky test o parametri exponen-

cidlneho rozdelenia. Rozsah suboru je n = 100.
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a) Budeme testovat
HO A= 2,

H1 S 7é 2.
Nulova hypotéza hovori, ze priemerna doba cakania A sa vyznamne nelisi od doby ¢akania

danej dopravcom. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze priemerna doba cakania sa

vyznamne 1i5i od doby ¢akania danej dopravcom. Hodnotu testovacieho kritéria y? uréime

podl'a vztahu ({100
, 2007

2 )
kde vyberovy aritmeticky priemer vypocitame podla vztahu (72)

X

|
T=oo(0,5-604+2,5-20+4,5-1146,5-5+8,5-4) = 1,96.

Potom hodnota testovacieho kritéria je x? = 196. Kvantily y?-rozdelenia st X%7%(2n) =
X§.075(200) = 241,06 a x% (2n) = x§,025(200) = 162, 73 (Tabulka . Kritickd oblast je

Koos = (0;162,73) U (241,06; 00) = x* & Ko 0.

Hodnota testovacieho kritéria x? = 196 nepatri do kritickej oblasti Kj o5, preto nulovi hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0, 05 priemerna

doba ¢akania sa vyznamne nelisi od doby cakania danej dopravcom.

b) Budeme testovat

Hy: \A=2,

H:A> 2.
Nulova hypotéza hovori, ze priemerna doba ¢akania A sa vyznamne nelisi od pozadovanej
doby. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze priemernéd doba cakania je vacsia ako
doba ¢akania dana dopravcom. Hodnotu testovacieho kritéria y? vypoéitame rovnako ako
v pripade a) a teda x* = 196. Kvantil x*-rozdelenia je xi_,(2n) = x§99(200) = 249,45
(Tabulka [32)). Kriticka oblast je

KO,OI = (249,45, OO) = X2 ¢ KO,OI-

Hodnota testovacieho kritéria x? = 196 nepatri do kritickej oblasti K o1, preto nulovi hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, ze na hladine vyznamnosti o = 0,01 priemerna

doba ¢akania nie je vicsia ako doba ¢akania dané dopravcom.

c¢) Budeme testovat
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Hy: A=2,

Hi: <2
Nulova hypotéza hovori, Ze priemerna doba ¢akania A sa vyznamne nelisi od pozadovanej
doby. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze priemerna doba ¢akania je mensia ako doba
¢akania dana dopravcom. Hodnotu testovacieho kritéria y? vypocitame rovnako ako v pripade
a) a teda x* = 196. Kvantil x> rozdelenia je x2(2n) = x§,(200) = 156,43 (Tabulka [32).
Kriticka oblast je

Koo1 = (0;156,43) = x* ¢ Koo

Hodnota testovacieho kritéria x? = 196 nepatri do kritickej oblasti K1, preto nulovi hypo-
tézu nezamietame Hy. Mozeme predpokladat, ze na hladine vyznamnosti o = 0, 01 priemerna

doba ¢akania nie je menSia ako doba cakania dana dopravcom.

5.3 Dvojvyberové parametrické testy o parametroch normaéalneho

rozdelenia

Uvazujme dva nahodné vybery V,,, a V,,,. Nahodny vyber V,,, méa rozsah n, a pochadza zo z&-
kladného stiboru s norméalnym rozdelenim so strednou hodnotou p; a smerodajnou odchylkou
o1. Zapisujeme V,,, ~ N(uj, o). Nahodny vyber V,, ma rozsah n, a pochadza zo zaklad-
ného siboru s normalnym rozdelenim so strednou hodnotou ps a smerodajnou odchylkou os.
Zapisujeme V,,, ~ N(uz,03).

Pri testovani musime zohladnit, ¢ nahodné vybery pochadzaju zo zavislych alebo nezé-
vislych suborov. V pripade nezduvislych siuborov predpokladame, Zze vyber z jedného zaklad-
ného stiboru nezavisi od vyberu z druhého zakladného siboru. Naopak, pri zdvislych siboroch
predpokladéame, Ze vyber z jedného zékladného siiboru zavisi od vyberu z druhého zakladného
stuboru.

Ak nulovi hypotézu o zhode danych parametrov nezamietame, medzi testovanymi pa-
rametrami nie je Statisticky vyznamny rozdiel. VSeobecny postup vyberu testu strednych

hodnét pre dva vybery je zobrazeny na Obr. [23]
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Jeden vyber «——— Dva vybery [——————————Viac vyberov
nie Je splnena normalita ano
vyberu ?
(Testy dobrej zhody)
nie ano nie .. e el 2 éno
Su vybery zavislé ? Su vybery zavislé ?

Neparametricky test Neparametricky test nie Pozname rozptyly ? ano Parovy t-test
(napr. dvojvyberovy (napr. parovy

Wilcoxonov test) znamienkovy test)

nie 4no Dvojvyberovy Z-test

Su rozptyly rovnaké ?

(F-test)

Aspin-Welchov t-test Dvojvyberovy t-test

Obr. 23: Postup vyberu testu strednych hodnot pre dva vybery

5.3.1 Test zhody rozptylov dvoch nezavislych saborov (Fisherov F—test)

Predpokladame, Ze mame dva nezéavislé ndhodné vybery V,, a V,,, kde V,,, ~ N(u1,0}) a

Vi, ~ N(pa,03). Nahodny vyber V,,, ma rozsah n; a nahodny vyber V,,, ma rozsah n.

Hypotézy:

L2 2
H0.01—0-27

L2 2 2 _ 2 2 2
Hy :0{ # 05 (resp. o] < 03, resp. o] > 03).

Testovacie kritérium je
2

S
F= é ~ F(ny —1,ny — 1), (101)

kde s?, s3 st vyberové rozptyly, pre ktoré plati

" 1 &
2= — E (v —71)° s5=—" E (22 — T2)°
1 ny — 1 1 ! ’ 2 Ny — 1 1 ! ’
1= 1=

kde 7, a Ty st vyberové aritmetické priemery danych ndhodnych vyberov.

Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedené v nasledujucej tabulke:

Hy H, K,
ot =05 o1 # 05 | (0;Fa(ni—1,mp — 1)) U (Fi_g(n1 — 1,ny — 1);00)
o? =03 | 01 > 03 (Fi_o(ny —1,n9 — 1);00)
02 =03 | 0% <03 (0; Fo(ng — 1,n9 — 1))
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5.3.2 Test zhody strednych hodnét dvoch nezavislych stiborov

Dvojvyberovy Z—test
2

Dvojvyberovy Z-test pouZzijeme, ak pozname rozptyly zakladnych siborov 0%, 3.
1. Hypotézy:

Ho : iy = pa,
Hy:pin # po (vesp. py < pig, Tesp. fi1 > fla).

2. Testovacie kritérium je
Ty — T2

2 2
‘7_1_|_‘7_2
ni no

kde 7 a Ty st vyberové aritmetické priemery danych ndhodnych vyberov.

Z = ~ N(0,1), (102)

3. Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedena v nasledujicej tabulke:

Hy H, K,
M1 = M2 | K1 7é H2 (—OO; —U1_%) U (ul_%; oo)
M1 = 2 | p1 > 2 (U1 _q;00)
p = g | pa < o (—00; —u1_q)

Priklad 5.6 Dvoma druhmi ochranného ndteru sme natreli 24 predmetov. Prugm ndterom
sme natreli 10 predmetov a druhym 14 predmetov. Po istej dobe sa na kazZdom predmete zistil
stupen opotrebovania. Zistili sme, Ze priemerny stupen opotrebovania prvého druhu ndteru
bol 62, pricom o? bolo 16 a priemerny stupeni opotrebovania druhého druhu ndteru bol 60,
pricom o3 bolo 15. Predpokladdme normdlne rozdelenie oboch zdkladngjch suborov, z ktorijch

boli realizované ndhodné vibery.

a) Overme predpoklad o rovnakej icinnosti obidvoch druhov ochrannijch ndterov na hladine

vyznamnostt a=0,05.

b) Overme predpoklad o vyssej icinnosti (nizZsi stupen opotrebovania) prvého druhu ochran-

ného ndteru na hladine vijznamnostt a=0,01.

c) Overme predpoklad o nizZsej icinnosti (vyssi stupen opotrebovania) prvého druhu ochran-

ného ndteru na hladine vyznamnosti a=0,1.
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Riesenie: Testujeme zhodu strednych hodnét dvoch nezévislych suborov. Na testovanie po-
uzijeme dvojvyberovy Z-test (pozname rozptyly zédkladnych siborov). Rozsah prvého nahod-

ného vyberu je ny; = 10 a rozsah druhého nahodného vyberu je n, = 14.

a) Budeme testovat
Ho @ pn = po,

Hy o pn # po.

Nulova hypotéza hovori, ze obidva ochranné natery maju rovnaki u¢innost. Proti alternativ-
nej hypotéze, ktora hovori, ze ochranné natery nemaju rovnaka tc¢innost. Zo zadania tlohy
vyplyva, Ze vyberové aritmetické priemery st 7; = 62, ¥, = 60 a vyberové rozptyly zakladnych
stborov st 7 = 16, 03 = 15. Hodnota testovacieho kritéria Z je podla vztahu

7= 9220 ) 9937

16 , 15
Viotu
Kvantil normovaného normalneho rozdelenia je Uj—s = uggrs = 1,96 (Tabulka . Kriticka
oblast je

K0’05 = (—OO, —1,96) U (1,96, OO) =7 ¢ K0705.

Hodnota testovacieho kritéria Z = 1,2237 nepatri do kritickej oblasti K o5, preto nulova
hypotézu H, nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0,05

ochranné natery maju rovnaku uc¢innost.

b) Budeme testovat

Hy @ pn = po,

Hy:py < po.
Nulova hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery majua rovnaki t¢innost. Proti alternativnej
hypotéze, ktora hovori, zZe prvy druh ochranného nateru ma nizsi stupen opotrebovania, teda
vys8iu ucinnost. Hodnotu testovacieho kritéria Z vypocitame rovnako ako v pripade a) a

teda Z = 1,2237. Kvantil normované¢ho normélneho rozdelenia je ui_, = ugg9 = 2,3264

(Tabulka [28)). Kriticka oblast je
K0701 = (—OO7 —2,3264> = Z ¢ KO,Ol-

Hodnota testovacieho kritéria Z = 1,2237 nepatri do kritickej oblasti K1, preto nulova
hypotézu H, nezamietame. Mo6zeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,01

ochranny néter prvého druhu nema vyssiu ac¢innost ako nater druhého druhu.
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c) Budeme testovat

Hy : pi = po,

Hy:py > po.
Nulové hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maju rovnakia u¢innost. Proti alternativne;j
hypotéze, ktora hovori, Ze prvy druh ochranného nateru ma vyssi stupen opotrebovania, teda
nizsiu ucinnost. Hodnotu testovacieho kritéria Z vypocitame rovnako ako v pripade a) a
teda Z = 1,2237. Kvantil normovaného normalneho rozdelenia je u;_, = up9 = 1,2816
(Tabulka [28)). Kriticka oblast je

KO,l = (]_, 2816; OO) = Z ¢ KO,I'
Hodnota testovacieho kritéria Z = 1, 2237 nepatri do kritickej oblasti Ky ;, preto nulova hy-

potézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0, 1 ochranny

nater prvého druhu nemé nizsiu uc¢innost ako nater druhého druhu.

Dvojvyberovy t—test

Dvojvyberovy t-test pouZijeme, ak nepozname rozptyly zakladnych stiborov 0%, o3, ale
2 2

mozeme predpokladat, ze o7 = 03.
1. Hypotézy:
Hy @ pn = po,
Hy g # pa (vesp. pn < pig, 1€8p. pig > fig).

2. Testovacie kritérium je

Ty — T -2
‘o T1— X2 . ning(ny + no ) ~ t(ny + 12 — 2), (103)
V(ng —1)s? + (ng — 1)s3 ny + np

kde s, s2 st vyberové rozptyly, pre ktoré plati

n2

1 - 1
2 _ § : ) 2 2 _ § : ) 2
81 711 1 (‘/L‘ll xl) ? 82 n2 1 (xQZ ‘7“2) ’

i=1 =1

kde 71 a o st vyberové aritmetické priemery danych ndhodnych vyberov.

3. Kritickd oblast K, pre rozne alternativy je uvedené v nasledujucej tabulke:

H, H, K,
1 = o | p1 F# po (—oo; —tl_%(nl + ng — 2)) U (tl_%(nl + ny — 2); oo)
f1 = Mo | p1 > fio (ti—a(ng +ng — 2);00)
p1 = pa | pa < fio (—00; —t1_a(n1 +ng —2))
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Aspin-Welchov test

Aspin-Welchov test pouZijeme, ak nepoznidme rozptyly zakladnych siborov o2, o3, ale

mozeme predpokladat, ze o? # o2.

1. Hypotézy:

Hy : py = pia,
Hy:pn # pa (vesp. pn < plg, 1€8p. fig > fi2).

2. Testovacie kritérium je

t= Lx: ~ t(m), (104)
s
pricom
2, 3)?
(s
m = (S%)Q )2 (105)
n1 ng
ni—1 + no—1

kde s2, s3 st vyberové rozptyly, pre ktoré plati

2 RS 2 2 RS 2
51:n1_12($1i—f1) ; 32:712_1;@%—52) ;

i=1

kde T; a Ty st vyberové aritmetické priemery danych ndhodnych vyberov.

3. Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedena v nasledujucej tabulke:

Hy H, K,
p1 = o | p1 F o (—OO; _tlf%(m)) U (tlf%(m); OO)
p1 = flo | 1 > 2 (t1—a(m); o0)
py = pro | pr < o (—00; —t1_a(m))

Priklad 5.7 Dvoma druhmi ochranného ndteru sme natreli 24 predmetov. Prugm ndterom
sme natreli 10 predmetov a druhym 14 predmetov. Po istej dobe sa na kazZdom predmete zistil
stupen opotrebovania. Zistili sme, Ze priemerny stupen opotrebovania prvého druhu ndteru
bol 62, pricom s? bolo 16 a priemerny stuperi opotrebovania druhého druhu ndteru bol 60,
pricom s5 bolo 15. Predpokladdme normdine rozdelenie oboch zdkladnijch suborov, z ktorijch

boli realizované ndhodné vibery.

a) Overme predpoklad o rovnakej icinnosti obidvoch druhov ochranniych ndterov na hladine

vyznamnostt a=0,05.
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b) Overme predpoklad o vyssej icinnosti (niZsi stupen opotrebovania) prvého druhu ochran-

ného ndteru na hladine vijznamnostt a=0,01.

c) Overme predpoklad o nizZsej icinnosti (vyssi stupen opotrebovania) prvého druhu ochran-

ného ndateru na hladine vijznamnosti a=0,1.

Riesenie: Testujeme zhodu strednych hodnot dvoch nezévislych stuborov, pricom nepozname
rozptyly zékladnych stiborov. Rozsah prvého nahodného vyberu je n; = 10 a rozsah druhého
nédhodného vyberu je no = 14. Najprv musime overit, ¢i moézeme predpokladat, ze rozptyly
oboch suborov st rovnaké alebo rozne. Podla toho budeme potom rozhodovat, ktory z testov
(dvojvyberovy t—test alebo Aspin-Welchov test) pouZijeme na otestovanie zhody strednych

hodnot dvoch nezavislych stborov.

a) Na overenie, ¢i rozptyly oboch stiborov st rovnaké alebo rozne, pouZijeme test zhody rozp-

tylov dvoch nezavislych suborov (Fisherov F—test). Budeme testovat

L2 2
Hy:o0] =03,

H, : 0} # 03,
Nulova hypotéza hovori, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Proti alternativnej hy-
potéze, ktoré hovori, Ze nie je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Hodnota testovacieho
kritéria F je podla vztahu ([101))

16
F=—=1 .
5 , 067

Kvantily Fisherovho F-rozdelenia sa Fl_%(nl —1,ny—1) = Fyo75(9,13) = 3,312 a
Fa (n1 —1,m9 — 1) = Fp25(9,13) = 0,2611 (Tabulka . Kriticka oblast je

K0,05 = (0, 0, 2611) U (3, 312; OO) = F ¢ K0,05.

Hodnota testovacieho kritéria F' = 1,067 nepatri do kritickej oblasti K 5, preto nulovii hy-
potézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,05 nie su
rozdiely medzi rozptylmi oboch suborov Statisticky vyznamné. Z toho vyplyva, Ze na testo-

vanie zhody strednych hodndt dvoch nezévislych stiborov pouzijeme dvojvyberovy t—test.

Budeme testovat
Hy: = po,

Hy @y # po.

Nulova hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maju rovnakt u¢innost. Proti alternativ-

nej hypotéze, ktora hovori, Ze ochranné natery nemaju rovnaku uc¢innost. Zo zadania tlohy
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vyplyva, Ze vyberové aritmetické priemery si 7; = 62, T, = 60 a vyberové rozptyly s s2 = 16,

s2 = 15. Hodnota testovacieho kritéria ¢ je podla vztahu ((103)

= 1,2306.

62 — 60 \/10.14~(10+14—2)
V(10 —1)-164 (14 —1)-15 10 + 14

Kvantil Studentovho t-rozdelenia je tl_%(nl + ng — 2) = toor5(22) = 2,0739 (Tabulka .
Kritickd oblast je

Ko,05 = (—00; —2,0739) U (2,0739; 00) = t ¢ K 5.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 1, 2306 nepatri do kritickej oblasti K g5, preto nulovi hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0,05 ochranné

natery maja rovnaki u¢innost.

b) Na overenie, ¢i rozptyly oboch stborov s rovnaké alebo rozne, pouzijeme test zhody rozp-

tylov dvoch nezavislych suborov (Fisherov F—test). Budeme testovat

Hy: 0% =03,

H, : 0} # 05.
Nulova hypotéza hovori, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Proti alternativnej hy-
potéze, ktoré hovori, Ze nie je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Hodnotu testovacieho
kritéria F' vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda F' = 1,067. Kvantily Fisherovho
F-rozdelenia st Fi_a(n; — 1,ng — 1) = Foe5(9,13) = 4,9351 a Fa(ng — Liny — 1) =
Fo005(9,13) = 0,1625 (Tabulka [42)). Kriticka oblast je

Koo = (0;0,1625) U (4,9351;00) = F ¢ Ko 1.

Hodnota testovacieho kritéria F' = 1,067 nepatri do kritickej oblasti K 1, preto nulovi hy-
potézu Hy nezamietame. MdZzeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,01 nie st
rozdiely medzi rozptylmi oboch suborov statisticky vyznamné. Z toho vyplyva, Ze na testo-

vanie zhody strednych hodnoét dvoch nezévislych siborov pouzijeme dvojvyberovy t—test.

Budeme testovat

Ho : iy = pia,

Hy oy < po.
Nulova hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maju rovnakia u¢innost. Proti alternativnej
hypotéze, ktora hovori, Ze prvy druh ochranného nateru mé nizsi stupenn opotrebovania, teda

vysSiu uc¢innost. Hodnotu testovacieho kritéria ¢ vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda
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t = 1,2306. Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t1_,(n1 + n2 — 2) = tp999(22) = 2,5083
(Tabulka [29). Kriticka oblast je

K07()1 = (—OO, —2, 5083) =1 ¢ K0701.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 1, 2306 nepatri do kritickej oblasti K o1, preto nulovii hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Zze na hladine vyznamnosti a = 0,01 ochranny

nater prvého druhu neméa vyssiu uc¢innost ako ochranny nater druhého druhu.

c¢) Na overenie, & rozptyly oboch suborov su rovnaké alebo rozne, pouzijeme test zhody rozp-

tylov dvoch nezavislych suborov (Fisherov F—test). Budeme testovat

Hy - af = Ug,

H, :0? # 03
Nulovéa hypotéza hovori, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Proti alternativnej hy-
potéze, ktora hovori, Ze nie je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Hodnotu testovacieho
kritéria F' vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda F' = 1,067. Kvantily Fisherovho F-
rozdelenia st F1_q (n1—1,me—1) = F95(9,13) =2,7144 a Fa (n1—1,mg—1) = Fy05(9,13) =

0, 3281 (Tabulka [34). Kriticka oblast je
Ko = (0;0,3281) U (2, 7144; 00) = F ¢ K.

Hodnota testovacieho kritéria F' = 1,067 nepatri do kritickej oblasti Ky, preto nulovi hy-
potézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti @ = 0,1 nie sa
rozdiely medzi rozptylmi oboch suborov Statisticky vyznamné. Z toho vyplyva, Ze na testo-

vanie zhody strednych hodndt dvoch nezévislych stiborov pouzijeme dvojvyberovy t—test.

Budeme testovat

Hy @ py = po,

Hy:pg > po.
Nulové hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maju rovnakia u¢innost. Proti alternativne;j
hypotéze, ktora hovori, ze prvy druh ochranného nateru ma vyssi stupen opotrebovania, teda
nizsiu t¢innost. Hodnotu testovacieho kritéria ¢ vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda
t = 1,2306. Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t;_o(n1 + ne — 2) = t9(22) = 1,3212
(Tabulka [29). Kriticka oblast je

K()J = (1, 3212; OO) =1 ¢ KO,I-

Hodnota testovacieho kritéria ¢t = 1, 2306 nepatri do kritickej oblasti Ky, preto nulovt hypo-

tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, ze na hladine vyznamnosti a = 0,1 ochranny
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nater prvého druhu nemé nizsiu i¢innost ako ochranny nater druhého druhu.

Priklad 5.8 Dvoma druhmi ochranného ndteru sme natreli 24 predmetov. Pruym ndterom
sme natrelt 10 predmetov a druhym 14 predmetov. Po istej dobe sa na kaZdom predmete zistil
stupen, opotrebovania. Zistili sme, Ze priemerny stupern, opotrebovania prvého druhu ndteru
bol 62, pricom s? bolo 4 a priemerny stuperi opotrebovania druhého druhu ndteru bol 60,
pricom s3 bolo 16. Predpokladdme normdlne rozdelenie oboch zdkladnijch siborov, z ktorijch

boli realizované ndahodné vybery.

a) Overme predpoklad o rovnakej ucinnosti obidvoch druhov ochrannijch ndterov na hladine

vyznammnostt a=0,05.

b) Overme predpoklad o vysSej ucinnosti (niZsi stuperi opotrebovania) prvého druhu ochran-

ného ndteru na hladine vyznamnosti a=0,1.

c) Overme predpoklad o nizZsej icinnosti (vyssi stuperi opotrebovania) prvého druhu ochran-

ného ndteru na hladine vijznamnostt a=0,05.

Riesenie: Testujeme zhodu strednych hodnot dvoch nezévislych stiborov, pricom nepozname
rozptyly zakladnych stuborov. Rozsah prvého nahodného vyberu je n; = 10 a rozsah druhého
nahodného vyberu je ny = 14. Rovnako ako v predchédzajucom priklade, musime overit, ¢i

mozeme predpokladat, Ze rozptyly oboch siborov st rovnaké alebo rézne.

a) Na overenie, ¢i rozptyly oboch stiborov st rovnaké alebo rozne, pouzijeme test zhody rozp-

tylov dvoch nezavislych suborov (Fisherov F—test). Budeme testovat

Hy: 0% = o3,
H, : 0% # 03
Nulova hypotéza hovori, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Proti alternativnej hy-

potéze, ktora hovori, Ze nie je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Hodnotu testovacieho

kritéria F' ur¢ime podla vztahu (101))

4
F=—=0,25.
16 ’

Kvantily Fisherovho F-rozdelenia su Fl_%(nl —1,m9 — 1) = Foo75(9,13) = 3,312 a Fa (ng —
1,ny — 1) = Fyp25(9,13) = 0,2611 (Tabulka [38). Kritickd oblast je

K0705 = (O, 0, 2611) U (3, 312, OO) = Fe K0,05'
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Hodnota testovacieho kritéria F' = 0, 25 patri do kritickej oblasti K o5, preto nulovt hypotézu
Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mo6zeme predpokladat, Ze na hladine
vyznamnosti o = 0,05 st rozdiely medzi rozptylmi oboch stborov Statisticky vyznamné. Z
toho vyplyva, Ze na testovanie zhody strednych hodnét dvoch nezavislych siborov pouzijeme

Aspin-Welchov test.

Budeme testovat

Hy : pin = pia,

Hy sy # po.
Nulovéa hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maja rovnaki uéinnost. Proti alternativ-
nej hypotéze, ktora hovori, Ze ochranné natery nemaju rovnaku uc¢innost. Zo zadania tlohy
vyplyva, Ze vyberové aritmetické priemery st T; = 62, Ty = 60 a vyberové rozptyly st s? = 4,
s3 = 16. Hodnotu testovacieho kritéria ¢ ur¢ime podla vztahu (104)

p= 92250 1 60,
4 16
0T 1
Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t1_a(m) = to975(20) = 2,0851 (Tabulka [29), kde m
vypocitame podla vztahu (105))

(5 +19)°
m = —1—1— — 20,1305 ~ 20.
(T) (z)

Kriticka oblast je
K5 = (—00; —2,0851) U (2,0851;00) = t ¢ K 5.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 1, 6102 nepatri do kritickej oblasti K g5, preto nulovii hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0,05 ochranné

natery maja rovnakid tc¢innost.

b) Na overenie, ¢ rozptyly oboch stiborov st rovnaké alebo rozne, pouzijeme test zhody rozp-

tylov dvoch nezavislych suborov (Fisherov F—test). Budeme testovat

Hy: 0? = 02,
H, :0? # 03
Nulova hypotéza hovori, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Proti alternativnej hypo-

téze, ktora hovori, Ze nie je splneny predpoklad rovnosti rozptylov. Hodnotu testovacieho krité-

ria F' vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda F' = 0, 25. Kvantily Fisherovho F-rozdelenia
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SQFya(ny —1,my — 1) = Fyes(9,13) = 2,7144 a Fa (n — 1,ny — 1) = Fy5(9, 13) = 0,3281
(Tabulka [34). Kriticka oblast je

Ko =1(0;0,3281) U (2,7144;00) = F € Ky ;.

Hodnota testovacieho kritéria /' = 0,25 patri do kritickej oblasti K ;, preto nulovi hypotézu
H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mozeme predpokladat, ze na hladine
vyznamnosti a = 0,1 si rozdiely medzi rozptylmi oboch stuborov Statisticky vyznamné. Z
toho vyplyva, Ze na testovanie zhody strednych hodnot dvoch nezavislych stuborov pouzijeme
Aspin-Welchov test.

Budeme testovat

Hy : piy = pia,

Hy oy < po.
Nulova hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maju rovnakia u¢innost. Proti alternativne;j
hypotéze, ktora hovori, Ze prvy druh ochranného nateru ma nizsi stupen opotrebovania, teda
vyssiu ucinnost. Hodnotu testovacieho kritéria t vypoéitame rovnako ako v pripade a) a teda
t = 1,6102. Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t1_o(m) = to9(20) = 1,3251 (Tabulka [29),

kde m vypocitame rovnako ako v pripade a). Kriticka oblast je
K(),l = (—OO, —173251) =1 ¢ K071.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 1, 6102 nepatri do kritickej oblasti K ;, preto nulovti hypo-
tézu Hy nezamietame. Mdzeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,1 ochranné

natery maja rovnaki u¢innost.

c¢) Z ulohy a) sme zistili, Zze na hladine vyznamnosti o« = 0,05 mozeme predpokladat, ze si
rozdiely medzi rozptyly oboch stiiborov statisticky vyznamné. Z toho vyplyva, Ze na testovanie

zhodu strednych hodnoét dvoch nezavislych stiborov pouzijeme Aspin-Welchov test.

Budeme testovat

Hy @ py = po,

Hy:opy > po.
Nulova hypotéza hovori, Ze obidva ochranné natery maju rovnakia u¢innost. Proti alternativnej
hypotéze, ktora hovori, Ze prvy druh ochranného nateru mé vyssi stupen opotrebovania, teda
nizsiu uc¢innost. Hodnotu testovacieho kritéria ¢ vypocitame rovnako ako v pripade a) a teda
t = 1,6102. Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t;_o(m) = to95(20) = 1,7242 (Tabulka [29),

kde m vypocéitame rovnako ako v pripade a). Kriticka oblast je

K0,05 = (1, 7242, OO) =1 ¢ K0705.
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Hodnota testovacieho kritéria ¢t = 1, 6102 nepatri do kritickej oblasti K g5, preto nulovii hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0, 05 ochranné

natery maja rovnakid tc¢innost.

5.3.3 Test zhody strednych hodnét dvoch zavislych stiborov

Ak obidva nahodné vybery V,,, a V,,, pochadzaji zo zavislych zakladnych suborov a maju
rovnaky rozsah (t.j. n;y = ny = n), moézeme pouzit pdrovy t—test (napr. ak meriame nejaky

subor, objekt dvakrat: pred nejakou udalostou a po nej).

1. Hypotézy:

Ho : py = po,
Hy iy # pa (vesp. py < pig, vesp. py > fla).

2. Testovacie kritérium je

t= i\/ﬁwt(n— 1), (106)

Sd

kde d je vyberovy aritmeticy priemer odchylok
d=2%"di =13 (a0 — ) (107)
- ' T n 1% 21

a s2 je vyberovy rozptyl odchylok

n

1 —
si=—=>_ (d-a)". (108)
=1

3. Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedené v nasledujicej tabulke:

H, H, K,
P = fo | f1 F o (—OO; —ti_a(n— 1)) U (7517%(” —1); OO)
= py | > i (t1—a(n —1);00)
M1 = 2 | p < p2 (—00; —ti—a(n — 1))

Pozndmka: Tieto vztahy sa pouzivaju v pripade malych rozsahov ndhodnych vyberov (po-
dobne ako to bolo v kapitole 7 t.j. ak n; < 30, ny < 30. V opac¢nom pripade Studentovo

t—rozdelenie aproximujeme normovanym normalnym rozdelenim.
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Priklad 5.9 Skumali sme 8 vzoriek chemickej ldtky. KaZdu vzorku sme analyzovali titracnou
a polarografickou metodou. Vijsledky si uvedené v tabulke. Predpokladdme normdlne rozdelenie
oboch zdkladnijch suborov, z ktorych boli realizované ndhodné vijbery. Overme rovnocennost

obidvoch metod na hladine vijznamnosti a=0,01.

vzorka | Polarograficka metdda | Titracnd metida
1 18,60 18,58
2 27,60 27,37
3 27,50 27,27
4 25,00 24,64
5 24,50 24,10
6 26,80 26,33
7 29,70 29,33
8 26,63 26,50

RieSenie: Obidva ndhodné vybery pochadzaji zo zavislych zakladnych suborov a maji rov-

naky rozsah n; = ny = n. MéZeme pouzit parovy t—test.

Budeme testovat
Hy @ py = po,

Hy:py # po.

Nulova hypotéza hovori, ze metdédy st rovnocenné. Proti alternativnej hypotéze, ktora hovori,

7e metody nie st rovnocenné. Zadant tabulku doplnime o stlpec odchylok (Tabulka @

Tabul'ka 6
vzorka (i) | Polarografickd metoda (xy;) | Titracna metoda (x;) | Odchylky (d; = x1; — x9;)
1 18,60 18,58 0,02
2 27,60 27,37 0,23
3 27,50 27,27 0,23
4 25,00 24,64 0,36
5 24, 50 24,10 0, 40
6 26, 80 26, 33 0,47
7 29,70 29. 33 0,37
8 26,63 26, 50 0,13
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Hodnotu testovacieho kritéria ¢ uré¢ime podla vztahu (106|)

Sd
kde vyberovy aritmeticky priemer odchylok d vypoéitame podla vztahu 1’
d= é(0,02+0,23+0,23+O,36+0,40+0,47+0,37—|—0,13) =0,2763
a vyberovy rozptyl odchylok s3 vypocitame podla vztahu
s2 = %[(0, 02 — 0,2763)% 4 (0,23 — 0, 2763)% + (0,23 — 0,2763)*+

+(0,36 — 0,2763)* + (0,40 — 0,2763)* + (0,47 — 0,2763)* + (0,37 — 0,2763)*+
+(0,13 — 0,2763)*] =0,0229 = s4 = y/s2 = 1/0,0229 = 0,1513.

Potom hodnota testovacieho kritéria je ¢ = 5,1684. Kvantil Studentovho t-rozdelenia
ti—g(n — 1) = tog95(7) = 3,4995 (Tabulka 29). Kriticka oblast je

KO,OI = (—OO7 —3, 4995) U (3, 4995, OO) =1€ KO,OI‘

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 5,1684 patri do kritickej oblasti K1, preto nulovu hy-
potézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. MoéZeme predpokladat, Ze na

hladine vyznamnosti o = 0,01 nie st pouzité metdédy rovnocenné.

5.4 Testy symetrie

Testy symetrie patria medzi neparametrické testy. Existuje niekol'ko takych testov, ale uve-
dieme znamienkovy test a Wilcoxonov dvojvyberovy test.

5.4.1 Znamienkovy test

Znamienkovy test (test medidnu) patri medzi najstarSie a najjednoduchsie neparametrické
testy, ktoré testuju symetriu rozdelenia Statistického znaku okolo konstanty x, ako medianu.
Uvazujme nahodny vyber V,, so spojitym rozdelenim s nezndmym medidnom z. Rozsah

vyberu je n.

1. Hypotézy:

H[)I%ZIEU,

Hlif#l'g.
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2. Testovacie kritérium je

1
T =min{Z", 7"} ~ Bi (no, 5) : (109)

kde Z* je pocet hodnot d; = x; — xy s kladnym znamienkom a Z~ je pocet hodnot

d; = x; — x( so zapornym znamienkom, ng je pocet nenulovych rozdielov d; = x; — xy.
3. Kritickd oblast K, je
Ko = (—00iki(a;ng)) U (ka(a; ng); 00),
kde k1 (a; ng), k2(a; ng) st kritické hodnoty znamienkového testu tabelované pre ng < 100
pre a = 0,05 a a = 0,01 (Tabulka [45]).

Pozndmka: KedZe binomické rozdelenie Bi (no, %) je symetrické, plati ks = ng — ky.

V pripade velkého rozsahu ndhodného vyberu (staci n = 20), mozeme pouZit nasledujitci
test:

1. Hypotézy:
HO 1T = Zo,

Hlif%$o.

2. Testovacie kritérium je
. 2T — Un

Vo

kde T'=min{Z",Z~}, Z" je pocet hodnot d; = x; — ¢ s kladnym znamienkom a Z~

7 ~ N(0,1), (110)

je pocet hodnot d; = x; — x(y so zapornym znamienkom, ng je pocet nenulovych hodnot

di = T; — Xp.

3. Kritickd oblast K, je

Pozndmka: Znamienkovy test sa casto pouziva aj ako pdrovy znamienkovy test, ktory je
podobny parametrickému parovému t—testu. V tomto pripade rozdiely d; vypocitame ako
rozdiely kazdého paru pozorovani, t.j. d; = x; — y; pre i = 1,2,...,n, kde x; st hodnoty z
prvého ndhodného vyberu a y; st hodnoty z druhého ndhodného vyberu. Dalej postupujeme

rovnako ako pri znamienkovom teste pre jeden vyber.
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Priklad 5.10 Zo skupiny vyrobkov sme na kontrolu hmotnosti [v g] vybrali 12 kusov: 21,3;
18,5; 19,7; 26,5; 16,7; 23,1; 19,3; 17,5; 19,1; 24,3; 15,9; 20,8. Na hladine vgznamnosti a=0,05

otestugme, c¢i priemernd hmotnost viyrobku je 19 gramov.

RiesSenie: Pretoze nepozname rozdelenie zakladného suboru, pouzijeme znamienkovy test.

Budeme testovat
H() 1T = 19,

Hllg# 19.

V Tabulke [7] st uvedené namerané hodnoty a rozdiely d; = x; — 19.

Tabul'ka 7
T 21,3 | 18,5 | 19,7 | 26,5 | 16,7 | 23,1 | 19,3 | 17,5 | 19,1 | 24,3 | 15,9 | 20,8
d; 2,3 |1-0,5| 0,7 |75 |-23] 41|03 |-1,5|01/|53]|-31] 18
znamienko |+ - + + - + + - + + - +
Pocet rozdielov Z* s kladnym znamienkom je 8, pocet rozdielov Z~ so zdpornym znamien-
kom je 4. Potom hodnotu testovacieho kritéria T ur¢ime podla vztahu (109) 7' = min{Z*, Z~} = 4.

KedZe poc¢et nenulovych hodnét je ng = 12 a a = 0,05, potom ky(c;ng) = k1(0,05;12) = 2
(Tabulka [45) a ka(c;ng) = k2(0,05; 12) = 10. Kriticka oblast je

Ko o5 = (—00;2) U (10;00) = T ¢ Ko 5.

Hodnota testovacieho kritéria 7' = 4 nepatri do kritickej oblasti Ky g5, preto nulovi hypo-
tézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0,05 median

hmotnosti vyrobkov je 19 gramov.

5.4.2 Wilcoxonov dvojvyberovy test

Wilcozonov dvojuyberovy test (test vyberovych poradi, Mann-Whitneyov U-test) predstavuje
neparametrickt analégiu dvojvyberového t—testu pre nezavislé vybery. Pouziva sa namiesto
uvedeného testu vtedy, ak nejde o vybery z normélneho rozdelenia.

Uvazujme dva nezavislé ndhodné vybery V,,, a V,,. Nahodny vyber V,,, pochidza zo z&-
kladného stuboru s distribu¢nou funkciou F(x) s medidnom z; a ndhodny vyber V,,, pochadza
zo zékladného suboru s distribu¢nou funkciou G(z) s medidnom z,. Vybery zvolime tak, aby
bola splnena podmienka n; < ne.

Najprv vSetkych ni + ny hodnét ndhodnych vyberov usporiadame do neklesajtcej postup-

nosti, ktora bude tvorit tzv. zdruZeny variacny rad. Potom jednotlivym hodnotam v zdruzenom
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varia¢nom rade priradime poradové ¢isla, t.j. hodnoty oc¢islujeme od najmensej po najvac-
Siu prirodzenymi ¢islami, pricom rovnako velkym hodnotdm priradime rovnaké priemerné
poradie (aritmeticky priemer ich poradia).

V pripade ndhodného vyberu s malym rozsahom, mézeme pouzit nasledujuci test:

1. Hypotézy:

resp.

2. Testovacie kritérium je
U= mlH{Ul, UQ}, (111)

kde

1(711 + 1)

n ng +1
Uy =ning + —2( 2 )

5 -1, U2=n1n2+n 5

pricom 7} je stcet poradi hodnot z vyberu V,,, a T je sucet poradi hodnot z vyberu

— Ty, (112)

Vy,- Na overenie mozeme pouzit vztahy

1
U1 +U2 =nNinNgy a T1—|—T2 = 5(711—}-712)(711 —i—n2—|— 1)

3. Kritickd oblast K, je
Ka = <_007 Ua(n17n2>> ’

kde U,(n1,n2) je tabulkova kritickd hodnota Wilcoxonovho dvojvyberového testu (Ta-

bul'ka [46)).
V pripade ndhodného vyberu s velkym rozsahom, méZzeme pouzit nasledujuci test:

1. Hypotézy:

resp.
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2. Testovacie kritérium je

Ul _ ning
Uy = 2 ~ N(0,1), (113)
ninz(n1+na+1)
12

kde
ni(ny + 1)

2

pricom 7} je stucet poradi hodndt z vyberu V,,.

U1 =ning + —Tl, (114)

3. Kriticka oblast K, je

Priklad 5.11 Farmaceutickd spolocnost porovndva neZiadice vedlajsie icinky dvoch vyrdba-
nyjch liekov. Sleduje sa [v %] pocet pacientov, u ktorgch boli tieto ucinky zaznamenané. Ziskané
hodnoty si v tabulke. Dvojugberoviym Wilcozonovgm testom otestujme na hladine vijznamnosti

a=0,05, ¢ maji obidva lieky percentudlne rovnaké neziadice ucinky.

Liek A || 81| 33| 29| 35
Liek B || 25| 34 | 28| 24 | 33| 40

RieSenie: Budeme testovat

Hy: 7y = 2y,

Hy: % # 7s.
Nulova hypotéza hovori, ze percentudlne mnozstvo pacientov, u ktorych sa objavili neziadice
ucinky je rovnaké u oboch liekov. Proti obojstrannej alternativnej hypotéze, ktoré hovori, Ze
percentualne mnozstvo pacientov, u ktorych sa objavili neziadice uc¢inky je rézne u oboch
liekov.

Rozsah prvého siboru je n; = 4 a druhého ny = 6. VSetky hodnoty, bez ohl'adu na to, do

ktorej skupiny patria, usporiadame do neklesajiicej postupnosti a kazdej hodnote priradime

poradie. Ak mame rovnaké hodnoty, priradime im rovnaké priemerné poradie (Tabulka .

Tabulka 8

Hodnoty || 24 | 25|28 |29 |31 | 33 | 33 | 34 | 35| 40
Liek BB/ B|/AJA|A | B | B|A|B
Poradie 11213145 |65]6,5]81]9 |10
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Vypocitame sucty poradi 77, T» a hodnoty Uy, Us uréime podla vztahov (112)).

7' =44+546,54+9 = 24,5,

To=1+2+3+6,5+8+10 = 30,5,

4(4+1)

U =4-6+ —24,5=9,5,

6(6+1)

Uy=4-6+ — 30,5 =14, 5.

Hodnotu testovacieho kritéria U uré¢ime podla vztahu (111))
U =min{9,5;14,5} =9, 5.

Kritickd hodnota Wicoxonovho dvojvyberového testu je Uy (n1, n2) = U 5(4, 6) = 2 (Tabulka [46).
Kriticka oblast je
K0’05 = (—OO, 2) = U ¢ K0705.

Hodnota testovacieho kritéria U = 9,5 nepatri do kritickej oblasti Kj 5, preto na hladine
vyznamnosti o = 0,05 nulova hypotézu Hy nezamietame. Mdzeme predpokladat, ze percen-

tualne mnozstvo pacientov, u ktorych sa objavili neziaduce ac¢inky je rovnaké u oboch liekov.

5.5 Testy dobrej zhody

Vo vicsine testov, ktoré sme doteraz spominali, sme predpokladali, ze zakladny stbor sa
riadi ur¢itym rozdelenim. V praxi takéto tvrdenie musime overit. K tomu sliuzia tzv. testy
dobrej zhody. Existuje vela takych testov, my uvedieme najcastejSie pouzivané: Pearsonov test
dobrej zhody, Kolmogorovov—Smirnovov test, Andersonov—Darlingov test a Shapiro—Wilkov
test normality.

Uvazujme ndhodny vyber V,,, ktory pochadza zo zédkladného stiboru s rozdelenim pravde-
podobnosti s neznamou distribu¢nou funkciou F'(z). Dana je tiez znama distribu¢na funkcia

G(x) teoretického rozdelenia pravdepodobnosti.

5.5.1 Pearsonov test dobrej zhody

Pearsonov test dobrej zhody (x*-test dobrej zhody) je jeden z najstarsich Statistickych testov
(pochadza z roku 1900). Je to univerzalny test, ktory sa moze pouzit pre rozdelenia diskrétnych
aj spojitych ndhodnych premennych. Pritom predpokladame, Ze hodnoty ndhodného vyberu

st roztriedené do k tried (intervalov).
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1. Hypotézy:

2. Testovacie kritérium je

XQ:waxz(k—r—l), (115)

n .
j=1 Pj

kde n; je poCet hodnot sledovaného nahodného vyberu v j-tej triede (intervale), p; je
pravdepodobnostna miera j-tej triedy (intervalu) urcena distribu¢nou funkciou G, np,
je teoretickd pocetnost v j-tej triede (intervale), r je pocet odhadovanych parametrov

pri urcovani G, k je poCet tried a n je rozsah ndhodného vyberu (aspon n = 30).

3. Kritickd oblast K, je
Ka = (Xffa(k -—Tr—= 1)700) .

Pri praktickom pouzivani testu sa pozaduje splnenie tzv. Cochranovho pravidla, t.j. np; 2 5
pre j = 1,2,..., k. V pripade, Ze tdto podmienka nie je splnend, t.j. np; < 5, zlucime
susedné triedy tak, aby podmienka bola dodato¢ne splnena. Jej prisne dodrziavanie je vsak
potrebné len pri malom pocte stupiiov volnosti testovacieho kritéria y2. Pri vi¢Som pocte
stupiiov volnosti testovacieho kritéria k —r —1 = 3 sta¢i pozadovat podmienku np; = 4 a pri

k —r —1 2 6 sta¢i pozadovat podmienku np; =2 1 pre j =1,2,...,k.

Priklad 5.12 Na hladine vijznamnosti «=0,05 zistime, ¢i ndhodnd premennd dand tabulkou
pochddza zo zdkladného siboru s exponencidlnym rozdelenim. PouZime pritom Pearsonov test

dobrej zhody.

i | (G1) | (1:2) | (2:3) | (34) | (4:9)
n; | 60 | 20 | 11 | 5 }

Riesenie: Rozsah suboru je n = 100. Hodnoty nahodného vyberu st rozdelené do & = 5
tried (intervalov). Po¢et odhadovanych parametrov pri uré¢ovani G(x) je r = 1 (exponencialne
rozdelenie mé jeden parameter \). Na odhad parametra A pouzijeme vyberovy aritmeticky
priemer T, ktory vypocitame podla vztahu , kde z; st hodnoty triedneho znaku vypocitané
podla vztahu a uvedené v Tabulke [
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Tabulka 9

I | (0;1) | (1;2) | (253) | (3:4) | (45)
|l 0,5 | 1,5 | 25 | 3,5 | 4,5
n; |60 20 11 5 4

Potom pre parameter A\ plati

1
ART=5(0.5-60+1,5-2042,5-11+3,5-5+4,5-4) = 1,23

Budeme testovat
Hy: F(z) = G(z), kde G(z) ~ Ex()),

Testujeme, ¢ sa distribu¢na funkcia F'(x) rozdelenia, z ktorého pochadza nahodny vyber,

rovna distribu¢nej funkcii G(x) exponencidlneho rozdelenia. Hodnotu testovacieho kritéria y?
ur¢ime podla vztahu (115)) a k vypoétu jeho hodnoty pouZijeme Tabulku

Tabulka 10

ti | Gt;) | GWira) | py npj | n
0] o 0,555 ]0,5565 ] 55,65 | 60
1 10,5565 | 0,8033 | 0,2468 | 24,68 | 20
2 10,8033 | 0,9128 | 0,1095 | 10,95 | 11
3 10,9128 | 0,9613 | 0,0485 | 4,85
4

(0. @)

0,9613 1 0,0387 | 3,87 | 4
1 — — — —

| O =W N~

V 2. stlpci Tabulky st hranice t; triednych intervalov, pricom doln& hranica prvého
intervalu, t.j. 0, zostane v tomto pripade nezmenena a hornd hranicu posledného intervalu
nahradime oo (vid definiény obor distribu¢nej funkcie exponencialneho rozdelenia).

V 3. stlpci Tabulky [10[ st hodnoty distribu¢nej funkcie exponencialneho rozdelenia G (t;),

ktoré vypocitame podla vztahu pre distribu¢ni funkciu exponenciélneho rozdelenia

t

£ _b
G(tj))=1—e 3 =1—¢ 15,

V 5. stlpci Tabulky (10| st teoretické pravdepodobnosti pj, ktoré vypocitame na zaklade
rozdielu hodnoét distribuénej funkcie, t. j. p; = G(t;41)—G(t;), kde hodnoty G(t;41) st uvedené
v 4. stlpci Tabulky [10]
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Pri pouzivani testu sa pozaduje splnenie Cochranovho pravidla. V nasom pripade je pocet
tried k = 5 a pocet odhadovanych parametrov r = 1, teda k —r—1=5-1—-1=3 = 3.
Stac¢i pozadovat podmienku np; = 4.

V 6. stlpci v piatom riadku Tabulky [10{ podmienka nie je splnené. Zla¢ime $tvrty a piaty
riadok v 6. stlpci Tabulky ¢im dostaneme poéet tried & = 4 (Tabulka [11)). Pocet odha-
dovanych parametrov r = 1, teda k —r —1 =4 — 1 — 1 = 2. Teraz musi platit np; = 5, ¢o
mame splnené ako vidime v Tabulke

Tabulka 11
gLt GW) | b | npy |y (ol
110 0 0,5565 | 55,65 | 60 0, 3400
21 1 10,5565 | 0,2468 | 24,68 | 20 0,8875
31 2 10,8033 |0,1095 | 10,95 | 11 0, 0002
41 3 |0,9128 | 0,0485

8,72 9 0,0090
51 4 10,9613 | 0,0387

2
6|loo| 1 _ - |- (= np;)” _ 1,2367
=1 P

Hodnota testovacieho kritéria je x* = 1,2367 a kvantil y?-rozdelenia je x?_ (k —r —1) =
X6.05(2) = 5,99 (Tabulka . Kriticka oblast je

Ko s = (5,99; 00) = X2 ¢ Ko 5.

Hodnota testovacieho kritéria x? = 1, 2367 nepatri do kritickej oblasti Ky g5, preto nulovi hy-
potézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti o = 0, 05 ndhodny

vyber pochédza z exponencidlneho rozdelenia, pricom ale nepozname jeho parameter \.

5.5.2 Kolmogorovov—Smirnovov test

Kolmogorovov-Smirnovov test je neparametricky test, ktory sa pouziva pri testovani rozdeleni
nahodnych premennych spojitého typu. NavySe rozdelenie musi byt dané jednoznacne, t.j. bez
nezndmych parametrov. Na rozdiel od Pearsonovho testu dobrej zhody, test sa moze pouzit

aj pre nahodny vyber malého rozsahu (teda nepoéita s triedenim do intervalov).

1. Hypotézy:
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2. Testovacie kritérium je
D =sup |F,(x) — G(z)], (116)

TER
pricom G(z) je uvazovana teoretickd distribu¢na funkcia spojitého rozdelenia, F,(z) je

empiricka distribu¢né funkcia ndhodného vyberu, pre ktoru plati
Fu() == 3 m, (1)

kde n; pocetnost hodnoty z; v ndhodnom vybere a n je rozsah nahodného vyberu.
Vzhladom na takto definovani empirickt distribuént funkciu F,(x), je mozné testovacie

kritérium D vypodcitat zo vztahu
D = max{max(d; ); max(d})}, (118)
kde d; = |Fy(zj-1) — G(x))|, d = |F(x;) — G(z;) pre j = 1,2,...,n.

3. Kritickd oblast K, je
Ka = (Da<n)7 OO) )

kde Dq(n) je tabulkova kriticka hodnota pre Kolmogorovov—Smirnovov test (Tabulka [47).
Pre velké rozsahy nahodného vyberu (n > 100) sa kritické hodnoty D, (n) aproximuju

vztahom
Da(n) = /= In 2 (119)
n)=4/— In—.
“ 2n «
Pozndmka: V pripade, ze vSetky namerané hodnoty x,xs, ..., x, si navzajom rozne, mo-

zeme pouzit Specialny tvar empirickej distribuc¢nej funkcie

0 pre —oo <z <),
F.(x) = pre x(;) S ¢ < Ty, 1 =1,2,...,n— 1,

1 prexzy <z <oo,

kde hodnoty nadhodného vyberu su usporiadané do neklesajicej postupnosti podla velkosti
(varia¢ného radu), t. j.

é L(n)-

Priklad 5.13 Na hladine vijznamnosti a=0,05 overme, ¢ ndhodnd premennd dand tabulkou
pochddza zo zdkladného suboru s exponencidlnym rozdelenim s parametrom A=1,23. Pouzime

pritom Kolmogorovov—-Smirnovov test.

z | 05] 1,5 2585|456
n; | 601 20| 11| 5| 4
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RieSenie: Rozsah stboru je n = 100, parameter exponencidlneho rozdelenia je A = 1,23.
Budeme testovat

Hy: F(z) = G(z), kde G(z) ~ Ez(1,23),

H, : F(x) # G(z).
Testujeme, ¢i sa distribu¢na funkcia F'(x) rozdelenia, z ktorého pochadza nahodny vyber,
rovnéa distribu¢nej funkcii G(z) exponenciilneho rozdelenia s parametrom A = 1,23. Hod-

notu testovacieho kritéria D ur¢ime podla vztahu (118). K vypoctu jeho hodnoty pouzijeme
Tabulku 121

Tabulka 12

zj | ny | Glzy) | Falz—) | Fulzg) | dj dy
0,5160]0,3340| 0,00 | 0,60 |0,3340 | 0,2660
15|20 07046 | 0,60 | 080 | 0,1046 | 0,0054
2,5 | 11 | 0,8600 0,80 0,91 0,0690 | 0,0410
3,5 5 10,9419 0,91 0,96 | 0,0319 | 0,0181

4,51 4 |0,9742 0,96 1,00 | 0,0142 | 0,0258

U | W[ N .

Vo 4. stIpci Tabulky [12/st hodnoty G (x;) distribu¢nej funkcie exponencialneho rozdelenia,

ktoré vypocitame podla vztahu pre distribu¢ni funkciu exponenciélneho rozdelenia

]

G(z;)=1- e R —1— ¢ 1o,

V 5. a 6. stipci Tabulky [12| st hodnoty empirickej distribu¢nej funkcie nahodného vyberu
F,(z;j—1) a F,(z;) vypo¢itané podla vztahu (117]).

V 7. stlpci Tabul’kysﬂ hodnoty d; , kde d; = |F,(z;-1)—G(x;)| a v 8. stlpci Tabulky
st hodnoty d, kde df = |F,(z;) — G(x;)].

Hodnota testovacieho kritéria je najviicsie ¢islo z poslednych dvoch stlpcov, t.].
D = max{0, 3340; 0, 2660} = 0, 3340.

Kriticka hodnotu D, (n) vypoéitame podla vztahu (119). Plati D, (n) = Do 5(100) = 0, 1358
(Tabulka [47). Kriticka oblast je

K0,05 = (Da(n), OO) = (0, 1358, OO) = D € K0’05.

Hodnota testovacieho kritéria D = 0,334 patri do kritickej oblasti Ky 5, preto nulovt hy-
potézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mozeme predpokladat, Ze na
hladine vyznamnosti o = 0,05 ndhodny vyber nepochadza z exponencidlneho rozdelenia
s parametrom A = 1,23. To ale neznamend, Ze nepochadza z exponencidlneho rozdelenia

S inym parametrom.
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5.5.3 Andersonov—Darlingov test

Andersonov—Darlingov test umoziuje testovat zhodu empirickej distribu¢nej funkcie s teore-
tickou distribu¢nou funkciou normalneho, exponencialneho, lognorméalneho alebo Weibullovho
rozdelenia. Na rozdiel od predchadzajuceho testu, kritické hodnoty su zavislé od teoretického

rozdelenia.

1. Hypotézy:

2. Testovacie kritérium je

n

AD = %Z(l - Qi) [ln G(l‘(i)) + In (1 - G($(n+17i)))] —-n, (120)

kde n je rozsah ndhodného vyberu. Podmienkou je, hodnoty nahodného vyberu uspo-

riadat do neklesajicej postupnosti podla velkosti (varia¢ného radu), t.j.

Ty S22 S S Ty S T

3. Kritickd oblast K, je
K, = (AD,;),

kde AD, je tabulkova kritickd hodnota testu.

V pripade, Ze teoretickd distribu¢né funkcia G(z) pochadza z norméalneho rozdelenia pri

malom rozsahu vyberu (n < 10), hodnotu AD,, uréime podla vztahu

k()
ADo ™ 175 558

n2

(121)

kde k(«) je konstanta pre hladinu vyznamnosti  uvedena v Tabulke .

Tabul'ka 13: Hodnoty konstanty k(«) pre rozne hladiny vyznamnosti «

a 0,005 | 0,01 |0,0025 | 0,05 | 0,1
k() || 1,159 | 1,035 | 0,873 | 0,752 | 0,631

V pripade, Ze teoreticka distribu¢na funkcia G(z) pochadza z exponencialneho rozdelenia,

hodnota AD, je pre hladinu vyznamnosti « je uvedena v Tabulke [14]
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Tabul'ka 14: Hodnoty AD, pre rozne hladiny vyznamnosti o

a | 0,005| 0,01 |0,0025| 0,05 | 0,1
AD, | 2,244 [ 1,959 | 1,591 | 1,321 | 1,162

Pozndmka: V pripade, Ze teoreticka distribuéné funkcia G(x) pochadza z iného ako z nor-
maélneho alebo z exponencidlneho rozdelenia, hodnoty AD,, pre danu hladinu vyznamnosti «
st dostupné na internete alebo v inej odbornej literatire. My ich uvadzat nebudeme, nakol'ko

pri Andersonov—Darlingovom teste sa tymito rozdeleniami nebudeme zaoberat .

Priklad 5.14 Pomocou Andersonov-Darlingovho testu na hladine vijznamnosti a=0,05 overme,

¢ hodnoty 10, 20, 35, 4, 30, 1 ndhodného vijberu pochddzaji z exponencidlneho rozdelenia.

RieSenie: Rozsah siboru je n = 6. Na odhad parametra A pouzijeme vyberovy aritmeticky

priemer Z, ktory vypoc¢itame podla vztahu (71)). Teda

1
)\zfz6(10—1—20—1—35—1—44—304—1):16,67.

Budeme testovat

Hy: F(x) = G(z), kde G(x) ~ Ex()\),
Testujeme, ¢i sa distribu¢na funkcia F'(x) rozdelenia, z ktorého pochadza nahodny vyber,
rovna distribucnej funkcii G(z) exponencialneho rozdelenia. Hodnotu testovacieho kritéria
AD uréime podla vztahu (120). K vypoctu jeho hodnoty pouzijeme Tabulku [I5] v ktorej

hodnoty nahodného vyberu usporiadame do neklesajicej postupnosti (variaéného radu).

Tabulka 15
(i) | z@) | Glzw) | mG(zp) | In[1 — G(xmai—y)] | mG(z@) +In[1 — G(xma1-y)]
1 0,0582 | —2,8433 —2,0996 —4,9432
2 4 10,2134 | —1,5447 —1,8000 —3,3447
3 | 10 | 0,4512 | —0,7959 —1,2000 —1,9959
4 1 20 |0,6988 | —0,3584 —0, 6000 —0,9584
5 | 30 | 0,8347 | —0,1807 —0,2400 —0, 4207
6 | 35 |0,8775 | —0,1306 —0,0600 —0, 1906

V 2. stlpci Tabulky st hodnoty nahodného vyberu usporiadané do neklesajicej po-

stupnosti.
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V 3. stlpci Tabul’ky st hodnoty G(z(;)) distribu¢nej funkcie exponenciélneho rozdelenia,

ktoré vypocitame podla vztahu pre distribu¢ni funkciu exponenciélneho rozdelenia

(i) (1)

G(x(l-)) =1l—e X =1—¢e 1667,

V 4. stlpei Tabulky |15 st hodnoty In G(x@)) avb. stlpci st hodnoty In [1 — G(x(nﬂ,i))] .
V 6. stlpci Tabulky [15]je sucet hodnét 4. a 5. stipca, t.j. In G(z@) +1n [1 — G’(:c(nﬂ_i))].
Hodnota testovacieho kritéria AD je uréena podla vztahu ((120))

1

AD = 6 [ —1-(—4,9432) — 3-(—3,3447) — 5+ (—1,9959) — 7 - (—0,9584)—
-9.(-0,4207) — 11 - (-0, 1906)} — 6 =0, 2580.
Kritickd hodnota testu AD, = ADg o5 = 1,321 (Tabulka .
Kriticka oblast je
Ko o5 = (ADy;00) = (1,321;00) = AD ¢ Ky 5.
Hodnota testovacieho kritéria AD = 0, 2580 nepatri do kritickej oblasti Ky o5, preto nulovia
hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Ze na hladine vyznamnosti a = 0,05 néa-

hodny vyber pochadza z exponencialneho rozdelenia.

5.5.4 Shapiro—Wilkov test normality

Shapiro—Wilkov test normality je najcastejSie pouzivanym testom normality. Je zalozeny na
zistovani skuto¢nosti, ¢ sa body zostrojeného kvantil-kvantilového grafu (Q-Q graf alebo
ang. Q—Q plot) vyznamne lisia od regresnej priamky prelozenej tymito bodmi. Pouziva sa
predov8etkym pre nadhodné vybery rozsahov 7 < n < 2000. Uvazujme nédhodny vyber V,,,

ktorého hodnoty usporiadame podla velkosti do neklesajucej postupnosti (varia¢ného radu)
Ty S22 S S Ty S 2.

1. Hypotézy:

2. Testovacie kritérium je

m 2
(Z Qin (T(nit1) — m(i)))
=1

>z - z)’

i=1

W = (122)

kde a;,, st tabulkové vahy (Tabulka[48)), T je vyberovy aritmeticky priemer a m = 5

pre n parne, resp. m = ”7*1 pre n neparne.
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3. Kriticka oblast K, je
K, = (—o0; W,(n)),

kde W, (n) je tabulkova kritickd hodnota pre Shapiro-Wilkov test normality (Tabulka [49)).

Pozndmka: Cim viac sa hodnota testovacieho kritéria W blizi k 1, tym je zhoda medzi

teoretickym a empirickym rozdelenim lepSia.

Priklad 5.15 Pomocou Shapiro—Wilkovho testu normality na hladine vijznamnosti a=0,05
overme, ¢i hodnoty 4,05; 4,15; 4,2; 4,25; 4,3; 4,35; 4,45; 4,55 ndahodného vijberu pochddzaji
z mormdlneho rozdelenia.
RieSenie: Budeme testovat

Hy: F(z) = G(x), kde G(x) ~ N(u,0?),

H, : F(z) # G(z).
Testujeme, ¢ sa distribu¢na funkcia F'(x) rozdelenia, z ktorého pochédza nahodny vyber,
rovna distribu¢nej funkcii G(z) normélneho rozdelenia. Rozsah siboru je n = 8. Vsetky
hodnoty st usporiadané do neklesajicej postupnosti. Hodnotu testovacieho kritéria W urcéime
podla vztahu , kde m = § = 4, vyberovy aritmeticky priemer T vypocitame podla
vztahu ((71)

1
T=(4,05+4,15+4,24+4,25+ 4,3+ 4,3+ 4,45+ 4,55) = 4,2875

a tabulkové hodnoty a;, st a;s = 0,6052, azs = 0,3164, azs = 0,1743, ass = 0,0561
(Tabul'ka [48)). Potom hodnota testovacieho kritéria W je

W:

Y (vw —7)

=1

kde

> (z - 7)* = (4,05 — 4,2875)% + (4,15 — 4, 2875)% + (4,2 — 4, 2875) + (4,25 — 4, 2875)>+

i=1
+(4,3 — 4,2875)% + (4,35 — 4,2875)% + (4,45 — 4, 2875)? + (4,55 — 4,2875)% = 0, 1838.
Teda W = 0,99. Kritickd hodnota pre Shapiro-Wilkov test normality je W 05(8) = 0,818
(Tabulka [49)). Kritickd oblast je
K07()5 = (—OO; 0, 818) =W ¢ K07()5.

Hodnota testovacieho kritéria W = 0, 99 nepatri do kritickej oblasti K o5, preto na hladine
vyznamnosti o = 0, 05 nulova hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Zze hodnoty

nahodného vyberu pochédzaji z norméalneho rozdelenia.

[0,6052(4, 55 — 4,05) + 0, 3164(4, 45 — 4,15) + 0, 1743(4, 35 — 4,2) + 0, 0561(4, 3 — 4, 25)]?

)
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5.6 Testy extrémnych hodno6t

Niekedy sa medzi nameranymi hodnotami vyskytuja hodnoty, ktoré sa znacne odlisuju od os-
tatnych. Takéto hodnoty nazyvame extrémne (odlahlé) hodnoty. Extrémne hodnoty skresluju
vypocitané charakteristiky nahodného vyberu, ¢o moze viest ku chybnému zaveru analyzy
daného suboru. Preto je dobré ich detekovat a néasledne vylacit z analyzovaného siboru. Ku
grafickému najdeniu extrémnych hodnot slazi krabicovy diagram (boxplot) (kapitola [2.2)).
Aby bolo mozné extrémnu hodnotu z analyzovaného suboru vylacit, je potrebné Statisticky
otestovat jej odchylky od ostatnych hodnét. Medzi najcastejSie pouzivané testy extrémnych
hodnot patria Grubbsov a Dixonov test. Oba predpokladaju splnenie normality rozdelenia
zékladného suboru a daju sa pouzit pri malom rozsahu ndhodného vyberu (n < 30).
Uvazujme nahodny vyber V,,, ktory pochadza zo zakladného suboru s normélnym roz-
delenim so strednou hodnotou p a smerodajnou odchylkou o. Hodnoty ndhodného vyberu

usporiadame podla velkosti do neklesajicej postupnosti (varia¢ného radu)
Ty Sxe) S S o) S T

5.6.1 Grubbsov test

Grubbsov test mé dva tvary podla toho, ¢i testujeme extrémnost miniméalnej alebo maximal-

nej hodnoty.

Alternativa pre testovanie extrémnosti minimdlnej hodnoty:

1. Hypotézy:

Hy : hodnota x () nie je extrémna,

H; : hodnota x() je extrémna.

T — X n
(1) = s()‘/n—r (123)

kde T je vyberovy aritmeticky priemer, s je vyberova smerodajna odchylka a n je rozsah

2. Testovacie kritérium je

nahodného vyberu.

3. Kritickd oblast K, je

kde T, (n) je kritickd hodnota Grubbsovho testu tabelovana pre n < 30 pre v = 0,05 a
a = 0,01 (Tabulka [50).
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Alternativa pre testovanie extrémnosti maxrimdlnej hodnoty:

1. Hypotézy:

Hy : hodnota z(y) nie je extrémna,

H; : hodnota z(, je extrémna.

L) — T n
T(n) = ="— [ —. (124)

kde ¥ je vyberovy aritmeticky priemer, s je vyberova smerodajna odchylka a n je rozsah

2. Testovacie kritérium je

nédhodného vyberu.

3. Kritickd oblast K, je
Ko = (Ta(n);00),

kde T,(n) je kritickd hodnota Grubbsovho testu tabelovana pre n < 30 pre a = 0,05 a
a = 0,01 (Tabulka [50)).
5.6.2 Dixonov test

Podobne ako Grubbsov test, aj Dizonov test (Q-test) ma dva tvary podla toho, ¢i testujeme
extrémnost minimalnej alebo maximalnej hodnoty. V tomto pripade nie je potrebné pocitat

vyberovy aritmeticky priemer a vyberova smerodajni odchylku nahodného vyberu.

Alternativa pre testovanie extrémnosti minimdlnej hodnoty:

1. Hypotézy:
Hy : hodnota z(;) nie je extrémna,

H; : hodnota z(;) je extrémna.

2. Testovacie kritérium je

Q)= ——-. (125)
3. Kriticka oblast K, je
Ko = (Qa(n);o0),

kde Q.(n) je kritickd hodnota Dixonovho testu tabelovana pre n < 30 pre a = 0,05 a
a = 0,01 (Tabulka [1).
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Alternativa pre testovanie extrémnosti maximdlnej hodnoty:
1. Hypotézy:

Hy : hodnota z(,) nie je extrémna,

H, : hodnota x(,) je extrémna.

2. Testovacie kritérium je

Qn) = LT (126)

3. Kritickd oblast K, je
Ko = (Qa(n); o0),

kde Q. (n) je kritickd hodnota Dixonovho testu tabelované pre n < 30 pre o = 0,05 a
a = 0,01 (Tabulka [p1)).

Priklad 5.16 Medz: hodnotami ziskangmi z urcitého merania 5,83; 5,80; 5,85; 5,88; 5,84;
5,83; 5,96, 5,78; 5,82; 5,81; 5,86; 5,82 preverme na hladine vijznamnosti a=0,05, ¢i hodnota
5,96 nie je extrémna. Predpokladdme, Ze hodnoty sa riadia normdlnym rozdelenim. PouzZime
pritom

a) Grubbsov test,

b) Dizonov test.

Riesenie: Vsetky hodnoty usporiadame do neklesajtcej postupnosti: 5, 78; 5,80; 5,81; 5, 82;
5,82;5,83; 5,83; 5,84; 5,85; 5,86; 5,88; 5,96. Pre rychle overenie, ¢i ide o extrémnu hodnotu,
moZzeme pouzit aj boxplot (Obr. 24)).
V tomto pripade ideme testovat extrémnost maximalnej hodnoty. Rozsah siiboru je n = 12.
Budeme testovat
Hy : hodnota x(12) = 5,96 nie je extrémna,

H; : hodnota z(12) = 5,96 je extrémna.

a) Hodnotu testovacieho kritéria 7'(12) pre Grubbsov test ur¢ime podla vztahu ((124])

T(12) — T 12
S 12—-1°

T(12) =
kde vyberovy aritmeticky priemer T vypocitame podla vztahu (71)
1
T = (5,78 45,80 + 5,81 + 5,824 5,82 + 5,83 + 5,83+

+5,84+4 5,85+ 5,86+ 5,88+ 5,96) = 5,84
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Obr. 24: Boxplot pre Priklad |5.16

a vyberovu smerodajni odchylku s vypocitame podla vztahu . Pre vyberovy rozptyl s>
plati (73))

1
s? = [(5,78 = 5,84)" + (5,80 — 5,84)" + (5,81 — 5,84)* + 2.(5,82 — 5, 84)+

+2.(5,83 — 5,84)% + (5,84 — 5,84)* + (5,85 — 5,84)* + (5,86 — 5, 84)*+
+(5,88 — 5,84)% 4 (5,96 — 5, 84)2} —0,00214 = s = Vs = 0, 0463.
Hodnota testovacieho kritéria pre Grubbsov test je T'(12) = 2,7059. Kritickd hodnota je
To,05(12) = 2,387 (Tabulka [50)). Kritické oblast je
Koos = (2,387;00) = T(12) € Ky 5.

Hodnota testovacieho kritéria 7'(12) = 2, 7059 patri do kritickej oblasti Ky g5, preto na hladine
vyznamnosti o = 0,05 nulova hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu

H,. Na zéklade Grubbsovho testu moézeme predpokladat, Ze hodnota x(12) = 5,96 je extrémna.

b) Hodnotu testovacieho kritéria (Q(12) pre Dixonov test uré¢ime podla vztahu ((126)

Taz) —Za) 5,96 — 5,88
x(12) — $(1) 5, 96 — 5, 78

Q(12) = = 0, 4444.
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Kritickd hodnota Dixonovho testu je Qoo5(12) = 0,376 (Tabulka [51)). Kriticka oblast je
K0705 = (0,376, OO) = Q(12) € KO,OS'

Hodnota testovacieho kritéria Q)(12) = 0, 4444 patri do kritickej oblasti K 5, preto na hladine
vyznamnosti a = 0,05 nulova hypotézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu

H,. Na zéklade Dixonovho testu mozeme predpokladat, Ze hodnota z(;2) = 5,96 je extrémna.
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6 Korelacna analyza

Korelacnd analyza sa zaobera vzajomnymi zavislostami medzi ndhodnymi premennymi, pri-
¢om sa overuje predovSetkym kvalita (sila, tesnost) ich vzajomného vztahu. Zakladnym pri-
padom Statistickej zéavislosti je tzv. jednoduchd zdvislost, t.j. zavislost len medzi dvoma né-
hodnymi premennymi X a Y.

Ak uvazujeme zavislost nahodnej premennej Y na premennych X, X, ..., X,,, n = 2,
hovorime o viacndsobnej (mnohondsobnej) zdvislosti. My sa budeme zaoberat len jednodu-
chou zéavislostou ndhodnych premennych z hl'adiska tesnosti (kvality) vizby medzi nimi, t.j. z

hladiska koreldcie.

6.1 Pearsonov vyberovy korela¢ny koeficient

Uvazujme dve nahodné premenné X a Y, ktorych stredntt hodnotu ozna¢ime FE(X), resp.
E(Y) a disperziu D(X), resp. D(Y'). Kovariancia cov(X,Y’) ndhodnych premennych X a Y

je realne ¢islo, pre ktoré plati nasledujici vztah
cov(X,Y)=FE(X Y)-EX)E(). (127)

Korelacny koeficient p (p(X,Y")) spojitych nahodnych premennych X a Y je Specidlnym
pripadom kovariancie dvoch ndhodnych premennych a je definovany vztahom
_ cov(X)Y)
SNV SIVTiE)
Korela¢ny koeficient p charakterizuje len linearny vztah dvoch ndhodnych premennych X,

Y a nadobuda hodnoty z intervalu (—1;1). Plati

(128)

e Ak p =0, tak ndhodné premenné X a Y st nekorelované (linearne nezévislé).

e Ak p < 0, tak ndhodné premenné X a Y st negativne korelované (nepriama linearna
zéavislost), zvic¢Sovanie (zmenSovanie) jednej nédhodnej premennej vedie v priemere k

zmensSovaniu (zvacSovaniu) druhej ndhodnej premenne;.

e Ak p > 0, tak ndhodné premenné X a Y su pozitivne korelované (priama linedrna
zavislost), zvic¢Sovanie (zmensSovanie) jednej nédhodnej premennej vedie v priemere k

zvadSovaniu (zmensSovaniu) druhej ndhodnej premenne;.

Pozndmka: V praktickej Statistike sa velmi ¢asto nerobi rozdiel medzi pojmami nezéavislé a
nekorelované nahodné premenné, avsak korektné je to len pre ndhodné premenné z normalneho

rozdelenia.
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Ked7ze sa v praxi intervalovy odhad pre korelacny koeficient p ¢asto nepouziva, budeme sa
zaoberat len jeho bodovym odhadom — Pearsonovym vyberovym korela¢nym koeficientom r,,.

Uvazujme nahodny vyber V,, s nameranymi hodnotami x1, x,, . .., x,, ndhodnej premenne;j
X a im zodpovedajice hodnoty vy, s, ..., y, ndhodnej premennej Y. Potom je nahodny vy-
ber V,, z usporiadanej dvojice ndhodnych premennych (X, Y') reprezentovany usporiadanymi
dvojicami (x1,y1), (2, Y2), - - -, (Tn, Yn)-

Pearsonov vijberovy korelacny koeficient r,, ndhodnych premennych X a Y je definovany
vztahom

oy = U7 (129)

V7 - @7 - @2

kde Z, ¥ st vyberové aritmetické priemery nahodnych premennych X a Y, pricom

Pozndamka: Priamo zo vztahu (129)) vyplyva jeho symetrickost, t.j. 7., = ry,.

Pearsonov vyberovy korela¢ny koeficient r,, nadobtida hodnoty z intervalu (—1;1). Cim
je hodnota |r,,| blizsia k 1, tym indikuje silnejsiu linearnu korela¢nt zavislost. Naopak ¢im je
hodnota |r,,| blizsia k 0, tym indikuje slabsiu linearnu korela¢nu zavislost. Ak je r,, = 0, tak
hovorime, Ze linedrna zavislost medzi nahodnymi premennymi X a Y neexistuje (mo6ze vsak
existovat nelinearna).

Ked7ze v8ak ide len o vyberovi charakteristiku, nevieme jednozna¢ne povedat, ¢i korelaény

koeficient p zékladného stiboru je nulovy. Preto to otestujeme pomocou testu nekorelovanosti.

Test nekorelovanosti
1. Hypotézy:
Hy:p=0,

Hy:p#0 (resp. p <0, resp. p>0).
resp.
Hj : korela¢ny koeficient p nie je Statisticky vyznamny,

H, : korela¢ny koeficient p je Statisticky vyznamny.

2. Testovacie kritérium je

~t(n —2), (131)

kde 4, je Pearsonov vyberovy korelaény koeficient a n je rozsah ndhodného vyberu.
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3. Kritickd oblast K, pre rozne alternativy je uvedené v nasledujucej tabulke:

HO H1 Ka
p=0|p#0| (—o0;—ti_a(n—2)) U (ti_a(n — 2);00)
p>0 (t1_a(n —2);00)
p=0]p<0 (—00; —t1_a(n — 2))

Priklad 6.1 V nasledujiicej tabulke si tidaje o mnoZstve tirody jablk (Y') Jv t] a pocte stromov
v sade (X ) [v ks].

x; || 160 | 250 | 320 | 500 | 750 | 1000 | 1500 | 2000
yi || 789 | 800 | 851 | 874 | 11953 | 1335 | 1704 | 2073

Predpokladame, Ze medzi sledovanymi premennymi je linedrny vztah a Ze ide o nahodny viyber
z normdlneho rozdelenia.

a) Vypocitajme Pearsonov vyberovy korelacny koeficient.

b) Na hladine vjznamnosti a«=0,05 posidme, ¢i korelacny koeficient je Statisticky vyznamny.
¢) Na hladine vijznamnosti a«=0,05 posidme, ¢ mnoZstvo stromov a mnoZstvo irody si pozi-

tivne korelované.

RieSenie: a) Pearsonov vyberovy korelaény koeficient r,, vypocitame podla vztahu (129)),

kde vyberové aritmetické priemery T, ¥ ndhodnych premennych X a Y vypocitame podla

vztahu (71]). Plati

1
T = §(160 + 250 + 320 + 500 + 750 + 1000 + 1500 + 2000) = 810,

1
Y= §(789 + 800 + 851 + 874 + 1193 + 1335 + 1704 + 2073) = 1202, 375.

Hodnoty 22, 32, Ty vypocitame podla vztahu 1) Plati

— 1
22 = 3 (160 + 250 + 320” + 500° + 750 + 1000” + 1500% + 2000%) = 1031625,

_2:

y (789% + 800% + 8517 4- 8747 + 1193% + 1335” 4 17047 + 2073%) = 1644627,

co| =

1
Ty = §(16O - 789 4 250 - 800 + 320 - 851 + 500 - 874 + 750 - 1193+
-+1000 - 1335 + 1500 - 1704 + 2000 - 2073) = 1245914.

Pearsonov vyberovy korelacny koeficient je r,, = 0,995, teda medzi premennymi X a Y je

siln& priama linearna korela¢na zavislost.
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b) Budeme testovat
Ho P = O,

Hy:p#0.
Nulova hypotéza hovori, ze korelaény koeficient p nie je Statisticky vyznamny. Proti obojstran-

nej alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze korelacny koeficient p je Statisticky vyznamny.

Hodnotu testovacieho kritéria ¢ uré¢ime podla vztahu (131
. 0,995 - /8 —2
/1 —0,9952

Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t)_a(n — 2) = to75(6) = 2,4469 (Tabulka 29). Kriticka
oblast je

= 24, 8046.

Ko = (—o00; —2,4469) U (2, 4469; 00) = ¢ € Ky 05.

Hodnota testovacicho kritéria ¢ = 24,8046 patri do kritickej oblasti K 5, preto nulovi hy-
potézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mdzeme predpokladat, Ze na

hladine vyznamnosti o = 0, 05 je korela¢ny koeficient p Statisticky vyznamny.

c¢) Budeme testovat
Hy:p=0,

Hy:p>0,
Nulova hypotéza hovori, ze mnozstvo stromov a mnozstvo drody nie st korelované. Proti
obojstrannej alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze mnozstvo stromov a mnozstvo drody
st pozitivne korelované. Hodnotu testovacieho kritéria ¢ vypocitame rovnako ako v pripade
b) a teda t = 24,8046. Kvantil Studentovho t-rozdelenia t;_,(n — 2) = t(95(6) = 1,9432
(Tabulka [29). Kriticka oblast je

K0705 = (]_, 9432; OO) =1 K0705.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 24,8046 patri do kritickej oblasti K o5, preto nulovi hy-
potézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mdzeme predpokladat, ze na

hladine vyznamnosti o = 0,05 mnozstvo stromov a mnozstvo trody si pozitivne korelované.

6.2 Spearmanov koeficient poradovej korelacie

Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg patri medzi neparametrické miery korelacie. Na
rozdiel od Pearsonovho vyberového korelacného koeficientu r,,, nie je koeficient rg obme-
dzeny na linearnu zavislost a je odolny voéi extrémnym (odlahlym) hodnotam. Avsak jeho

nevyhodou je, ze zavedenim poradia hodnét nahodnych premennych stracame informécie o
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povodnych pozorovaniach. Na druhej strane ho vdaka tomu mozeme pouzit aj na zistovanie
zévislosti dvoch poradovych znakov (nadobudaju diskrétne hodnoty a vieme ich jednoznacne
usporiadat, napr. stupen spokojnosti zakaznika).

Pozorované hodnoty x;, resp. y; zoradime do samostatnych variacnych radov. Potom na-
hradime hodnoty x; premennej X poradovymi ¢islami p; a hodnoty y; premennej Y porado-
vymi ¢islami g;. Spearmanov koeficient poradovej koreldcie rs ndhodnych premennych X a Y

je definovany vztahom
n

rs = 1— L) Z(pz - Qi)zv (132)

2 _
n(n*—1) <

kde n je rozsah ndhodného vyberu.

Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg nadobuda hodnoty z intervalu (—1;1). Po-
dobne ako v pripade Pearsonovho vyberového korelaéného koeficientu, hodnoty |rg| blizsie k
1 ukazuju silnejsiu zéavislost a naopak hodnoty |rg| blizsie k 0 indikuju slabsiu zavislost.

V néhodnom vybere sa moézu niektoré hodnoty aj opakovat. V takom pripade tymto
hodnotéam priradime priemerné poradové ¢islo a pouzijeme korigovany Spearmanov koeficient

poradovej koreldcie r§ definovany vztahom

6 n 3 _ ¢, A —c
el S, pricom = 3 G S B8 g

2_ 1) _
n(n*—1) —c = 2

kde ¢ je opravny clen, ¢, pocet rovnakych hodnot premennej X a ¢, pocet rovnakych hodnot
premennej Y.
Statistickd vyznamnost Spearmanovho koeficientu poradovej korelacie rg otestujeme Spe-

armanovym testom nezdvislosti.

Spearmanov test nezavislosti
1. Hypotézy:
Hy:rg =0,
Hy:rs #0,
resp.
Hy : Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg nie je Statisticky vyznamny,

H, : Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg je Statisticky vyznamny.

2. Testovacie kritérium je

_rgvVn—2
Vi-1%

kde rg je Spearmanov koeficient poradovej korelacie a n je rozsah ndhodného vyberu.

t ~t(n—2), (134)
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3. Kritickd oblast K, je

Ko = (—o0; —ti-a(n— 2)) U (tl_%(n —2);00) .

V pripade malého rozsahu nahodného vyberu (n < 30), méZeme pouzit aj nasledujtci
test.
1. Hypotézy:
Hy:rg =0,
Hl :Trs 7é 07
resp.

Hy : Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg nie je Statisticky vyznamny,

H, : Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg je Statisticky vyznamny.

2. Testovacie kritérium je hodnota Spearmanovho koeficientu poradovej korelacie rg.

3. Kriticka oblast K, je
Ko = (—00; =1a(n)) U (ra(n); o),

kde r,(n) je kriticka hodnota tabelovana pre n < 30 a pre zvolent hladinu vyznamnosti «

(Tabulka [52).

Priklad 6.2 Dwaja ucitelia bodovo hodnotili testy w 6 studentov. Vysledky si uwvedené v ta-
bulke.

~ ~

Student | S1| 52| 83| 84| S5]| 56
Usitel A || 12| 5 | 8 | 47| 23] 10
Ucitel B 15| 5 | 18| 39| 28 | 11

a) Vypocitagme Spearmanov koeficient poradovej koreldcie.
b) Na hladine vjznamnosti a=0,05 posidme, ¢i Spearmanov koeficient poradovej koreldcie je

Statisticky vyznamny.

Riesenie: a) K hodnoteniu uéitelov pridame poradie od najnizsieho po¢tu bodov po najvyssi.
Pri ucitelovi A ozna¢ime poradie p;, pri ucitelovi B oznacime poradie ¢; (Tabulka [16).

Hodnoty v jednotlivych ndhodnych vyberoch sa neopakuji, preto Spearmanov koeficient
poradovej koreléacie rg vypocitame podla vztahu . Plati

rg = 1—ﬁ [(4=3)°+(1—-1)*+(2-4)°+(6—-6)>+(5—5)"+ (3—1)*] = 0,8286.
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Tabul'ka 16
Student || S1|S2|S3|S4|S5 |56
Ucitel A || 12| 5 | 8 | 47 |23 | 10
D 41112653
Ucitel B || 15 | 5 | 18 | 39 | 28 | 11
4 31 1]4]6/|5]|2

Z hodnoty rg = 0,8286 vyplyva, ze medzi premennymi X a Y je silné korela¢na zavislost.

b) Budeme testovat

Hy:rs =0,

Hy:rg#0.
Nulova hypotéza hovori, ze Spearmanov koeficient poradovej korelacie rg nie je Statisticky
vyznamny. Proti obojstrannej alternativnej hypotéze, ktora hovori, ze Spearmanov koeficient
poradovej korelacie rg je Statisticky vyznamny.
Kedze pocet hodnét je mensi ako 30, hodnota testovacieho kritéria je hodnota Spearmanovho
koeficientu poradovej korelacie rg = 0, 8286. Kriticka hodnota testu r,(n) = r¢05(6) = 0, 8286
(Tabulka [52). Kriticka oblast je

Ko,05 = (—00; —0,8286) U (0, 8286; 00) = rg ¢ Ko 5.

Hodnota testovacieho kritéria rg = 0,8286 nepatri do kritickej oblasti Ky o5, preto nulovia
hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, zZe na hladine vyznamnosti o = 0,05 nie

je Spearmanov koeficient poradovej korelacie statisticky vyznamny.
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7 Regresna analyza

Zatial ¢o korelatna analyza sa zaobera existenciou zavislosti (korelacie) medzi ndhodnymi
premennymi, regresnd analyjza zistuje tvar tejto zavislosti. Jej tlohou je teda najst matema-
ticka funkciu, tzv. regresni funkciu (model), ktora najlepsie popisuje tvar (priebeh) zavislosti
kvantitativnych nahodnych premennych. Kvalitu regresnej funkcie (modelu) vieme posudit
pomocou korelacnej analyzy alebo inych Statistickych metod.

Néahodna premennd Y, ktorej zavislost od inych premennych zistujeme, sa nazyva zdvisld
(vysvetlovand) premennd. Nahodnt premennid X, resp. ndhodné premenné X, Xo, ..., X,
ktorej, resp. ktorych zmena posobi na zmenu zavislej (vysvetlovanej) premennej Y, nazyvame
nezdvisld (vysvetlujica) premennd, resp. nezdvislé (vysvetlugice) premenné.

Vo vseobecnosti mézeme regresny model zapisat v tvare

Y:f(X17X27'"7Xn7505617"'7ﬁn)+57 (135)

kde f je regresna funkcia s n neznamymi premennymi Xy, Xo, ..., X,; Bo, 51, -, On SQ pa-
rametre modelu a ¢ je ndhodna zlozka, ktora predstavuje posobenie ndhodnych vplyvov a
dalsich faktorov, ktoré nie su zaradené do modelu. Regresna funkcia f moéze byt Tubovolna
matematicka funkcia, my sa budeme zaoberat predovSetkym linearnymi alebo linearizovatel-

nymi nelinedrnymi regresnymi modelmi a obmedzime sa len na jednoduché regresné modely.

7.1 Linearny regresny model

O linedrnom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zavislou premennou Y a ne-

zavislou premennou X da vyjadrit pomocou lineérnej funkcie, t.j. regresnd funkcia ma tvar

Y =05+ 65X +e, (136)

resp.
Yi :/Bﬂ—i_ﬁlxi—i_gi? prei: 1,2,...,”,

kde y;, resp. x; predstavuju i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je nahodné chyba i—teho

pozorovania a [y, £1 st parametre modelu.

Bodovym odhadom linedrneho regresného modelu je rovnica

~

Y =bo+ b X, (137)

resp.

Ui = by + byx;, prei =1,2,...,n,
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kde 7; je i—ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, by st bodové odhady parametrov
Bo, B regresného modelu.

Parametre by, b; odhadneme metdédou najmensich stvorcov, podla ktorej potrebujeme mi-
nimalizovat stucet Stvorcov odchylok empirickych hodnot y; od teoretickych u;, tzv. rezidudlny

stucet Stvorcov SSE (ang. Sum of square errors). Plati

n

SSE = (y; — §)* — min, (138)

i=1
kde rozdiel medzi empirickou hodnotou y; a teoretickou hodnotou 7; nazyvame reziduum
ei, t.J. ei = yi — Ui-
Po dosadeni rovnice modelu y; = by + byz; do vztahu (138) dostaneme

=1

Pre najdenie minima musime urcit parcidlne derivacie podla oboch parametrov by, by a

polozit ich rovné 0. Dostavame

OSSE -
- 22(% —bo — biz;) (1) =0,

0bgy :
0SSE 1’:11 (140)
6b1 ;:1 (yz bO b1$z)( xz) 0

Upravou rovnic (140)) dostavame stistavu linearnych rovnic v tvare

n

nby + by ZIZ :Zyia
=1

= (141)

1=1 i=1 i=1

VyrieSenim sustavy rovnic (141f) ziskame bodové odhady by, by parametrov [y, B; linear-
neho regresného modelu.

Stanovenim bodovych odhadov by, by parametrov [y, §; linedrneho regresného modelu
vieme pomocou rezidualneho sucétu stvorcov SSE vypocitat vgberovy rezidudlny rozptyl (prie-

mernd kvadratickd chyba) M SE (ang. Mean square of error). Vo vSeobecnosti mé tvar

n

SSE 2 (= Y
MSE = == : (142)

n—m n—m

kde m je pocet odhadovanych parametrov regresného modelu. V pripade jednoduchého li-
nearneho modelu je m = 2. Vyberovy rezidualny rozptyl je bodovym odhadom rozptylu

nahodnych chyb 2.
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Bodovym odhadom smerodajnej odchylky nahodnych chyb & je vijberovd rezidudlna sme-

rodajnd odchylka (ang. Root mean square of error), pre ktora plati RMSE
RMSE =+VvMSE. (143)

Bodovijm odhadom rozptylu parametra by, resp. by je vijberovj rozptyl s*(by), resp. s%(by),
pre ktory plati

(144)

n Y (z;—T) > (xi—T)

i=1 i=1
kde T je vyberovy aritmeticky priemer nahodnej premennej X a o2 je vyberovy reziduilny
rozptyl MSE.

Obogstrannyg 100 (1 — «)%—ny interval spolahlivosti pre parameter 5;, i = 0,1 méa tvar

kde s(b;) je vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra b;.

7.2 Nelinearne regresné modely

O nelinedrnom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zavislou premennou Y a ne-
zavislou premennou X nedé vyjadrit pomocou linearnej funkcie. Takéto regresné modely mo-
zeme rozdelit na linearizovatelné (je mozné ich vhodnou transforméaciou upravit na linearny
regresny model) a nelinearizovatelné (nie je mozné ich upravit na linearny regresny model).
KedZe linearizovatelné nelinedrne regresné modely vieme pomocou vhodnej transformécie
upravit na linedrny regresny model, vieme rovnako ako v predchadzajicej kapitole, pouzit na
odhad parametrov regresného modelu metédu najmensich Stvorcov. Nasledne po odhadnuti,

sa parametre opat retransformuju na parametre nelinedrneho modelu.

7.2.1 Kvadraticky regresny model

O kvadratickom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zévislou premennou Y a
nezavislou premennou X dé vyjadrit pomocou kvadratickej funkcie, t.j. regresné funkcia ma
tvar

Y = B0+ /X + B X? +¢, (146)

resp.

Yi = Bo + Bixi + Box? + &5, prei=1,2,....n,
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kde y;, resp. x; predstavuju i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je nahodné chyba i—teho
pozorovania a [y, B1, B2 st parametre modelu.

Bodovym odhadom kvadratického regresného modelu je rovnica
Y = by + b X + by X2, (147)

resp.

Ui = by + byx; +boa?, prei=1,2,...,n,
kde 7; je i-ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, by, by st bodové odhady parametrov
Bo, (1, P2 regresného modelu. Parametre by, by, b, odhadneme metédou najmensich stvorcov,
podla ktorej pozadujeme, aby

SSE = (y; — §)* — min, (148)

i=1
Po dosadeni rovnice modelu 3; = by + b1x; + bax? do vztahu (148)) dostaneme
i=1

Pre najdenie minima musime ur¢it parcialne derivacie podl'a parametrov by, by, by a poloZit

ich rovné 0. Dostavame

9SSE <& )

abo =2 i:E 1 (yl — bo — 519131' — bQSCZ)(—l) = O,
SSE & )

Do 2 ;:1 (y; — by — byx; — boxy)(—x;) = 0. (150)
9SSE u N

8()2 =2 Zzgl(yz—bo—bll'l—bQZEZ)(—[EZ) = 0.

Upravou rovnic dostavame stistavu rovnic v tvare
nbo + by ixz + b2 i%Q = iyia
i=1 i=1 i=1
b zn::EH—bl zn:x?—i—bg anzf’:zn:xiyi, (151)
i=1 i=1 i=1 i=1
bo zn:arf + b zn:xf’ + by zn:xf = zn:a:?yz
i=1 i=1 i=1 i=1

VyrieSenim ststavy rovnic (151]) ziskame bodové odhady by, bi,bs parametrov Sy, B, [o

kvadratického regresného modelu.
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7.2.2 Hyperbolicky regresny model

O hyperbolickom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zévislou premennou Y a
nezavislou premennou X da vyjadrit pomocou hyperbolickej funkcie, t. j. regresna funkcia méa
tvar

5

Y:ﬁo—i-?—i—é“, (152)

resp.
1

yi=Bo+—+e;, prei=1,2,...,n,
T

kde y;, resp. x; predstavuju i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je ndhodné chyba i—teho
pozorovania a 3y, (1 st parametre modelu.

Bodoviym odhadom hyperbolického regresného modelu je rovnica

- b
Y = by + }1 (153)

resp.

- b :
yi:bo—i——l, pret=1,2,...,n,
x.

7

kde ¥; je i—ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, b; st bodové odhady parametrov

Bo, B1 regresného modelu. Na odhad parametrov by, by mozeme pouzit transforméciu

T=—
X?

ktorou prevedieme funkciu Y = bo + byl na linearnu funkciu v tvare ¥ = bo + b1 T. Potom

pokracujeme ako v pripade linedrneho regresného modelu, ¢im dostaneme nasledujicu stustavu

rovnic
nbo+b Y ti=> ui
) (154)
bo Y titb > 2= tiy,
i=1 i=1 i=1
kde t; = xi pre i =1,2,... n. VyrieSenim sustavy rovnic ({154]) ziskame bodové odhady by, by

parametrov [y, 51 hyperbolického regresného modelu.

7.2.3 Logaritmicky regresny model

O logaritmickom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zavislou premennou Y a
nezavislou premennou X da vyjadrit pomocou logaritmickej funkcie, t.j. regresné funkcia méa

tvar
Y=0+/InX+e¢, (155)
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resp.

yi=Po+ Bilnmz; +¢;, prei=1,2,...,n,

kde y;, resp. x; predstavuji i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je ndhodna chyba i—teho
pozorovania a [y, (1 su parametre modelu.

Bodoviym odhadom logaritmického regresného modelu je rovnica

~

Y =by+bInX, (156)

resp.

@\i:bo—i—bllniﬂi, prei:l,Q,---a”a

kde g; je i—ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, by st bodové odhady parametrov

Bo, (1 regresného modelu. Na odhad parametrov by, by mozeme pouzit transforméciu
T=1InX,

ktorou prevedieme funkciu Y = bo + b1 In X na linedrnu funkciu v tvare Y = bo + b171. Potom
pokracujeme ako v pripade linearneho regresného modelu, ¢im dostaneme nasledujtcu ststavu

rovnic

n by + by Zn:ti = Xn:yi,
i=1 i=1
bo Zti+b1 th = Ztiyi-
i1 i1 =1

kde t; = Inx; pre i = 1,2,...,n. VyrieSenim ststavy rovnic (157) ziskame bodové odhady by,

by parametrov [y, (5, logaritmického regresného modelu.

(157)

7.2.4 Exponencidlny regresny model

O exponencidlnom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zavislou premennou Y a
nezavislou premennou X da vyjadrit pomocou exponencialnej funkcie. V tomto pripade moze

mat regresné funkcia dva tvary.

1. pripad: Regresné funkcia ma tvar
Y = By ¥ 4 ¢, (158)

resp.

yi = Boe”" ¢, prei=1,2,...,n,
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kde y;, resp. z; predstavuji i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je ndhodné chyba i—teho
pozorovania a [y, £1 st parametre modelu.

Bodovym odhadom exponencidlneho regresného modelu je rovnica
Y = by e, (159)

resp.

U =boe”® prei=1,2,...,n,

kde 7; je i—ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, by st bodové odhady parametrov
Bo, 1 regresného modelu. Na ziskanie linearnej regresnej funkcie mozeme pouzit logaritmicki

transformaéciu

nY =In (bo ele) ,
Yy = In by + In ¥,
InY = Inby + by X.

Nahradenim InY = Z , Inby = ag, by = a; dostavame linearnu funkciu v tvare 7 = ag + a1 X.
Potom pokracujeme ako v pripade linedrneho regresného modelu. Dostaneme nasledujicu

ststavu rovnic

n n
nag+ ap E €x; = E Zi,
i=1 i=1
n n n
2
ao g i+ aq E xT; = g Ti Zi,
i=1 i=1 i=1

kde z; = Iny; pre i = 1,2,...,n. VyrieSenim sustavy rovnic (160)) dostaneme ag, a;, pomocou

(160)

ktorych ziskame bodové odhady by, by parametrov 3y, 51 exponencidlneho regresného modelu

nasledovne: by = e* a by = a;.

2. pripad: Regresna funkcia mé tvar
Y =B B +e, (161)
resp.

yi = Bo By + i, prei=1,2,...,n,

kde y;, resp. x; predstavuju i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je nahodné chyba i—teho
pozorovania a 3y, 1 st parametre modelu.

Bodovym odhadom exponencidlneho regresného modelu je rovnica

Y = by by, (162)
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resp.

Ui =bo b}, prei=1,2,... n,

kde 7; je i—ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, by si bodové odhady parametrov
Bo, P1 regresného modelu. Na ziskanie linearnej regresnej funkcie mozeme pouzit logaritmicki

transforméciu
InY =In (bo b{() ,
InY =Inby+Inby,
Y =Inby+ X Inb,.

Nahradenim InY = 7 , Inbg = ag, Inb; = a; dostavame linedrnu funkciu v tvare 7 = ap+a1 X.
Potom pokracujeme ako v pripade linedrneho regresného modelu, ¢im dostaneme nasledujicu

sustavu rovnic

n

n
nag + ax g !Ez‘ZE Zi,
i=1

=1 (163)

n n n
2
ag g T; + aq g T; = E T; Zi,
i=1 =1 =1

kde z; = Iny; pre i = 1,2,...,n. VyrieSenim sustavy rovnic (163) dostaneme ag, a;, pomocou
ktorych ziskame bodové odhady by, b; parametrov Sy, f; exponencidlneho regresného modelu

nasledovne: by = e* a by = e®.

7.2.5 Mocninovy regresny model

O mocninovom regresnom modele hovorime, ak sa vztah medzi zavislou premennou Y a ne-

zévislou premennou X da vyjadrit rovnicou
Y =By X +¢, (164)
resp.
Yi = ﬂomfl +e, pret=1,2,...,n,

kde y;, resp. x; predstavuju i—te hodnoty premennej Y, resp. X, ¢; je nahodné chyba i—teho
pozorovania a [y, (1 su parametre modelu.

Bodoviym odhadom mocninového regresného modelu je rovnica
Y = by X", (165)

resp.

~ b .
Yi=box;", prei=1,2,...,n,
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kde 7; je i—ta teoretickd hodnota zavislej premennej Y a by, by st bodové odhady parametrov
Bo, 1 regresného modelu. Na ziskanie linearnej regresnej funkcie mozeme pouzit logaritmicki

transforméciu
InY =In (b X"),
mY = Inby + In X,
Y =1Inby + by In X.
Nahradenim InY = Z , Inby = ag, b1 = a1 a In X = T dostavame lineadrnu funkciu v tvare

Z = ap+a;T. Potom pokracujeme ako v pripade linedrneho regresného modelu, ¢im dostaneme

nasledujtcu sistavu rovnic

n n
nag + aq E t, = g Zi,
i=1 i=1
n n n
2
ao E t; + ap E t; = g t; 2,
i=1 i=1 i=1

kde z; = Iny;, t; = Inz; prei = 1,2,...,n. VyrieSenim sustavy rovnic (166|) dostaneme ag, ay,

pomocou ktorych ziskame bodové odhady by, b; parametrov [y, 51 mocninového regresného

(166)

modelu nasledovne: by = e® a by = qy.

7.2.6 Niektoré d’'alsie nelinearne regresné modely

Prehl'ad vybranych nelinedrnych regresnych modelov, ktoré sa daju podobne ako v predché-

dzajucich pripadoch pretransformovat na linearny regresny model, st zhrnuté v Tabulke [I7]

Tabul'ka 17: Dalsie nelinearne regresné modely

Bodovy odhad Linearizujica Bodovy odhad linearneho
regresného modelu | transformacia regresného modelu

Y = b+ by e¥ X =T Y =by+ b T

Y = by + by a¥ aX =T Y = by + by T

Y =by+bsinX |sinX =T Y = by + b T
g Loby+bX, L=2 Z=by+bX
Y= L=loyp, L=Z Lt=t|Z=bT+h

7.3 Posudzovanie vhodnosti a vyznamnosti regresného modelu

V dalsej casti nas zaujima, ¢i regresny model odhadnuty pomocou metdédy najmensich Stvor-

cov je vhodny na analyzu skimaného nahodného vyberu a ¢i je Statisticky vyznamny.
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7.3.1 Vyberovy koeficient determinacie

Na posudzovanie vhodnosti zvoleného regresného modelu odhadnutého pomocou metédy naj-
mensich Stvorcov slazi vgberovy koeficient (index) determindcie R%. Tento koeficient je popis-

nou mierou vhodnosti pouzitia regresnej funkcie na predikciu a je definovany nasledovne

n

Z(yz' —5:)?

(167)

kde 7 je vyberovy aritmeticky priemer zavislej premennej Y a n je rozsah nahodného vyberu.

Vyberovy koeficient determinécie nadobtida len hodnoty z intervalu (0; 1) a urc¢uje tu cast
celkovej variability pozorovanych hodnot, ktord je mozné vysvetlit danym regresnym mode-
lom. Vyjadreny v percentéch (100 R2%) udéava, kolko percent celkovej variability je vysvetli-
telnych regresnym modelom. Z toho vyplyva, ze hodnoty blizke nule naznacuju, ze zvolena
regresna funkcia nie je vhodna. Naopak, hodnoty blizke 1 naznacuji, ze regresna funkcia
velmi dobre vystihuje zavislost medzi jednotlivymi nahodnymi premennymi.

Pre malé rozsahy vyberu n je tento odhad vychyleny a nadhodnocuje priliehavost k re-
gresnému modelu, preto sa pouZiva nevychyleny odhad modifikovany (korigovany) vijberovy

koeficient determindcie definovany vztahom

1
R?=R*-(1-R) (168)

n—m

kde m je pocet odhadovanych parametrov regresnej funkcie.

7.3.2 Test vyznamnosti regresného modelu
Test vyznamnosti regresného modelu stcasne testuje vyznamnost vyberového koeficienta de-

terminacie a vSetkych parametrov modelu.

1. Hypotézy:
Hy:fo=5=p=...=Pn-1=0,
H; : aspon jeden z parametrov [y, 51, 8o, - -, Bm_1 # 0,
resp.

Hy : regresny model nie je Statisticky vyznamny,

H, : regresny model je Statisticky vyznamny.
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2. Testovacie kritérium je

(n —m) Z(@‘ -9 (n—m) Z(,@ -7
F= m _ZI) S = ~ F(m—1,n—m), (169)

(m—1)3 (5~ 5

i=1

kde 7 je vyberovy aritmeticky priemer nahodnej premennej Y, m je pocet odhadovanych

parametrov regresnej funkcie a n je rozsah nahodného vyberu.

3. Kritickd oblast K, je
Ko = (Fi_alm —1,n —m); ).

Niekedy je uzito¢né otestovat, ¢i niektory z parametrov regresnej funkcie sa rovné nejakej

konkrétnej konstante b.
Test zhody parametrov regresnej funkcie so zndmou konstantou

1. Hypotézy:
HO : /82 - b)
Hl : ﬁz # b.

2. Testovacie kritérium je

t=—"—— ~t(n—2), (170)

kde s(b;) je vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra b; a n je rozsah

nahodného vyberu.

3. Kriticka oblast K, pre rozne alternativy je uvedena v nasledujucej tabulke:

Hy H, K,
Bi=b|Bi>b (ti_a(n — 2); 00)
Bi=b|pi <b (—00; —t1_o(n —2))

Poznamka: V pripade, Ze v predchadzajucom teste budeme testovat nulova hypotézu 5; = 0,

ide o test vyjznamnosti parametra 3;, 1 =0,1,...,m.
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7.3.3 Statisticka analyza rezidui

Rezidua e; su dolezité pri hodnoteni kvality regresnej funkcie a idajov, taktiez pri posudzovani
opravnenosti predpokladov u zvoleného linedarneho regresného modelu. Predstavuja bodové
odhady nahodnych chyb ; modelu. Metdéda najmensich Stvorcov predstavuje najlepsie ne-
skreslené odhady linedrneho modelu, ak budeme predpokladat, Ze nahodné chyby &; modelu

pre : = 1,2,...,n maju nasledujtce vlastnosti:
1. Stredna hodnota ndhodnej chyby ¢; je nula, t.j. F(g;) = 0.
2. Rozptyl nahodnej chyby &; je konstantny a nadobtda hodnoty o2, 0. > 0.
3. Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej chyby &; je normélne, t.j. &; ~ N(0,02).
4. Nahodné chyby st medzi sebou vzéjomne nezavislé, t. j. cov(e;, €;) = 0, pre vetky i # j.

Splnenie tychto predpokladov sa da overit az po zvoleni regresného modelu, pretoze az
vtedy vieme urcit rezidua. Pokial vSak model nespliia niektort z uvedenych podmienok, nie
je mozné dany model pouzit pre skiimané udaje.

Grafickou analyzou, ¢ st dané predpoklady splnené, moéze byt bodovy graf zavislosti
rezidui e; od teoretickych hodnét, t.j. bodovy graf (7;,e;), @ = 0,1,...,n. Ak st splnené
predpoklady modelu, rezidua musia byt ndhodne rozptylené okolo nuly. Rezidua je mozné
ohranic¢it dvomi priamkami rovnobeznymi s osou x, pricom v grafe by nemal byt Ziaden
naznak potencialneho trendu.

Po grafickej analyze si jednotlivé vlastnosti ndhodnych chyb overime aj pomocou Statis-
tickych testov. Prva vlastnost nahodnych chyb ¢;, ktora potrebujeme overit je, ¢i rozdelenie
pravdepodobnosti ndhodnych chyb je normalne rozdelenie. K tomu pomoézu testy dobrej zhody
(kapitola . Nulovu stredntt hodnotu ndhodnych chyb mézeme overit pomocou jednovybe-
rového t—testu strednej hodnoty so znamou konstantou (kapitola . f)alej potrebujeme
overit je, ¢i ndhodné chyby maja konstantny rozptyl. K tomu mézeme pouzit Goldfeldov-
Quandtov test, ktory je obdobou testu zhody rozptylov dvoch nezavislych normélnych stibo-

rov.
Goldfeldov-Quandtov test

Predpokladame, Ze nahodné chyby e; maji norméalne rozdelenie. Udaje usporiadame do
neklesajicej postupnosti podl'a hodnot premennej X a rozdelime ich do dvoch skupin. Horna
¢ast obsahuje mensie hodnoty premennej X (ich pocet ozna¢ime ny) a dolna cast obsahuje

vicsie hodnoty premennej X (ich pocet oznacime ny). Néasledne odhadneme nové parametre
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regresného modelu zvlast pre horni a dolnt ¢ast pozorovani pomocou metdédy najmensich

Stvorcov. Sucty Stvorcov rezidui pre obidve ¢asti oznac¢ime SSE) a SSEj,.

1. Hypotézy:

L2 2

H, : 03 # o},

2. Testovacie kritérium je

. SSEd ny —m . MSEd

F = - ~
SSEh Ng—m MSEh

F(ng—m,n, —m), (171)

kde m je pocet odhadovanych parametrov regresnej funkcie.

3. Kritickd oblast K, je

K, = (Fi_o(ng—m,n, —m);00).

Pozndmka: V Specidlnom pripade, ak rozdelime data do dvoch rovnako pocetnych casti

(t.j. ng = np, = §), testovacie kritérium F' ma tvar

_ SSEq n n
F_SSEhNF<§_m’§_m)’ (172)

kde m je pocet odhadovanych parametrov regresnej funkcie a n je rozsah ndhodného vyberu.

Posledna vlastnost ndhodnych chyb, ktort potrebujeme overit, je vzajomna nezéavislost na-
hodnych chyb. Mierou zavislosti (korelovanosti) rezidui je Durbin—Watsonova Statistika DW

ktora ma tvar

pw — =2 | (173)

kde e; su rezidua. Durbin—Watsonova Statistika nadobuida hodnoty z intervalu (0;4). Na jej

interpretaciu sa v praxi pouziva nasledujtica stupnica:

e ak DWW € (1,4;2,6), tak rezidua e; nevykazuju autokorelaciu (t.j. maji ndhodny cha-

rakter, st nezavislé) a model je dobry,
e ak DWW < 1,4, tak rezidua e; st kladne korelované a model je nevyhovujuci,

e ak DWW > 2,6, tak rezidua e; st zaporne korelované a model je nevyhovujuci.
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Analyzu rezidui, resp. ndhodnych chyb, uzavrieme overenim nahodnosti chyb. K tomu
pouzijeme test ndhodnosti chyb zalozeny na tzv. bodoch zvratu. Cislo e, 2 <1< n-1
budeme povaZzovat za bod zvratu v postupnosti rdoznych ¢isel ey, es, ..., e,, ak plati bud pod-
mienka e; 1 < e; > e;;1 alebo podmienka e; ; > e; < e;;;. Pokial st niektoré susedné
hodnoty rovnaké, jednu z nich Skrtneme. Ozna¢me Z celkovy pocet bodov zvratu v postup-

nosti ey, €q, ..., €,.

Test ndhodnosti chyb (test bodov zvratu)

1. Hypotézy:

Hy : chyby st nahodné,
H, : chyby nie st nahodné.

2. Testovacie kritérium je

7 _ 2n—4
U=—2 ~ N(0,1), (174)
/16n—29
90
kde Z je celkovy pocet bodov zvratu v postupnosti ey, es, .. ., e,.

3. Kriticka oblast K, je

Priklad 7.1 V nasledujicej tabulke si tidaje o mnozstve tirody jablk (Y') Jv t] a pocte stromov
v sade (X) [v ks].

x; || 160 | 250 | 320 | 500 | 750 | 1000 | 1500 | 2000
yi || 789 | 800 | 851 | 874 | 11953 | 1335 | 1704 | 2073

Predpokladame, Ze medzi sledovanymi premennymi je linedrny vztah a Ze ide o ndhodny vijber
z normdlneho rozdelenia.

a) Odhadnime zdvislost mnoZstva tirody od poctu stromov regresnou priamkou.

b) Zostrojme korelacny graf nahodnych premenngch X a'Y .

¢) Posidme vhodnost regresného modelu.

d) Otestugme na hladine vyznamnosti «=0,05 vjznamnost regresného modelu.

e) Otestugme na hladine vyznamnosti a=0,05 vyznamnost regresngch parametrov.

f) Uréme 95%-né intervaly spolahlivosti pre regresné parametre.
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RieSenie: a) Predpokladame, ze medzi sledovanymi premennymi je linearny vztah. Linearny

regresny model je v tvare ([130)
Y = BD -+ 51X + €.

Bodovym odhadom linearneho regresného modelu je rovnica (|137))

~

Y = by + b1 X,

kde parametre by, b; odhadneme metédou najmensich Stvorcov. Potrebujeme vyriesit sustavu

(141). Pri jej rieSeni je vhodné vytvorit Tabulku

Tabulka 18
1 160 | 789 25600 126240
2 | 250 | 800 62500 200000
3 | 320 | 851 | 102400 | 272320
4 | 500 | 874 | 250000 | 437000
5 | 750 | 1193 | 562500 | 894750
6 | 1000 | 1335 | 1000000 | 1335000
7 | 1500 | 1704 | 2250000 | 2556000
8 12000 | 2073 | 4000000 | 4146000
> 16480 | 9619 | 8253000 | 9967310

Po dosadeni hodnot z Tabulky [I8] dostavame stustavu linearnych rovnic v tvare

8by + 64800; = 9619,
6480by + 82530006, = 9967310.

VyrieSenim ststavy linearnych rovnic ziskame bodové odhady parametrov by = 615,6979,

by = 0,7243. Regresna priamka ma tvar

~

Y = 615,6979 + 0, 7243 X.

Teoretické hodnoty g; st uvedené v Tabulke [19]

b) Korelatny graf je znazorneny na Obr. 25

c¢) Vhodnost regresného modelu postidime pomocou vyberového koeficientu determinécie R?,
ktory vypocitame pomocou vztahu . Plati

¥ = — (7894 800 + 851 + 874 + 1193 + 1335 + 1704 + 2073) = 1202, 375;

ool =
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Potom vyberovy koeficient determinacie R? je

Tabulka 19
T 160 250 320 500 750 1000 1500 2000
Yi 789 800 851 874 1193 1335 1704 2073
Ui || 731,59 | 796,77 | 847,47 | 977,84 | 1158,92 | 1339,99 | 1702, 14 | 2064, 28

Mnozstvo urody jablk
1200 1400 1600 1800 2000
|

1000

800
|

T
1000

1500

Pocet stromov v sade

T T
2000

Obr. 25: Korela¢ny graf z Prikladu

SSE = (y; — §:)* = (789 — 731,5848) + (800 — 796, 7711)* + (851 — 847,4716)*+
=1

(874 — 977,8443)? + (1193 — 1158,9174) + (1335 — 1339, 9906)%+

+(1704 — 1702, 1369)* + (2073 — 2064, 2833)* = 15368, 9969;

n

Z(yi — )% = (789 — 1202, 375)% + (800 — 1202, 375) + (851 — 1202, 375)*+

=1

+(874 — 1202, 375)% + (1193 — 1202, 375)% + (1335 — 1202, 375)*+

+(1704 — 1202, 375)% + (2073 — 1202, 375)* = 1591371, 875.
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_ 15368,9969
1591371, 875

Co znamena, ze az 99,03% hodnot je mozné vysvetlit tymto regresnym modelom.

R*=1 =0,9903.

d) Pri teste vyznamnosti regresného modelu budeme testovat
Hy : regresny model nie je Statisticky vyznamny,
H : regresny model je Statisticky vyznamny.

Hodnotu testovacieho kritéria F' urc¢ime podla vztahu (169))

n

(8-2)) (7 —7)’

F _ =1
(2—1) - 15368,9969’

> (G —7)* = (731,5848 — 1202, 375) + (796, 7711 — 1202, 375)% + (847, 4716 — 1202, 375)*+

+(977,8443 — 1202, 375)2 + (1158, 9174 — 1202, 375)2 + (1339, 9906 — 1202, 375)>+
+(1702, 1369 — 1202, 375)2 + (2064, 2833 — 1202, 375) = 1576002, 8781.

Potom hodnota testovacieho kritéria je F' = 615, 3.
Kvantil Fisherovho F-rozdelenia je Fy_,(m — 1,n —m) = Fy95(1,6) = 5,9874 (Tabulka
a kriticka oblast je

Ko o5 = (5,9874;00) = F € K 5.

Hodnota testovacieho kritéria F' = 615,3 patri do kritickej oblasti K5, preto nulovt hy-
potézu H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. MdéZeme predpokladat, Ze na

hladine vyznamnosti o = 0,05 je regresny model $tatisticky vyznamny.

e) Pri teste vyznamnosti parametra /3, budeme testovat
HO : 60 = 07

Hy: By #0.
Hodnotu testovacieho kritéria ¢ uréime podla vztahu (170)
~ 615,6979 -0
o s(be)
kde s(by) je vyberova smerodajné odchylka odhadnutého parametra by, ktort vypocitame

pomocou vztahu (144). Plati

D a7 =160 + 2507 + 320% + 500” + 750 + 1000° + 1500° + 2000> = 8253000,

i=1
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1
T = §(160 + 250 + 320 + 500 4 750 + 1000 + 1500 + 2000) = 810,

> (wi —T)* = (160 — 810)* + (250 — 810)* + (320 — 810)* + (500 — 810)* + (750 — 810)*+

=1

+(1000 — 810)* + (1500 — 810)* + (2000 — 810)* = 3004200.

Potom vyberova smerodajné odchylka s(by) odhadnutého parametra by je

1 2
s(b) = \/s2(bo) = \/ 535%92969 : 8?35030(102%0 = /879, 6042 = 29, 6581.

Hodnota testovacieho kritéria je ¢ = 20, 7598 a kvantil Studentovho t-rozdelenia je
ti-a(n —2) = tog75(6) = 2,4469 (Tabulka 29). Kriticka oblast je

Koo = (—oo; -2, 4469) U (2, 4469; OO) =t € Koos.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 20, 7598 patri do kritickej oblasti K o5, preto nulovia hy-
potézu Hy zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. Mozeme predpokladat, Ze na

hladine vyznamnosti a = 0,05 je parameter [, Statisticky vyznamny.

Pri teste vyznamnosti parametra ;, budeme testovat

Hy : 1 =0,

Hy: B, #0.
Hodnotu testovacieho kritéria t uré¢ime podla vztahu ([170))

Cbi—b 0,7243-0
S(bl) S(bl) ’

kde s(by) je vyberova smerodajna odchylka odhadnutého parametra by, ktora vypocitame
pomocou vztahu ((144)). Plati

15368, 9969 1
b = 2 b = ! . — — 2 1 .
s(b1) = v/s*(b1) \/ <5 3001300 = V0 00085 = 0,02915

Hodnota testovacieho kritéria je t = 24, 80 a kvantil Studentovho t-rozdelenia je
ti—a(n —2) =ty975(6) = 2,4469 (Tabulka 29). Kriticka oblast je

t

Ko 5 = (—00; —2,4469) U (2,4469; 00) = t € K 5.

Hodnota testovacieho kritéria t = 24, 80 patri do kritickej oblasti K o5, preto nulovi hypotézu
H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H;. MoZzeme predpokladat, Zze na hladine

vyznamnosti a = 0,05 je parameter [3; Statisticky vyznamny.
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f) Chceme urcit intervaly spolahlivosti pre parametre 3y a ;. Kvantil Studentovho t-rozdelenia
je ti—a(n —2) = tog75(6) = 2,4469 (Tabulka[29) a vyberové smerodajné odchylky pre oba
parametre sme uz vypocitali v ¢asti e). Potom 95%-ny interval spolahlivosti pre parameter
Bo je podla vztahu ((145))

(615,6979 — 2,4469 - 29,6581;615,6979 + 2,4469 - 29, 6581) = (543, 1271; 688, 2688)
a 95%ny interval spolahlivosti pre parameter §; je

(0,7243 — 2,4469 - 0,02915;0, 7243 + 2,4469 - 0,02915) = (0, 6528; 0, 7957) .

Priklad 7.2 V nasledujiicej tabulke st tidaje o mnozstve tirody jablk (Y ) [v t] a pocte stromov
v sade (X) [v ks].

x; || 160 | 250 | 320 | 500 | 750 | 1000 | 1500 | 2000
vi || 7891 800 | 851 | 874 | 1193 | 1335 | 1704 | 2073

a) Odhadnime zdvislost mnoZstva irody od poctu stromov exponencidlnym regresnym modelom
v tvare Y = By e ¥ 4 ¢.
b) Zostrojme korelacny graf nahodnijch premenngch X a'Y.

c¢) Posidme vhodnost regresného modelu.

RieSenie: Exponenciadlny regresny model je v tvare [158
Y = Byl X +e.
Bodovym odhadom exponencialneho regresného modelu je rovnica [159
Y = by e,

kde parametre by, b; su bodové odhady parametrov 3y, 51. Na ziskanie parametrov modelu
pouzijeme logaritmicku transformaciu uvedenu v kapitole . Oznaéime InY = Z , Inby =
ag, b1 = a1, ¢im dostavame linearnu funkciu v tvare 7 = ag + a1 X.

Potom pokrac¢ujeme ako v pripade linearneho regresného modelu. Potrebujeme vyriesit
sustavu (160]). Pri jej rieSeni je vhodné vytvorit Tabulku . Po dosadeni hodnét z Tabulky [20]

dostavame ststavu linedrnych rovnic v tvare

8ap + 6480a; = 56,2333;
6480ay + 8253000a; = 47228, 3388.
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Tabul'ka 20

7 x| z=Iny x? i 2

1 | 160 6,6708 25600 1067,3226
2 | 250 6,6846 62500 1671,1529
3 | 320 6,7464 102400 | 2158,8519
4 | 500 6,7731 250000 | 3386,5402
5 | 750 7,0842 562500 | 5313,1698
6 | 1000 | 7,1967 | 1000000 | 7196,6866
7 | 1500 | 7,4407 | 2250000 | 11161,1006
8 (2000 | 7,6368 | 4000000 | 15273,5042
> 16480 | 56,2333 | 8253000 | 47228,3288

VyrieSenim sustavy rovnic ziskame parametre ag = 6, 5764, a; = 0,0006. Potom bodové od-
hady parametrov 3, 51 exponencidlneho regresného modelu st by = e = 5°764 = 717,9213

a by = a; = 0,0006. Hladan4 regresna funkcia mé tvar
Y = 717,9213 %0006X
Teoretické hodnoty y; = e* st uvedené v Tabulke [21]

Tabul'ka 21

T; 160 250 320 200 750 1000 1500 2000
Yi 789 800 851 874 1193 1335 1704 2073
Y || 785,09 | 825,60 | 858,55 | 949,43 | 1091,84 | 1255,60 | 1660,50 | 2195, 98

b) Korela¢ny graf je znazorneny na Obr. .
¢) Vhodnost regresného modelu postidime pomocou vyberového koeficientu determinécie R?

ktory vypocitame pomocou vztahu (167). Plati

1
Y= 3 (789 + 800 + 851 + 874 + 1193 + 1335 + 1704 + 2073) = 1202, 375;

SSE = "(y; — 7:)* = (789 — 785,0925) + (800 — 825, 6018)? + (851 — 858, 548)*+

=1

+(874 — 949,4333)% + (1193 — 1091, 8382)% + (1335 — 1255, 6024)*+
+(1704 — 1660, 5036)* + (2073 — 2195, 9755)* = 39970, 4838;

Z(yi —7)? = (789 —1202, 375)* + (800 — 1202, 375)* 4 (851 — 1202, 375)? + (874 — 1202, 375)*+

=1
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Mnozstvo urody jablk
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Obr. 26: Korelacny graf z Prikladu

+(1193—-1202, 375)*+(1335—1202, 375)*+(1704—1202, 375)*+(2073—1202, 375)* = 1591371, 875.

Hodnota vyberového koeficienta determinacie R? je

39970, 4838
1591371, 875

Co znamené4, Ze az 97, 45% hodnot je mozné vysvetlit tymto regresnym modelom.

R*=1 =0,9745.

Priklad 7.3 V nasledujicej tabulke si idaje o mnoZstve nakipeného dreva (V) [v kgl a pocte
vyrobengjch stoliciek (X ) [v ks].

x; || 160 | 250 | 320 | 500 | 750 | 1000 | 1500 | 2000
y; || 789 | 800 | 851 | 990 | 1193 | 1335 | 1704 | 2073

Vytvorme linedrny regresny model a posidme mieru kvality ziskaného modelu.

RieSenie: Linearny regresny model je v tvare (136))

Y:BO—l—ﬁlX—i—g.
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Bodovym odhadom linearneho regresného modelu je rovnica ((137))

~

Y = by + by X,

kde parametre by, b; odhadneme metdédou najmensich Stvorcov. Potrebujeme vyriesit stustavu

(141)). Pri jej riesent je vhodné vytvorit Tabulku [22]

Tabulka 22

1 | 160 | 789 | 25600 126240
2 | 250 | 800 | 62500 200000
3 | 320 | 851 | 102400 | 272320
4 | 500 | 990 | 250000 | 495000
5 | 750 | 1193 | 562500 | 894750
6 | 1000 | 1335 | 1000000 | 1335000
7 | 1500 | 1704 | 2250000 | 2556000
8 | 2000 | 2073 | 4000000 | 4146000
> 16480 | 9619 | 8253000 | 10025310

Po dosadeni hodnét z Tabulky [22] dostavame stustavu linearnych rovnic v tvare

8by 4 64800, = 9735,
64800y + 82530000, = 10025310.

VyrieSenim danej sustavy rovnic ziskame bodové odhady parametrov by = 639, 8936, b = 0, 7123.

Regresna priamka mé tvar

~

Y = 639,8936 + 0, 7123 X.

Teoretické hodnoty ¥; st uvedené v Tabulke [23|

Tabulka 23
T 160 250 320 500 750 1000 1500 2000
Y 789 800 851 990 1193 1335 1704 2073
Ui || 753,87 | 817,97 | 867,84 | 996,06 | 1174, 14 | 1352,22 | 1708, 38 | 2064, 54

Kvoli nazornosti je korelaény graf znazorneny na Obr. 27]

Aby zvolend metoéda najmensich stvorcov odhadla najlepsie a neskreslene parametre regres-

ného modelu, nahodné chyby e; musia spliat urcité vlastnosti. Kedze rezidua e; = v; —
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Obr. 27: Korelacny graf z Prikladu

predstavuju bodové odhady nédhodnych chyb g;, budeme ich potrebovat k postideniu miery
kvality modelu (Tabulka . Pouzijeme Statisticku analyzu rezidui, kde za hladinu vyznam-

nosti zvolime o = 0, 05.

Tabul'ka 24
T; Yi Yi €
160 | 789 | 753,8652 | 35,1348
250 | 800 | 817,9743 | —17,9743
320 | 851 | 867,8369 | —16,8369
500 | 990 | 996,0549 | —6,0549
750 | 1193 | 1174,1356 | 18,8644
1000 | 1335 | 1352,2163 | —17,2163
1500 | 1704 | 1708,3777 | —4,3777
2000 | 2073 | 2064, 5391 8, 4609

Najprv urobime grafickt analyzu, teda vytvorime bodovy graf zavislosti rezidui od teore-
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tickych hodnét (Obr. . Pretoze rezidua st nadhodne rozptylené okolo nuly, predpoklady

modelu sa splnené.

30
I

10
I

Rezidua

-10

© o
o

-20

T T T T T T T
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Teoretické hodnoty

Obr. 28: Zavislost rezidui od teoretickych hodnot z Prikladu

Prva vlastnost nahodnych chyb, ktort potrebujeme overit, je, ¢i rozdelenie pravdepodob-
nosti ndhodnych chyb je norméalne rozdelenie. K tomu pouzijeme napriklad Shapiro-Wilkov

test normality. Budeme testovat
Hy: F(z) = G(x), kde G(x) ~ N(u,0?),
H,: F(z) # G(x).
Rozsah suboru je n = 8. Usporiadame hodnoty rezidui e; do neklesajicej postupnosti (Ta-

bulka [25).

Tabul'ka 25: Hodnoty rezidui e; usporiadané do neklesajicej postupnosti

l 1 2 3 4 5 6 7 8

ew || —17,9743 | —17,2163 | —16,8369 | —6,0549 | —4,3777 | 8,4609 | 18,8644 | 35,1348

Hodnotu testovacieho kritéria 1 uréime podla vztahu (122)), kde m = § = 4. Vyberovy
aritmeticky priemer vypocitany podla vztahu je rovny nule (t.j. € = 0). Tabulkové
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hodnoty a;, st a;g = 0,6052, ass = 0,3164, azgs = 0,1743, ass = 0,0561 (Tabulka [48).

Potom

4
> i (emis) — €@)) = 0,6052 - (35,1348 + 17,9743) + 0, 3164 - (18,8644 + 17,2163)+

=1
40,1743 - (8,4609 + 16,8369) 40,0561 - (—4, 3777 + 6,0549) = 48,0611,
8
> (e — )’ = (—17,9743)% + (—17,2163) + (—16,8369) + (—6, 0549)*+
=1
+(—4,3777) + (8,4609) + (18,8644)? + (35, 1348)% = 2620, 687.

Hodnota testovacieho kritéria je W = 0,8814. Kritickd hodnota pre Shapiro-Wilkov test
normality je Wo05(8) = 0,818 (Tabulka [49)). Kriticka oblast je

K0705 = (—OO; 0,818) =W Q_f K0705.

Hodnota testovacieho kritéria W = 0, 8814 nepatri do kritickej oblasti Ky o5, preto na hladine
vyznamnosti o = 0,05 nulovi hypotézu Hy nezamietame. Moézeme predpokladat, Ze rozdele-

nie pravdepodobnosti nahodnych chyb je norméalne rozdelenie.

Na overenie nulovej strednej hodnoty ndhodnych chyb pouzijeme jednovyberovy test stred-

nej hodnoty, pricom nepozname rozptyl (jednovyberovy t—test). Budeme testovat
Hy:e=0,
H, :e#0.

Hodnotu testovacieho kritéria ¢ uréime podla vztahu

e — 0-0
p=T R =20 R=0.
s s
Kvantil Studentovho t-rozdelenia je t;_a(n — 1) = to975(7) = 2,365 (Tabulka 29). Kriticka
oblast je

K0705 = (—OO, —2, 365) U (2, 365, OO) =1 ¢ K0,05.

Hodnota testovacieho kritéria ¢ = 0 nepatri do kritickej oblasti K o5, preto nulova hypotézu
Hjy nezamietame. Mo6zeme predpokladat, ze na hladine vyznamnosti a = 0,05 sa stredna

hodnota ndhodnych chyb vyznamne nelisi od nuly.

Na overenie konstantného rozptylu ndhodnych chyb pouzijeme Goldfeldov-Quandtov test.
Hodnoty nahodnej premennej X, ktoré tvoria neklesajucu postupnost, rozdelime do dvoch
skupin (Tabul'ka [26]).
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Tabul'ka 26
T Yi Yi e;
160 | 789 | 765,5183 | 551,3918
250 | 800 | 821,6427 | 468,4071
320 | 851 | 865,2951 | 204, 3488
500 | 990 | 977,5440 | 155,1530
750 | 1193 | 1175,7120 | 298, 8796
1000 | 1335 | 1353,7290 | 350, 7685
1500 | 1704 | 1709, 7630 | 33,2089
2000 | 2073 | 2065,7970 | 51,8888

Pre obe skupiny vytvorime nové regresné modely, ktoré maji nasledujtce tvary

?; = 665, 7415 + 0, 6236 X ),; Y, = 641,6610 + 0, 7121.X,.

Budeme testovat

Hy: 02 =0},

H, : 05 # a;.
Nulova hypotéza hovori, Ze je splneny predpoklad rovnosti rozptylov oboch skupin. Proti
alternativnej hypotéze, ktora hovori, Ze nie je splneny predpoklad rovnosti rozptylov oboch
skupin. Hodnotu testovacieho kritéria F' uréime podla vztahu , kde m = 2 je pocet

odhadovanych parametrov linearnej regresnej funkcie a n, = ng = 4. Hodnoty stuctov stvorcov

rezidui pre dolnd a horna ¢ast vypoc¢itame nasledovne

SSE, =Y e} = 1379,3007; SSE = el =T34,7458;
i=1 i=1
kde za hodnoty rezidui e; dosadime len tie, ktoré patria do jednotlivych ¢asti (Tabulka [26)).
Hodnota testovacieho kritéria je F' = 0,5327. Kvantil Fisherovho F-rozdelenia je
Fi_o(ng —myny —m) = Fyes5(2,2) = 19 (Tabulka . Kriticka oblast K, je

Kops = (19;00) = F ¢ Ko 5.

Hodnota testovacieho kritéria F' = 0,5327 nepatri do kritickej oblasti Ky o5, preto nulovi
hypotézu H, nezamietame. Mo6zeme predpokladat, Zze na hladine vyznamnosti a = 0,05 je

rozptyl nahodnych chyb oboch skupin konstantny.
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Posledné vlastnost nahodnych chyb, ktort potrebujeme zistit, je overenie vzajomnej ne-
zévislosti ndhodnych chyb. K tomu pouzijeme Durbin-Watsonovu statistiku DW (173)). Plati

)

+(—6,0549 + 16, 8369)* + (18,8644 + 6,0549)* + (—17,2163 — 18, 8644)*+

8
(e — e;_1)% = (—17,9743 — 35,1348) + (—16, 8369 + 17,9743)*+
=2

+(—4,3777 + 17,2163) + (8,4609 + 4, 3777)% = 5190, 895,

> e = (—17,9743)% + (—17,2163)” + (—16,8369)” + (—6,0549)"+

=1
+(—4,3777)% + (8,4609)% 4 (18,8644)* + (35, 1348)* = 2620, 6867.
Hodnotu Durbin—Watsonovej Statistiky ur¢ime podla vztahu (173)

5190, 895
DW=_—-"—"=1,98.
W 2620, 6867 ’

Hodnota Durbin-Watsonovej statistiky DW = 1,98 patri do intervalu (1, 4; 2, 6), teda rezidua

nevykazuju autokorelaciu a preto je model dobry.

Nakoniec urobime overenie nahodnosti chyb pomocou testu nahodnosti chyb (testu bodov

zvratu). Budeme testovat
Hy : chyby st ndhodné,
H, : chyby nie st ndhodné.

V Tabulke [24] st vypocitané rezidué e;. Potom body zvratu najdeme nasledovne
35,1348 > -17,9743 < —16,8369 < —6,0549 < 18,8644 > -17,2163 < —4,3777 < §8,4609.

Teda pocet bodov zvratu je Z = 3. Hodnotu testovacieho kritéria U ur¢ime podla vztahu (174))

g — 164
_ 3 _ _
U= = —0,9535.

Kvantil normovaného normalneho rozdelenia je Ui—g = Ugo75 = 1,96 (Tabulka . Kriticka
oblast K, je
Ko o5 = (—00; —1,96) U (1,96;00) = U ¢ K 5.

Hodnota testovacieho kritéria U = —0,9535 nepatri do kritickej oblasti K o5, preto nulova
hypotézu Hy nezamietame. Mozeme predpokladat, Zze na hladine vyznamnosti a = 0,05 st
chyby nahodné.

Néahodné chyby &; maju vSetky pozadované vlastnosti a teda mozeme dany linedrny re-

gresny model povazovat za kvalitny.
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Statistické tabulky






Tabul'ka 27: Distribu¢na funkcia normovaného norméalneho rozdelenia

1

2

3

4

5

6

7

8

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2.3
2.4
2,5
2,6
2.7
2.8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3.4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7258
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9773
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7612
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9865
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,726
0,783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,983
0,9987
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,0485
0,9582
0,9664
0,732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,943
0,9957
0,9968
0,9977
0,983
0,988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7996
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8079
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9202
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,0884
0,9911
0,0932
0,9949
0,9962
0,0972
0,9979
0,9985
0,9989
0,0992
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,5319
0,5714
0,6103
0,6470
0,6844
0,7190
0,7518
0,7823
0,8106
0,8365
0,8598
0,8810
0,8097
0,9162
0,9306
0,9430
0,9535
0,9625
0,9700
0,9762
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000

0,5359
0,5754
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000




Tabul'ka 28: Kvantily normovaného normélneho rozdelenia u,

«

Uq

«

Uq

«

Uq

(0%

U

0,500
0,510
0,520
0,530
0,540
0,550
0,560
0,570
0,580
0,590
0,600
0,610
0,620
0,630
0,640
0,650
0,660
0,670
0,680
0,690
0,700
0,710
0,720
0,730
0,740
0,750
0,760
0,770
0,780
0,790
0,800
0,810
0,820
0,830
0,840

0,00000
0,02507
0,05015
0,07527
0,10043
0,12566
0,15097
0,17637
0,20189
0,22754
0,25335
0,27932
0,30548
0,33185
0,35846
0,38532
0,41246
0,43991
0,46770
0,49585
0,52440
0,55338
0,58284
0,61281
0,64335
0,67449
0,70630
0,73885
0,77219
0,80642
0,84162
0,87790
0,91537
0,95417
0,99446

0,850
0,860
0,870
0,880
0,890
0,900
0,901
0,902
0,903
0,904
0,905
0,906
0,907
0,908
0,909
0,910
0,911
0,912
0,913
0,914
0,915
0,916
0,917
0,918
0,919
0,920
0,921
0,922
0,923
0,924
0,925
0,926
0,927
0,928
0,929

1,03643
1,08032
1,12639
1,17499
1,22653
1,28155
1,28727
1,29303
1,29884
1,30469
1,31058
1,31652
1,32251
1,32854
1,33462
1,34076
1,34694
1,35317
1,35946
1,36581
1,37220
1,37866
1,38517
1,39174
1,39838
1,40507
1,41183
1,41865
1,42554
1,43250
1,43953
1,44663
1,45381
1,46106
1,46838

0,930
0,931
0,932
0,933
0,934
0,935
0,936
0,937
0,938
0,939
0,940
0,941
0,942
0,943
0,944
0,945
0,946
0,947
0,948
0,949
0,950
0,951
0,952
0,953
0,954
0,955
0,956
0,957
0,958
0,959
0,960
0,961
0,962
0,963
0,964

1,47579
1,48328
1,49085
1,49851
1,50626
1,51410
1,52204
1,53007
1,53820
1,54643
1,55477
1,56322
1,57179
1,58047
1,58027
1,59819
1,60725
1,61644
1,62576
1,63523
1,64485
1,65463
1,66456
1,67466
1,68494
1,69540
1,70604
1,71689
1,72793
1,73920
1,75069
1,76241
1,77438
1,78661
1,79912

0,965
0,966
0,967
0,968
0,969
0,970
0,971
0,972
0,973
0,974
0,975
0,976
0,977
0,978
0,979
0,980
0,981
0,982
0,983
0,984
0,985
0,986
0,987
0,988
0,989
0,990
0,991
0,992
0,993
0,994
0,995
0,996
0,997
0,998
0,999

1,81191
1,82501
1,83842
1,85218
1,86630
1,88079
1,89570
1,91104
1,92684
1,94313
1,95996
1,97737
1,99539
2,01409
2,03352
2,05375
2,07485
2,09693
2,12007
2,14441
2,17009
2,19729
2,22621
2,25713
2,20037
2,32635
2,36562
2,40892
245726
2,51214
2,57583
2,65207
2,74778
2,87816
3,09023




Tabul'ka 29: Kvantily Studentovho t-rozdelenia t,(n)

n | a=0,900|a=0,950 | a=0,975 | a = 0,990 | a = 0,995 | a = 0,999
1 3,0777 6,3138 12,7062 | 31,8205 | 63,6567 | 318,3088
2 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,0248 22,3271
3 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 10,2145
4 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 7,1732
5 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 5,8934
6 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 5,2076
7 1,4149 1,8046 2,3646 2,9980 3,4995 4,7853
8 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 4,5008
9 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 4,2968
10 1,3722 1,8125 92,2281 2,7638 3,1693 4,1437
11 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 4,0247
12 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,296
13 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,8520
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,0768 3,7874
15 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025 2,467 3,7328
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,208 3,6862
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,6458
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,6105
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,5794
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,5518
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,5272
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,5050
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,4850
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,4668
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,4502
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,4350
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,4210
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,4082
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,3962
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,3852
=30 || 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 3,0000




Tabulka 30: Kvantily y? rozdelenia x?(n)

Z 0,005 | 0,010 | 0,025 | 0,050 | 0,100 | 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990 | 0,995
1| 0,00 | 0,00 | 0,00 | 000 | 0,00 | 271 | 3,84 | 502 | 6,64 | 7.88
2 |l 0,01 | 0,02 | 005 | 0,10 | 0,21 | 461 | 599 | 7,38 | 9,21 | 10,60
3 007 | 011 | 022 | 035 | 058 | 625 | 7,82 | 9,35 | 11,34 | 12,84
4 021 | 030 | 048 | 0,71 | 1,06 | 7,78 | 9,49 | 11,14 | 13,28 | 14,86
51 041 | 055 | 0,83 | 1,15 | 1,61 | 924 | 11,07 | 12,83 | 15,09 | 16,75
6 | 068 | 0,87 | 1,24 | 1,64 | 2,20 | 10,64 | 12,59 | 14,45 | 16,81 | 18,55
71 0,99 | 1,24 | 1,69 | 2,17 | 2,83 | 12,02 | 14,07 | 16,01 | 18,48 | 20,28
8 | 1,34 | 1,65 | 2,18 | 2,73 | 3,49 | 13,36 | 15,51 | 17,53 | 20,09 | 21,95
9 | 1,74 | 2,09 | 2,70 | 3,33 | 4,17 | 14,68 | 16,92 | 19,02 | 21,67 | 23,59
10| 2,16 | 2,56 | 3,25 | 3,94 | 4,87 | 1599 | 18,31 | 20,48 | 23,21 | 25,19
11| 2,60 | 3,05 | 382 | 458 | 558 | 17,28 | 19,68 | 21,92 | 24,72 | 26,76
12 || 3,07 | 357 | 440 | 523 | 6,30 | 18,55 | 21,03 | 23,34 | 26,22 | 28,30
13 || 357 | 4,11 | 501 | 583 | 7,04 | 19,81 | 22,36 | 24,74 | 27,69 | 29,82
14 || 4,08 | 466 | 563 | 6,57 | 7,79 | 21,06 | 23,68 | 26,12 | 29,14 | 31,32
15| 4,60 | 523 | 6,26 | 7,26 | 8,55 | 22,31 | 25,00 | 27,49 | 30,58 | 32,80
16 || 5,14 | 581 | 6,91 | 7,96 | 9,31 | 23,54 | 26,30 | 28,35 | 32,00 | 34,27
17 || 5,70 | 6,41 | 7,56 | 8,67 | 10,09 | 24,77 | 27,59 | 30,19 | 33,41 | 35,72
18 || 6,27 | 7,02 | 823 | 9,39 | 10,86 | 25,99 | 28,87 | 31,53 | 34,81 | 37,16
19| 6,84 | 7,63 | 891 | 10,12 | 11,65 | 27,20 | 30,14 | 32,85 | 36,19 | 38,58
20 | 7,43 | 8,26 | 9,59 | 10,82 | 12,44 | 28,41 | 31,41 | 34,17 | 37,57 | 40,00
21 | 8,03 | 890 | 10,28 | 11,59 | 13,24 | 29,62 | 32,67 | 35,48 | 38,93 | 41,40
22 | 8,64 | 9,54 | 10,98 | 12,34 | 14,04 | 30,81 | 33,92 | 36,78 | 40,29 | 42,80
23 | 9,26 | 10,20 | 11,69 | 13,09 | 14,85 | 32,01 | 35,17 | 38,08 | 41,64 | 44,18
24 | 9,89 | 10,86 | 12,40 | 13,85 | 15,66 | 33,20 | 36,42 | 39,36 | 42,98 | 45,56
25 || 10,52 | 11,52 | 13,12 | 14,61 | 16,47 | 34,38 | 37,65 | 40,65 | 44,31 | 46,93
26 || 11,16 | 12,20 | 13,84 | 15,38 | 17,29 | 35,56 | 38,89 | 41,92 | 45,64 | 48,29
27 || 11,81 | 12,88 | 14,57 | 16,15 | 18,11 | 36,74 | 40,11 | 43,19 | 46,96 | 49,65
28 || 12,46 | 13,56 | 15,31 | 16,93 | 18,94 | 37,92 | 41,34 | 44,46 | 48,28 | 50,99
29 || 13,12 | 14,26 | 16,05 | 17,71 | 19,77 | 39,09 | 42,56 | 45,72 | 49,59 | 52,34
30 || 13,79 | 14,95 | 16,79 | 18,49 | 20,60 | 40,26 | 43,77 | 46,98 | 50,89 | 53,67
31 || 14,46 | 15,66 | 17,54 | 19,28 | 21,43 | 41,42 | 44,99 | 48,23 | 52,19 | 55,00
32 || 15,13 | 16,36 | 18,29 | 20,07 | 22,27 | 42,59 | 46,19 | 49,48 | 53,49 | 56,33
33 | 15,82 | 17,07 | 19,05 | 20,87 | 23,11 | 43,75 | 47,40 | 50,73 | 54,78 | 57,65
34 || 16,50 | 17,79 | 19,81 | 21,66 | 23,95 | 44,90 | 48,60 | 51,97 | 56,06 | 58,96
35 || 17,19 | 18,51 | 20,57 | 22,47 | 24,80 | 46,06 | 49,80 | 53,20 | 57,34 | 60,28




Tabul'ka 31: Kvantily x? rozdelenia x?(n)

0,005 | 0,010 | 0,025 | 0,050 | 0,100 | 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990 | 0,995
36 | 17,89 | 19,23 | 21,34 | 23,27 | 25,64 | 47,21 | 51,00 | 54,44 | 58,62 | 61,58
37 | 18,59 | 19,96 | 22,11 | 24,08 | 26,49 | 48,36 | 52,19 | 55,67 | 59,80 | 62,88
38 | 19,29 | 20,69 | 22,88 | 24,88 | 27,34 | 49,51 | 53,38 | 56,90 | 61,16 | 64,18
39 | 19,99 | 21,43 | 23,65 | 25,70 | 28,20 | 50,66 | 54,57 | 58,12 | 62,43 | 65,48
40 | 20,70 | 22,16 | 24,43 | 26,51 | 29,05 | 51,81 | 55,76 | 59,34 | 63,69 | 66,77
41 | 21,42 | 22,91 | 2522 | 27,33 | 29,91 | 52,95 | 56,94 | 60,56 | 64,95 | 68,05
42 | 22,14 | 23,65 | 26,00 | 28,14 | 30,77 | 54,09 | 58,12 | 61,78 | 66,21 | 69,34
43 | 22,86 | 24,40 | 26,79 | 28,97 | 31,63 | 55,23 | 59,30 | 63,00 | 67,46 | 70,62
44 | 23,58 | 25,15 | 27,58 | 29,79 | 32,49 | 56,37 | 60,48 | 64,20 | 68,71 | 71,89
45 | 24,31 | 25,90 | 28,37 | 30,61 | 33,35 | 57,51 | 61,66 | 6541 | 69,96 | 73,17
46 | 25,04 | 26,66 | 29,16 | 31,44 | 34,26 | 58,64 | 62,83 | 66,62 | 71,20 | 74,44
A7 | 25,78 | 27,42 | 29,96 | 32,27 | 35,08 | 59,77 | 64,00 | 67,82 | 72,44 | 75,70
48 | 26,51 | 28,18 | 30,76 | 33,10 | 35,95 | 60,91 | 65,17 | 69,02 | 73,68 | 76,97
49 | 27,25 | 28,94 | 31,56 | 33,93 | 36,82 | 62,04 | 66,34 | 70,22 | 74,92 | 78,23
50 || 27,99 | 29,71 | 32,36 | 34,76 | 37,69 | 63,17 | 67,51 | 71,42 | 76,15 | 79,49
55 | 31,74 | 33,57 | 36,40 | 38,96 | 42,06 | 68,80 | 73,31 | 77,38 | 82,29 | 85,75
60 | 35,53 | 37,49 | 40,48 | 43,19 | 46,46 | 74,40 | 79,08 | 83,30 | 88,38 | 91,95
65 | 39,38 | 41,44 | 44,60 | 47,45 | 50,88 | 79,97 | 84,82 | 89,18 | 94,42 | 98,11
70 || 43,28 | 4544 | 48,76 | 51,74 | 55,33 | 85,53 | 90,53 | 95,02 | 100,43 | 104,21
75 || 47,21 | 49,48 | 52,94 | 56,05 | 59,80 | 91,06 | 96,22 | 100,84 | 106,39 | 110,29
80 | 51,17 | 53,54 | 57,15 | 60,39 | 64,28 | 96,58 | 101,88 | 106,63 | 112,33 | 116,32
85 || 55,17 | 57,63 | 61,39 | 64,75 | 68,78 | 102,08 | 107,52 | 112,39 | 118,24 | 122,32
90 | 59,20 | 61,75 | 65,65 | 69,13 | 73,29 | 107,57 | 113,15 | 118,14 | 124,12 | 128,30
95 | 63,25 | 65,90 | 69,93 | 73,52 | 77,82 | 113,04 | 118,75 | 123,86 | 129,97 | 134,25
100 || 67,33 | 70,07 | 74,22 | 77,93 | 82,36 | 118,50 | 124,34 | 129,56 | 135,81 | 140,17




Tabulka 32: Kvantily y? rozdelenia x?(n)

: 0,005 | 0,010 | 0,025 | 0,050 | 0,100 | 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990 | 0,995
105 || 71,43 | 74,25 | 78,54 | 82,35 | 86,91 | 123,95 | 129,92 | 135,25 | 141,62 | 146,07
110 || 75,55 | 78,46 | 82,87 | 86,79 | 91,47 | 129,39 | 135,48 | 140,92 | 147,41 | 151,95
115 || 79,69 | 82,68 | 87,21 | 91,24 | 96,04 | 134,81 | 141,03 | 146,57 | 153,19 | 157,81
120 || 83,85 | 86,92 | 91,57 | 95,71 | 100,62 | 140,23 | 146,57 | 152,21 | 158,96 | 163,65
125 || 88,03 | 91,18 | 95,95 | 100,18 | 105,21 | 145,64 | 152,09 | 157,84 | 164,69 | 169,47
130 || 92,22 | 9545 | 100,33 | 104,66 | 109,81 | 151,05 | 157,61 | 163,45 | 170,42 | 175,28
135 || 96,43 | 99,74 | 104,73 | 109,16 | 114,42 | 156,44 | 163,12 | 169,06 | 176,14 | 181,07
140 || 100,65 | 104,03 | 109,14 | 113,66 | 119,03 | 161,83 | 168,61 | 174,65 | 181,84 | 186,85
145 || 104,89 | 108,35 | 113,56 | 118,17 | 123,65 | 167,21 | 174,10 | 180,23 | 187,53 | 192,61
150 || 109,14 | 112,67 | 117,98 | 122,69 | 128,28 | 172,58 | 179,58 | 185,80 | 193,21 | 198,36
160 || 117,68 | 121,35 | 126,87 | 131,76 | 137,55 | 183,31 | 190,52 | 196,92 | 204,53 | 209,82
170 | 126,26 | 130,06 | 135,79 | 140,86 | 146,84 | 194,02 | 201,42 | 208,00 | 215,81 | 221,24
180 || 134,88 | 138,82 | 144,74 | 149,97 | 156,15 | 204,70 | 212,30 | 219,04 | 227,06 | 232,62
190 || 143,55 | 147,61 | 153,72 | 159,11 | 165,49 | 215,37 | 223,16 | 230,06 | 238,27 | 243,96
200 | 152,24 | 156,43 | 162,73 | 168,28 | 174,84 | 226,02 | 233,99 | 241,06 | 249,45 | 255,26
300 | 240,66 | 245,97 | 253,91 | 260,88 | 269,07 | 331,79 | 341,40 | 349,87 | 359,91 | 366,84
400 | 330,90 | 337,16 | 346,48 | 354,64 | 364,21 | 436,65 | 447,63 | 457,31 | 468,72 | 476,61
500 | 422,30 | 429,39 | 439,94 | 449,15 | 459,93 | 540,93 | 553,13 | 563,85 | 576,49 | 585,21
600 | 514,53 | 522,37 | 534,02 | 544,18 | 556,06 | 644,80 | 658,09 | 669,77 | 683,52 | 692,98
700 | 607,38 | 615,91 | 628,58 | 639,61 | 652,50 | 748,36 | 762,66 | 775,21 | 789,97 | 800,13
800 | 700,72 | 709,90 | 723,51 | 735,36 | 749,19 | 851,67 | 866,91 | 880,28 | 895,98 | 906,79
900 | 794,47 | 804,25 | 818,76 | 831,37 | 846,07 | 954,78 | 970,90 | 985,03 | 1001,6 | 1013,0
1000 || 888,56 | 898,91 | 914,26 | 927,59 | 943,13 | 1057,7 | 1074,7 | 1089,5 | 1107,0 | 1118,9




Tabul'ka 33: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia F g5(k1, k2)

k1
N 1 2 3 4 5 6 7
1 || 161,450 | 199,50 | 215,7074 | 224,5832 | 230,1619 | 233,986 | 236,7684
2 | 18,5128 | 19,000 | 19,1643 | 19,2468 | 19,2964 | 19,3295 | 19,3532
3| 10,1280 | 9,5521 | 92766 | 9,1172 | 9,0135 | 8,9406 | 88867
4 7,7086 | 6,9443 | 6,5914 | 6,3882 | 6,2561 | 6,1631 | 6,0942
5 6,6079 | 5,7861 | 54095 | 5,1922 | 50503 | 4,9503 | 4,8759
6 59874 | 51433 | 47571 | 4,5337 | 4,3874 | 4,2839 | 4,2067
7 55014 | 4,7374 | 4,3468 | 4,1203 | 3,9715 | 3,8660 | 3,7870
8 53177 | 4,4590 | 4,0662 | 3,8379 | 3,6875 | 3,5806 | 3,5005
9 5,1174 | 4,2565 | 3,8625 | 3,6331 | 3,4817 | 3,3738 | 3,2927
10 || 4,9646 | 4,1028 | 3,7083 | 3,780 | 3,3258 | 3,2172 | 3,1355
11 | 4,8443 | 3,9823 | 35874 | 3,3567 | 3,2039 | 3,0046 | 3,0123
12 || 4,7472 | 3,8853 | 3,4903 | 3,2592 | 3,1059 | 2,9961 | 2,9134
13 | 4,6672 | 3,8056 | 3,4105 | 3,1791 | 3,0254 | 29153 | 2,8321
14 || 4,6001 |3,7380 | 3,3430 | 3,1122 | 2,9582 | 2,8477 | 12,7642
15 || 4,5431 | 3,6823 | 3,2874 | 3,0556 | 2,9013 | 2,7905 | 2,7066
16 || 4,4940 | 3,6337 | 3,2380 | 3,0060 | 2,8524 | 2,7413 | 2,6572
17 | 44513 | 3,5915 | 3,1968 | 29647 | 2,8100 | 2,6987 | 2,6143
18 || 4,4139 | 3,5546 | 3,1599 | 29277 | 2,7729 | 2,6613 | 2,5767
19 || 4,3807 | 3,5219 | 3,1274 | 2.8951 | 2,7401 | 2,6283 | 2,5435
20 | 4,3512 | 3,4928 | 3,0984 | 2,8661 | 2,7109 | 2,5990 | 2,5140
21 | 4,3248 | 3,4668 | 3,0725 | 2,8401 | 2,6848 | 2,5727 | 24876
22 | 4,3000 |3,4434 | 3,0491 | 28167 | 2,6613 | 2,5491 | 2,4638
23 | 42793 | 3.4221 | 3,0280 | 2,7955 | 26400 | 2,5277 | 2,4422
24 | 4,2597 | 3,4028 | 3,0088 | 2,7763 | 2,6207 | 2,5082 | 2,4226
25 | 4,2417 |3,3852 | 29912 | 2,7587 | 2,6030 | 2,4904 | 2,4047
26 | 4,2252 |3,3690 | 29752 | 2,7426 | 25868 | 24741 | 2,3883
27 | 4,2100 | 3,3541 | 29604 | 2,7278 | 25719 | 24591 | 2,3732
28 | 4,1960 |3,3404 | 2,9467 | 2,7141 | 25581 | 2,4453 | 2,3593
29 | 4,1830 |3,3277 | 2,9340 | 2,7014 | 25454 | 24324 | 2,3463
30 | 4,1709 |3,3158 | 2,9223 | 2,6806 | 2,5336 | 2,4205 | 2,3343
40 || 4,0847 |3,2317 | 2,8387 | 2,6060 | 24495 | 2,3359 | 2,2490
60 | 4,0012 |3,1504 | 2,7581 | 2,5252 | 2,3683 | 2,2541 | 2,1665
80 | 3,9604 |3,1108 | 2,7188 | 2,4859 | 2,3287 | 2,2142 | 2,1263
120 | 3,9201 | 3,0718 | 2,6802 | 24472 | 2,2809 | 2,1750 | 12,0868
~ 120 || 3,8415 | 2,0957 | 2,6049 | 23719 | 2,2141 | 2,0986 | 2,0096




Tabul'ka 34: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fj g5(k1, k2)

ky
L 8 9 10 11 12 13 14
1 | 238,8827 | 240,5433 | 241,8818 | 242,9835 | 243,906 | 244,6899 | 245,364
2 19,3710 | 19,3848 | 19,3959 | 19,4050 | 19,4125 | 19,4189 | 19,4244
3 8,8452 | 88123 | 87855 | 8,7633 | 8,7446 | 8,7287 | 8,7149
4 6,0410 | 59988 | 59644 | 59358 | 59117 | 58911 | 58733
5 48183 | 4,7725 | 4,7351 | 4,7040 | 4,6777 | 4,6552 | 4,6358
6 4,1468 | 4,0990 | 4,0600 | 4,0274 | 3,9999 | 39764 | 3,9559
7 3,7257 | 3,6767 | 3,6365 | 3,6030 | 3,5747 | 3,5503 | 3,5292
8 34381 | 3,3881 | 3,3472 | 3,3130 | 3,2839 | 3,2590 | 3,2374
9 3,2296 | 3,1789 | 3,1373 | 3,1025 | 3,0729 | 3,0475 | 3,0255
10 3,0717 | 3,0204 | 29782 | 2,9430 | 2,9130 | 2.8872 | 2,8647
11 2,0480 | 2,8962 | 2,8536 | 2,8179 | 2,7876 | 2,7614 | 2,7386
12 2,8486 | 2,7964 | 27534 | 2,7173 | 2,6866 | 2,6602 | 2,6371
13 2,7669 | 27144 | 26710 | 2,6347 | 2,6037 | 2,5769 | 2,5536
14 2,6087 | 2,6458 | 2,6022 | 2,5655 | 2,5342 | 2,5073 | 2,4837
15 2,6408 | 25876 | 25437 | 2,5068 | 2,4753 | 2,4481 | 2,4244
16 2,5011 | 2,5377 | 24935 | 24564 | 2,4247 | 2,3973 | 2,3733
17 2,5480 | 2,4943 | 24499 | 24126 | 2,3807 | 2,3531 | 2,3290
18 2,5102 | 24563 | 24117 | 2,3742 | 2,3421 | 2,3143 | 2,2900
19 24768 | 24227 | 23779 | 2,3402 | 2,3080 | 2,2800 | 2,2556
20 24471 | 2,3928 | 23479 | 2,3100 | 22776 | 2,2495 | 2,2250
21 24205 | 2,3660 | 23210 | 2,2829 | 2,2504 | 2,2222 | 2,1975
22 2,3065 | 2,3419 | 22967 | 2,2585 | 2,2258 | 2,1975 | 2,1727
23 2,3748 | 2,3201 | 22747 | 2,2364 | 2,2036 | 2,1752 | 2,1502
24 2,3551 | 2,3002 | 22547 | 2,2163 | 2,1834 | 2,1548 | 2,1208
25 2,3371 | 22821 | 22365 | 2,1979 | 2,1649 | 2,1362 | 2,1111
26 2,3205 | 22655 | 22197 | 2,1811 | 2,1479 | 2,1192 | 2,0939
27 2,3053 | 2,2501 | 22043 | 2,1655 | 2,1323 | 2,1035 | 2,0781
28 2,2013 | 2,2360 | 2,1900 | 2,1512 | 2,1179 | 2,0889 | 2,0635
29 2,2783 | 2,2229 | 21768 | 2,1379 | 2,1045 | 2,0755 | 2,0500
30 2,2662 | 22107 | 2,1646 | 2,1256 | 2,0921 | 2,0630 | 2,0374
40 2,1802 | 2,1240 | 20772 | 2,0376 | 2,0035 | 1,738 | 1,9476
60 2,0070 | 2,0401 | 1,9926 | 1,9522 | 1,9174 | 1,8870 | 1,8602
80 2,0564 | 1,9991 | 19512 | 1,9105 | 1,8753 | 1,8445 | 1,8174
120 || 2,0164 | 1,9588 | 1,9105 | 1,8693 | 1,8337 | 1,8026 | 1,7750
~ 120 | 1,0384 | 1,8799 | 1,8307 | 1,7886 | 1,7522 | 1,7202 | 1,6918




Tabul'ka 35: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia F g5(k1, k2)

2 15 16 17 18 19 20 25

1 || 245,9499 | 2464639 | 2469184 | 247.3232 | 2476861 | 248,0131 | 2492601
9 | 194291 | 194333 | 19437 | 19,4402 | 19,4431 | 19,4458 | 194558
3 87029 | 86923 | 86829 | 86745 | 8,6670 | 8,6602 | 8,6341
4 58578 | 58441 | 58320 | 58211 | 58114 | 58025 | 57687
5 46188 | 4,6038 | 4,5004 | 45785 | 4,5678 | 4,5581 | 4,5200
6 3,9381 | 3,9223 | 3,9083 | 3,8057 | 3,8844 | 38742 | 3,8348
7 35107 | 34944 | 34799 | 34669 | 34551 | 34445 | 3,4036
8 32184 | 32016 | 3,1867 | 3,1733 | 3,1613 | 3,1503 | 3,1081
9 3,0061 | 2,9800 | 2,9737 | 2,9600 | 2,9477 | 2,9365 | 2,8932
10 | 28450 | 28276 | 2,8120 | 27980 | 2,7854 | 27740 | 2,7298
11| 2,718 | 27000 | 2,6851 | 2,6709 | 2,6581 | 2,6464 | 2,6014
12 | 26160 | 25980 | 2,5828 | 2,5684 | 25554 | 25436 | 2,4977
13 || 25331 | 25149 | 24987 | 24841 | 24709 | 24580 | 24123
14 || 24630 | 24446 | 24282 | 24134 | 24000 | 23879 | 23407
15 | 24034 | 23849 | 23683 | 23533 | 2,3398 | 23275 | 2,2797
16 | 23522 | 23335 | 23167 | 2,3016 | 2,2880 | 22756 | 2,2272
17 || 23077 | 22888 | 22719 | 22567 | 22429 | 22304 | 21815
18 || 22686 | 22496 | 22325 | 22172 | 22033 | 21906 | 21413
19 || 22341 | 22149 | 21977 | 21823 | 21683 | 21555 | 2.1057
20 | 2,2033 | 2,1840 | 2,1667 | 2,511 | 2,1370 | 2,1242 | 2,0739
o1 || 2,1757 | 2,1563 | 2,1389 | 2,1232 | 2,1090 | 2,0960 | 2,0454
22 || 2,1508 | 2,1313 | 2,1138 | 2,0980 | 2,0837 | 2,0707 | 2,0196
93 || 2,1282 | 2,1086 | 2,0910 | 2,0751 | 2,0608 | 2,0476 | 1,9963
24 || 2,1077 | 2,0880 | 2,0703 | 2,0543 | 2,0399 | 2,0267 | 1,9750
95 || 2,0889 | 2,061 | 2,0513 | 2,0353 | 2,0207 | 2,0075 | 1,9554
2% || 2,0716 | 2,0518 | 2,0339 | 2,0178 | 2,0032 | 1,9808 | 19375
97 || 2,0558 | 2,0358 | 2,0179 | 2,0017 | 19870 | 1,9736 | 1,9210
98 || 2,0411 | 2,0210 | 2,0030 | 1,9868 | 19720 | 1,9586 | 1,9057
20 || 2,0275 | 2,0073 | 1,9893 | 1,9730 | 19581 | 1,9446 | 1,8915
30 | 20148 | 1,9946 | 1,9765 | 1,9601 | 1,9452 | 1,9317 | 1,8782
40 || 1,9245 | 1,9037 | 1,8851 | 1,8682 | 1,8529 | 1,8380 | 1,7835
60 || 1,8364 | 1,8151 | 1,7959 | 1,7784 | 1,7625 | 1,7480 | 1,6902
80 | 1,7932 | 1,7716 | 1,7520 | 1,7342 | 1,7180 | 1,7032 | 1,6440
120 | 1,7505 | 1,7285 | 1,7085 | 1,6904 | 1,6739 | 1,6587 | 1,5980
=120 || 1,6640 | 1,6435 | 1,6228 | 1,6038 | 1,5865 | 1,5705 | 1,5061




Tabul'ka 36: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fj g5(k1, k2)

2 30 40 60 80 120 | =120
1 [ 250,0052 | 251,1432 | 252,1957 | 252,7237 | 253,2529 | 254,31
9 || 19,4624 | 19,4707 | 19,4791 | 19,4832 | 19,4874 | 19,496
3 86166 | 85944 | 85720 | 85607 | 85494 | 85264
4 57459 | 57170 | 56877 | 56730 | 56581 | 56281
5 44957 | 44638 | 44314 | 44150 | 4,3985 | 4,3650
6 3,8082 | 3,7743 | 3,7398 | 3,7223 | 3,7047 | 3,6689
7 3,3758 | 3,304 | 3,3043 | 32860 | 32674 | 3,2298
8 3,0794 | 3,0428 | 3,0053 | 29862 | 29669 | 2,9276
9 92,8637 | 2,8250 | 27872 | 27675 | 2,7475 | 2,7067
10 | 26996 | 26609 | 26211 | 2,6008 | 25801 |2,5379
11| 25705 | 25309 | 24901 | 24692 | 24480 | 24045
12 | 24663 | 24259 | 23842 | 23628 | 2,3410 |2,2962
13 | 23803 | 23392 | 22966 | 22747 | 22524 | 22064
14 | 23082 | 22664 | 22220 | 22006 | 21778 |2,1307
15 | 22468 | 22043 | 21601 | 21373 | 21141 |2,0658
16 | 21938 | 21507 | 2,1058 | 2,0826 | 2,0589 |2,0096
17 | 21477 | 21040 | 2,0584 | 2,0348 | 2,0107 | 1,9604
18 | 21071 | 2,0629 | 20166 | 1,9927 | 1,9681 |1,9168
19 | 20712 | 20264 | 19795 | 1,9552 | 1,9302 | 1,8780
20 | 20301 | 1,9938 | 1,9464 | 1,9217 | 1,8963 | 1,8432
o1 | 20102 | 1,9645 | 1,9165 | 1,8915 | 1,8657 | 1,8117
22 | 1,9842 | 1,9380 | 1,8894 | 1,8641 | 1,8380 | 1,7831
23 | 1,9605 | 1,9139 | 1,8648 | 1,8392 | 1,8128 | 1,7570
24 | 1,9390 | 1,8020 | 1,8424 | 1,8164 | 1,7896 | 1,7330
25 | 1,9192 | 1,8718 | 1,8217 | 1,7955 | 1,7684 | 1,7110
2% | 1,9010 | 1,8533 | 1,8027 | 1,7762 | 1,7488 | 1,6906
o7 | 18842 | 1,8361 | 1,7851 | 1,7584 | 1,7306 | 1,6717
28 | 1,8687 | 1,8203 | 1,7680 | 1,7418 | 1,7138 | 1,6541
29 | 1,8543 | 1,8055 | 1,7537 | 1,7264 | 1,6981 | 1,6376
30 | 1,8409 | 1,7918 | 1,7396 | 1,7121 | 1,6835 | 1,6223
40 | 17444 | 16928 | 1,6373 | 1,6077 | 1,5766 | 1,5089
60 | 1,6491 | 1,5943 | 1,5343 | 1,5019 | 1,4673 | 1,3893
80 | 1,6017 | 15449 | 14821 | 14477 | 14107 |1,3247
120 | 15543 | 14952 | 14290 | 1,3922 | 1,3519 | 1,2539
=120 || 14591 | 1,3940 | 13180 | 1,2735 | 1,2214 | 1,0000




Tabulka 37: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy g75(k1, k2)

k1
b 1 2 3 4 5 6 7
1| 647,789 | 799,500 | 864,163 | 899,5833 | 921,8479 | 937,1111 | 948,2169
2 || 38,5063 | 39,0000 | 39,1655 | 39,2484 | 39,2982 | 39,3315 | 39,3552
3 || 17,4434 | 16,0441 | 15,4392 | 15,1010 | 14,8848 | 14,7347 | 14,6244
4 || 12,2179 | 10,6491 | 9,9792 | 9,6045 | 9,3645 | 9,1973 | 9,0741
5 || 10,0070 | 8,4336 | 7,7636 | 7,3879 | 7,1464 | 6,9777 | 6,8531
6 8,8131 | 7,2599 | 6,5988 | 6,2272 | 59876 | 5,8198 | 5,6955
7 8,0727 | 6,5415 | 58808 | 55226 | 52852 | 51186 | 4,9949
8 75709 | 6,0595 | 54160 | 5,0526 | 4,8173 | 4,6517 | 4,5286
9 72093 | 57147 | 5,0781 | 4,7181 | 4,4844 | 4,3197 | 4,1970
10 | 6,9367 | 54564 | 4,8256 | 44683 | 42361 | 4,0721 | 3,9498
11 | 6,7241 | 52559 | 4,6300 | 42751 | 4,0440 | 3,8807 | 3,7586
12 | 6,5538 | 5,0059 | 44742 | 4,1212 | 3,8911 | 3,7283 | 3,6065
13 | 6,4143 | 4,9653 | 4,3472 | 3,9959 | 3,7667 | 3,6043 | 3,4827
14 | 6,2979 | 48567 | 42417 | 3,8919 | 3,6634 | 3,5014 | 3,3799
15 | 6,1995 | 4,7650 | 4,1528 | 3,8043 | 3,5764 | 3,4147 | 3,2934
16 | 6,1151 | 4,6867 | 4,0768 | 3,7294 | 3,5021 | 3,3406 | 3,2194
17 | 6,0420 | 4,6180 | 4,0112 | 3,6648 | 3,4379 | 3.2767 | 3,1556
18 | 59781 | 4,5597 | 3,9539 | 3,6083 | 3,3820 | 3,2209 | 3,0999
19 | 59216 | 4,5075 | 3,9034 | 3,5587 | 3,3327 | 3,1718 | 3,0509
20 || 5,8715 | 4,4613 | 3,8587 | 3,5147 | 3,2801 | 3,1283 | 3,0074
21 || 5,8266 | 4,4199 | 3,8188 | 34754 | 32501 | 3,0895 | 2,96%6
22 || 5,7863 | 4,3828 | 3,7829 | 34401 | 32151 | 3,0546 | 2,9338
23 || 5,7498 | 4,3492 | 3,7505 | 3,4083 | 3,1835 | 3,0232 | 2,9023
24 || 5,7166 | 4,3187 | 3,7211 | 3,3794 | 3,1548 | 2,0946 | 2.8738
25 || 5,6864 | 4,2009 | 3,69043 | 3,3530 | 3,1287 | 2,9685 | 2,8478
26 || 5,6586 | 4,2655 | 3,6697 | 3,3289 | 3,1048 | 2,0447 | 2,8240
27 || 56331 | 4,2421 | 3,6472 | 3,3067 | 3,0828 | 29228 | 2,8021
28 || 5,6096 | 4,2205 | 3,6264 | 3,2863 | 3,0626 | 2,9027 | 2,7820
29 || 55878 | 4,2006 | 3,6072 | 3,2674 | 3,0438 | 2,8840 | 2,7633
30 || 55675 | 4,1821 | 3,5804 | 3,2499 | 3,0265 | 2,8667 | 2,7460
40 || 5,4239 | 4,0510 | 34633 | 3,1261 | 2,9037 | 2,7444 | 2,6238
60 || 52856 | 3,9253 | 3,3425 | 3,0077 | 2,7863 | 26274 | 2,5068
80 || 52184 | 3,8643 | 3,2841 | 2,9504 | 2,7295 | 25708 | 2,4502
120 | 5,1523 | 3,8046 | 3,2260 | 2,8943 | 2,6740 | 2,5154 | 2,3048
~ 120 || 5,0239 | 3,6889 | 3,1161 | 2,7858 | 25665 | 2,4082 | 22875




Tabul'ka 38: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy g75(k1, k2)

ky

n 8 9 10 11 12 13 14

1 | 956,6562 | 963,2846 | 968,6274 | 973,0252 | 976,708 | 979,8368 | 982,5278
2 39,3730 | 39,3869 | 39,3980 | 39,4071 | 39,4146 | 39,4210 | 39,4265
3 14,5399 | 14,4731 | 14,4189 | 14,3742 | 14,3366 | 14,3045 | 14,2768
4 8,0796 | 8,9047 | 88439 | 8,7935 | 87512 | 87150 | 8,6838
5 6,7572 | 6,6811 | 6,6192 | 6,5678 | 6,5245 | 64876 | 6,4556
6 55096 | 55234 | 54613 | 54098 | 53662 | 53290 | 5,2968
7 48993 | 48232 | 47611 | 4,7095 | 4,6658 | 4,6285 | 4,5961
8 44333 | 43572 | 4,2951 | 42434 | 4,1997 | 4,1622 | 4,1297
9 4,1020 | 4,0260 | 3,9639 | 3,121 | 3,8682 | 3,8306 | 3,7980
10 3,8549 | 3,7790 | 3,7168 | 3,6649 | 3,6209 | 3,5832 | 3,5504
11 3,6638 | 3,5879 | 3,5257 | 34737 | 3,4296 | 3,3917 | 3,3588
12 35118 | 3,358 | 3,3736 | 3,3215 | 3,2773 | 3,2393 | 3,2062
13 3,3880 | 3,3120 | 3,2497 | 3,1975 | 3,1532 | 3,1150 | 3,0819
14 3,2853 | 3,2093 | 3,1469 | 3,0946 | 3,0502 | 3,0119 | 2,9786
15 3,1087 | 3,1227 | 3,0602 | 3,0078 | 2,9633 | 29249 | 2,8915
16 3,1248 | 3,0488 | 29862 | 2,9337 | 2,8800 | 2.8506 | 2,8170
17 3,0610 | 2,9849 | 29222 | 2,8696 | 2,8249 | 2.7863 | 2,7526
18 3,0053 | 2,9201 | 2.8664 | 2,8137 | 2,7689 | 2,7302 | 2,6964
19 2,9563 | 2,8801 | 28172 | 2,7645 | 2,7196 | 2,6808 | 2,6469
20 2,9128 | 2,8365 | 27737 | 2,7209 | 2,6758 | 2,6369 | 2,6030
21 2,8740 | 2,7977 | 27348 | 2,6819 | 2,6368 | 25978 | 2,5638
22 2,8392 | 27628 | 26998 | 2,6469 | 2,6017 | 2.5626 | 2,5285
23 2,8077 | 2,7313 | 26682 | 2,6152 | 2,5699 | 2,5308 | 2,4966
24 2,7791 | 2,7027 | 26396 | 2,5865 | 2,5411 | 2,5019 | 2,4677
25 2,7531 | 2,6766 | 26135 | 2,5603 | 2,5149 | 24756 | 2,4413
26 2,7293 | 2,6528 | 25806 | 2,5363 | 2,4908 | 2,4515 | 24171
27 2,7074 | 2,6309 | 25676 | 2,5143 | 24688 | 24293 | 2,3949
28 2,6872 | 2,6106 | 25473 | 2,4940 | 2,4484 | 24080 | 2,3743
29 2,6686 | 2,5919 | 25286 | 2,4752 | 24205 | 2,3900 | 2,3554
30 2,6513 | 25746 | 25112 | 24577 | 24120 | 23724 | 2,3378
40 2,5280 | 24519 | 23882 | 2,3343 | 2,2882 | 22481 | 2,2130
60 24117 | 2,3344 | 22702 | 2,2159 | 2,1692 | 2,1286 | 2,0929
80 2,3549 | 22775 | 22130 | 2,1584 | 2,1115 | 2,0706 | 2,0346
120 || 22994 | 2,2217 | 2,1570 | 2,1021 | 2,0548 | 20136 | 1,9773
=120 | 2,1918 | 2,1136 | 2,0483 | 1,0927 | 1,9447 | 1,9027 | 1,8656




Tabulka 39: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy g75(k1, k2)

2 15 16 17 18 19 20 25

1| 984,8668 | 986,9187 | 988,7331 | 990,3490 | 991,7973 | 993,1028 | 998,0808
9 || 39,4313 | 39,4354 | 30,4391 | 39,4424 | 39,4453 | 39,4479 | 39,4579
3 || 14,2527 | 14,2315 | 14,2127 | 14,1960 | 14,1810 | 14,1674 | 14,1155
4 8,6565 | 8,6326 | 86113 | 85924 | 85753 | 85599 | 85010
5 6,4277 | 64032 | 6,3814 | 6,3619 | 6,3444 | 6,3286 | 6,2679
6 52687 | 52439 | 52218 | 52021 | 5,1844 | 51684 | 5,1069
7 45678 | 45428 | 45206 | 45008 | 44829 | 44667 | 4,4045
8 41012 | 4,0761 | 4,0538 | 4,0338 | 4,0158 | 3,9995 | 3,9367
9 3,7694 | 3,7441 | 3,7216 | 3,7015 | 3,6833 | 3,6669 | 3,6035
10 | 35217 | 34963 | 34737 | 34534 | 34351 | 34185 | 3,3546
11| 33200 | 33044 | 32816 | 32612 | 32428 | 32261 | 3,1616
12 | 31772 | 31515 | 3,1286 | 3,1081 | 3,0806 | 3,0728 | 3,0077
13 | 3,0527 | 3,0260 | 3,0039 | 29832 | 2,9646 | 2,9477 | 2,8821
14 | 20493 | 29234 | 29003 | 28795 | 2,8607 | 2,8437 | 2,777
15 | 28621 | 28360 | 2,8128 | 27919 | 2,7730 | 2,7559 | 2,6894
16 | 27875 | 27614 | 2,7380 | 2,7170 | 2,6980 | 2,6808 | 2,6138
17 | 2,7230 | 2,6968 | 26733 | 2,6522 | 2,6331 | 2,6158 | 2,5484
18 | 26667 | 2,6404 | 2,6168 | 25956 | 25764 | 2,5590 | 2,4912
19 | 26171 | 25907 | 25670 | 25457 | 2,5265 | 2,5089 | 2,4408
20 | 25731 | 25465 | 2,5228 | 25014 | 24821 | 24645 | 2,3959
91 | 25338 | 25071 | 24833 | 24618 | 24424 | 24247 | 2,3558
99 || 24984 | 24717 | 24478 | 24262 | 24067 | 2,380 | 2,3198
93 || 24665 | 24396 | 24157 | 2,3940 | 2,3745 | 2,3567 | 2,2871
24 | 24374 | 24105 | 2,3865 | 2,3648 | 2,3452 | 2,3273 | 2,2574
95 || 2,4110 | 2,3840 | 2,3599 | 2,3381 | 2,3184 | 2,3005 | 2,2303
2% || 2,3867 | 2,3597 | 2,3355 | 2,3137 | 22939 | 22759 | 2,2054
97 || 23644 | 23373 | 23131 | 22912 | 22713 | 22533 | 2,1826
98 || 2,3438 | 23167 | 22924 | 22704 | 22505 | 22324 | 2,1615
29 || 2,3248 | 22976 | 22732 | 22512 | 22313 | 22131 | 2,1419
30 | 23072 | 22799 | 22554 | 22334 | 22134 | 21952 | 2,1237
40 || 21819 | 21542 | 2,1293 | 2,1068 | 2,0864 | 2,0677 | 1,9943
60 || 2,0613 | 2,0330 | 2,0076 | 1,9846 | 1,9636 | 1,9445 | 1,8687
80 | 2,0026 | 1,9741 | 1,9483 | 1,9250 | 1,9037 | 1,8843 | 1,8071
120 | 1,9450 | 1,9161 | 1,8900 | 1,8663 | 1,8447 | 1,8249 | 1,7462
=120 | 1,8326 | 1,8028 | 1,7759 | 1,7515 | 1,7291 | 1,7085 | 1,6259




Tabul'ka 40: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy g75(k1, k2)

2 30 40 60 80 120 ~120
1| 1001,414 | 1005,598 | 1009,800 | 1011,908 | 1014,020 | 1018,300
2 || 394646 | 39,4729 | 394812 | 39,4854 | 39,4896 | 39,4980
3 || 14,0805 | 14,0365 | 13,9921 | 13,9697 | 13,9473 | 13,9020
4 8,4613 | 84111 | 83604 | 83349 | 83092 | 82573
5 6,2260 | 6,1750 | 6,1225 | 6,0960 | 6,0693 | 6,0153
6 50652 | 50125 | 49580 | 49318 | 49044 | 4,8491
7 43624 | 43080 | 492544 | 42268 | 4,1989 | 4,1423
8 3,8040 | 3,8398 | 3,7844 | 3,7563 | 3,7279 | 3,6702
9 3,5604 | 3,5055 | 3,4493 | 34207 | 3,3918 | 3,3329
10 | 33110 | 32554 | 3,1984 | 3,1694 | 3,1399 | 3,0798
11| 31176 | 3,0613 | 3,0035 | 29740 | 29441 | 28828
12 | 29633 | 29063 | 28478 | 28178 | 27874 | 2,7249
13 | 28372 | 27797 | 27204 | 26900 | 2,6590 | 2,5955
14 | 27324 | 26742 | 26142 | 25833 | 25519 | 2.4872
15 | 26437 | 25850 | 25242 | 24930 | 24611 | 23953
16 | 25678 | 2,5085 | 24471 | 24154 | 23831 | 2,3163
17 | 255020 | 24422 | 23801 | 23481 | 2,3153 | 22474
18 | 24445 | 23842 | 23214 | 22890 | 2,2558 | 2,1869
19 | 23937 | 23329 | 22696 | 22368 | 22032 | 21333
20 || 23486 | 22873 | 22234 | 2,1902 | 21562 | 2,0853
21 || 23082 | 2,2465 | 21819 | 2,1485 | 21141 | 2,0422
922 || 22718 | 22097 | 21446 | 2,1108 | 2,0760 | 2,0032
93 || 22380 | 21763 | 2,107 | 2,0766 | 2,0415 | 1,9677
24 || 22090 | 2,1460 | 2,0799 | 2,0454 | 2,0099 | 1,9353
95 || 2,1816 | 2,1183 | 2,0516 | 2,0169 | 1,9811 | 1,9055
2% || 2,565 | 2,0928 | 2,0257 | 1,9907 | 1,9545 | 1,8781
97 || 21334 | 2,0693 | 2,0018 | 1,9665 | 1,9299 | 1.8527
98 || 21121 | 2,0477 | 1,9797 | 19441 | 19072 | 1,8291
29 || 2,0923 | 20276 | 1,9591 | 1,9232 | 1,8%61 | 1,8072
30 || 2,0739 | 2,000 | 1,9400 | 1,9039 | 1,8664 | 1,7867
40 || 19429 | 18752 | 18028 | 1,7644 | 17242 | 1,6371
60 || 1,8152 | 1,7440 | 1,6668 | 1,6252 | 1,5810 | 1,4821
80 || 1,7523 | 1,6790 | 1,5987 | 1,5549 | 1,5079 | 1,3997
120 || 1,6809 | 1,6141 | 15209 | 1.4834 | 14327 | 1,3104
=120 || 1,5660 | 1,4835 | 1,3883 | 1,3329 | 1,2684 | 1,0000




Tabulka 41: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy gg5(k1, k2)

ky
L 1 2 3 4 5 6 7
1 16211 | 20000 | 21615 | 22500 | 23056 | 23438 | 23715
2 198,50 | 199,00 | 199,17 | 199,25 | 199,30 | 199,33 | 199,36
3 || 55,5520 | 49,7993 | 47,4672 | 46,1946 | 45,3916 | 44,8385 | 44,4341
4 | 31,3328 | 26,2843 | 24,2591 | 23,1545 | 22,4564 | 21,9746 | 21,6217
5 | 22,7848 | 18,3138 | 16,5298 | 15,5561 | 14,9396 | 14,5133 | 14,2004
6 | 18,6350 | 14,5441 | 12,9166 | 12,0275 | 11,4637 | 11,0730 | 10,7859
7 || 16,2356 | 12,4040 | 10,8824 | 10,0505 | 9,5221 | 9,1553 | 8,8854
8 | 14,6882 | 11,0424 | 9,5965 | 8,8051 | 8,3018 | 7,9520 | 7,6941
9 | 13,6136 | 10,1067 | 8,7171 | 7,9559 | 7.4712 | 7,1339 | 6,3849
10 | 12,8265 | 9,4270 | 8,0807 | 7,3428 | 6,8724 | 6,5446 | 6,3025
11 | 12,2263 | 8,9122 | 7,6004 | 6,8809 | 6,4217 | 6,1016 | 5,8648
12 | 11,7542 | 8,5096 | 7,2258 | 6,5211 | 6,0711 | 5,7570 | 5,5245
13 | 11,3735 | 8,1865 | 6,9258 | 6,2335 | 5,7910 | 54819 | 52529
14 | 11,0603 | 7,9216 | 6,6804 | 59984 | 55623 | 52574 | 5,0313
15 | 10,7980 | 7,7008 | 6,4760 | 5,8029 | 5,3721 | 5,0708 | 4,8473
16 | 10,5755 | 7,5138 | 6,3034 | 5,6378 | 52117 | 4,9134 | 4,6920
17 | 10,3842 | 7.3536 | 6,1556 | 54967 | 50746 | 4,7789 | 4,5594
18 | 10,2181 | 7,2148 | 6,0278 | 5,3746 | 4,9560 | 4,6627 | 4,4448
19 | 10,0725 | 7,0935 | 59161 | 52681 | 4,8526 | 4,5614 | 4,3448
20 | 9,9439 | 6,9865 | 5,8177 | 5,1743 | 4,7616 | 4,4721 | 4,2569
21 | 9,8295 | 6,8014 | 5,7304 | 5,0911 | 4,6809 | 4,3931 | 4,1789
22 || 9,7271 | 6,8064 | 5,6524 | 50168 | 4,6088 | 4,3225 | 4,1094
23 || 9,6348 | 6,7300 | 5,5823 | 4,9500 | 4,5441 | 4,2591 | 4,0469
24 || 95513 | 6,6609 | 5,5190 | 4,8808 | 4,4857 | 4,2019 | 3,9905
25 || 94753 | 6,5982 | 54615 | 4,8351 | 4,4327 | 4,1500 | 3,9394
26 || 94059 | 6,5409 | 54001 | 4,7852 | 4,3844 | 4,1027 | 3,8928
27 || 9,3423 | 6,4885 | 5,3611 | 4,7396 | 4,3402 | 4,0594 | 3,8501
28 || 9,2838 | 6,4403 | 5,3170 | 4,6977 | 4,2996 | 4,0197 | 3,8110
29 || 9,2297 | 6,3958 | 5,2764 | 4,6591 | 4,2622 | 3,9831 | 3,7749
30 || 9,1797 | 6,3547 | 5,2388 | 4,6234 | 4,2276 | 3,9492 | 3,7416
40 | 8,8279 | 6,0664 | 4,9758 | 4,3738 | 3,9860 | 3,7129 | 3,5088
60 | 8,4946 | 5,7950 | 4,7290 | 4,1399 | 3,7599 | 3,4918 | 3,2911
80 | 8,3346 | 5,6652 | 4,6113 | 4,0285 | 3,6524 | 3,3867 | 3,1876
120 | 8,1788 | 5,5393 | 4,4972 | 3,9207 | 3,5482 | 3,2849 | 3,0874
~ 120 | 7.8795 | 52983 | 4,2794 | 3,7151 | 3,3499 | 3,0913 | 2,8968




Tabul'ka 42: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia F g95(k1, k2)

k1

L 8 9 10 11 12 13 14
1 93925 | 24001 | 24225 | 24334 | 24426 | 24505 | 24572
2 199,38 | 199,39 | 199,40 | 199,41 | 199,42 | 199,43 | 199,43
3 || 44,1256 | 43,8824 | 43,6858 | 43,5236 | 43,3874 | 43,2715 | 43,1716
4 | 21,3520 | 21,1391 | 20,9667 | 20,8243 | 20,7047 | 20,6027 | 20,5148
5 || 13,9610 | 13,7716 | 13,6182 | 13,4912 | 13,3845 | 13,2934 | 13,2148
6 || 10,5658 | 10,3915 | 10,2500 | 10,1329 | 10,0343 | 9,9501 | 9,8774
7 8,6781 | 8,5138 | 8,3803 | 8,2697 | 8,1764 | 8,0967 | 8,0279
8 74959 | 7,3386 | 7,2106 | 7,1045 | 7,0149 | 6,9384 | 6,8721
9 6,6933 | 6,5411 | 6,4172 | 6,3142 | 6,2274 | 6,1530 | 6,0887
10 || 6,1159 | 5,9676 | 5,8467 | 5,7462 | 5,6613 | 5,5887 | 5,5257
11 | 56821 | 55368 | 54183 | 5,3197 | 5,2363 | 5,1649 | 5,1031
12 || 53451 | 52021 | 5,0855 | 4,9884 | 4,9062 | 4,8358 | 4,7748
13 || 5,0761 | 4,9351 | 4,8199 | 4,7240 | 4,6429 | 4,5733 | 4,5129
14 || 4,8566 | 4,7173 | 4,6034 | 4,5085 | 4,4281 | 4,3591 | 4,2993
15 || 4,6744 | 4,5364 | 4,4235 | 4,3205 | 4,2497 | 4,1813 | 4,1219
16 || 45207 | 4,3838 | 4,2719 | 4,1785 | 4,0994 | 4,0314 | 3,9723
17 || 4,3894 | 42535 | 4,1424 | 4,0496 | 3,9709 | 3,9033 | 3,8445
18 || 4,2759 | 4,1410 | 4,0305 | 3,9382 | 3,8599 | 3,7926 | 3,7341
19 || 4,1770 | 4,0428 | 3,9329 | 3,8410 | 3,7631 | 3,6961 | 3,6378
20 || 4,0000 | 3,9564 | 3,8470 | 3,7555 | 3,6779 | 3,6111 | 3,5530
21 || 4,0128 | 3,8799 | 3,7709 | 3,6798 | 3,6024 | 3,5358 | 3,4779
22 || 3,9440 | 3,8116 | 3,7030 | 3,6122 | 3,5350 | 3,4686 | 3,4108
23 || 3,8822 | 3,7502 | 3,6420 | 3,5515 | 3,4745 | 3,4083 | 3,3506
24 || 3,8264 | 3,6949 | 3,5870 | 3,4967 | 3,4199 | 3,3538 | 3,2962
25 || 3,7758 | 3,6447 | 3,5370 | 3,4470 | 3,3704 | 3,3044 | 3,2469
26 || 3,7297 | 3,5989 | 3,4916 | 3,4017 | 3,3252 | 3,2594 | 3,2020
27 || 3,6875 | 3,5571 | 3,4499 | 3,3602 | 3,2839 | 3,2182 | 3,1608
28 || 3,6487 | 3,5186 | 3,4117 | 3,3222 | 3,2460 | 3,1803 | 3,1231
29 || 3,6131 | 3,4832 | 3,3765 | 3,2871 | 3,2110 | 3,1454 | 3,0882
30 | 3,5801 | 3,4505 | 3,3440 | 3,2547 | 3,1787 | 3,1132 | 3,0560
40 | 3,3498 | 3,2220 | 3,1167 | 3,0284 | 2,9531 | 2,3880 | 2,8312
60 | 3,1344 | 3,0083 | 2,9042 | 2,8166 | 2,7419 | 2,6771 | 2,6205
80 | 3,0320 | 2,9066 | 2,8031 | 2,7159 | 2,6413 | 2,5767 | 2,5201
120 || 2,9330 | 2,8083 | 2,7052 | 2,6183 | 2,5439 | 2,4794 | 2,4228
=120 || 2,7444 | 2,6211 | 2,5188 | 2,4325 | 2,3583 | 2,2938 | 2,2371




Tabul'ka 43: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy gg5(k1, k2)

]]2 15 16 17 18 19 20 25

1 24630 | 24682 | 24727 | 24767 | 24803 | 24836 | 24960
2 | 199,43 | 199,44 | 19944 | 19944 | 19945 | 19945 | 19946
3| 43,0847 | 43,0083 | 42,9407 | 42,8804 | 42,8263 | 42.7775 | 42.5910
4 | 20,4383 | 20,3710 | 20,3113 | 20,2581 | 20,2104 | 20,1673 | 20,0024
5 || 13,1463 | 13,0861 | 13,0327 | 12,9850 | 12,0422 | 12,9035 | 12,7554
6 || 9,8140 | 9,7582 | 97086 | 9,6644 | 9,6247 | 9,5888 | 9,4511
7 || 70678 | 7,9148 | 7.8678 | 7,8258 | 7,7881 | 7,7540 | 7,6230
8 || 6,8143 | 6,7633 | 6,7180 | 6,6775 | 6,6411 | 6,6082 | 6,817
9 || 6,0325 | 59829 | 59388 | 58994 | 58639 | 58318 | 5,7084
10 | 54707 | 54221 | 53789 | 5,3403 | 5,3055 | 5,2740 | 5,1528
11| 50480 | 50011 | 4,9586 | 4,9205 | 4,8863 | 4,8552 | 4,7356
12 || 47213 | 4,6741 | 4,6321 | 4,5945 | 4,5606 | 4,5299 | 4,4115
13 | 4,4600 | 4,4132 | 4,3716 | 4,3344 | 4,3008 | 4,2703 | 4,1528
14 || 42468 | 42005 | 4,1592 | 4,1221 | 4,0888 | 4,0585 | 3,9417
15 | 4,0698 | 4,0237 | 3,9827 | 3,9459 | 3,9127 | 3,8826 | 3,7662
16 | 3,9205 | 38747 | 3,8338 | 3,7972 | 3,7641 | 3,7342 | 3,6182
17 | 3,7920 | 37473 | 3,7066 | 3,6701 | 3,6372 | 3,6073 | 3,4916
18 | 3,6827 | 3,6373 | 3,5967 | 3,5603 | 3,5275 | 3,4977 | 3,3822
19 | 3,5866 | 3,5412 | 3,5008 | 34645 | 34318 | 3,4020 | 3,2867
20 || 3,5020 | 3,4568 | 3,4164 | 3,3802 | 3,3475 | 3,3178 | 3,2025
21 || 3,4270 | 3,3818 | 3,3416 | 3,3054 | 3,2728 | 3,2431 | 3,1279
922 || 3,3600 | 3,3150 | 3,2748 | 3,2387 | 3,2060 | 3,1764 | 3,0613
93 || 3,2999 | 3,2549 | 32148 | 3,1787 | 3,1461 | 3,1165 | 3,0014
24 || 3,2456 | 3,2007 | 3,1606 | 3,1246 | 3,0920 | 3,0624 | 2,9472
95 || 3,1963 | 3,1515 | 3,1114 | 3,0754 | 3,0429 | 3,0133 | 2,8981
2% || 3,1515 | 3,1067 | 3,0666 | 3,0306 | 2,9981 | 2,9685 | 2,8533
97 || 3,1104 | 3,0656 | 3,0256 | 2,9806 | 2,9571 | 2,9275 | 2,8123
28 || 3,0727 | 3,0279 | 2,9879 | 2,9520 | 2,9194 | 2,8809 | 2,7746
20 || 3,0379 | 2,9932 | 2,9532 | 2,9173 | 2,8847 | 2,8551 | 2,7398
30 || 3,0057 | 2,9611 | 2,9211 | 2,8852 | 2,8526 | 2,8230 | 2,7076
40 || 27811 | 2,7365 | 2,6966 | 2,6607 | 2,6281 | 2,5984 | 2,4823
60 || 2,5705 | 2,5259 | 24859 | 2,4498 | 24171 | 2,3872 | 2,2697
80 || 2,4700 | 2,4254 | 2,3854 | 2,3492 | 2,3163 | 2,2862 | 2,1678
120 || 2,3727 | 2,3280 | 22878 | 22514 | 22183 | 2,1881 | 2,0686
=120 || 2,1868 | 2,1417 | 2,1011 | 2,0642 | 2,0306 | 1,9998 | 18771




Tabul'ka 44: Kvantily Fisherovho F-rozdelenia Fy g95(k1, k2)
ka1
by 30 40 60 80 120 >120
1 25044 25148 25253 25306 25359 25464
2 199,47 | 199,47 | 199,50 | 199,50 | 199,50 | 199,50
3 42,4658 | 42,3082 | 42,1494 | 42,0696 | 41,9895 | 41,8283
4 19,8915 | 19,7518 | 19,6107 | 19,5397 | 19,4684 | 19,3247
5t 12,6556 | 12,5297 | 12,4024 | 12,3383 | 12,2737 | 12,1435
6 9,3582 | 9,2408 | 9,1219 | 9,0619 | 9,0015 | 8,8793
7 7,0345 | 7,4224 | 7,3088 | 7,2513 | 7,1933 | 7,0760
8 6,3961 | 6,2875 | 6,1772 | 6,1213 | 6,0649 | 5,9506
9 05,6248 | 5,5186 | 5,4104 | 5,3555 | 5,3001 | 5,1875
10 5,0706 | 4,9659 | 4,8592 | 4,8050 | 4,7501 | 4,6385
11 4,6543 | 4,5508 | 4,4450 | 4,3912 | 4,3367 | 4,2255
12 4,3309 | 4,2282 | 4,1229 | 4,0693 | 4,0149 | 3,9039
13 4,0727 | 3,9704 | 3,8655 | 3,8120 | 3,7577 | 3,6465
14 3,8619 | 3,7600 | 3,6552 | 3,6017 | 3,5473 | 3,4359
15 3,6867 | 3,5850 | 3,4803 | 3,4267 | 3,3722 | 3,2602
16 3,5389 | 34372 | 3,3324 | 3,2787 | 3,2240 | 3,1115
17 3,4124 | 3,3108 | 3,2058 | 3,1520 | 3,0971 | 2,9839
18 3,3030 | 3,2014 | 3,0962 | 3,0422 | 29871 | 2,8732
19 3,2075 | 3,1058 | 3,0004 | 2,9462 | 2,8908 | 2,7762
20 3,1234 | 3,0215 | 2,9159 | 2,8614 | 2,8058 | 2,6904
21 3,0488 | 2,9467 | 2,8408 | 2,7861 | 2,7302 | 2,6140
22 2,9821 | 28799 | 2,7736 | 2,7187 | 2,6625 | 2,5455
23 2,9221 | 28197 | 2,7132 | 2,6581 | 2,6015 | 2,4837
24 2,8679 | 2,7654 | 2,6585 | 2,6031 | 2,5463 | 2,4276
25 2,8187 | 2,7160 | 2,6088 | 2,5532 | 2,4961 | 2,3765
26 2,7738 | 2,6709 | 2,5633 | 2,5075 | 2,4501 | 2,3297
27 2,7327 | 26296 | 2,5217 | 2,4656 | 2,4079 | 2,2867
28 2,6949 | 25916 | 2,4834 | 2,4270 | 2,3690 | 2,2470
29 2,6600 | 2,5565 | 2,4479 | 2,3914 | 2,3331 | 2,2102
30 2,6278 | 2,5241 | 2,4151 | 2,3584 | 2,2998 | 2,1760
40 2,4015 | 2,2958 | 2,1838 | 2,1249 | 2,0636 | 1,9318
60 2,1874 | 2,0789 | 1,9622 | 1,8998 | 1,8341 | 1,6885
80 2,0845 | 1,9739 | 1,8540 | 1,7892 | 1,7203 | 1,5634
120 1,9840 | 1,8709 | 1,7469 | 1,6789 | 1,6055 | 1,4311
> 120 || 1,7891 | 1,6691 | 1,5325 | 1,4540 | 1,3637 | 1,0036




Tabul'ka 45: Kritické hodnoty k; znamienkového testu

no || «a=0,05 | a=0,01 || ng || a=0,05] a=0,01
6 0 - 31 7
7 0 - 32 8
8 0 0 33 10 8
9 1 0 34 10 9
10 1 0 35 11 9
11 1 0 36 11 9
12 2 1 37 12 10
13 2 1 38 12 10
14 2 1 39 12 11
15 3 2 40 13 11
16 3 2 41 13 11
17 4 2 42 14 12
18 4 3 43 14 12
19 4 3 44 15 13
20 ) 3 45 15 13
21 5 4 46 15 13
22 ) 4 47 16 14
23 6 4 48 16 14
24 6 5) 49 17 15
25 7 ) 50 17 15
26 7 6 51 18 15
27 7 6 52 18 16
28 8 6 53 18 16
29 8 7 54 19 17
30 9 7 55 19 17




Tabul'ka 46: Kritické hodnoty U, (n1,n2) Wilcoxonovho dvojvyberového testu pre oo = 0,05
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Tabul'ka 47: Kritické hodnoty D, (n) pre Kolmogorovov—Smirnovov test

n|{|a=005]a=001|n ||a=0,05|a=001
1 0,9750 0,9950 31 0,2379 0,2853
2 0,8419 0,9293 32 0,2342 0,2809
3 0,7076 0,8290 33 0,2308 0,2768
4 0,6239 0,7342 34 0,2274 0,2728
5) 0,5633 0,6685 35 0,2243 0,2690
6 0,5193 0,6166 36 0,2212 0,2653
7 0,4834 0,5758 37 || 0,2183 0,2618
8 0,4543 0,5418 38 0,2154 0,2584
9 0,4300 0,5133 39 0,2127 0,2552
10 0,4093 0,4889 || 40 0,2101 0,2521
11 0,3912 0,4677 | 41 0,2076 0,2490
12 0,3754 0,4491 42 0,2052 0,2461
13 0,3614 0,4325 43 0,2028 0,2433
14 | 0,3489 0,4176 || 44 0,2006 0,2406
15 0,3376 0,4042 45 0,1984 0,2380
16 0,3273 0,3920 || 46 0,1963 0,2534
17 ] 0,3180 0,3809 || 47 || 10,1942 0,2330
18 0,3094 0,3706 || 48 0,1922 0,2306
19 0,3014 0,3612 49 0,1903 0,2283
20 0,2941 0,3524 50 0,1884 0,2260
21 0,2873 0,3443 51 0,1866 0,2239
22 0,2809 0,3367 52 0,1848 0,2217
23 0,2749 0,3295 53 0,1831 0,2197
24 | 0,2693 0,3229 54 0,1814 0,2177
25 0,2640 0,3166 55 0,1798 0,2157
26 0,2591 0,3106 56 0,1782 0,2138
27 | 0,2544 0,3050 57 || 0,1767 0,2120
28 0,2499 0,2997 || 58 0,1752 0,2102
29 0,2457 0,2947 || 59 0,1737 0,2084
30 0,2417 0,2899 60 0,1723 0,2067




Tabul'ka 48: Vahy a;, pre Shapiro-Wilkov test normality

1 n=2|n=3 | n=4 | n=5|n=6 | n=7|n=8 | n=9
1 | 0,7007 | 1,7007 | 0,6872 | 0,6646 | 0,6431 | 0,6233 | 0,6052 | 0,5888
2 - 0,0000 | 0,1667 | 0,2413 | 0,2806 | 0,3031 | 0,3164 | 0,3244
3 - - - 0,0000 | 0,0875 | 0,1401 | 0,1743 | 0,1976
4 - - - - - 0,0000 | 0,0561 | 0,0947
) - - - - - - - 0,0000
6 - - - - - - - -

7 - - - - - - - -

8 - - - - - - - -

9 - - - - - - - -

10 - - - - - - - -

11 - - - - - - - -

12 - - - - - - - -

t [ n=10|n=11|n=12|n=13 | n=14 | n=15|n=16 | n=17
1] 0,5739 | 0,5601 | 0,5475 | 0,5359 | 0,5251 | 0,5150 | 0,5056 | 0,4968
2 | 0,3291 | 0,3315 | 0,3325 | 0,3325 | 0,3318 | 0,3306 | 0,3290 | 0,3273
3 || 0,2141 | 0,2260 | 0,2347 | 0,2412 | 0,2460 | 0,2495 | 0,2521 | 0,2540
4 10,1224 | 0,1429 | 0,1586 | 0,1707 | 0,1802 | 0,1878 | 0,1939 | 0,1988
5 || 0,0399 | 0,0695 | 0,0922 | 0,1099 | 0,1240 | 0,1353 | 0,1447 | 0,1524
6 - 0,0000 | 0,0303 | 0,0539 | 0,7270 | 0,0880 | 0,1005 | 0,1109
7 - - - 0,0000 | 0,0240 | 0,0433 | 0,0593 | 0,0725
8 - - - - - 0,0000 | 0,0196 | 0,0359
9 - - - - - - - 0,0000
10 - - - - - - - -

11 - - - - - - - -

12 - - - - - - - -

T [ n=18 n=19 | n=20 | n=21 | n=22|n=23 | n=24|n=25
1 | 0,4886 | 0,4808 | 0,4734 | 0,4643 | 0,4590 | 0,4542 | 0,0449 | 0,4450
2 | 0,3253 | 0,3232 | 0,3211 | 0,3185 | 0,3156 | 0,3126 | 0,3098 | 0,3069
3 | 0,2553 | 0,2561 | 0,2565 | 0,2578 | 0,2571 | 0,2563 | 0,2554 | 0,2543
4 10,2027 | 0,2059 | 0,2085 | 0,2119 | 0,2131 | 0,2139 | 0,2145 | 0,2148
5 || 0,1587 | 0,1641 | 0,1686 | 0,1736 | 0,1764 | 0,1787 | 0,1807 | 0,1822
6 || 0,1197 | 0,1271 | 0,1334 | 0,1399 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1512 | 0,1539
7 | 0,0837 | 0,0932 | 0,1013 | 0,1092 | 0,1150 | 0,1201 | 0,1245 | 0,1283
8 || 0,0496 | 0,0612 | 0,0711 | 0,0804 | 0,0878 | 0,0941 | 0,0997 | 0,1046
9 || 0,0163 | 0,0303 | 0,0422 | 0,0530 | 0,0618 | 0,0696 | 0,0764 | 0,0823
10 - 0,0000 | 0,0140 | 0,0263 | 0,0368 | 0,0459 | 0,0539 | 0,0610
11 - - - 0,0000 | 0,0122 | 0,0228 | 0,0321 | 0,0403
12 - - - - - 0,0000 | 0,0107 | 0,0200




Tabul'ka 49: Kritické hodnoty W, (n) pre Shapiro-Wilkov test normality

n |a=0,0|a=0,01
3 0,767 0,753
4 0,748 0,687
) 0,762 0,686
6 0,788 0,713
7 0,803 0,730
8 0,818 0,749
9 0,829 0,764
10 0,842 0,781
11 0,850 0,792
12 0,859 0,805
13 0,866 0,814
14 0,874 0,825
15 0,881 0,835
16 0,887 0,844
17 0,892 0,851
18 0,897 0,858
19 0,901 0,863
20 0,905 0,868
21 0,908 0,873
22 0,911 0,878
23 0,914 0,881
24 0,916 0,884
25 0,918 0,888
26 0,920 0,891
27 0,923 0,894
28 0,924 0,896
29 0,926 0,898
30 0,927 0,900




Tabul'ka 50: Kritické hodnoty T, (n) pre Grubbsov test

n || a=0,05] a=0,01
3 1,142 1,414
4 1,689 1,723
D 1,187 1,955
6 1,996 2,130
7 2,093 2,265
8 2,172 2,374
9 2,238 2,464
10 2,294 2,540
11 2,340 2,606
12 2,387 2,663
13 2,426 2,713
14 2,461 2,759
15 2,494 2,800
16 2,523 2,837
17 2,551 2,871
18 2,577 2,903
19 2,601 2,932
20 2,623 2,959
21 2,644 2,984
22 2,664 3,008
23 2,683 3,030
24 2,701 3,051
25 2,718 3,071
26 2,734 3,089
27 2,749 3,107
28 2,764 3,124
29 2,778 3,140
30 2,792 3,156




Tabul'ka 51: Kritické hodnoty Q. (n) pre Dixonov test

n |a=0,0|a=0,01
3 0,941 0,988
4 0,765 0,889
) 0,642 0,780
6 0,560 0,698
7 0,507 0,637
8 0,468 0,590
9 0,437 0,555
10 0,412 0,527
11 0,392 0,502
12 0,376 0,482
13 0,361 0,465
14 0,349 0,450
15 0,338 0,438
16 0,329 0,426
17 0,320 0,416
18 0,313 0,407
19 0,306 0,398
20 0,300 0,391
21 0,295 0,384
22 0,290 0,378
23 0,285 0,321
24 0,281 0,367
25 0,277 0,362
26 0,273 0,357
27 0,269 0,353
28 0,266 0,349
29 0,263 0,345
30 0,260 0,341




Tabul'ka 52: Kritické hodnoty r,(n) pre Spearmanov test nezavislosti

a=0,05|a=0,01
0,9000 :
0,8286 | 0,9429
0,7450 | 0,8929
0,6905 | 0,8571
0,6833 | 0,8167
10| 0,6364 | 0,7818
11| 0,6091 | 0,7545
12 0,584 | 0,7273
13 ]| 05549 | 0,6978
14| 05341 | 0,6747
15| 055179 | 0,6536
16 | 0,5000 | 0,6324
17| 04853 | 0,6152
18 | 0,4716 | 0,5975
19| 04579 | 0,5825
20 | 04451 | 0,5684
21 || 04351 | 0,5545
22 | 04241 | 0,5426
23 || 04150 | 0,5306
24 || 04061 | 0,5200
25 | 0,3977 | 0,5100
26 | 0,3894 | 0,5002
27 | 0,3822 | 0,4915
28 | 0,3749 | 0,4828
29 || 0,3685 | 0,4744
30 | 0,3620 | 0,4665
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