Pojem postupnost

Definicia

Funkciu f : N — R nazyvame postupnostou redlnych &sel a prvok a, = f(n)
nazyvame n-ty &len postupnosti.
Oznacujeme {a,}22,.

Definicia

| A

Postupnost {a,}°°, sa nazyva
® rastica, ak pre Vn € N: a, < apq1
® klesajiica, ak pre Vn € N: a, > ap1
® nerastiica, ak preVn e N: a, > apy1
® neklesajica, ak preVn € N: a, < apiq
® zhora ohrani¢end, ak AK e R; Vne N:a, < K
® zdola ohrani¢enad, ak dk e R; Vne N : a, > k

® ohrani¢ena, ak je ohrani¢ena zdola aj zhora
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Pojem limita postupnosti a jej zakladné vlastnosti

Cislo b sa nazyva limitou postupnosti {a,}2, prave vtedy, ak ku kaZdému O.(b)
existuje ny také, Ze pre kaZdé n > ng; n € N plati a, € O.(b). Piseme lim a, = b.
n—oo

Nech {a,}2, je postupnost redinych &isel. Ked' lim a, = b € R, hovorime, Ze
n—o0

postupnost je konvergentnd. V opa&nom pripade (t.j. ked' limita neexistuje alebo
je rovnd 4-00) hovorime, Ze postupnost je divergentnd.

Ak je postupnost {a,}°2, konvergentnd, tak je ohrani&end.
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Zakladné vlastnosti limity postupnosti

Nech {a,}52,, {bn}52, st konvergentné postupnosti. Nech lim a, =a € R* a
n— oo
lim b, = b € R* Potom plati

n—o0

@® lim(a,+b,)=axb
n— oo

(2 nIer;O(a,,. b,)=a.b
m 2 _ 2

© Mm% =b

O lim |a,| = |4
n— oo

@ lim(a))=a" keZ
n—o0

a
1 b

ak maji vyrazy a+ b, a. b a¥ v R* zmysel.
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ecny Ciselny rad

Definicia

Nech {a,}52, je postupnost redlnych &isel. Potom vyraz

[ee]

Sa,=ay+ay+---+a,+--- nazyvame nekonecny &iselny rad, kde &islo a,
n=1

nazyvame n—tym ¢&lenom nekonecného Ciselného radu.

| A

Definicia
Postupnost {s,}°°, definovani s; = a;, s, =ay +a, ss=ai+a +as, ...,
S, = ai + ao + - -+ + a, nazyvame postupnost Ciastocnych stictov.

Definicia
o0
Ak existuje kone¢nd limita s = lim s,, tak &islo s nazyvame sictom radu . a, a
n—00 n=1

[e.e] (oo}
hovorime, Ze rad >, a, je konvergentny. Oznadujeme s = Y a,. Ak neexistuje
n=1 n=1

[ee]
koneénd limita lim s,, tak je rad > a, divergentny.
n—o0o
n=1
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Nutna podmienka konvergencie

Veta (Nutnd podmienka konvergencie nekoneéného &iselného radu)

Ak je rad Z a, konvergentny, tak I|m a, = 0.

n=1

o0
Ak je nekonelny &iselny rad ) |an| = |ai| + |a2| + - - - + |aa| + - - - konvergentny,
n=1

(o ]
tak hovorime, Ze nekone&ny &iselny rad Y a, je absolitne konvergentny.
n=1

Ak je nekone&ny &iselny rad " a, konvergentny a rad " |a,| je divergentny, tak
n=1 n=1

[ee]
hovorime, Ze nekoneény &iselny rad >, a, je relativne konvergentny.
n=1

Veta

o0 o0
Ak je rad Y a, absolitne konvergentny, tak je rad 3 a, konvergentny.
n=1 n=1
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Harmonicky a geometricky rad

Zovseobecneny harmonicky rad je rad v tvare Z pre a > 0. Plati naledovné:
n=1

® ak 0 < @ < 1, potom Z diverguje,

n=1

® ak a > 1, potom Z konverguje.

n=

Pre o =1 dostdvame rad Z % ktory nazyvame harmonicky rad (je divergentny).
n=1
Geometricky rad je rad, pre ktory plati, Ze ag—:l = q, kde g je konstanta, ktoru

nazyvame kvocient geometrického radu. Geometricky rad je moZné zapisat v tvare
Y ag"=at+aqtaq++aq" + 2 #0.
n=0

Tento rad je konvergentny pre |g| < 1 a divergentny pre |g| > 1.
ai

Ak |g| < 1, potom sti&et nekone¢ného geometrického radu je s = g
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oo 2 n
Ndjdime siicet radu » (—1)"* (5) ,
n=2

Riesenie: Pre dany rad overime, &i je to geometricky rad. Ak ano, uréime, &i je
konvergentny. V kladnom pripade vypo&itame jeho stéet.

i _ (D)2 (R)" 2
2

an  (—1)m1(3)"
Podiel a"“ je konstanta, teda sa jednad o geometricky rad s kvocientom g = 7%

Pretoze platl \q| = |f | =5 < 1 rad je konvergentny.Pre vypodlet stictu
potrebuje ur&it prvy &len ay. lekame ho dosadenim n =2 do a,.

ap = (—1)**! <§)2 = fg.

Siket tohto geometrického radu je
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Kritéria konvergencie &iselnych radov
Veta (D’Alembertovo podielové kritérium)
o0

Nech > a, je nekone&ny &iselny rad a nech ¥n € N plati, Ze a, # 0.

n=1

(a) Ak lim |221| <1, tak je rad ) a, absolitne konvergentny.
n—oo ' n

n=1

o0
aa_:1| > 1, tak je rad Y a, divergentny.

n=1

Priklad

(oo} n
1/1
VySetrime konvergenciu radu E - (5) :
n

n=1
v

(6) Ak i,

oy . , n n+1
Riesenie: Mame a, = £ (3)", ant1 = 757 (3)
1 1\n+1
; an+l . 2 .1 n 1. n 1 .
lim |2 = lim % = lim > =5 lim —— = = <1 = konverguje.
n—oo | ap n— o0 ;(5) n—oo 2 n+1 2 nsoo n4 1 2
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Veta (Cauchyho odmocninové kritérium)

o0
Nech > a, je nekone&ny &iselny rad.
n=1

o0
(a) Ak lim {/|an| < 1, tak je rad 3 a, absoliitne konvergentny.
n— o0 n=1

(b) Ak lim <{/|an| > 1, tak je rad > a, divergentny.
n— o0

n=1
Priklad
0o 2n 3n+2
Vysetrime k 1 d .
'ySetrime konvergenciu radu ; <5n - 1>

3n+2
Riegenie: n-ty &len: a, = (5311) . Dostavame

2n )2 2n \ % 2n \* (2\° 8
lim /|as|= lim { =i = li =(=)= 1.
im o= il (755) = dm(55) = im(sris) = (5)= s

Teda rad konverguje.
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Rady so striedavymi znamienkami

Veta (Leibnitzovo kritérium)

o0
Nech " (—1)"*1a, je rad so striedavymi znamienkami. Nech postupnost {a,}°,
n=1

o0
je nerastiica. Potom rad >~ (—1)""ta, je konvergentny prave vtedy, ak
n=1
lim a, =0.
n—o0
Priklad

1
van'

o0
ViySetrime konvergenciu radu 2:(—1)’”rl

n=1

RieSenie: Je to rad so striedavymi znamienkami, pri¢om a, = \/% Plati

_ /o 1 1
Vne Nin<n+1=2n<2(n+1)=+Vv2n< 2(n+1):>\/%> 2nt1)

Postupnost {a,}°°; pre a, = \/% je klesajuca, z €oho vyplyva, Ze je aj nerastlica.

(o)
KedZe lim \/% =0, podla Leibnizovho kritéria rad Z(—l)”*l% konverguje.

n—o0 =1 2n
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Funkciondlne rady

Nech {f,(x)}22, je postupnost funkcii definovanych na intervale (a, b), potom
o0

vyraz »_ fy(x) nazyvame nekone¢ny funkcionalny rad.
n=1

Obor konvergencie (OK) nekone&ného funkciondlneho radu %, f,(x) je mnoZina
n=1

vSetkych realnych Cisel, pre ktoré prislusny Ciselny rad konverguje.

Pre uréenie oboru konvergencie funkciondlnych radov méZeme pouZit upravené

D’ Alembertovo podielové kritérium alebo Cauchyho odmocninové kritérium. Teda

ak ||m |0y ”“ \ < lresp. lim {/|fy(x)| <1, tak funkciondlny rad konverguje v x.
n—o0
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Mocninové rady

o0
Ak f,(x) = an(x — a)", rad > a,(x — a)" nazyvame mocninovy rad so stredom
n=0

v bode a.

1| _ U _ -
2] = A\ resp. nli>moo /|lan] = A, definujeme polomer

Ak existuje lim
n—o0
o0

konvergencie (p) mocninového radu > a,(x — a)" nasledovne:
n=0

1 ak 0 < \ < o0;
p= oo ak A =0;
0 ak A = oo.

>

Interval (a — p,a+ p) nazjvame interval konvergencie (IK).

Pre kazdy mocninovy rad Z an(x — a)" nastdva jeden z pripadov:
=0
® p=0=rad konvergUJe len v bode x = a,teda OK = {a};

® p = 00 = rad konverguje pre pre vietky redlne &isla, teda OK = R;
® p#0,2+00 = IK =(a—p,a+ p). Krajné body intervalu konvergencie mézu,
ale nemusia patrit do oboru konvergencie.
12/46
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MNEL

. . L > (x+2)"
N&jdime obor konvergencie mocninového radu Z —_—
= 3"(n+1)(n+2)

Ly . , o 1 _ 1 v,
Riesenie. Mame a, = T (r72) Ot = () (073) - Vypot&itame

a g e e (n+1) 1
n+
A= lim |2 oy ZEEEEE) iy ST
n—o00 an n—o0 m n—oo 3([7 —|— 3) 3
Polomer konvergencie p = % = 3. Stred radu je a = —2. Interval konvergencie je

(a_pva+p) = (_2_37_2+3) = (_571)
Ur&ime konvergenciu radu v krajnych bodoch.
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@® Pre x = —5 dostaneme &iselny rad

S (=3)" I e Vi (D"
Z3"(n+1)(n+2)7n§::13”(n+1 n+2 Z (n+1)(n+2)

n=1 n:l

Dostdvame rad so striedavymi znamienkami, kde a, = m a podla
Leibnizovho kritéria zistime, & dany rad konverguje. O postupnosti

o0
{Wl(nﬂ)} vieme, Ze je nerastiica a ked'Ze I|m =0, rad
n=

m
S (=) .
Zl D) (n12) Je konvergentny.
n=

® Pre x = 1 dostaneme ¢&iselny rad

oo

ZB”n—l—l (n+2) HZ: n+1)n+2)

1

Dany ¢&iselny rad ma sicet s = % a teda je konvergentny.
Obor konvergencie je: OK = (—5,1).

13. decembra 2023 14 /46



Diferencialne rovnice

Definicia

Diferencialnou rovnicou n—tého radu nazyvame rovnicu

Fix,y,y'sy" ...y =0,

pricom y = y(x) je nezndma funkcia.

Definicia

Riesenim diferencialnej rovnice F(x,y,y’,y"”,...,y") = 0 na intervale |
nazyvame kazdi n—krat diferencovatelnd funkciu y = ¢(x), x € I, pre ktord plati

F(X7 ‘P(X)v (pl(x)’ SOH(X)v 000 750(’1))()() =0.

V3eobecné riesenie diferencialnej rovnice n—tého radu méZeme napisat v tvare
y =@(x,c1,6,...,Cn), kde c1, o, ..., c, St nezdvislé konstanty.

Pozndmka: Pocet konstant je rovnaky ako rad diferencidlnej rovnice. Ak za
jednotlivé konstanty dosadime konkrétne &isla, hovorime o partikularnom rieSeni

diferencialnej rovnice.



Diferencidlne rovnice prvého radu so separovatelnymi
premennymi

Diferencidlna rovnica tvaru

Y(y) dy = o(x) dx,

kde funkcie p(x), ¥(y) st spojité na intervale |, sa nazyva diferencidlna rovnica
SO separovanymi premennymi.

Diferencidlnu rovnicu so separovanymi premennymi formalne rieSime nasledovne:

/¢(y) dy = /w(X) dx

(za predpokladu, Ze tieto integraly existujd).

Po vypocitani integralov dostavame rieSenie danej diferencialnej rovnice, ktoré
mdzeme vyjadrit v explicitnom (y(x) je jednozna&ne vyjadrené) alebo implicitnom
tvare (y(x) nie je moZné jednozna&ne vyjadrit).
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Diferencidlna rovnica tvaru

©a(x) Pa(y) dy = 1(x) ¥1(y) dx

sa nazyva diferencidlna rovnica so separovatefnymi premennymi.

Pozndmka: Ak plati ¥1(y) ¢2(x) # 0, tak sa predchadzajdca diferencidlna rovnica
d4 upravit na separovanii diferencidlnu rovnicu

Va(y) d

o) y = e1(x) d

(pz(X) X.
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Linearne diferencidlne rovnice prvého radu

Linearnou diferencialnou rovnicou prvého radu s pravou stranou nazyvame
rovnicu
/
y'+p(x)y = q(x),

kde p(x), q(x) su funkcie spojité na intervale I.

Pozndmka: Ak g(x) = 0, tak diferencidlnu rovnicu y’ + p(x) y = 0 nazyvame
linearnou diferencialnou rovnicou prvého radu bez pravej strany. Linedrna
diferencialna rovnica prvého rddu bez pravej strany sa rieSi separdciou premennych.
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Riesenie LDR s pravou stranou

Diferencialnu rovnicu
Y +p(x)y = q(x),
vynasobime tzv. integraénym faktorom IF = el P)dx 3 dostaneme

y' - el PO dx p(x) - el P(x) ¥y = g(x) - e p(x) dx.

V&imnime si, Ze lava strana takto upravenej rovnice predstavuje derivaciu st&inu
hladaného riedenia a integraéného faktora

[y . efp(x) dx]/ — q(x) . efp(x) dx.
Integrovanim oboch stran vzniknutej rovnice dostaneme
y- efp(x)dX = /q(x) . efp(x)dx dx + c,ce R.

Prendsobenim oboch stran rovnice vyrazom e~ J p(x) dx eliminujeme hladané
rieSenie y

y = e J P0x)dx ./q(x) Ll PN gy e [P R,
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Ndjdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y’ — 5y = 2x.

RieSenie: Diferencidlnu rovnicu
y' — by = 2x
vynasobime integratnym faktorom /F = el PO)dx — o =5dx — o=5x 3 dostaneme

5x _ 5. e—5x 5x.

y' e y=2x-e"

V&mnime si, Ze lav4 strana takto upravenej rovnice predstavuje derivaciu st&inu
hladaného riedenia a integragného faktora

[y-e ™) =2x-e>.

Integrovanim oboch strdn vzniknutej rovnice dostaneme

y-e > = /2X -e % dx.
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Integral [ 2x e~ dx vzniknuty na pravej strane vypotitame pomocou metédy per
partes

1
/2x~ef5xdx:—2e*5’< (; 25)—|—c ceR.

Rovnica je teraz v tvare

1
)/-e_5X:—2e_5X<;+25>+c ceR.

Prendsobenim oboch stran rovnice vyrazom e®* eliminujeme hladané rieenie y.
V3eobecné rieSenie diferencidlne rovnice je v tvare

X 1 2x 2
— _2 —5x 5x = —— — — ER
y [ e (5—1-25)4-6} 5 25—|—ce , C
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Linearne diferencialne rovnice druhého radu s konstantnymi
koeficientmi

Linearnou diferencialnou rovnicou druhého radu s konstantnymi koeficientmi bez
pravej strany nazyvame rovnicu

y'+ay' +by=0,

kde a, b € R.

Riegenie danej linedrnej diferencialnej rovnice druhého rddu budeme hladat v tvare
y = e, kde X je riefenim charakteristickej rovnice diferencilnej rovnice

A2 4+ aX + b = 0. Charakteristickii rovnicu dostaneme z diferencialnej rovnice tak,
Ze prislusné derivdcie y nahradime mocninami premennej .
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MdZu nastat tri pripady:
@ Ak A\, A2 € R, A\ # )y, tak koreiiu Ap prislicha rieSenie diferencidlnej
rovnice v tvare y; = e a korefiu Ay prisliicha riedenie diferencialnej rovnice
v tvare yo = e*?X. Potom veobecné riedenie diferencidlnej rovnice zapi$eme
ako linedarnu kombindciu rieSeni y; a y» v tvare

)\1X

y=ce +C2€)‘2X, c,0 € R

O Ak A, A2 € R, A\ = Xy, tak koreiiu \; prislichaji dve rieSenia diferencidlne;
rovnice v tvare y; = e a y, = x e**. Potom vieobecné riedenie
diferencialnej rovnice zapiSeme ako linedrnu kombindciu rieSeni y; a y» v tvare

>\1X )\1X

y=ce +oxet* ¢, €R.

© Ak A, eC, Mi=a+Bial=a—[i tak y3 = e**cos(fx) a
y2 = e**sin(3 x). Potom vZeobecné rieenie diferencidlnej rovnice zapi¥eme
ako linedarnu kombindciu rieSeni y; a y» v tvare

y =c e**cos(Bx)+ ce**sin(Bx), ¢, € R.

13. decembra 2023 23 /46



Ndjdime rieSenie diferencidlnej rovnice y"” — 6y’ + 5y = 0.

RieSenie: Nahradenim derivacii y mocninami A zapiSeme charakteristicki rovnicu

danej diferencidlnej rovnice
A2 —6A+5=0.

Jej korefimi st Ay =5, Ay = 1. Teda A1, A2 € R a A1 # ), a tak im odpovedaju
riedenia y; = €%, y» = eX. Potom riedenie diferencidlnej rovnice je v tvare

y=aeX+ae a,oeR.

Ndjdime rieSenie diferencidlnej rovnice y" — 6y’ + 9y = 0.

RieSenie: Nahradenim derivacii y mocninami A\ zapiSeme charakteristickd rovnicu
danej diferencidlnej rovnice

A —6\A+9=0.
Jej 2—-ndsobnym korefiom je A = 3 a tak mu odpovedaju rieSenia y; = e
y» = x €3 Potom rieenie danej diferencidlnej rovnice je v tvare

3x

y=caeX+aoxeX a,0cR.
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Ndjdime rieSenie diferencidlnej rovnice y" — 2y’ + 2y = 0.

RieSenie: Nahradenim derivacii y mocninami A\ zapiSeme charakteristickd rovnicu

danej diferencidlnej rovnice
A —2)+2=0.

Jej korenmi st komplexné zdruzené &isla \;y =1+, A, =1 — i, ktorym
odpovedaju rieSenia y; = e¥ cosx, y» = €*sin x. Potom rieSenie danej
diferencialnej rovnice je v tvare

y=ce’cosx+ e sinx, c1, 0 € R.
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Definicia
Linearnou diferencidlnou rovnicou druhého radu s konStantnymi koeficientmi
S pravou stranou nazyvame rovnicu

y'+ay +by=f(x),

kde a, b € R a f(x) je spojitd funkcia.

RieSenie danej linedrnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou dostaneme ako
stlet rieSenia rovnice bez pravej strany a partikuldrneho rie$enia rovnice s pravou
stranou. Budeme riesit linedrne diferencidlne rovnice druhého radu, kde na pravej
strane rovnice st nasledovné funkcie:

a) f(x) = Pn(x)e™, kde Pn(x) je polynédm stupiia m a a € R je k—ndsobnym
korefiom charakteristickej rovnice danej diferencidlnej rovnice bez pravej
strany. Potom partikuldrne riedenie hladdme v tvare
y* = (bg + bix + byx® + - + byyx™) e** xk, kde a € R je k—ndsobnym
korefiom charakteristickej rovnice danej diferencidlnej rovnice bez pravej
strany.
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b) f(x) = (Acosx + Bsin fx) e**, kde A,B,a,F €R, 3 #0a a+ (i je
k—nasobnym korefiom charakteristickej rovnice danej diferencidlnej rovnice
bez pravej strany.

Potom
y* = M (cos Bx + Nsin Bx) e x¥, kde M, N st nezndme kontanty.

c) f(x) = f(x) + fa(x).

Potom y* =y 4+ y5, kde yi, y5 sl rieSenia diferencidlnej rovnice s pravymi
stranami f1(x), f(x).

13. decembra 2023 27 /46



N&jdime rieSenie diferencidlnej rovnice y" — 8y’ + 16y = x €**.

Riesenie: Najprv rieSsime diferencidlnu rovnicu bez pravej strany
y" — 8y’ + 16y = 0.

Nahradenim derivacii y mocninami A zapiSeme charakteristickd rovnicu danej

diferencialnej rovnice
A —8\+16=0.

Jej 2-ndsobnym korefiom je A = 4, ktorému odpovedaju riefenia y; = e*,

yo» = x €™, Potom rie¥enie danej diferencidlnej rovnice bez pravej strany je v tvare
_ Ax Ax
y=ae " +aoxe” a,oel
RieSenie diferencialnej rovnice s pravou stranou je v tvare
_ Ax Ax * R
y=ae " t+taoxe  +ty,a,oEeR,
kde tvar y* ur&ime podla funkcie na pravej strane zadanej diferencialnej rovnice.
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Ked%e pravé strana rovnice je rovna x 2%, mame typ f(x) = P, (x) e®*, kde
m=1a a = 2. Potom

y* = (bo + bix + box® + -+ + bypx™) e x¥ = (ax + b) ¥ x° = (ax + b) e,

lebo av = 2 nie je korefiom (teda je O—ndsobnym korefiom, t.j. k = 0)
charakteristickej rovnice diferencidlnej rovnice bez pravej strany.

(y*)/ — anx + 2(ax+ b) e2x,
(v*)" =2ae™ +2ae®™ + 4(ax + b) > = 4ae™ + 4(ax + b) &>

a nasledne dosadime y*, (y*)', (y*)” za y, y’, y” do zadanej diferencidlnej
rovnice s pravou stranou

4ae® +4(ax + b)e> —8 a e* +2(ax + b) e2x] + 16(ax + b) e = x e**.
Upravou a porovnanim koeficientov polynémov na oboch stranach rovnice

dostaneme a = b = % a teda y* = (%x + %)eb‘. RieSenie danej diferencidlnej
rovnice je v tvare

1
y=cae®+oxe¥+y  =cqe¥ +oxe™ + Z(X+ 1)e2X7 ¢, €R.
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Ndjdime rieSenie diferencidlnej rovnice y" + y = 2sin x — cos x.

Riegenie: Najprv rieSime diferencidlnu rovnicu bez pravej strany
y" 4+ y=0.

Nahradenim derivacii y mocninami A zapiSeme charakteristickd rovnicu danej
diferencialnej rovnice
N +1=0.

Jej korefimi st A\; = i, Ao = —1i, ktorym odpovedaju rieSenia y; = cos x,
y» = sin x. Potom rieSenie danej diferencialnej rovnice bez pravej strany je v tvare

Yy =c1cosx + csinx, ¢, € R.
Riesenie diferencidlnej rovnice s pravou stranou je v tvare
y=cicosx+ csinx+y*, ¢, R,
kde tvar y* ur&ime podla funkcie na pravej strane zadanej diferencidlnej rovnice.
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Ked'Ze prava strana rovnice je rovnd 2sin x — cos x, mame typ
f(x) = (Acos Bx + Bsin x) e**, kde &« = 0 a 8 = 1. Potom
y* = (M cos Bx + Nsin 8x) e®* x* = (M cos x + N sin x)x,
lebo ae+ Bi = i je jednoduchym korefiom (teda je 1-ndsobnym korefiom, t. j.

k = 1) charakteristickej rovnice diferencidlnej rovnice bez pravej strany.
Zderivujeme y*

(y*) = (—=Msinx + N cos x)x + (M cos x + N'sin x),
(y*)" = (=M cosx — Nsinx)x + (—Msin x + N cos x) — Msin x + N cos x,

a nasledne dosadime y*, (y*), (y*)” za y, y’, y” do zadanej diferencidlnej
rovnice s pravou stranou

(=M cos x—N sin x)x+(—M sin x+ N cos x)— M sin x+N cos x—(M cos x+N sin x)x =

2sin X — CoS X.

Upravou a porovnanim koeficientov polynémov na oboch stranach rovnice

dostaneme M = -1, N = f% a teda y* = (f COS X — %sinx) x. Rieenie

diferencialnej rovnice je v tvare

. . 1.
y = clcosx+cz5|nx+y* = (€1 COSX + CpSINX — <c05x+25mx X.
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KaZdé komplexné &islo z vieme vyjadrit v tvare z = x + iy, kde
® i je imagindrna jednotka vyhovujiica podmienke i? = —1,
® redlne &islo x je redlna €ast komplexného &isla (x = Re(z)),
® redlne &islo y je imagindrna &ast komplexného &isla (y = Im(z)).
Tento tvar nazyvame algebraicky tvar komplexného &isla z. Komplexné &islo v
tvare Z = x — iy sa nazyva komplexne zdruZené k &islu z.
Absolitna hodnota (modul) komplexného &isla z je nezdporné redlne &islo dané

vztahom |z| = /%% + y2. Mocniny i |mag|narneJ Jednotky
O=1, i'=1 ?P=-1,3=—i, i*=1,°°=i i=-1, i"=—i, #=1,...

Aimaginama os
z=x+iy
yloo
S
7
reélna os
ayfe °
Z=X-iy
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Funkcia komplexnej premennej

Definicia

Na mnoZine M komplexnych &isel je definovana komplexnd funkcia f
komplexnej premennej, ak ku kaZdému komplexnému &islu z € M je priradené
prdve jedno komplexné &islo w = f(z). MnoZinu M nazyvame definiénym
oborom funkcie f a mnoZinu L v3etkych &isel f(z), z € M nazyvame oborom
hodnot funkcie f. Komplexni funkciu f komplexnej premennej s defini¢nym
oborom M méZeme zapisat aj v tvare

f(z) = u(x,y) +iv(x,y),

kde z=x+iy a u(x,y), v(x,y) st redlne funkcie dvoch redlnych premennych x
ay.
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Elementarne funkcie komplexnej premennej

® Polyném komplexnej premennej je funkcia

W=2a,2"+ap, 12" 1+ ... 22>+ a1z + a

® Raciondlna funkcia je podiel dvoch polynédmov, pricom menovatel nie je
nulovy polyném.

® Exponencidlna funkcia

e” = &Y = X(cosy + isiny)

® Goniometrické funkcie
] eiz _ e—iz eiz + e—iz
sinz=————, cosz= ——
2i
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Analyticka funkcie a derivacia funkcie komplexnej
premenne]

Definicia
Funkciu f komplexnej premennej nazyvame analytickou v bode a, a # oo, ak
existuje také okolie bodu a, Ze v kaZdom jeho bode ma funkcia f spojitd

derivaciu. Bod a sa nazyva regularny, ak je v danom bode funkcia f analyticka.
Bod a, v ktorom funkcia f nie je analyticka, sa nazyva singularny.

Veta

Funkcia komplexnej premennej f(z) = u(x,y) +iv(x,y), kdez=x+iy, mdv
komplexnom ¢&isle a derivdciu f'(z) prdve vtedy, ked funkcie u(x,y), v(x,y) su v
&isle a diferencovatelné a platia Cauchy—Riemanove vztahy
Ou  Ov Ju  Ov
ox Oy’ dy  Ox’
Ak funkcia komplexnej premennej f(z) m3 v komplexnom &isle a derivdciu, tak
_Ou .Ov _ Ov . 0u

fl(z) = - — =
(2) 8x+lax dy I@y

| A
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Zistite, & funkcia f(z) = 23 je analytickd a ak dno, urtte jej derivaciu.

Riesenie: Ur&ime redlnu a imagindrnu zlozku f(z). Dostavame
f(z) = (x +iy)® = x3 +3x2%iy +3xi%y? + i%y3 = x> + 3x%iy — 3xy? — iy® =
x3 —3xy? +i(3x%y — y?), teda

ux,y) = x> =3x% a  v(xy) =3y -y’

Aby funkcia f(z) bola analytickd, musia pre Hu platit Cauchy—Riemanove vztahy.
Vypo&itame parcidlne derivacie:

u ov ou ov
— =3x*-3y? —=3x*-3y? —~=-6 — = 6xy.
Ox x ye Oy x yo Oy o ox 4
KedZe platia Cauchy—Riemanove vztahy
Oou  Ov ou ov

- _ 77 A - __Z7
Ox Oy Oy Ox’
tak funkcia f(z) = x> — 3xy? + i (3x? — y?) je analytickd. Dostavame
f'(z) = (3x* — 3y?) + 6ixy = 3(x* — y? + 2ixy) = 3(x + iy)? = 32°.
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Laplaceova transformacia

Laplaceova transformiécia je transformdcia, ktord umoziiuje zjednodusit riefenie
niektorych typov uloh tykajtcich sa predovietkym diferencidlnych rovnic. KaZdej
funkcii f(t) z urtitej triedy funkcii, budeme ju nazyvat predmetom (origindlom,
vzorom), ur¢ime na zéklade urcitych pravidiel jej obraz F(p), p € C, pricom
zloZitej$im operaciam v mnoZine predmetov {f(t)} by mali odpovedat
jednoduchgie operdcie v mnoZine obrazov {F(p)}. Uvedenl vlastnost zapisujeme
v tvare f(t) = F(p) a hovorime, Ze predmet f(t) koreSponduje s obrazom F(p).
Laplaceov obraz F(p) je pritom dany pomocou vztahu

F(p):/f(t) e Pdt.
0
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Tabulka kore$pondencii zakladnych funkcii

| Predmet | | Obraz |
1
1 = -
p
eat - 1
p—a
n . n!
t = W
. . w
sin(wt) | = 2t
. P
cos(wt) | = 2 4 o2
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Zakladné vety koreSpondencii f(t) = F(p)

1. Z cefr(t) = Z ckFi(p (veta o linedrnosti)
2. "f(t) =F(p— a) (veta o tlmenf)
3. f(t)=pF(p)—f(0) (veta o derivovani predmetu)
F1(8) = p? F(p) — pF(0) — (0)
4. —tf(t)=F'(p) (veta o derivovani obrazu)
5. @ = /F(z)dz (veta o integrovani obrazu)
p
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t

Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = 8te™*.

Riegenie: PouZijeme vety o timeni. Podla tabulky kore$pondencii plati

t= !
s
Vyuzitim vety o timeni (ndsobit predmet f(t) vyrazom e?t, a = —1, znamen3

odtitat od argumentu p obrazu F(p) kondtantu a) mdZeme zapisat
1
(p+1)?

a nakoniec vyuZitim vety o linedrnosti (ndsobit predmet f(t) kon3tantou ¢ = 8
znamen3 nasobit obraz F(p) rovnakou kongtantou ¢ = 8) dostdvame

te t =

8

8te f= ————.
(p+1)?
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Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = tcos t.

Riegenie: Podla tabulky kore$pondencii plati

p
p?+1

cost =

VyuZitim vety o derivovani obrazu (ndsobit predmet f(t) vyrazom —t znamend
derivovat obraz F(p)) mdzeme zapisat

p o\ 1-p°
—tcost = = .
<p2+1> (p? +1)2

Opatovnym vyuZitim vety o derivovani obrazu dostaneme

1-p2 \' 2p(p?-3)
) "

t?cost = —t(—tcost) = (
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Spatna Laplaceova transformacia

Obrateny postup, teda ak ku zndmemu obrazu F(p) priradime kore$pondujici
predmet f(t), nazyvame spatna Laplaceova transformacia. Pomocou nej
modZeme najst riedenie niektorych diferencidlnych rovnic resp. systémov oby&ajnych
diferencidlnych rovnic ovela jednoduchgie a rychlejsie.

Ak funkcia F(p) je analytickd aZ na kone&ny potet singuldrnych bodov a, € C,
k=1,...,m a a, st pdly funkcie F(p), tak k danému obrazu F(p) méZeme ndjst
predmet f(t):

@ pomocou rezidui v pdloch

> res[F(p)ePt],_, pre t>0,
f(t)=13 '« P
0 pre t <0,

@® rozkladom F(p) na parcidlne zlomky a ndslednym pouZitim tabulky
kore$pondencii zakladnych funkcii a zakladnych viet.

13. decembra 2023 42 /46



Reziduum funkcie

@ Ak bod p = a, je jednoduchy pél funkcie F(p) (1-ndsobny nulovy bod
menovatela), potom

res [F(p) e”],_,, = lim [(p — ax)F(p)e”]

p=ak pP—ak

@ Ak bod p = ax je m-ndsobny pél funkcie F(p) (m-ndsobny nulovy bod
menovatela), potom

s [F0) ],y = Gy Jim Lo = 20" F(p)e )™
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Pomocou spatnej Laplaceovej transformdcie ndjdime predmet f(t) k obrazu

p_

F(P)Zm-

Riesenie: Ulohu vyrieS§ime pre porovnanie oboma spdsobmi.
1. Ak chceme najst’ predmet f(t) pomocou rezidui, musime najprv najst pdly

funkcie F(p) = p(p+4) Funkcia F(p) ma dva jednoduché pdly (m = 0) a to
a; =0, a, = —4. Vypotitame rezidud v tychto péloch:
res [F(p) e”] =res[F(p)e”] = I|m (p—0) p—2 ePt| —— 1
p=a1 P(P + 4) 27
res [F(p) ept} = res [F(p) ept] — lim (P + 4) p7—2 ePt| = § e 4t
Pt = o EEE R
Teda L s
f(t) = res [F(p) e”] oo Fres [F(p) e s =3+ o4t
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2. Rozkladom F(p) na parcidlne zlomky dostaneme

1 3
p—2 _ =3 2
(p) p(p+4) p pt4
Z tabulky kore$pondencii vyplyva
.1 3.1 .3
2p° 2 2’ 2p+4 2°

VyuZitim vety o linedrnosti (1) (ndsobit predmet f(t) konStantou ¢ znamen3
néasobit obraz F(p) rovnakou konstantou c¢) dostdvame

1 3
f(t) = —5 + 5 ef“.

13. decembra 2023 45 / 46



Pomocou spatnej Laplaceovej transformdcie ndjdime predmet f(t) ku obrazu

p+3
F(P)Zm-

Riesenie: Ulohu vyriesime pomocou rezidui. Funkcia F(p) ma préve jeden

trojndsobny pdl (k =3) a to a= —1. Reziduum v pdle a = —1 je
1 P+3 "
pt _ pt _ = 3 pt _
res [F(p) e ]p:a =res[F(p)e ]p:71 =5 meL (p+1) CESIE =
1 1 1 /
_ 1 pt1" _ 1 pt pt]’ _
=5 lim, [(p+3)e”] 5 ,im [e”* + (p +3) t ]
1
== lim [te” +tef +(p+3)t°ef] =
2 p——1
1
=5 (2te 42 t?e ) =te f(1+1t).
Preto
f(t) = res [F(p) e] _—1 te H(1+1t).
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