
Pojem postupnost’

Defińıcia

Funkciu f : N→ R nazývame postupnost’ou reálnych č́ısel a prvok an = f (n)
nazývame n-tý člen postupnosti.
Označujeme {an}∞n=1.

Defińıcia

Postupnost’ {an}∞n=1 sa nazýva

• rastúca, ak pre ∀n ∈ N : an < an+1

• klesajúca, ak pre ∀n ∈ N : an > an+1

• nerastúca, ak pre ∀n ∈ N : an ≥ an+1

• neklesajúca, ak pre ∀n ∈ N : an ≤ an+1

• zhora ohraničená, ak ∃K ∈ R; ∀n ∈ N : an ≤ K

• zdola ohraničená, ak ∃k ∈ R; ∀n ∈ N : an ≥ k

• ohraničená, ak je ohraničená zdola aj zhora
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Pojem limita postupnosti a jej základné vlastnosti

Defińıcia

Č́ıslo b sa nazýva limitou postupnosti {an}∞n=1 práve vtedy, ak ku každému Oε(b)
existuje n0 také, že pre každé n > n0; n ∈ N plat́ı an ∈ Oε(b). Ṕı̌seme lim

n→∞
an = b.

Defińıcia

Nech {an}∞n=1 je postupnost’ reálnych č́ısel. Ked’ lim
n→∞

an = b ∈ R, hovoŕıme, že

postupnost’ je konvergentná. V opačnom pŕıpade (t.j. ked’ limita neexistuje alebo
je rovná ±∞) hovoŕıme, že postupnost’ je divergentná.

Veta

Ak je postupnost’ {an}∞n=1 konvergentná, tak je ohraničená.
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Základné vlastnosti limity postupnosti

Veta

Nech {an}∞n=1, {bn}∞n=1 sú konvergentné postupnosti. Nech lim
n→∞

an = a ∈ R∗ a

lim
n→∞

bn = b ∈ R∗ Potom plat́ı

1 lim
n→∞

(an ± bn) = a± b

2 lim
n→∞

(an. bn) = a . b

3 lim
n→∞

an
bn

=
a

b

4 lim
n→∞

|an| = |a|

5 lim
n→∞

(an)k = ak , k ∈ Z

ak majú výrazy a± b, a . b, a
b , ak v R∗ zmysel.
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Nekonečný č́ıselný rad

Defińıcia

Nech {an}∞n=1 je postupnost’ reálnych č́ısel. Potom výraz
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · nazývame nekonečný č́ıselný rad, kde č́ıslo an

nazývame n–tým členom nekonečného č́ıselného radu.

Defińıcia

Postupnost’ {sn}∞n=1 definovanú s1 = a1, s2 = a1 + a2, s3 = a1 + a2 + a3, . . . ,
sn = a1 + a2 + · · ·+ an nazývame postupnost’ čiastočných súčtov.

Defińıcia

Ak existuje konečná limita s = lim
n→∞

sn, tak č́ıslo s nazývame súčtom radu
∞∑
n=1

an a

hovoŕıme, že rad
∞∑
n=1

an je konvergentný. Označujeme s =
∞∑
n=1

an. Ak neexistuje

konečná limita lim
n→∞

sn, tak je rad
∞∑
n=1

an divergentný.
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Nutná podmienka konvergencie

Veta (Nutná podmienka konvergencie nekonečného č́ıselného radu)

Ak je rad
∞∑
n=1

an konvergentný, tak lim
n→∞

an = 0.

Defińıcia

Ak je nekonečný č́ıselný rad
∞∑
n=1
|an| = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|+ · · · konvergentný,

tak hovoŕıme, že nekonečný č́ıselný rad
∞∑
n=1

an je absolútne konvergentný.

Ak je nekonečný č́ıselný rad
∞∑
n=1

an konvergentný a rad
∞∑
n=1
|an| je divergentný, tak

hovoŕıme, že nekonečný č́ıselný rad
∞∑
n=1

an je relat́ıvne konvergentný.

Veta

Ak je rad
∞∑
n=1

an absolútne konvergentný, tak je rad
∞∑
n=1

an konvergentný.
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Harmonický a geometrický rad

Zovšeobecnený harmonický rad je rad v tvare
∞∑
n=1

1
nα pre α > 0. Plat́ı naledovné:

• ak 0 < α ≤ 1, potom
∞∑
n=1

1
nα diverguje,

• ak α > 1, potom
∞∑
n=1

1
nα konverguje.

Pre α = 1 dostávame rad
∞∑
n=1

1
n , ktorý nazývame harmonický rad (je divergentný).

Geometrický rad je rad, pre ktorý plat́ı, že an+1

an
= q, kde q je konštanta, ktorú

nazývame kvocient geometrického radu. Geometrický rad je možné zaṕısat’ v tvare

∞∑
n=0

a1q
n = a1 + a1q + a1q

2 + · · ·+ a1q
n + · · · , a1 6= 0.

Tento rad je konvergentný pre |q| < 1 a divergentný pre |q| ≥ 1.
Ak |q| < 1, potom súčet nekonečného geometrického radu je s = a1

1−q .
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Pŕıklad

Nájdime súčet radu
∞∑
n=2

(−1)n+1

(
2

3

)n

.

Riešenie: Pre daný rad oveŕıme, či je to geometrický rad. Ak áno, urč́ıme, či je
konvergentný. V kladnom pŕıpade vypoč́ıtame jeho súčet.

an+1

an
=

(−1)n+2
(
2
3

)n+1

(−1)n+1
(
2
3

)n = −2

3
.

Podiel an+1

an
je konštanta, teda sa jedná o geometrický rad s kvocientom q = − 2

3 .

Pretože plat́ı |q| =
∣∣− 2

3

∣∣ = 2
3 < 1 rad je konvergentný.Pre výpočet súčtu

potrebuje určit’ prvý člen a1. Źıskame ho dosadeńım n = 2 do an.

a1 = (−1)2+1

(
2

3

)2

= −4

9
.

Súčet tohto geometrického radu je

s =
a1

1− q
=

− 4
9

1−
(
− 2

3

) =
− 4

9
5
3

= − 4

15
.
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Kritériá konvergencie č́ıselných radov

Veta (D’Alembertovo podielové kritérium)

Nech
∞∑
n=1

an je nekonečný č́ıselný rad a nech ∀n ∈ N plat́ı, že an 6= 0.

(a) Ak lim
n→∞

| an+1

an
| < 1, tak je rad

∞∑
n=1

an absolútne konvergentný.

(b) Ak lim
n→∞

| an+1

an
| > 1, tak je rad

∞∑
n=1

an divergentný.

Pŕıklad

Vyšetrime konvergenciu radu
∞∑
n=1

1

n

(
1

2

)n

.

Riešenie: Máme an = 1
n

(
1
2

)n
, an+1 = 1

n+1

(
1
2

)n+1

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
n+1

(
1
2

)n+1

1
n

(
1
2

)n = lim
n→∞

1

2

n

n + 1
=

1

2
lim

n→∞

n

n + 1
=

1

2
< 1 ⇒ konverguje.
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Veta (Cauchyho odmocninové kritérium)

Nech
∞∑
n=1

an je nekonečný č́ıselný rad.

(a) Ak lim
n→∞

n
√
|an| < 1, tak je rad

∞∑
n=1

an absolútne konvergentný.

(b) Ak lim
n→∞

n
√
|an| > 1, tak je rad

∞∑
n=1

an divergentný.

Pŕıklad

Vyšetrime konvergenciu radu
∞∑
n=1

(
2n

5n + 1

)3n+2

.

Riešenie: n-tý člen: an =
(

2n
5n+1

)3n+2

. Dostávame

lim
n→∞

n
√

|an|= lim
n→∞

n

√(
2n

5n + 1

)3n+2

= lim
n→∞

(
2n

5n + 1

) 3n+2
n

= lim
n→∞

(
2n

5n + 1

)3+ 2
n

=

(
2

5

)3

=
8

125
< 1.

Teda rad konverguje.
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Rady so striedavými znamienkami

Veta (Leibnitzovo kritérium)

Nech
∞∑
n=1

(−1)n+1an je rad so striedavými znamienkami. Nech postupnost’ {an}∞n=1

je nerastúca. Potom rad
∞∑
n=1

(−1)n+1an je konvergentný práve vtedy, ak

lim
n→∞

an = 0.

Pŕıklad

Vyšetrime konvergenciu radu
∞∑
n=1

(−1)n+1 1√
2n

.

Riešenie: Je to rad so striedavými znamienkami, pričom an = 1√
2n

. Plat́ı

∀n ∈ N: n < n + 1⇒ 2n < 2(n + 1)⇒
√

2n <
√

2(n + 1)⇒ 1√
2n
> 1√

2(n+1)
.

Postupnost’ {an}∞n=1 pre an = 1√
2n

je klesajúca, z čoho vyplýva, že je aj nerastúca.

Ked’že lim
n→∞

1√
2n

= 0, podl’a Leibnizovho kritéria rad
∞∑
n=1

(−1)n+1 1√
2n

konverguje.
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Funkcionálne rady

Defińıcia

Nech {fn(x)}∞n=1 je postupnost’ funkcíı definovaných na intervale 〈a, b〉, potom

výraz
∞∑
n=1

fn(x) nazývame nekonečný funkcionálny rad.

Defińıcia

Obor konvergencie (OK) nekonečného funkcionálneho radu
∞∑
n=1

fn(x) je množina

všetkých reálnych č́ısel, pre ktoré pŕıslušný č́ıselný rad konverguje.

Pre určenie oboru konvergencie funkcionálnych radov môžeme použit’ upravené
D’Alembertovo podielové kritérium alebo Cauchyho odmocninové kritérium. Teda

ak lim
n→∞

| fn+1(x)
fn(x)

| < 1 resp. lim
n→∞

n
√
|fn(x)| < 1, tak funkcionálny rad konverguje v x .
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Mocninové rady

Defińıcia

Ak fn(x) = an(x − a)n, rad
∞∑
n=0

an(x − a)n nazývame mocninový rad so stredom

v bode a.

Ak existuje lim
n→∞

| an+1

an
| = λ resp. lim

n→∞
n
√
|an| = λ, definujeme polomer

konvergencie (ρ) mocninového radu
∞∑
n=0

an(x − a)n nasledovne:

ρ =


1
λ ak 0 < λ <∞;
∞ ak λ = 0;
0 ak λ =∞.

Interval (a− ρ, a + ρ) nazývame interval konvergencie (IK).

Pre každý mocninový rad
∞∑
n=0

an(x − a)n nastáva jeden z pŕıpadov:

• ρ = 0 ⇒ rad konverguje len v bode x = a,teda OK = {a};
• ρ =∞⇒ rad konverguje pre pre všetky reálne č́ısla, teda OK = R;
• ρ 6= 0,±∞⇒ IK = (a− ρ, a + ρ). Krajné body intervalu konvergencie môžu,

ale nemusia patrit’ do oboru konvergencie.
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Pŕıklad

Nájdime obor konvergencie mocninového radu
∞∑
n=1

(x + 2)n

3n(n + 1)(n + 2)
.

Riešenie. Máme an = 1
3n(n+1)(n+2) ,an+1 = 1

3n+1(n+2)(n+3) . Vypoč́ıtame

λ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
3n+1(n+2)(n+3)

1
3n(n+1)(n+2)

= lim
n→∞

(n + 1)

3(n + 3)
=

1

3
.

Polomer konvergencie ρ = 1
λ = 3. Stred radu je a = −2. Interval konvergencie je

(a− ρ, a + ρ) = (−2− 3,−2 + 3) = (−5, 1).
Urč́ıme konvergenciu radu v krajných bodoch.
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1 Pre x = −5 dostaneme č́ıselný rad

∞∑
n=1

(−3)n

3n(n + 1)(n + 2)
=
∞∑
n=1

(−1)n · 3n

3n(n + 1)(n + 2)
=
∞∑
n=1

(−1)n

(n + 1)(n + 2)
.

Dostávame rad so striedavými znamienkami, kde an = 1
(n+1)(n+2) a podl’a

Leibnizovho kritéria zist́ıme, či daný rad konverguje. O postupnosti{
1

(n+1)(n+2)

}∞
n=1

vieme, že je nerastúca a ked’že lim
n→∞

1
(n+1)(n+2) = 0, rad

∞∑
n=1

(−1)n
(n+1)(n+2) je konvergentný.

2 Pre x = 1 dostaneme č́ıselný rad

∞∑
n=1

3n

3n(n + 1)(n + 2)
=
∞∑
n=1

1

(n + 1)(n + 2)
.

Daný č́ıselný rad má súčet s = 1
2 a teda je konvergentný.

Obor konvergencie je: OK = 〈−5, 1〉.
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Diferenciálne rovnice

Defińıcia
Diferenciálnou rovnicou n–tého rádu nazývame rovnicu

F (x , y , y ′, y ′′, . . . , y (n)) = 0,

pričom y = y(x) je neznáma funkcia.

Defińıcia

Riešeńım diferenciálnej rovnice F (x , y , y ′, y ′′, . . . , y (n)) = 0 na intervale I
nazývame každú n–krát diferencovatel’nú funkciu y = ϕ(x), x ∈ I , pre ktorú plat́ı

F (x , ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x), . . . , ϕ(n))(x) = 0.

Všeobecné riešenie diferenciálnej rovnice n–tého rádu môžeme naṕısat’ v tvare
y = ϕ(x , c1, c2, . . . , cn), kde c1, c2, . . . , cn sú nezávislé konštanty.

Poznámka: Počet konštánt je rovnaký ako rád diferenciálnej rovnice. Ak za
jednotlivé konštanty dosad́ıme konkrétne č́ısla, hovoŕıme o partikulárnom riešeńı
diferenciálnej rovnice.
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Diferenciálne rovnice prvého rádu so separovatel’nými
premennými

Defińıcia
Diferenciálna rovnica tvaru

ψ(y) dy = ϕ(x) dx ,

kde funkcie ϕ(x), ψ(y) sú spojité na intervale I , sa nazýva diferenciálna rovnica
so separovanými premennými.

Diferenciálnu rovnicu so separovanými premennými formálne riešime nasledovne:∫
ψ(y) dy =

∫
ϕ(x) dx

(za predpokladu, že tieto integrály existujú).
Po vypoč́ıtańı integrálov dostávame riešenie danej diferenciálnej rovnice, ktoré
môžeme vyjadrit’ v explicitnom (y(x) je jednoznačne vyjadrené) alebo implicitnom
tvare (y(x) nie je možné jednoznačne vyjadrit’).
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Defińıcia
Diferenciálna rovnica tvaru

ϕ2(x)ψ2(y) dy = ϕ1(x)ψ1(y) dx

sa nazýva diferenciálna rovnica so separovatel’nými premennými.

Poznámka: Ak plat́ı ψ1(y)ϕ2(x) 6= 0, tak sa predchádzajúca diferenciálna rovnica
dá upravit’ na separovanú diferenciálnu rovnicu

ψ2(y)

ψ1(y)
dy =

ϕ1(x)

ϕ2(x)
dx .
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Lineárne diferenciálne rovnice prvého rádu

Defińıcia
Lineárnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu s pravou stranou nazývame
rovnicu

y ′ + p(x) y = q(x),

kde p(x), q(x) sú funkcie spojité na intervale I .

Poznámka: Ak q(x) = 0, tak diferenciálnu rovnicu y ′ + p(x) y = 0 nazývame
lineárnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu bez pravej strany. Lineárna
diferenciálna rovnica prvého rádu bez pravej strany sa rieši separáciou premenných.
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Riešenie LDR s pravou stranou

Diferenciálnu rovnicu
y ′ + p(x) y = q(x),

vynásob́ıme tzv. integračným faktorom IF = e
∫
p(x) dx a dostaneme

y ′ · e
∫
p(x) dx + p(x) · e

∫
p(x) dx y = q(x) · e

∫
p(x) dx .

Všimnime si, že l’avá strana takto upravenej rovnice predstavuje deriváciu súčinu
hl’adaného riešenia a integračného faktora

[y · e
∫
p(x) dx ]′ = q(x) · e

∫
p(x) dx .

Integrovańım oboch strán vzniknutej rovnice dostaneme

y · e
∫
p(x) dx =

∫
q(x) · e

∫
p(x) dx dx + c , c ∈ R.

Prenásobeńım oboch strán rovnice výrazom e−
∫
p(x) dx eliminujeme hl’adané

riešenie y

y = e−
∫
p(x) dx ·

∫
q(x) · e

∫
p(x) dx dx + c · e−

∫
p(x) dx , c ∈ R.
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Pŕıklad

Nájdime všeobecné riešenie diferenciálnej rovnice y ′ − 5y = 2x .

Riešenie: Diferenciálnu rovnicu

y ′ − 5y = 2x

vynásob́ıme integračným faktorom IF = e
∫
p(x) dx = e

∫
−5 dx = e−5x a dostaneme

y ′ · e−5x − 5 · e−5xy = 2x · e−5x .

Všimnime si, že l’avá strana takto upravenej rovnice predstavuje deriváciu súčinu
hl’adaného riešenia a integračného faktora

[y · e−5x ]′ = 2x · e−5x .

Integrovańım oboch strán vzniknutej rovnice dostaneme

y · e−5x =

∫
2x · e−5x dx .
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Integrál
∫

2x e−5xdx vzniknutý na pravej strane vypoč́ıtame pomocou metódy per
partes ∫

2x · e−5x dx = −2 e−5x
(
x

5
+

1

25

)
+ c , c ∈ R.

Rovnica je teraz v tvare

y · e−5x = −2 e−5x
(
x

5
+

1

25

)
+ c , c ∈ R.

Prenásobeńım oboch strán rovnice výrazom e5x eliminujeme hl’adané riešenie y .
Všeobecné riešenie diferenciálne rovnice je v tvare

y =

[
−2 e−5x

(
x

5
+

1

25

)
+ c

]
e5x = −2x

5
− 2

25
+ ce5x , c ∈ R.
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Lineárne diferenciálne rovnice druhého rádu s konštantnými
koeficientmi

Defińıcia
Lineárnou diferenciálnou rovnicou druhého rádu s konštantnými koeficientmi bez
pravej strany nazývame rovnicu

y ′′ + a y ′ + b y = 0,

kde a, b ∈ R.

Riešenie danej lineárnej diferenciálnej rovnice druhého rádu budeme hl’adat’ v tvare
y = eλx , kde λ je riešeńım charakteristickej rovnice diferenciálnej rovnice
λ2 + aλ+ b = 0. Charakteristickú rovnicu dostaneme z diferenciálnej rovnice tak,
že pŕıslušné derivácie y nahrad́ıme mocninami premennej λ.
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Môžu nastat’ tri pŕıpady:

1 Ak λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2, tak koreňu λ1 prislúcha riešenie diferenciálnej
rovnice v tvare y1 = eλ1x a koreňu λ2 prislúcha riešenie diferenciálnej rovnice
v tvare y2 = eλ2x . Potom všeobecné riešenie diferenciálnej rovnice zaṕı̌seme
ako lineárnu kombináciu riešeńı y1 a y2 v tvare

y = c1 e
λ1 x + c2 e

λ2 x , c1, c2 ∈ R.

2 Ak λ1, λ2 ∈ R, λ1 = λ2, tak koreňu λ1 prislúchajú dve riešenia diferenciálnej
rovnice v tvare y1 = eλ1x a y2 = x eλ1x . Potom všeobecné riešenie
diferenciálnej rovnice zaṕı̌seme ako lineárnu kombináciu riešeńı y1 a y2 v tvare

y = c1 e
λ1 x + c2 x e

λ1 x , c1, c2 ∈ R.

3 Ak λ1, λ2 ∈ C, λ1 = α + β i a λ2 = α− β i , tak y1 = eα x cos(β x) a
y2 = eα x sin(β x). Potom všeobecné riešenie diferenciálnej rovnice zaṕı̌seme
ako lineárnu kombináciu riešeńı y1 a y2 v tvare

y = c1 e
α x cos(β x) + c2 e

α x sin(β x), c1, c2 ∈ R.
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Pŕıklad

Nájdime riešenie diferenciálnej rovnice y ′′ − 6y ′ + 5y = 0.

Riešenie: Nahradeńım derivácíı y mocninami λ zaṕı̌seme charakteristickú rovnicu
danej diferenciálnej rovnice

λ2 − 6λ+ 5 = 0.

Jej koreňmi sú λ1 = 5, λ2 = 1. Teda λ1, λ2 ∈ R a λ1 6= λ2, a tak im odpovedajú
riešenia y1 = e5x , y2 = ex . Potom riešenie diferenciálnej rovnice je v tvare

y = c1 e
5x + c2 e

x , c1, c2 ∈ R.

Pŕıklad

Nájdime riešenie diferenciálnej rovnice y ′′ − 6y ′ + 9y = 0.

Riešenie: Nahradeńım derivácíı y mocninami λ zaṕı̌seme charakteristickú rovnicu
danej diferenciálnej rovnice

λ2 − 6λ+ 9 = 0.

Jej 2–násobným koreňom je λ = 3 a tak mu odpovedajú riešenia y1 = e3x ,
y2 = x e3x . Potom riešenie danej diferenciálnej rovnice je v tvare

y = c1 e
3x + c2 x e

3x , c1, c2 ∈ R.
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Pŕıklad

Nájdime riešenie diferenciálnej rovnice y ′′ − 2y ′ + 2y = 0.

Riešenie: Nahradeńım derivácíı y mocninami λ zaṕı̌seme charakteristickú rovnicu
danej diferenciálnej rovnice

λ2 − 2λ+ 2 = 0.

Jej koreňmi sú komplexné združené č́ısla λ1 = 1 + i , λ2 = 1− i , ktorým
odpovedajú riešenia y1 = ex cos x , y2 = ex sin x . Potom riešenie danej
diferenciálnej rovnice je v tvare

y = c1 e
x cos x + c2 e

x sin x , c1, c2 ∈ R.
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Defińıcia
Lineárnou diferenciálnou rovnicou druhého rádu s konštantnými koeficientmi
s pravou stranou nazývame rovnicu

y ′′ + a y ′ + b y = f (x),

kde a, b ∈ R a f (x) je spojitá funkcia.

Riešenie danej lineárnej diferenciálnej rovnice s pravou stranou dostaneme ako
súčet riešenia rovnice bez pravej strany a partikulárneho riešenia rovnice s pravou
stranou. Budeme riešit’ lineárne diferenciálne rovnice druhého rádu, kde na pravej
strane rovnice sú nasledovné funkcie:

a) f (x) = Pm(x) eαx , kde Pm(x) je polynóm stupňa m a α ∈ R je k–násobným
koreňom charakteristickej rovnice danej diferenciálnej rovnice bez pravej
strany. Potom partikulárne riešenie hl’adáme v tvare
y∗ = (b0 + b1x + b2x

2 + · · ·+ bmx
m) eαx xk , kde α ∈ R je k–násobným

koreňom charakteristickej rovnice danej diferenciálnej rovnice bez pravej
strany.
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b) f (x) = (A cosβx + B sinβx) eαx , kde A,B, α, β ∈ R, β 6= 0 a α + βi je
k–násobným koreňom charakteristickej rovnice danej diferenciálnej rovnice
bez pravej strany.
Potom
y∗ = M (cosβx + N sinβx) eαx xk , kde M, N sú neznáme konštanty.

c) f (x) = f1(x) + f2(x).
Potom y∗ = y∗1 + y∗2 , kde y∗1 , y∗2 sú riešenia diferenciálnej rovnice s pravými
stranami f1(x), f2(x).
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Pŕıklad

Nájdime riešenie diferenciálnej rovnice y ′′ − 8y ′ + 16y = x e2x .

Riešenie: Najprv riešime diferenciálnu rovnicu bez pravej strany

y ′′ − 8y ′ + 16y = 0.

Nahradeńım derivácíı y mocninami λ zaṕı̌seme charakteristickú rovnicu danej
diferenciálnej rovnice

λ2 − 8λ+ 16 = 0.

Jej 2–násobným koreňom je λ = 4, ktorému odpovedajú riešenia y1 = e4x ,
y2 = x e4x . Potom riešenie danej diferenciálnej rovnice bez pravej strany je v tvare

y = c1 e
4x + c2 x e

4x , c1, c2 ∈ R.

Riešenie diferenciálnej rovnice s pravou stranou je v tvare

y = c1 e
4x + c2 x e

4x + y∗, c1, c2 ∈ R,

kde tvar y∗ urč́ıme podl’a funkcie na pravej strane zadanej diferenciálnej rovnice.
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Ked’že pravá strana rovnice je rovná x e2x , máme typ f (x) = Pm(x) eαx , kde
m = 1 a α = 2. Potom

y∗ = (b0 + b1x + b2x
2 + · · ·+ bmx

m) eαx xk = (ax + b) e2x x0 = (ax + b) e2x ,

lebo α = 2 nie je koreňom (teda je 0–násobným koreňom, t.j. k = 0)
charakteristickej rovnice diferenciálnej rovnice bez pravej strany.

(y∗)′ = a e2x + 2(ax + b) e2x ,

(y∗)′′ = 2a e2x + 2a e2x + 4(ax + b) e2x = 4a e2x + 4(ax + b) e2x

a následne dosad́ıme y∗, (y∗)′, (y∗)′′ za y , y ′, y ′′ do zadanej diferenciálnej
rovnice s pravou stranou

4a e2x + 4(ax + b) e2x − 8
[
a e2x + 2(ax + b) e2x

]
+ 16(ax + b) e2x = x e2x .

Úpravou a porovnańım koeficientov polynómov na oboch stranách rovnice
dostaneme a = b = 1

4 a teda y∗ = ( 1
4x + 1

4 )e2x . Riešenie danej diferenciálnej
rovnice je v tvare

y = c1 e
4x + c2 x e

4x + y∗ = c1 e
4x + c2 x e

4x +
1

4
(x + 1)e2x , c1, c2 ∈ R.
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Pŕıklad

Nájdime riešenie diferenciálnej rovnice y ′′ + y = 2 sin x − cos x .

Riešenie: Najprv riešime diferenciálnu rovnicu bez pravej strany

y ′′ + y = 0.

Nahradeńım derivácíı y mocninami λ zaṕı̌seme charakteristickú rovnicu danej
diferenciálnej rovnice

λ2 + 1 = 0.

Jej koreňmi sú λ1 = i , λ2 = −i , ktorým odpovedajú riešenia y1 = cos x ,
y2 = sin x . Potom riešenie danej diferenciálnej rovnice bez pravej strany je v tvare

y = c1 cos x + c2 sin x , c1, c2 ∈ R.

Riešenie diferenciálnej rovnice s pravou stranou je v tvare

y = c1 cos x + c2 sin x + y∗, c1, c2 ∈ R,

kde tvar y∗ urč́ıme podl’a funkcie na pravej strane zadanej diferenciálnej rovnice.
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Ked’že pravá strana rovnice je rovná 2 sin x − cos x , máme typ
f (x) = (A cosβx + B sinβx) eαx , kde α = 0 a β = 1. Potom

y∗ = (M cosβx + N sinβx) eαx xk = (M cos x + N sin x)x ,

lebo α + βi = i je jednoduchým koreňom (teda je 1–násobným koreňom, t. j.
k = 1) charakteristickej rovnice diferenciálnej rovnice bez pravej strany.
Zderivujeme y∗

(y∗)′ = (−M sin x + N cos x)x + (M cos x + N sin x),

(y∗)′′ = (−M cos x − N sin x)x + (−M sin x + N cos x)−M sin x + N cos x ,

a následne dosad́ıme y∗, (y∗)′, (y∗)′′ za y , y ′, y ′′ do zadanej diferenciálnej
rovnice s pravou stranou

(−M cos x−N sin x)x+(−M sin x+N cos x)−M sin x+N cos x−(M cos x+N sin x)x =

2 sin x − cos x .

Úpravou a porovnańım koeficientov polynómov na oboch stranách rovnice
dostaneme M = −1, N = − 1

2 a teda y∗ =
(
− cos x − 1

2 sin x
)
x . Riešenie

diferenciálnej rovnice je v tvare

y = c1 cos x + c2 sin x + y∗ = c1 cos x + c2 sin x −
(

cos x +
1

2
sin x

)
x .
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Komplexné č́ısla

Každé komplexné č́ıslo z vieme vyjadrit’ v tvare z = x + iy , kde
• i je imaginárna jednotka vyhovujúca podmienke i2 = −1,
• reálne č́ıslo x je reálna čast’ komplexného č́ısla (x = Re(z)),
• reálne č́ıslo y je imaginárna čast’ komplexného č́ısla (y = Im(z)).

Tento tvar nazývame algebraický tvar komplexného č́ısla z . Komplexné č́ıslo v
tvare z̄ = x − iy sa nazýva komplexne združené k č́ıslu z .
Absolútna hodnota (modul) komplexného č́ısla z je nezáporné reálne č́ıslo dané

vzt’ahom |z | =
√
x2 + y2. Mocniny imaginárnej jednotky:

i0 = 1, i1 = 1, i2 = −1, i3 = −i , i4 = 1, i5 = i , i6 = −1, i7 = −i , i8 = 1, . . .

z=x+iy

x

y

imaginárna os

reálna os

-y
z=x-iy

Mocniny imaginárnej jednotky:
i0 = 1, i1 = 1, i2 = −1, i3 = −i , i4 = 1, i5 = i , i6 = −1, i7 = −i , i8 = 1, . . .
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Funkcia komplexnej premennej

Defińıcia
Na množine M komplexných č́ısel je definovaná komplexná funkcia f
komplexnej premennej, ak ku každému komplexnému č́ıslu z ∈ M je priradené
práve jedno komplexné č́ıslo w = f (z). Množinu M nazývame definičným
oborom funkcie f a množinu L všetkých č́ısel f (z), z ∈ M nazývame oborom
hodnôt funkcie f . Komplexnú funkciu f komplexnej premennej s definičným
oborom M môžeme zaṕısat’ aj v tvare

f (z) = u(x , y) + i v(x , y),

kde z = x + i y a u(x , y), v(x , y) sú reálne funkcie dvoch reálnych premenných x
a y .
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Elementárne funkcie komplexnej premennej

• Polynóm komplexnej premennej je funkcia

w = anz
n + an−1z

n−1 + . . . a2z
2 + a1z + a0

• Racionálna funkcia je podiel dvoch polynómov, pričom menovatel’ nie je
nulový polynóm.

• Exponenciálna funkcia

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

• Goniometrické funkcie

sin z =
e iz − e−iz

2i
, cos z =

e iz + e−iz

2

13. decembra 2023 34 / 46



Analytická funkcie a derivácia funkcie komplexnej
premennej

Defińıcia
Funkciu f komplexnej premennej nazývame analytickou v bode a, a 6=∞, ak
existuje také okolie bodu a, že v každom jeho bode má funkcia f spojitú
deriváciu. Bod a sa nazýva regulárny, ak je v danom bode funkcia f analytická.
Bod a, v ktorom funkcia f nie je analytická, sa nazýva singulárny.

Veta

Funkcia komplexnej premennej f (z) = u(x , y) + i v(x , y), kde z = x + i y , má v
komplexnom č́ısle a deriváciu f ′(z) práve vtedy, ked’ funkcie u(x , y), v(x , y) sú v
č́ısle a diferencovatel’né a platia Cauchy–Riemanove vzt’ahy

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Ak funkcia komplexnej premennej f (z) má v komplexnom č́ısle a deriváciu, tak

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
.
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Pŕıklad

Zistite, či funkcia f (z) = z3 je analytická a ak áno, určte jej deriváciu.

Riešenie: Urč́ıme reálnu a imaginárnu zložku f (z). Dostávame
f (z) = (x + iy)3 = x3 + 3x2iy + 3xi2y2 + i3y3 = x3 + 3x2iy − 3xy2 − iy3 =
x3 − 3xy2 + i (3x2y − y3), teda

u(x , y) = x3 − 3xy2 a v(x , y) = 3x2y − y3.

Aby funkcia f (z) bola analytická, musia pre ňu platit’ Cauchy–Riemanove vzt’ahy.
Vypoč́ıtame parciálne derivácie:
∂u

∂x
= 3x2 − 3y2,

∂v

∂y
= 3x2 − 3y2,

∂u

∂y
= −6xy ,

∂v

∂x
= 6xy .

Ked’že platia Cauchy–Riemanove vzt’ahy

∂u

∂x
=
∂v

∂y
∧ ∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

tak funkcia f (z) = x3 − 3xy2 + i (3x2 − y3) je analytická. Dostávame

f ′(z) = (3x2 − 3y2) + 6ixy = 3(x2 − y2 + 2ixy) = 3(x + iy)2 = 3z2.
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Laplaceova transformácia

Laplaceova transformácia je transformácia, ktorá umožňuje zjednodušit’ riešenie
niektorých typov úloh týkajúcich sa predovšetkým diferenciálnych rovńıc. Každej
funkcii f (t) z určitej triedy funkcíı, budeme ju nazývat’ predmetom (originálom,
vzorom), urč́ıme na základe určitých pravidiel jej obraz F (p), p ∈ C, pričom
zložiteǰśım operáciám v množine predmetov {f (t)} by mali odpovedat’

jednoduchšie operácie v množine obrazov {F (p)}. Uvedenú vlastnost’ zapisujeme
v tvare f (t) + F (p) a hovoŕıme, že predmet f (t) korešponduje s obrazom F (p).
Laplaceov obraz F (p) je pritom daný pomocou vzt’ahu

F (p) =

∞∫
0

f (t) e−ptdt.
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Tabul’ka korešpondencíı základných funkcíı

Predmet Obraz

1 +
1

p

eat +
1

p − a

tn +
n!

pn+1

sin(ωt) +
ω

p2 + ω2

cos(ωt) +
p

p2 + ω2
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Základné vety korešpondencíı f (t) + F (p)

1.
n∑

k=1

ck fk(t) +
n∑

k=1

ckFk(p) (veta o lineárnosti)

2. eat f (t) + F (p − a) (veta o tlmeńı)

3. f ′(t) + p F (p)− f (0) (veta o derivovańı predmetu)

f ′′(t) + p2 F (p)− pf (0)− f ′(0)

4. −t f (t) + F ′(p) (veta o derivovańı obrazu)

5.
f (t)

t
+

∞∫
p

F (z)dz (veta o integrovańı obrazu)
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Pŕıklad

Nájdime Laplaceov obraz F (p) ku predmetu f (t) = 8t e−t .

Riešenie: Použijeme vety o tlmeńı. Podl’a tabul’ky korešpondencíı plat́ı

t +
1

p2
.

Využit́ım vety o tlmeńı (násobit’ predmet f (t) výrazom eat , a = −1, znamená
odč́ıtat’ od argumentu p obrazu F (p) konštantu a) môžeme zaṕısat’

t e−t +
1

(p + 1)2

a nakoniec využit́ım vety o lineárnosti (násobit’ predmet f (t) konštantou c = 8
znamená násobit’ obraz F (p) rovnakou konštantou c = 8) dostávame

8t e−t +
8

(p + 1)2
.
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Pŕıklad

Nájdime Laplaceov obraz F (p) ku predmetu f (t) = t2 cos t.

Riešenie: Podl’a tabul’ky korešpondencíı plat́ı

cos t +
p

p2 + 1
.

Využit́ım vety o derivovańı obrazu (násobit’ predmet f (t) výrazom −t znamená
derivovat’ obraz F (p)) môžeme zaṕısat’

−t cos t +

(
p

p2 + 1

)′
=

1− p2

(p2 + 1)2
.

Opätovným využit́ım vety o derivovańı obrazu dostaneme

t2 cos t = −t (−t cos t) +

(
1− p2

(p2 + 1)2

)′
=

2p(p2 − 3)

(p2 + 1)3
.
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Spätná Laplaceova transformácia

Obrátený postup, teda ak ku známemu obrazu F (p) prirad́ıme korešpondujúci
predmet f (t), nazývame spätná Laplaceova transformácia. Pomocou nej
môžeme nájst’ riešenie niektorých diferenciálnych rovńıc resp. systémov obyčajných
diferenciálnych rovńıc ovel’a jednoduchšie a rýchleǰsie.
Ak funkcia F (p) je analytická až na konečný počet singulárnych bodov ak ∈ C ,
k = 1, . . . ,m a ak sú póly funkcie F (p), tak k danému obrazu F (p) môžeme nájst’

predmet f (t):

1 pomocou reźıdúı v póloch

f (t) =

{ ∑
k

res [F (p) ept ]p=ak
pre t > 0,

0 pre t ≤ 0,

2 rozkladom F (p) na parciálne zlomky a následným použit́ım tabul’ky
korešpondencíı základných funkcíı a základných viet.
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Reźıduum funkcie

1 Ak bod p = ak je jednoduchý pól funkcie F (p) (1-násobný nulový bod
menovatel’a), potom

res
[
F (p) ept

]
p=ak

= lim
p→ak

[(p − ak)F (p)ept ]

2 Ak bod p = ak je m-násobný pól funkcie F (p) (m-násobný nulový bod
menovatel’a), potom

res
[
F (p) ept

]
p=ak

=
1

(m − 1)!
lim
p→ak

[(p − ak)mF (p)ept ](m−1)
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Pŕıklad

Pomocou spätnej Laplaceovej transformácie nájdime predmet f (t) k obrazu

F (p) =
p − 2

p(p + 4)
.

Riešenie: Úlohu vyriešime pre porovnanie oboma spôsobmi.
1. Ak chceme nájst’ predmet f (t) pomocou reźıdúı, muśıme najprv nájst’ póly
funkcie F (p) = p−2

p(p+4) . Funkcia F (p) má dva jednoduché póly (m = 0) a to

a1 = 0, a2 = −4. Vypoč́ıtame reźıduá v týchto póloch:

res
[
F (p) ept

]
p=a1

= res
[
F (p) ept

]
p=0

= lim
p→0

[
(p − 0)

p − 2

p(p + 4)
ept
]

== −1

2
,

res
[
F (p) ept

]
p=a2

= res
[
F (p) ept

]
p=−4 = lim

p→0

[
(p + 4)

p − 2

p(p + 4)
ept
]

=
3

2
e−4t .

Teda

f (t) = res
[
F (p) ept

]
p=0

+ res
[
F (p) ept

]
p=−4 = −1

2
+

3

2
e−4t .
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2. Rozkladom F (p) na parciálne zlomky dostaneme

F (p) =
p − 2

p(p + 4)
=
− 1

2

p
+

3
2

p + 4
.

Z tabul’ky korešpondencíı vyplýva

−1

2

1

p
+ −1

2
1 = −1

2
,

3

2

1

p + 4
+

3

2
e−4t .

Využit́ım vety o lineárnosti (1) (násobit’ predmet f (t) konštantou c znamená
násobit’ obraz F (p) rovnakou konštantou c) dostávame

f (t) = −1

2
+

3

2
e−4t .

13. decembra 2023 45 / 46



Pŕıklad

Pomocou spätnej Laplaceovej transformácie nájdime predmet f (t) ku obrazu

F (p) =
p + 3

(p + 1)3
.

Riešenie: Úlohu vyriešime pomocou reźıdúı. Funkcia F (p) má práve jeden
trojnásobný pól (k = 3) a to a = −1. Reźıduum v póle a = −1 je

res
[
F (p) ept

]
p=a

= res
[
F (p) ept

]
p=−1 =

1

2!
lim

p→−1

[
(p + 1)3

p + 3

(p + 1)3
ept
]′′

=

=
1

2
lim

p→−1

[
(p + 3) ept

]′′
=

1

2
lim

p→−1

[
ept + (p + 3) t ept

]′
=

=
1

2
lim

p→−1

[
t ept + t ept + (p + 3) t2 ept

]
=

=
1

2

(
2 t e−t + 2 t2 e−t

)
= t e−t(1 + t).

Preto
f (t) = res

[
F (p) ept

]
p=−1 = t e−t(1 + t).
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