
Numerické riešenie nelineárnych rovńıc

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ určovańım reálnych koreňov rovnice

f (x) = 0, (1)

kde f je reálna funkcia reálnej premennej.
Č́ıslo α, pre ktoré f (α) = 0, nazývame koreňom rovnice f (x) = 0. Ak je funkcia f
polynómom, nazývame rovnicu f (x) = 0 algebrickou rovnicou.
Na riešenie nelineárnych rovńıc sú vypracované špeciálne metódy. Avšak u väčšiny
rovńıc dokážeme vypoč́ıtat’ iba približnú hodnotu koreňa α. Ak hl’adáme koreň so
zadanou presnost’ou ε, znamená to, že chceme nájst’ také xn, že |xn − α| < ε.
Pri riešeńı rovnice (1) je vhodný nasledujúci postup:

1 Urč́ıme počet koreňov rovnice pomocou grafického znázornenia.

2 Pre každý koreň αi urč́ıme interval (ai , bi ) taký, že αi ∈ (ai , bi ) (separujeme
korene), pričom αi ∈ (ai , bi ) je jediný koreň v intervale (ai , bi ).

3 Použijeme približné metódy na výpočet koreňov.

4 • Ak je daná presnost’ ε, proces ukonč́ıme, ked’ je daná presnost’ dosiahnutá.
• Ak je daný počet iterácíı, urob́ıme odhad absolútnej chyby vypoč́ıtaného

koreňa.
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Veta (Bolzanova)

Nech A ⊆ R a funkcia f : A → R je spojitá na intervale 〈a, b〉 ⊂ A, pričom
plat́ı f (a) · f (b) < 0. Potom existuje aspoň jedno č́ıslo c ∈ (a, b) také, že
f (c) = 0.

Dôsledok
Nech pre xn plat́ı

f (xn − ε) · f (xn + ε) < 0.

Potom sa v intervale (xn − ε, xn + ε) nachádza koreň α, teda xn je riešenie
úlohy s presnost’ou ε. Tento test obyčajne nazývame ±ε-test.

Poznámka. Rovnica f (x) = 0 môže mat’ v intervale (a, b) nulový bod aj
v pŕıpade, ked’ f (a) · f (b) > 0. V tomto pŕıpade je počet koreňov v intervale
(a, b) párny.

Pŕıklad

Rovnica x2 − 4 = 0 má v intervale (−3; 3) korene −2, 2, hoci f (−3) · f (3) > 0.
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Odhad chyby

Veta

Nech α je presná hodnota a xn približná hodnota koreňa rovnice (1). Nech obe
tieto hodnoty ležia v intervale (a, b) a |f ′(x)| ≥ m > 0 pre všetky x ∈ 〈a, b〉.
Potom plat́ı odhad

|xn − α| ≤
|f (xn)|
m

. (2)
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Metóda polovičného delenia intervalu (bisekcie)

Predpokladajme, že rovnica f (x) = 0 má práve jeden koreň α v intervale (a, b).
Definujme postupnost’ intervalov 〈an, bn〉, n = 1, 2, . . . predpisom:

1 〈a0, b0〉 = 〈a, b〉.
2 Nech je definovaný interval 〈an, bn〉, pričom f (an) · f (bn) < 0. Nech

cn = (an + bn)/2. (3)

3 Ak je f (cn) = 0, potom je cn koreňom rovnice. Ak je f (cn) 6= 0 a
f (an) · f (cn) < 0, polož́ıme an+1 = an, bn+1 = cn. Ak plat́ı opačná nerovnost’,
t. j. f (an) · f (cn) > 0, polož́ıme an+1 = cn, bn+1 = bn. Ak má postupnost’

(cn) konečný počet členov, jej posledný člen je koreňom rovnice f (x) = 0. Ak
je postupnost’ (cn) nekonečná, potom má limitu a plat́ı

lim
n→∞

cn = α.

Pre odhad absolútnej chyby koreňa α plat́ı |cn − α| < b−a
2n+1 .

Ak máme vypoč́ıtat’ koreň α s presnost’ou ε > 0, ukonč́ıme proces delenia
intervalu, ak |bn − an| < 2ε a za aproximáciu koreňa α vezmeme č́ıslo (an + bn)/2.
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Pŕıklad

Metódou polovičného delenia intervalu s presnost’ou 0,005 vypoč́ıtajte reálny koreň
rovnice x3 − x − 1 = 0.

Máme f (x) = x3 − x − 1. Naprv uskutočńıme grafický odhad koreňov. Nech
h(x) = x + 1, g(x) = x3. Grafy týchto funkcíı majú jeden spoločný bod, ktorého
x-ová súradnica je z intervalu (1; 2). Skutočne f (1) · f (2) < 0, čo znamená, že
v tomto intervale lež́ı reálny koreň danej rovnice.
Teda a0 = 1, b0 = 2.

n an (f (an)) bn (f (bn)) cn (f (cn)) f (an) · f (cn)
0 1 (–) 2 (+) 1,5 (+) −
1 1 (–) 1,5 (+) 1,25 (–) +
2 1,25 (–) 1,5 (+) 1,375 (+) −
3 1,25 (–) 1,375 (+) 1,3125 (–) +
4 1,3125 (–) 1,375 (+) 1,34375 (+) −
5 1,3125 (–) 1,34375 (+) 1,32813 (+) −
6 1,3125 (–) 1,32813 (+) 1,32032 (–) +
7 1,32032 (–) 1,32813 (+) 1,32423

Pretože |1,32813− 1,32032| < 2 · 0,005 a f (1,32813) · f (1,32032) < 0, môžeme
aproximovat’ koreň pomocou c6 = 1, 32423. Teda α ≈ 1, 32423.
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Newtonova metóda

Predpokladajme, že 〈a, b〉 je interval separácie, teda plat́ı f (a) · f (b) < 0 a v
intervale 〈a, b〉 lež́ı práve jeden koreň rovnice f (x) = 0.
Newtonovu metódu, nazývanú tiež metóda dotyčńıc, môžeme použit’ na riešenie
rovnice f (x) = 0, ak je funkcia dvakrát diferencovatel’ná a bud’ konvexná na celom
intervale 〈a, b〉 alebo konkávna na celom intervale 〈a, b〉.
Rovnica dotyčnice ku grafu funkcie f (x) v bode xn: y − f (xn) = f ′(xn)(x − xn).
Ďaľsiu aproximáciu xn+1 urč́ıme ako priesečńık dotyčnice s osou x (t. j. pri
dosadeńı xn+1 za x polož́ıme súčasne y = 0). Dostávame

−f (xn) = f ′(xn)(xn+1 − xn).

a z toho rekurentný vzorec

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . .
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Veta

Nech na intervale 〈a, b〉 sú splnené nasledujúce podmienky:

1 f (a) · f (b) < 0.

2 f ′′(x) nemeńı znamienko na intervale 〈a, b〉.
3 Pre štartovaćı bod x0 ∈ 〈a, b〉 plat́ı f (x0) · f ′′(x0) > 0.

Potom postupnost’ daná vzt’ahom

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . .

konverguje ku koreňu α rovnice f (x) = 0, teda plat́ı lim
n→∞

xn = α.

Ak navyše plat́ı podmienka

4 f
′
(x) nemeńı znamienko na intervale 〈a, b〉,

môžeme na odhad presnosti použ́ıvat’ vzt’ah |xn − α| ≤ |f (xn)|m , kde
m ≤ min

x∈〈a,b〉
|f ′(x)|.

STOP TEST:
1. Ak plat́ı podmienka 4 a |f (xn)|m < ε, potom α ≈ xn.
2. Ak neplat́ı podmienka 4 a f (xn − ε) · f (xn + ε) < 0, potom α ≈ xn.
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Pŕıklad

Newtonovou metódou vypoč́ıtajme reálny koreň rovnice x3 − x − 1 = 0
s presnost’ou 0,005.

Z predchádzajúceho už vieme, že α ∈ 〈1; 2〉. Bisekciou môžeme zúžit’ tento
interval. Ked’že f (1) · f (1, 5) < 0, dostávame α ∈ 〈1; 1,5〉.
Ked’že f ′(x) = 3 x2 − 1 > 0 pre x ∈ 〈1; 1,5〉, na intervale separácie je
m = min

x∈〈1;1,5〉
|f ′(x)| = 2. Pre druhú deriváciu plat́ı f ′′(x) = 6 x > 0 na

uvažovanom intervale a f (1,5) > 0, teda Newtonova metóda bude konvergovat’

k riešeniu rovnice z bodu x0 = 1,5.

n xn f (xn) f ′(xn) |f (xn)|
m = |f (xn)|

2

0 1,5 0, 875 5, 75 0, 4375 > ε
1 1,34783 0, 10068 4, 44990 0, 05034 > ε
2 1,32520 0, 00205 4, 26846 0, 001025 < ε

Ked’že

|x2 − α| ≤
|f (x2)|
m

<
0,0021

2
= 0,00105,

už po druhom kroku sme dosiahli požadovanú presnost’. Teda α ≈ 1, 32520.
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Metóda prostej iterácie

Hl’adáme riešenie rovnice f (x) = 0 v intervale 〈a, b〉. Rovnicu f (x) = 0 vieme vždy
preṕısat’ na tvar

x = ϕ(x) (4)

tak, aby platilo
|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ λ|x − y |

pre x , y ∈ 〈a, b〉 a zároveň ϕ(x), ϕ(y) ∈ 〈a, b〉. Ak λ ∈ (0, 1), potom λ sa nazýva
koeficient kontrakt́ıvnosti. Ak λ > 1, bisekciou zmenš́ıme interval 〈a, b〉 tak, aby
na novom intervale platilo λ < 1. Potom ϕ : 〈a, b〉 → R je kontrakt́ıvna funkcia na
〈a, b〉.
Nech funkcia ϕ je na 〈a, b〉 diferencovatel’ná. Potom podl’a Lagrangeovej vety
o strednej hodnote existuje ξ ∈ (a, b) také, že

ϕ(x)− ϕ(y) = ϕ′(ξ)(x − y), resp.
ϕ(x)− ϕ(y)

x − y
= ϕ′(ξ)

Ak existuje kladné č́ıslo M také, že M = max
x∈〈a,b〉

|ϕ′(x)|, tak pre x ∈ 〈a, b〉 plat́ı

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ M|x − y |.

Ak je č́ıslo M < 1, môžeme ho zobrat’ za koeficient kontrakt́ıvnosti, teda λ = M.
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Veta

Nech ϕ : 〈a, b〉 → 〈a, b〉 je spojitá funkcia na 〈a, b〉. Nech existuje spojitá
derivácia ϕ′ na intervale (a, b) a č́ıslo λ, 0 ≤ λ < 1 také, že |ϕ′(x)| ≤ λ pre
l’ubovol’né x ∈ (a, b).
Potom iteračný proces

xn+1 = ϕ(xn) pre i = 0, 1, . . . (5)

konverguje k jedinému koreňu α rovnice x = ϕ(x) a plat́ı odhad

|xn − α| ≤
λ

1− λ
|xn − xn−1|, n = 1, 2, . . . . (6)

Zo vzt’ahu (6) vyplýva, že iteračný proces pri zadanej presnosti ε ukonč́ıme, ked’

plat́ı |xn − xn−1| < 1−λ
λ · ε. Potom α ≈ xn.
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Pŕıklad

Prostou iteračnou metódou vypoč́ıtajme reálny koreň rovnice x3 − x − 1 = 0
s presnost’ou 0,005.

Rovnica x3 − x − 1 = 0 má jediný reálny koreň α ∈ (1; 2). Danú rovnicu môžeme
zaṕısat’ v tvare

x = 3
√
x + 1 = ϕ(x), teda ϕ(x) = 3

√
x + 1

Dostávame

|ϕ′(x)| = |1
3

(x + 1)−2/3| =
1

3 3
√

(x + 1)2
, max

x∈〈1,2〉
|ϕ′(x)| =

1

3 3
√

4
≈ 0, 21.

Na určenie približnej hodnoty koreňa α použijeme iteračný proces
xn+1 = 3

√
xn + 1, i = 0, 1, . . . . Za začiatočnú hodnotu zvol’me napŕıklad

x0 = 1,5. Iteračný proces ukonč́ıme, ked’ |xn − xn−1| < 1−λ
λ · ε ≈ 0, 0188.

Dostávame tieto iterácie:
n xn |xn − xn−1|
0 1,5
1 1,3572 0, 1428
2 1,3308 0, 0264
3 1,3259 0, 0049 < 0, 0188

Ked’že |xn− xn−1| < 1−λ
λ · ε, môžeme

s presnost’ou aspoň 0,005 aproximo-
vat’ koreň rovnice x3 − x − 1 = 0 po-
mocou x3. Teda α ≈ 1,3259.
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Riešenie sústav nelineárnych rovńıc

Budeme sa zaoberat’ niektorými numerickými metódami riešenia sústavy n
nelineárnych rovńıc o n neznámych

f (x) = 0, (7)

kde f = (f1, f2, . . . , fn)T je vektorová funkcia n nezávislých premenných x1, x2,
. . . , xn. Túto sústavu môžeme v zložkách zaṕısat’ v tvare

fi (x1, x2, . . . , xn) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Budeme predpokladat’, že vektorová funkcia f je definovaná na neprázdnej
množine G ⊂ Rn. Riešit’ sústavu (7) znamená nájst’ všetky také body
α = (α1, α2, . . . , αn)T ∈ G , pre ktoré plat́ı f (α) = 0. Bod α nazývame riešeńım
uvedenej sústavy. Separáciou vektora α rozumieme určenie takej ohraničenej,
uzavretej oblasti D ⊂ G , do ktorej patŕı jediné riešenie α.
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Newtonova metóda

Označme f
′

tzv. Jacobiovu maticu zobrazenia f , potom

f
′
(x) =



∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
· · · ∂f1(x)

∂xn
∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
· · · ∂f2(x)

∂xn
· · · · · · · · · · · ·

∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
· · · ∂fn(x)

∂xn


.

Ak pre každé x ∈ D, je det(f
′
(x)) 6= 0, má daná sústava rovńıc jediné riešenie.

Ak x (k) je k-tá iterácia vektora α, potom vektor x (k+1) nájdeme použit́ım
Taylorovej vety pre funkciu n premenných.

13. marca 2024 13 / 38



Pre názornost’ uvedieme postup konštrukcie pre n = 2. Riešme túto sústavu rovńıc

f1(x , y) = 0,

f2(x , y) = 0.

Použit́ım Taylorovej vety dostávame

fi (x
(k+1), y (k+1)) = fi (x

(k), y (k))+

+
∂fi (x

(k), y (k))

∂x
(x (k+1)− x (k)) +

∂fi (x
(k))

∂y
(y (k+1)− y (k)) + Ri ,

kde i = 1, 2. V každej z rovńıc zanedbáme zvyšky R1,R2 a fi (x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 ).

Ďaľsiu aproximáciu dostaneme riešeńım sústavy lineárnych rovńıc

∂f1(x (k), y (k))

∂x
(x (k+1)−x (k)) +

∂f1(x (k), y (k))

∂y
(y (k+1)−y (k))=−f1(x (k), y (k)),

∂f2(x (k), y (k))

∂x
(x (k+1)−x (k)) +

∂f2(x (k), y (k))

∂y
(y (k+1)−y (k))=−f2(x (k), y (k)).

Dostávame sústavu 2 lineárnych rovńıc s neznámymi (x (k+1)−x (k)) a
(y (k+1)−y (k)), ktorú môžeme riešit’ napr. Cramerovým pravidlom.
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Označme

W
(k)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−f1(x (k), y (k))

∂f1(x (k), y (k))

∂y

−f2(x (k), y (k))
∂f2(x (k), y (k))

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ , W
(k)
2 =

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1(x (k), y (k))

∂x
−f1(x (k), y (k))

∂f2(x (k), y (k))

∂x
−f2(x (k), y (k))

∣∣∣∣∣∣∣ ,

W (k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f1(x (k), y (k))

∂x

∂f1(x (k), y (k))

∂y
∂f2(x (k), y (k))

∂x

∂f2(x (k), y (k))

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Potom

x (k+1) − x (k) =
W

(k)
1

W (k)
⇒ x (k+1) = x (k) +

W
(k)
1

W (k)
,

y (k+1) − y (k) =
W

(k)
2

W (k)
⇒ y (k+1) = y (k) +

W
(k)
2

W (k)
.

Iteračný proces ukonč́ıme, ked’

‖x (k+1) − (k)‖ = max{|x (k+1) − x (k)|, |y (k+1) − y (k)|} < ε.
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Pŕıklad

Urobme 3 iterácie Newtonovej metódy z bodu (x (0), y (0)) = (0, 0) a určme chybu
pre sústavu nelineárnych rovńıc

x2 + 4x − y2 − 2y − 1 = 0,

x2 + 5y − 4 = 0.

Riešenie. Máme f1(x , y) = x2 + 4x − y2 − 2y − 1, f2(x , y) = x2 + 5y − 4.

W (x , y) =

∣∣∣∣ 2x + 4 −2y − 2
2x 5

∣∣∣∣ , W1(x , y) =

∣∣∣∣ −x2 − 4x + y 2 + 2y + 1 − 2y − 2
−x2 − 5y + 4 5

∣∣∣∣ ,
W2(x , y) =

∣∣∣∣ 2x + 4 − x2 − 4x + y 2 + 2y + 1
2x −x2 − 5y + 4

∣∣∣∣ .
Pre x (0) = 0, y (0) = 0 dostávame

W (0) =

∣∣∣∣ 4 −2
0 5

∣∣∣∣ = 20, W
(0)
1 =

∣∣∣∣ 1 −2
4 5

∣∣∣∣ = 13, W
(0)
2 =

∣∣∣∣ 4 1
0 4

∣∣∣∣ = 16.

Dostávame
x (1) = 0 + 13

20 = 0, 65;

y (1) = 0 + 16
20 = 0, 8.

k x (k) y (k)

0 0 0
1 0,65 0,8
2 0,63609 0,71911
3 0,637108 0,71881

Chyba je
max{|x (3) − x (2)|, |y (3) − y (2)|}=
max{0, 001018; 0, 0003} =
0, 001018.
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Aproximácia funkcíı

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ aproximáciou, t. j. náhradou funkcie
f : A → R pomocou funkcie g : A ⊂ B → R. Funkciu g zvoĺıme podl’a toho, čo
vieme o funkcii f . Funkcia f môže byt’ zadaná napŕıklad funkčnými hodnotami
v n + 1 bodoch alebo je pŕılǐs zložitá a na riešenie danej úlohy (napŕıklad výpočet
určitého integrálu) nevhodná. Funkciu g obyčajne hl’adáme v tvare

g(x) =
n∑

i=0

ci · gi (x).

Za funkcie gi , i = 0, 1, . . . , n berieme väčšinou funkcie 1, x , x2, x3, . . . , alebo
funkcie 1, cos πxl , sin πx

l , . . . , cos nπx
l , sin nπx

l . Koeficienty ci určujeme na základe
nejakého vhodného kritéria. Podl’a vol’by kritéria dostávame určitý typ aproximácie.
Budeme sa zaoberat’ týmito typmi aproximácie:

a) Interpolácia pomocou Lagrangeovho polynómu.

b) Aproximácia metódou najmenš́ıch štvorcov.
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Interpolácia

Nech funkcia f je zadaná svojimi funkčnými hodnotami v n + 1 bodoch, t. j.
tabul’kou hodnôt

x x0 x1 x2 . . . xn
f (x) f (x0) f (x1) f (x2) . . . f (xn)

Základnou úlohou interpolácie pomocou polynómov je určit’ polynóm P
najmenšieho možného stupňa tak, aby pre i = 0, 1, . . . , n platilo

f (j)(xi ) = P(j)(xi ), j = 0, 1, . . . , ri − 1.

Budeme sa zaoberat’ aproximáciami, kde ri = 1 pre i = 0, 1, . . . , n, t. j. hl’adáme
polynóm P najviac n-tého stupňa s vlastnost’ou

f (xi ) = P(xi ), i = 0, 1, . . . , n. (8)
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Lagrangeov interpolačný polynóm

Funkciu f zadanú v n + 1 bodoch aproximujeme pomocou polynómu tvaru

Ln(x) =
n∑

i=0

f (xi ) · gi (x) (9)

tak, aby platilo
Ln(xi ) = f (xi ), i = 0, 1, . . . , n. (10)

Body xi nazývame uzlovými bodmi.

Funkcie gi zvoĺıme tak, aby platilo gi (xj) =

{
1, pre i = j ,
0, pre i 6= j .

Ked’že gi (xj) = 0

pre j 6= i , dostávame

gi (x) = Ci (x−x0)(x−x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x−xn),

kde Ci je reálna konštanta, ktorú vypoč́ıtame z podmienky gi (xi ) = 1, t. j.

Ci =
1

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

Potom polynóm Ln(x) má tvar

Ln(x) =
n∑

i=0

(x − x0) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
· f (xi ).
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Pŕıklad 1

Nahrad’te funkciu pomocou Lagrangeovho polynómu a vypoč́ıtajte približnú
hodnotu funkcie f v bode x = 3, ak sú zadané hodnoty funkcie f : 〈1, 4〉 → R
tabul’kou:

x 1 2 4
f (x) 2 3 11

.

Pre n = 2 máme

L2(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
· f (x0) +

(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
· f (x1) +

(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
· f (x2).

Vzhl’adom na zadané hodnoty dostávame

L2(x) =
(x − 2)(x − 4)

(1 − 2)(1 − 4)
· 2 +

(x − 1)(x − 4)

(2 − 1)2 − 4)
· 3 +

(x − 1)(x − 2)

(4 − 1)(4 − 2)
· 11 = x2 − 2x + 3.

Pre x = 3 dostávame

L2(3) = (3−2)(3−4)
(1−2)(1−4) · 2 + (3−1)(3−4)

(2−1)(2−4) · 3 + (3−1)(3−2)
(4−1)(4−2) · 11 = 6.
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Metóda najmenš́ıch štvorcov

Nech namerané tabul’kové hodnoty (xi , yi ), i = 0, 1, . . . , n sú vyjadreńım
závislosti x a y , kde xi sú zvolené hodnoty pri ktorých sme robili merania a yi je
nameraná hodnota funkcie f (x) v bode xi , i = 0, 1, . . . , n. O závislosti medzi x a
y predpokladajme, že má tvar

y = ϕ(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ akϕk(x),

kde a0, a1, . . . , ak ∈ R sú neznáme konštanty.
Z množiny všetkých lineárnych funkcíı

Vk = {a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ akϕk(x), ai ∈ R}
chceme nájst’ tú, ktorá najpresneǰsie aproximuje funkciu zadanú pomocou tabul’ky

jej nameraných hodnôt. Urč́ıme také reálne koeficienty a0, a1, . . . , ak , pre ktoré je
hodnota funkcie

S(a0, a1, . . . , ak) =
n∑

i=0

[ϕ(xi )− yi ]
2

minimálna. Koeficienty a0, a1, . . . , ak urč́ıme riešeńım sústavy rovńıc

∂S

∂aj
= 0, j = 0, 1, . . . , k .
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Odvod́ıme sústavu rovńıc pre pŕıpad k = 1, teda ϕ(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x).

S(a0, a1) =
n∑

i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) − yi ]
2,

∂S

∂a0
= 2

n∑
i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) − yi ] · ϕ0(xi ),

∂S

∂a1
= 2

n∑
i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) − yi ] · ϕ1(xi ).

Tieto parciálne derivácie sa rovnajú nule práve vtedy, ak plat́ı:

a0·
n∑

i=0

ϕ0(xi )ϕ0(xi ) + a1·
n∑

i=0

ϕ1(xi )ϕ0(xi ) =
n∑

i=0

yiϕ0(xi ),

a0 ·
n∑

i=0

ϕ0(xi )ϕ1(xi ) + a1 ·
n∑

i=0

ϕ1(xi )ϕ1(xi ) =
n∑

i=0

yiϕ1(xi ).
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Odvod́ıme sústavu rovńıc pre pŕıpad k = 2:

ϕ(x) = a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) + a2ϕ2(xi )

S(a0, a1, a2) =
n∑

i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) + a2ϕ2(xi ) − yi ]
2,

∂S

∂a0
= 2

n∑
i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) + a2ϕ2(xi ) − yi ] · ϕ0(xi ),

∂S

∂a1
= 2

n∑
i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) + a2ϕ2(xi ) − yi ] · ϕ1(xi ),

∂S

∂a2
= 2

n∑
i=0

[a0ϕ0(xi ) + a1ϕ1(xi ) + a2ϕ2(xi ) − yi ] · ϕ2(xi ).

Tieto parciálne derivácie sa rovnajú nule práve vtedy, ak plat́ı:

a0·
n∑

i=0

ϕ0(xi )ϕ0(xi ) + a1·
n∑

i=0

ϕ1(xi )ϕ0(xi ) + a2·
n∑

i=0

ϕ2(xi )ϕ0(xi ) =
n∑

i=0

yiϕ0(xi ),

a0 ·
n∑

i=0

ϕ0(xi )ϕ1(xi ) + a1 ·
n∑

i=0

ϕ1(xi )ϕ1(xi ) + a2·
n∑

i=0

ϕ2(xi )ϕ1(xi ) =
n∑

i=0

yiϕ1(xi ),

a0 ·
n∑

i=0

ϕ0(xi )ϕ2(xi ) + a1 ·
n∑

i=0

ϕ1(xi )ϕ2(xi ) + a2 ·
n∑

i=0

ϕ2(xi )ϕ2(xi ) =
n∑

i=0

yiϕ2(xi ).
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Pŕıklad 3

Polynómom prvého a druhého stupňa aproximujme funkciu, danú tabul’kou

xi 0,2 0,3 0,5 0,7 0,8 1 1,1
yi 3,45 3,54 4,1 4,35 4,6 5,05 5,14

.

Uvažujme najprv aproximáciu pomocou lineárnej funkcie

ϕ(x) = a0 + a1x .

Máme ϕ0 = 1, ϕ1 = x . Teoretická sústava rovńıc má tvar

a0

n∑
i=0

1 · 1 + a1

n∑
i=0

1 · xi =
n∑

i=0

1 · yi ,

a0

n∑
i=0

xi · 1 + a1

n∑
i=0

xi · xi =
n∑

i=0

xi · yi .

Po dosadeńı hodnôt z tabul’ky dostávame

7a0 + 4,6a1 = 30,23,

4,6a0 + 3,72a1 = 21,231.

Riešeńım tejto sústavy je a0 = 3,03135, a1 = 1,9588, teda

ϕ(x) = 3,03135 + 1,9588x .
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Podobne postupujeme pri aproximácii pomocou funkcie

ϕ(x) = a0 + a1x + a2x
2.

Uvažujeme
ϕ0 = 1, ϕ1 = x , ϕ2 = x2.

Dostávame sústavu rovńıc

a0

n∑
i=0

1 + a1

n∑
i=0

xi + a2

n∑
i=0

x2
i =

n∑
i=0

yi ,

a0

n∑
i=0

xi + a1

n∑
i=0

x2
i + a2

n∑
i=0

x3
i =

n∑
i=0

xiyi ,

a0

n∑
i=0

x2
i + a1

n∑
i=0

x3
i + a2

n∑
i=0

x4
i =

n∑
i=0

x2
i yi .

Potom pre zadané tabul’kové hodnoty dostávame

7a0 + 4,6a1 + 3,72a2 = 30,23,

4,6a0 + 3,72a1 + 3,42a2 = 21,231,

3,72a0 + 3,42a1 + 3,186a2 = 17,8265.

Riešeńım sústavy dostávame a0 = 3,4033, a1 = 0,61756, a2 = 0,9586.
Potom ϕ(x) = 3,4033 + 0,61756x + 0,9586x2.
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Numerický výpočet určitého integrálu

Budeme sa zaoberat’ numerickými metódami výpočtu∫ b

a

f (x) dx ,

kde a < b sú reálne č́ısla a predpokladáme, že funkcia f : 〈a, b〉 → R je
integrovatel’ná na 〈a, b〉. Interval I = 〈a, b〉 rozdeĺıme na n intervalov rovnakej
d́lžky uzlovými bodmi

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,

kde xi = x0 + i · h, i = 0, 1, . . . , n a h =
xn − x0

n
=

b − a

n
je konštantný krok.

Nech pre prirodzené č́ısla s a n1 plat́ı n = s · n1. Budeme uvažovat’ len pŕıpady
s = 1, t. j. n = n1 a s = 2, t. j. n = 2 n1. Z vlastnost́ı určitého integrálu dostávame∫ xn

x0

f (x) dx =

∫ x0+sh

x0

f (x) dx +

∫ x0+2sh

x0+sh

f (x) dx + · · ·+
∫ xn

x0+(n1−1)sh
f (x) dx . (11)

Uvedieme tzv. elementárne vzorce, vzt’ahujúce sa na interval 〈x0, x0 + sh〉. Vzorce
sa dajú źıskat’ napŕıklad integrovańım interpolačných polynómov.
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Lichobežńıková metóda

Uvažujme pŕıpad s = 1, teda interval 〈x0, x0 + h〉 = 〈x0, x1〉. Na tomto intervale
budeme aproximovat’ funkciu f (x) Lagrangeovým polynómom prvého stupňa

L1(x) =
x − x1
x0 − x1

· f (x0) +
x − x0
x1 − x0

· f (x1).

∫ xi+1

xi
f (x) dx je teda nahradený obsahom lichobežńıka so základňami

f (xi ), f (xi+1) a výškou h, teda∫ xi+1

xi

f (x) dx ≈ h

2
· [f (xi ) + f (xi+1)].

Toto je elementárny vzorec tzv. lichobežńıkovej metódy.
Súčtom elementárnych vzorcov dostávame:∫ b

a

f (x) dx ≈ L(n) =
h

2
·

[
f (a) + f (b) + 2 ·

n−1∑
i=1

f (xi )

]
. (12)

Horný odhad chyby je

|RL(n)| ≤ b−a
12 M2h

2, resp. |RL(n)| ≤ (b−a)3M2

12n2 , kde M2 ≥ max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|.
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Simpsonova metóda

V pŕıpade s = 2 (n je párne) bude interval 〈x0, x0 + 2h〉 = 〈x0, x2〉. Ak na tomto
intervale budeme aproximovat’ funkciu f (x) Lagrangeovým polynómom druhého
stupňa s uzlovými bodmi x0, x1 a x2, dostaneme približnú hodnotu∫ x2

x0

f (x) dx ≈
∫ x2

x0

L2(x) dx =
h

3
· [f (x0) + 4 f (x1) + f (x2)].

Toto je elementárny vzorec tzv. Simpsonovej metódy. Zovšeobecnenie:∫ xi+2

xi

f (x) dx ≈
∫ xi+2

xi

L2(x) dx =
h

3
· [f (xi ) + 4 f (xi+1) + f (xi+2)].

Sč́ıtańım vyš̌sie uvedených základných vzorcov dostávame∫ b

a

f (x) dx ≈ S(n) =
h

3
·

f (a) + f (b) + 4 ·
n/2∑
i=1

f (x2i−1) + 2 ·
n/2−1∑
i=1

f (x2i )

 .
Označme M4 horný odhad |f (4)(x)| na intervale 〈a, b〉:M4 ≥ max

x∈〈a,b〉
|f (4)(x)|.

Horný odhady chyby pre Simpsonovu metódu pre krok h, resp. pre počet deleńı n:

|RS(n)| ≤ b − a

180
M4h

4, resp. |RS(n)| ≤ (b − a)5M4

180n4
. (13)
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Pŕıklad
Vypoč́ıtajme pomocou lichobežńıkovej metódy a Simpsonovej metódy,
s presnost’ou ε = 0,01 ∫ 1

0

ex
2

dx .

Riešenie. Na určenie kroku h (počtu deleńı n) použijeme vzt’ahy (13). Pre

f (x) = ex
2

je

max
0≤x≤1

|f ′′(x)| ≤ 6e = M2, resp. max
0≤x≤1

|f (4)(x)| ≤ 76e = M4.

Po dosadeńı do vzt’ahov pre horné odhady a po porovnańı s presnost’ou ε
dostávame pre lichobežńıkovú metódu n > 11,66 a pre Simpsonovu metódu
n > 3,27.
Teda pre lichobežńıkovú metódu môžeme zvolit’ n = 12, čiže h = 1/12. Dostávame

L(12) =

∫ 1

0

ex
2

dx ≈ 1

12

[e0 + e1

2
+ e(1/12)

2

+ · · ·+ e(11/12)
2
]
≈ 1,4658.

Pre Simpsonovu metódu pri n = 4, h = 0,25 dostávame hodnotu

S(4) =
0,25

3

[
e0 + e1 + 4(e(0,25)

2

+ e(0,75)
2

) + 2e(0,5)
2

] ≈ 1,4637.
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