Matematicka Statistika

Matematicka Statistika skdma urcity Statisticky znak (zdrobok, hmotnost,
doba sledovania televizie,. .. ) pre kazdi Statistick( jednotku, t. j. pre kazdy
objekt skiimania.

Z3akladny sibor, mnoZina $tatistickych jednotiek, ktord je predmetom skdmania.
Nahodny vyber — vybrana vzorka, na ktorej sa zisti skiimany znak a zo ziskanych
tdajov sa urobi zovieobecnenie vo forme $tatistického zdveru o celom zdkladnom
stbore.

Hladina vyznamnosti « € (0, 1) — pravdepodobnost toho, Ze na¥ $tatisticky
zaver je chybny.

Koeficient spolahlivosti ¥ = 1 — o — pravdepodobnost spravneho zaveru.
Budeme sa zaoberat tymito hlavnymi tilohami §tatistického skiimania:

a) odhady a intervaly spolahlivosti parametrov zdkladného siboru;
b) testovanie 3tatistickych hypotéz.
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Nahodny vyber

Vlastnosti ndhodného vyberu:
® kazda jednotka zdkladného siiboru by mala rovnakii ancu dostat sa do
ndhodného vyberu;
® nihodny vyber musi mat dostatoény polet prvkov vo vztahu k po&tu prvkov
zdkladného stboru.
Rozsah nahodného vyberu — podet $tatistickych jednotiek v ndhodnom vybere.
Zber dat — zistovanie $tatistického znaku na prvkoch ndhodného vyberu.
Triedenie dat:
® Prosté triedenie — usporiadanie podla velkosti x; < xp < -+ < x,, kde x; st
namerané hodnoty.
* Triedenie podfa potetnosti — pre kazdd namerand hodnotu x; je n; polet
vyskytov hodnoty x; medzi nameranymi hodnotami, napr.

xj || 167 | 170 | 174 | 175 | 178 | 180
mffr[3[s5]6]3]2"
® intervalové triedenie — mame systém intervalov, kazdd namerana hodnota
x; leZi prave v jednom intervale. Intervalova frekvencia n; —pocet hodnét v /;

l; || 16 =20 20 —24 | 24 —28 | 28 —32 [ 32— 36 |
2 7 5 4 1

n
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Vyberové charakteristiky

Definicia

Nech st dané namerané hodnoty xi, xo, . . ., xp, ktoré su ziskané z nahodného
vyberu V.

Vyberovy priemer nahodného vyberu V,, je ¢&islo

X = % 2721 X;  pre prosté triedenie,

1

k
X= j'(:1 njx;  pre triedenie podla pocetnosti. (n = 21 n;)
J:

Modifikovany vyberovy rozptyl (disperzia) ndhodného vyberu V,, je &islo
s*2= L5 (xi —X)?  pre prosté triedenie,

*2 1

s == J’;l(xj —X)?n;  pre triedenie podla po&etnosti.

Modifikovana vyberova odchylka ndhodného vyberu V,, je &islo s* = \/s*2
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Priklad

Boli namerané nasledujice hodnoty vySok slovenskych modeliek:

N
( |
N

x,Hl?\l?O\ 4| 175 | 178 | 180
mfl 135 [6]3]2

Urcte vyberovy priemer, modifikovany vyberovy rozptyl a modifikovani
vyberovi odchylku.

Riesenie. Vyberové charakteristiky su:
X = -(167-1+170-3+174-5+ 1756 + 178 -3+ 180 - 2) = 174,55

1
§*2 = o ((167 —174,55)% - 1 4 (170 — 174,55)% - 3 + (174 — 174,55)? - 5+

(175 — 174,55)% - 6 + (178 — 174,55)? - 3 + (180 — 174,55)? - 2) = 11,4184

s* =Vs*2 = /11,4184 = 3,3791
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Bodové odhady parametrov zakladného siboru

Parametre zakladného stiboru su isté veli¢iny, ktoré ho charakterizuji a su
uréené konkrétnymi hodnotami sledovaného znaku vietkych $tatistickych jednotiek
celého zikladného siibor Vo vi&ine pripadov je neredlne ziskat ich skutoéné
hodnoty. MdZ%eme ich vak prostrednictvom ndhodnych vyberov odhadnit.

Nech Q je sledovany parameter zékladného stiboru (napr. strednd hodnota p,
smerodajnd odchylka o atd’.) a Qn je vyberova charakteristika nahodného vyberu
V,,, kde n oznaluje rozsah ndhodného vyberu (napr. X, s atd.). Pod bodovym
odhadom parametra @ rozumieme taki vyberovii charakteristiku (f),,, ktora
nadobida hodnoty blizke skuto€nej hodnote parametra Q. Tento bodovy odhad
nazyvame nevychylenym prave vtedy, ked E(Q,,) = Q. Zapisujeme prirodzenym
spdsobom: @ = @n.

Vlyberovy priemer X je nevychylenym odhadom strednej hodnoty v a modifikovany
vyberovy rozptyl s*? je nevychylenym odhadom rozptylu o® zakladného siboru t. j.

WX a o & s (1)

Pre zakladny stbor z predchadzajiceho prikladu mame
p = 174,55; 0% ~ 11,4184,
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Predpokladajme, Ze Y ~ norm(0,1). Nech a € (0, 1) je dané redlne &islo.
Hladdme &islo k,, pre ktoré plati

P(Y| > kq) = . 2)
Pomocou opaéného javu mdzeme (??) zapisat v tvare
P(—ka <Y <ky)=1-a 3)
a ked'Ze ide o normovani spojitt ndhodnd premennd, dostaneme
P(—ka <Y < k,) =2 -0(k,) — 1,

Z poslednych dvoch rovnosti je 1 —a =2 ®(k,) — 1 a odtial ®(k,) =1— %, ¢o
znamena, Ze
a
ko =07 (1-3) (4)

kde ®~1(x) je inverzna funkcia k distribu¢nej funkcii ®(x). V matematickej
Statistike sa k, zvykne ozna&ovat takto:

ka :}/1,% (5)
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Nech f je hustota a F distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej X. Potom pre
lubovolné 3 € (0,1) existuje také najmengie redlne &islo ¢, e F(c) > f3:t. . c je
najmensie redlne &islo, pre ktoré je obsah vySrafovanej &asti na obrazku aspori 5.

1

Br-———— distribuc¢na
funkcia F'

obsah je [3

Najmensie redlne &islo ¢, Ze F(c) > 8 nazyvame [-kvantilom rozdelenia
pravdepodobnosti F a oznatujeme ho ¢ = F~1().

] Nazov RP | NP | DF | [-kvantil ]
Normovana normdlna Y ) o~ 1(B) = ys
Chi-kvadrat X2 | X3 X% .
Studentovo t T ty tg,n

Fisherovo F | Fom F3.n,m
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Intervalové odhady parametrov zdkladného stboru

Hlavna myslienka intervalového odhadu parametra @ zdkladného siboru spotiva
v najdeni istého intervalu /, v ktorom leZi s nami zvolenou pravdepodobnostou p
skuto€¢na hodnota parametra Q. Potom plati, Ze do / na 100-p percent patri
skutona hodnota Q.

Definicia

Intervalovym odhadom parametra @ zakladného suboru na hladine
vyznamnosti « € (0, 1) nazyvame taky , &iselny interval“ (@, Q2), v ktorom
parameter Q leZi s pravdepodobnostou 1 — a, t. j.

P(h<QR<@Q)=1-q, (6)

kde Q1 a Q» je dvojica &isel, ktord zavisi od realizovaného ndhodného vyberu V,,.
Interval (Q1, @) nazyvame aj 100 - (1 — «)-percentny interval spolahlivosti pre
parameter Q alebo skritene obojstranny interval spofahlivosti. Cislo (1-a)
nazyvame koeficient spolahlivosti intervalového odhadu (@1, @2).
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Jednostranné intervaly spolahlivosti pre parameter Q definujeme nasledovne:

lavostranny interval (Q;,00): P(Q1 < Q)=1-« 7
pravostranny interval (—oo, @) : P(R < Q) =1-—a. (7)

Graficka interpretacia oboch definicii je na obrazku. Pri obojstrannom intervale
spolahlivosti je o = oy + . V pripade symetrického obojstranného intervalu
spolahlivosti je oy = ap = 5.

Obojstranny Lavostranny Pravostranny

N N e

\% dalsom texte bude na pozicii parametra Q vystupovat stredna hodnota 1 alebo
rozptyl o2.
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Intervaly spolahlivosti

Veta (Intervaly spolahlivosti pre strednd hodnotu y, ak o pozndme)

Nech nahodna premenna X zakladného stboru ma normalne rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrami y a o (t. j. X ~ norm(u,c)). Potom symetricky
obojstranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu yi na hladine vyznamnosti o

md tvar
g

— _ o
“€<X*ylf%'%’x+ylf%'ﬁ> (8)
Q1 Q2

a jednostranné intervaly maju tvar

HE<X—}’1—a'ﬁ700)a resp. uE(—oo,X+yl_a'\ﬁ>a 9)

—_—
Q1 Q2

|

kde x je vyberovy priemer, n je rozsah vyberu a y; o a y;_, St kvantil
1-3 y

normovaného normdlneho rozdelenia.
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Veta (Intervaly spolahlivosti pre strednd hodnotu p, ak o nepozname)

Nech nahodna premenna X zakladného stiboru ma normalne rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrami p a o (t. j. X ~ norm(u,o)). Potom obojstranny
interval spolahlivosti pre stredni hodnotu p na hladine vyznamnosti « md tvar

* *

S

/J/E<?_t17%,n71'%’?+t17%,n71.%> (10)

Q1 @

a jednostranné intervaly maju tvar

*

— S —
ne <X_t1—oc,n—1'%a OO), resp. 1 € (—OO, X+tl—a,n—1'ﬁ>7 (1]-)

Q1 Q2

kde X je vyberovy priemer, s* je vyberovd modifikovana smerodajna odchylka, n je
rozsah vyberu a t;_o . 4 ati_q, n—1 SU kvantily t-rozdelenia pravdepodobnosti.

o
PE
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Veta (Intervaly spolahlivosti pre rozptyl o2)

Nech nahodna premenna X zakladného stiboru ma normalne rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrami p a o (t. j. X ~ norm(u,)). Potom obojstranny
interval spolahlivosti pre rozptyl o® na hladine vyznamnosti o« md tvar

Uze<(n—1)-s*z, (n—l)-s*2> (12)

a jednostranné intervaly maju tvar

o2 c <(n—l)s*27 oo) resp. ol c (0, (n—l)s*2> (13)

2 D)
X1—a,n—1 Xa,n—1

Q1 @

kde s*? je vyberovy modifikovany rozptyl, n je rozsah vyberu a Xig b1 @
5

X3 _o. o1 SU kvantily rozdelenia pravdepodobnosti X s n — 1 stupiami volnosti.
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Priklad

Boli namerané nasledujice hodnoty vysky slovenskych modeliek:

|

| 167 | 170 | 174 | 175 | 178 | 180
[FEEE e e

3 |

Urcte:
a) 90%- ny obojstranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu;

b) 95%- ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl a smerodajnt
odchylku.

RieSenie. Z predchadzajiceho prlkladu mame
X = 174,55, 52 =11,4184, s* =+/s*2 \/11 4184 = 3,3791.
a) Médme n=20,1—a=0,9= a=0,1a o2 je nezndme. Dostdvame

* *

_ _ s
e (X — b p1- \ﬁax —ti_gn-1- %>
Hodnotu t1_g 1 = to,05:19 Najdeme v tabulke Kvantily rozdelenia t (tp)

nasledovne: Najdeme riadok prisliichajiici hodnote kK = 19 a stipec prislichajici
hodnote P = 0,95, teda tg 95,19 = 1,7291. Dostdvame

3,3791 3,3791
pe(174,55-1,7291- 2 "= 174,55+1,7291- ") ~ (173,2365; 175, 8634).
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b) Mdme 1 — o = 0,95 = a = 0,05. Pre rozptyl dostdvame:

*2

026(0,(n—1)- ° >

2
Xognfl

Hodnotu X2 ,_; = X3 05:10 Ndjdeme v tabulke Kvantily rozdelenia chi-kvadrat

nasledovne: Najdeme riadok prisliichajiici hodnote kK =19 a stfpec prislichajtci
hodnote P = 0,05, teda x§ gs.19 = 10,117. Dostévame

19-11,4184
o2 <0; 79 , 418

o > ~ (0; 21, 444).

Pre smerodajnt odchylku mame

/19-11,4184 )
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Testovanie Statistickych hypotéz

Statisticka hypotéza je ists domnienka o vlastnostiach rozdelenia
pravdepodobnosti ndhodnej premennej X alebo viacerych ndhodnych premennych.
Testovanie 3tatistickej hypotézy (mdZeme povedat aj overovanie pravdivosti
domnienky) je postup, pri ktorom na zdklade ndhodného vyberu zo zakladného
siboru rozhodneme, & na zvolenej hladine vyznamnosti « (t. j. so spolahlivostou
1 — &) dand hypotézu zamietame (neprijmeme) alebo nezamietame (prijmeme).
V pripade zamietnutia prijmene alternativnu (,,opa&ni") hypotézu.

Priklad

Chceme zistit, & v podniku priemerny denny odpad p istého kovu nepresiahne 26
jednotiek hmotnosti. Potom by sme testovali hypotézu i < 26, pricom
alternativna hypotéza by mala tvar i > 26. Na zjednodusenie testovacieho
postupu méZeme hypotézu . < 26 zapisat v tvare rovnosti i = 26. Tymto
krokom nestratime na vSeobecnosti tivah, lebo predpokladame krajnd pripustni
hranicu odpadu. Teda na zaklade zistenych odpadov pocas istého poctu dni
(ndhodny vyber) by sme testovali hypotézu Hy: 1 = 26 oproti alternativnej
hypotéze Hy: p > 26. Takému testovaniu budeme hovorit test zhody parametra
so znamou konstantou (parameter je y a konstanta je 26).

4
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Zakladné pojmy testovania Statistickych hypotéz

® Nulova hypotéza H, je hypotéza (domnienka), ktorej platnost overujeme.
Je napr. tvaru Hp: Q = @, kde @ je parameter zakladného siiboru a Qg je
konkrétna kondtanta. MéZeme ju zapisat aj v tvare Ho: @ — Qp = 0
(porovnévanie s nulou), a preto je Standardne pouZivany ndzov nulova
hypotéza.
® Alternativna hypotéza #; je hypotéza (domnienka), ktord prijimame
v pripade neprijatia nulovej hypotézy. Jej tvar zavisi od samotnej formulacie
testovania. Uvedieme tieto tri zakladné tvary:
a) pravostranna alternativna hypotéza : Hi: Q > Qu;
b) lavostrannd alternativna hypotéza : Hi: Q < Qo;
c) obojstrannd alternativna hypotéza : Hi: Q # Qo.
© Testovacia charakteristika G je istd konkrétna funkcia, ktord zavisi od
ndhodného vyberu. Pre kazdi dvojicu Hy a Hi ma Specidlny tvar a rozdelenie
pravdepodobnosti.

@ Kriticka oblast K, alebo oblast zamietnutia je mnoZina, ktord je uréend
kvantilom testovacej charakteristiky G.

@ Hypotézu Hy zamietame na hladine vyznamnosti o prave vtedy, ked hodnota
testovacej charakteristiky G € K.
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Etapy testovania $tatistickych hypotéz

@ Formulujeme predpoklady o ndhodnych premennych, ktorych sa testovanie
tyka.
® Zvolime hladinu vyznamnosti o, resp. koeficient spolahlivosti v =1 — a.
© Formulujeme nulovid hypotézu Hg a alternativnu hypotézu H;.
O Zo ziskaného nidhodného vyberu vy&islime hodnotu prislusnej testovacej
charakteristiky G = g(x1, %2, - . -, Xn)-
® Na ziklade zodpovedajliceho kvantilu uréime kritickii oblast K,,.
® Urobime zdver testovania, ktory spociva
— bud' v zamietnuti H, (a teda prijati H1)
— alebo v prijati (nezamietnuti) Ho.
Predpokladdme, Ze ndhodnd premenna ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti,
t. j. X ~ norm(u, o) a budeme skiimat zhodu parametra y alebo o, resp. o2, so
zndmou kondtantou. K tomu budeme potrebovat jeden ndhodny vyber rozsahu n

s nameranymi hodnotami x1, x2, ..., X, (preto tymto testom hovorime
jednovyberové testy) a z neho vypotitané vyberové charakteristiky X, s* atd.
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Y -test zhody strednej hodnoty so zndmou konstantou

(0 pozndme)

Nulova hypotéza: Ho: p = po.
Testovacia charakteristika: Y = X~ Ho Vn.
o

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu

a) Hiy: 2 >M0je Ko = ()/1704; OO)

b) Hi: < o je Ka = (_OO; _yl—a)

€) Hi: p# poje Ko = (—00; =y3 2) U (2 o)

kde yg je - kvantil normovaného normédlneho rozdelenia pravdepodobnosti.
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Priklad

Pri tradi¢nom spbsobe opracovania siciastok sa dosahovali priemerné hodnoty 4,4
istej kvalitativnej vlastnosti so smerodajnou odchylkou o = 0,4. Pokusne sa
zavddza novd metéda opracovania sticiastok, ktorou opracovali 20 sti¢iastok a
dosiahli sa takéto vysledky:

45, 4,3; 4,1, 4,9, 4,6; 3,6; 4,7, 51, 4,8 4,0;

3,7, 4,4, 4,9, 49; 52; 51, 4,7, 49; 4,6; 4,8.

Na hladine vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Ho: pu = 4,4 oproti Hi: p > 4,4
za predpokladu normdlneho rozdelenia pravdepodobnosti hodnét sledovanej
vlastnosti.

RieSenie. Mdme dané n =20, o = 0,4. Vypocitame X = 4,59. Tito hodnotu
dosadime do testovacej charakteristiky. Dostdvame

X — 4,50 -4 4
y=2X"H0 = BT 50 = 2,1243
o 0,4
Pre uréenie kritickej oblasti potrebujeme hodnotu kvantilu norméalneho rozdelenia
Yi—a = Yo,05 = 1,6449. Kritickd oblast je K, = (1,6449, ). KedZe Y € K,,
zamietame Hgp a prijimame H;.
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t-test zhody strednej hodnoty so zndmou konstantou

(0 nepozndme)

Nulova hypotéza: Hy: = pyo.
Testovacia charakteristika:

t= 21 (14)

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu

a) Hi: p> po je Ko = (ti—a, n—1; 00)

b) Hi: pu < po je Ko = (—00; —ti—a, n-1)

) Ha: p# poje Ko = (—00; =t o 1) U(ty s 45 00)

kde t3 n,—1 je 8 kvantil Studentovho t-rozdelenia pravdepodobnosti s n — 1
stupiiami volnosti.
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Priklad

Pri kontrole v pivarni kontrolér nameral nasledujice hodnoty objemu
na&apovanych Zlatych BaZantov (v litroch):

0,49; 0,5; 0,48; 0,47; 0,505, 0,485; 0,49; 0,495; 0,5; 0,48.

Na hladine vyznamnosti o = 0,05 otestujte hypotézu Hy : = 0,5 oproti
hypotéze H; : u < 0,5. MéZeme na tejto hladine vyznamnosti tvrdit, Ze sa pivo
nedolieva?

RieSenie. Testujeme hypotézu Hgy oproti alternativnej hypotéze Hi : 4 < 0,5 na
hladine vyznamnosti o = 0, 05.

Vypocitame X a s*. Dostdvame X = 0, 4895, ¥ = 1,1917 - 104, s* =0, 0109.
Tieto hodnoty dosadime do testovacej charakteristiky. Dostdvame

X — Lo 0,4895 — 0,5
= . = ——— V10 = —3,0417
t s* v 0,0109 0 3,0

Kritickd oblast pre Hy : 1 < 0,5 je Ky = (—00, —t1—a.n—1). V tabulkdch nijdeme
hodnotu kvantilu t-rozdelenia t;_, n—1 = to,05.0 = 1,8331. Plati, Ze

—3,0417 € (—o0, —1,8331). KedZe t € K,,, zamietame Hq a prijimame H;.

Teda na hladine vyznamnosti 0,05 méZeme tvrdit, Ze pivo sa nedolieva.



x°-test zhody rozptylu 0 so zndmou kon$tantou o3

Nulova hypotéza: Hy: 0% = 03.
Testovacia charakteristika:

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: 0 > 0 je Ko = (Xi_ g 1720 00)
)Hl U<00JeK (0 Xan 1)

KR N A T

o0)

(15)

kde Xﬁ’nfl je B kvantil x? rozdelenla pravdepodobnosti s n — 1 stupiiami volnosti.
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Priklad

Nahodnym vyberom v dvandstich predajniach sa preverovali pocty tovarov
preddvanych po zaruke. Vlysledky boli nasledovné:

15, 21, 17, 15, 17, 15, 21, 17, 18, 21, 18, 18.

Na hladine vyznamnosti a = 0,05 otestujte hypotézu Hg : 0> = 6 proti
Hy 02 < 6.

Mame n = 12, 62 = 6. Vypotitame X a s*". Dostdvame X = 17,75,
*

s* = 5,113636. Tieto hodnoty dosadime do testovacej charakteristiky. Dostdvame

1 11
=1 ~ % -5,113636 = 9,375

=)

Pre urlenie kritickej oblasti potrebujeme hodnotu kvantilu x? rozdelenia:
X3.n-1= XB.0s11 = 4,57481. Kritickd oblast je

K, = (0;4,57481).
Ked?e x? ¢ K, prijimame Ho.



