Kapitola 1

Funkcia jednej premenne;

1.1 Pojem funkcie

Definicia 1. Nech M a P si neprdzdne podmnoziny mnoZiny redlnych cisel R. Hovorime, Ze
na mnozine M je definovand funkcia f, ak je dany predpis, podla ktorého je kaZdému prvku
z mnoziny M priradeny jeden prvok z mnoZiny P.

Mnozinu M nazyvame definiénym oborom funkcie f a budeme ju oznacovat D . MnoZinu
vSetkych tych prvkov z P, ktoré su funkciou f priradené nejakému prvku z M, nazyvame
oborom hodnét funkcie f a budeme ju oznacovat Hy. Ak funkcia f priradzuje prvku x € Dy
prvok y, zapisujeme to

y = f(z), (1.1)

pri¢om ¢islo y resp. f(z) nazyvame hodnotou funkcie f v bode (¢isle) z. Vo vztahu (1.1) znak x
nazyvame argumentom funkcie alebo nezavislou premennou, znak y nazyvame zavislou
premennou.

Funkcia f méze byt dana niekolkymi sposobmi:

a) pomocou formalneho matematického zapisu rovnicou y = f(x)?,
b) tabulkou,

c¢) slovnym vyjadrenim,

d) graficky.

Grafom funkcie f(z) je mnnozina vSetkych bodov [z,y] v rovine, ktoré maju nasledujtice
vlastnosti:

1. z je z definitného oboru funkcie f(x), t.j. z € Dy,
2. y je hodnota funkcie f(z) v bode z, t.j. y = f(x).

Niekedy uvazujeme funkciu len na asti jej defini¢ného oboru?. Vtedy hovorime o tzv. parcial-
nej funkcii. Rozumieme tym nasledovné: Nech f je funkcia s definiénym oborom Dy a My C Dy.
Hovorime, Ze funkcia g je parcialna funkcia z f na M, ak Dy, = M; a pre kazdé x € D, plati

g(z) = f(z). Napriklad funkcia definovana na (0, §) rovnicou y = sinz je parcialnou funkciou

'Kvoli struénosti budeme namiesto ,funkcia f s nezavislou premennou z* hovorit iba ,,funkcia f(x)*.
2Napriklad vtedy, ak funkcia nemé pozadovani vlastnost na celom defini¢nom obore, ale na nejakej jeho Gasti
ju ma.
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z funkcie danej rovnicou y = sinx (ktorej defini¢ny obor je R).

Postup pri urc¢ovani defini¢ného oboru:
Na urcenie definicného oboru funkcie f(x) je potrebné poznat defini¢né obory a vlastnosti
elementarnych funkcii. Najcastejsie je potrebné vediet, Ze:

e menovatel zlomku sa nesmie rovnat nule,

e vyraz pod parnou odmocninou musi byt nezaporny,

e logaritmicka funkcia je definované len pre kladny argument,

e ak a > 1, potom log, x > 0 prave vtedy, ak x > 1,

e ak 0 < a < 1, potom log, z > 0 prave vtedy, ak 0 < x < 1,

e funkcie y = arcsinx, y = arccos z st definované pre —1 <z < 1.

Zapamatajme si:

5 = Q#£0
Q0 = VU>0,neN
log,© = ©>0,a>0,a#1
a>1 = 1log,O>0 & O>1
0<a<l = 1lg,0>0 & 0<0<1
y=arcsin®Q = -—-1<0L1

y=arccosV = —-1<0<1

Priklad 1. Uréme defini¢ény obor funkcie f(z) = vz +3 +1n (3 — 22) + — :
-z

Riesenie.

Vzhladom na uvedené podmienky musi platit

t+3>0 A 3-20>0 A z2—-z#0.

RieSime stustavu nerovnic:

r+3>0 & x>-3
3—2xr>0 & 3:<%
2240 & x40 A x#l

Z toho vyplyva, Ze definiény obor funkcie f(z) je Dy = (—3,0) U (0,1) U (1,2).
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Defini¢ny obor funkcie
. e . 1
Priklad 2. Uréme defini¢ny obor funkcie f(z) = ——m———.
Va2 —5r+6
RieSenie.

Pod parnou odmocninou musi byt vyraz nezaporny a menovatel zlomku ma byt rozny od nuly,
t.j2?2—=5x+6>0 A x°2—5x+6+#0. Teda

22 =52 +6>0& (z—3)(z—2) >0.

Nerovnicu mézeme riesit pomocou nulovych bodov. Vyraz 2 — 5z + 6 nadobtda hodnotu 0
pre z = 2, x = 3. Tieto dva body rozdelia mnozinu R na tri intervaly, ktoré zapiseme do tabulky:

x (—00,2) [2](2,3) ]3] (3, )
2 — bz + 6 + 0 — |0 +

Dosadenim I'ubovolnych ¢isel z jednotlivych intervalov zistime, kedy vyraz 22 — 52+ 6 nadobtda
kladné a kedy zaporné hodnoty:

(—00,2): z=-3= f(-3)=(-3)2-5(-3)+6=130>0,

(2,3): r=25= f(2,5)=(2,5)%—-5(2,5) + 6 =-0,25 < 0,

(3,00): x=4= f(4)=(4)>-54)+6=2>0.

Z tabulky vyplyva, Ze defini¢ny obor funkcie f(x) je
Dy = (—00,2)U(3,00).

Nerovnicu moéZzeme riesit aj graficky. Grafom funkcie y = 22 — 52 + 6 je parabola, ktora pretina
x-ovil os v bodoch x = 2, x = 3. RieSenim nerovnice s tie ¢isla, pre ktoré je graf funkcie

nad osou 0.

Definicny obor funkcie
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Priklad 3. Ur¢éme defini¢ny obor funkcie f(x) = :70;_& -2

RieSenie.
;;_‘_95 — 2 > 0 a menovatel zlomku méa byt rozny
od nuly, t.j. x # —2. RieSime nerovnicu s neznamou v menovateli:

Pre vyraz pod parnou odmocninou musi platit

T g 30E3

0.
x+2 - r+2 =

Nulové body st x = =2, x = 1.

z | (=00, —2) | =2 [ (=2,1) [ 1 [ (1,00)

ol I I N L
Defini¢ny obor funkcie f(x) je

Dy=(-2,1).
Priklad 4. Uréme definiény obor funkcie f(z) = |/logg ; (22 + 1).

Riesenie.
7 podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pre argument logaritmu pri zéklade a = 0,1

vyplyva
logg; (20 +1)>0 A 22x+1>0.

Plati
logo’l (2.’1? + 1) 2 0
logo’l (2"1? + 1) 2 ].Ogo’l 1
20+ 1 < 1.

RieSime sustavu nerovnic:

20+1>0 & z>-—3
2r+1<1 & z<0.

.
L 0
2

Defini¢ny obor funkcie

Defini¢ny obor funkcie f(x) je
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2—3x

Priklad 5. Ur¢me defini¢ny obor funkcie f(x) = arcsin
Riesenie.
Funkcia y = arcsinz je definovana pre —1 < x < 1. Plati

2—3x<
1S

1< 1 /-4

4<2-3r<4 /-2
—6<-3x<2 /:(-3)
2
2> > —-—
2T = 3
2

Defini¢ny obor funkcie f(z) je

Priklad 6. Ur¢me defini¢ny obor funkcie f(x) = Vsinz + V25 — 22.
RiesSenie.

7 podmienok vyplyva
sinz >0 A 25—2?>0.

Riesime podmienky:
sine >0 < ze€(0+2kn,m+2km), ke,

25 -22>0 o 22<25 & |z|<5 & z€(-55).

-3t -2n -1 0 n Oo2n 3n 47

Defini¢ny obor funkcie

Ak zoberieme do tivahy to, ze m = 3,1415926. . ., potom defini¢ny obor funkcie f(zx) je

Dy = (=5,—m)U(0,7).
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Ulohy

V tlohach 1.1 — 1.90 néjdite defini¢ny obor.

1.1 f(z) = 3x7+5 + 22
12 f(x):3x1+5+1—12:1:
1.3 f(z) = if:f
1476) = 75
1.5 f(x):x+2+m

1.6 f(x) =logs (2z — 1)

1.7 f(x) = \/51__x+lnx
1.8 f(z) = /1 —|z|

1

5 — 2

1.9 f(x) = Vz —In(2x — 3) +

1.10 f(x) = V1 —x +logs (z + 1)

2 4
1.11 f(z) = m -t
5r —1
1.12 f(l‘) = logO:(TM +Vv3—z
V 5
1.13 f(z) = ﬁ
1.14 f(x) = %
vo—1
1
2
1.17 f(x) = m-l- vV—xr—4

118 f(z) =V3 -2 +Vb+x

1.20 f(z) = Va2 —3x—4
1.21 f(z) = —"/EQZM)
x4 —4
3 — a?
1.23 f(z) = V222 + 32+ 2+ x
1.24 f(z) = ! 5

+
Vit —4r—21 x-—8
1
1.25 f(x) =V —a2?2 + 5z + 14 +

Va? -2z —8
1.26 f(z) = logy (z* — 4z + 4)
1.27 f(z) = log (x* — 1) + 5
' it 22 —4
In (2% — 3x)
1.28 ==
/(@) T +5
— 3 _
1.29 f(x) = 16— 22 + log (z° — x)
130 /(x) !
: x) =
42 — 4z + 1
1.31 f(z) = !
' V222 -5z -3

1.32 f(z) = Va2 +4x —5-In(z +5)

1.33 f(z) =logy (22 +7) + !

Va2 — 3z
1.34 f(x) = \/ﬁ + log (2* — 42 — 5)
1.35 f(z) = 2— 310?5_(2; -3)

1.36 f(z) = In <;>

2 —6x+9
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_ 1 1
Va2 —5x+6 11—z
~ In(z+4) B
_ logs (3 — 2z — z?) 2?46
1
1.41 f(z) = log (z* — 4) + N 1.59 f(z) = log, (1\{537)
1.42 f(z) = log (2 ;;:E +6) 1.60 f(z) = log (logx) + 31_ -
143 f(w):logx(;;,l 5)—1‘@ 1.61 f(z) =+/1—logx
2 B _ logyw
1.44 f() = YT A 0w+ 10 roz e = V1-—log,z
' N 1 —log
e 1.63 f(z) = In (1 V- x2>
1.45 f(x) = 4z — 23
) 1.64 f(z) =logs (Inx — 1)
1.46 f(z) =
V8—a* 1.65 f(z) = ;3_—133
3z + 2
14T J(2) =[5 =3 1.66 f(z) = /37 — 9
22— 16 IR |
148 f(x) =\ 167f(3:):<§> 1
|2z -1 1 1.68 f(x) = log (3" — 27)
1.49 f(x) = z+1 +\/3—|—2:L‘—332 v
1.69 f(z) = — 5
150 fla) = /2L 4 [
l-z T =2 1.70 f(x) = \/log, (1 + 5z)
151 f(a) = 5 1_ < z . 5 171 f(z) = /logg 5 (4 — 22)
6 172 f(z) =
152 f(a) =[5 —a — - () gy, (22 1 4)
22 —3x—4 _ 2
153 f(o) =\ 5 — 1.73 f(z) = NEERT)
1.54 f(z) = ngj—fl_(j 1.74 f(x) = /1 —log(x — 1) + i;;
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1.75 f(z) = y/log (3:2 ; 23:) 1.83 f(z) = arcsin (ng) +1n (3 —x)

-2
1.84 f(x) = arccos (3 a:) + Va2 —22x-35

1 15

_l’_

—_
N———

1.76 f(z) = y/logs (z —

2 )
1.85 f(x) = 4—:E2—2arccos( x3+ )

x
1.77 f 10g04 (
$+2 1.86 f(x) = arccos L2 +L
' N 4 Inx
1.78 f(z log cos x)
. [(3+2x 1
179 f(x) = Vg + V4 — 22 1.87 f(x) —arcsm( 5 )—I— o
1.80 f(x) = arccos (z + 1) 1.88 f(z) = log (22% + 42 — 6) + arcsing
1.81 f(z) = 3arcsin (1 — 2z) 1.89 f(x) = arccos (z — 1) + ln(jﬂi 5

2 1 1
1.82 f(z) = arcsin( v > + T

4
1.90 = in —
9 VI =3z f(z) = arcsin .

1.2 Zakladné vlastnosti funkcie

1.2.1 Monoténnost funkcie

Funkcia f(x) sa nazyva rastiica (klesajtica) na mnozine My, My C Dy, ak pre kazdé 1,25 €
M také, ze x1 < xo, plati

f(z1) < f(x2) <f(9€1) > f(x2)>-

Ak My = Dy hovorime, ze funkcia f(z) je rastiica (klesajica).

F S

Rastiica funkcia Klesajica funkcia



