FUNKCIE

Funkcia — zakladné pojmy. Graf funkcie

V praxi sa casto stretavame so skimanim zavislosti velkosti niektorych veli¢in od velkosti inych
veli¢in, napriklad

e dizka kruznice ¢ zévisi od jej priemeru d — vadSina z nds poznd vztah ¢ = wd. To je priklad
zavislosti jednej veli¢iny ¢ na jednej veli¢ine d;

e velkost ¢ prepony pravouhlého trojuholnika zavisi od velkosti a a b jeho odvesien — z Py-
tagorovej vety vieme, ze ¢ = va? + b%. To je ale priklad zavislosti jednej veli¢iny ¢ na
dvoch veli¢inach a a b;

e poznate Ohmov zakon?

Zéavislosti, ktoré existuju medzi velicinami, viedli ku vzniku pojmu funkcia. My sa budeme
zaoberat len pripadom zavislosti jednej velic¢iny od nejakej inej veli¢iny (za predpokladu, ze ti
zévislost pozndme), ktorej budeme hovorit funkcia jednej redlnej premennej.

Definicia 1 Nech M je nejakd mnozina redlnych cisel. Predpokladajme, Ze je dané isté pra-
vidlo, podla ktorého je kaZdému prvku x z mnoZiny M priradené jediné redlne cislo y. Potom
hovorime, Ze na mnozine M je definovana funkcia jednej redlnej premennej.

Oznacenie x, ktoré moéze znamenat lubovolny prvok mnoziny M, nazyvame nezavisle pre-
mennou a y nazyvame zavisle premennou.

Téato definicia nahrddza v podstate pojem funkcia pojmom priradenie, ktory vsak nie je de-
finovany. Intuitivne vSak vieme o ¢o ide. Neraz sa pouziva nasledujica ekvivalentna modifikacia
tejto definicie (dufame, Ze aspon jedna z tychto dvoch definicii je vam zndma).

Definicia 2 Nech R je mnoZina vsetkych redlnych cisel a M C R je lubovolnda mnozZina. Funk-
ciou jednej redlnej premennej definovanou na mnozine M nazyvame kazZdi mnoZinu f
usporiadanych dvojic [x,y] € M X R,EI pre ktoru plati: ku kazdému x € M existuje prave jedno
y € R také, zZe [x,y] € f. MnoZine M hovorime defini¢ny obor funkcie f a oznacujeme ho
D(f) alebo Dy.

Casto nahrddzame zapis [z, y] € f zapisom y = f(z), pricom f(x) nazfvame hodnotou funk-
cie f v ¢isle (alebo bode) = —teda f(z) je ¢islo, ktoré je funkciou f priradené ¢islu x. Hodnota
funkcie f v bode z (t.j. f(z)) ndm umoznuje aj tento zapis funkcie x — f(z). Z definicie
Tahko vidno, Ze plati:

Veta 1 Dwve funkcie f1 a fo s definicnymi obormi My a My si totozné prdave vtedy, ak My = M,
a sucasne pre kazdé x € My plati fi(x) = fo(x), t.j. v kaZdom bode (¢isle) definiéného oboru
obe funkcie nadobidaji rovnaki hodnotu.

Priklad 1 Nech definicny obor funkcie f je mnozina redlnych cisel a pravidlo priradenie nech
je dané rovnicou

y =2z +5, (1)
t.j. k redlnemu cislu x priradime cislo y, ktoré dostaneme tak, Ze cislo x ndsobime dvoma a
k ziskanému vysledku pricitame cislo 5. U

!Teda f C M xR. Pripominame, e tzv. karteziansky st¢in dvoch mnozin A a B (v danom porad{) oznacujeme
zépisom A x B a je to mnozina vSetkych takych usporiadanych dvojic [a,b], Ze a € A a b € B.
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Poznamka 1 Pravidlu priradenia y = f(x), ktoré je typu hovorime aj predpis funkcie.
Teda predpis funkcie je ,,zapis typu y rovna sa vyraz f(z)“. Ak pozndme predpis funkcie a nie je
specifikovany jej definicny obor, tak za definicny obor funkcie berieme ,najvac¢siu“ podmnozinu
mnoziny redlnych ¢isel, na ktorej existuje vyraz f(z).

Zakladné problémy spojené s definicnym oborom

V tlohéch na urcenie definicného oboru, ktoré sa riesia v zdkladnom kurze vyssej matematiky na
strednych a vysokych skolach, sa vyskytuji najcastejsie nasledujice ,,podmienky“ definicného
oboru:

[. Menovatel vyrazu sa nesmie nesmie rovnaft nule — ,nulou nedelime®. Struc¢ne to zapiseme

1
v symbolickom tvare: —

£0
II. Pod pérno odmocninou sa nesmie vyskytnit zaporné ¢islo — strucne: 2@, n € N.
III. Vo vnutri logaritmu sa moze vyskytnit len kladné ¢islo — strucne: log, (> 0).
IV. Argument funkeid arcsin musi byt z intervalu [—1;1] — arcsin(€ [—1; 1]).
V. Argument funkcie arccos musi byt z intervalu [—1; 1] — arccos(€ [—1;1]).

Poznamka 2 Symbolicky zapis sa pouziva nasledujicim spésobom: vyraz, ktory sa nachidza
na mieste argumentu menovatela, odmocniny, logaritmu, arkussinusu alebo arkuskosinusu sa
sodkresli“ a ,pripoji* sa symbol uvedeny vyssie.

1—=x

Priklad 2 Uréme definicny obor funkcie f :y = ok
x

Riesenie. Na zaklade poznamky [I| je potrebné urcit vsetky tie x € R, pre ktoré existuje
druhd odmocnina zlomku (1 — z)/(z + 2). Najprv vypiSeme podmienky, mozeme postupovat
sSystematicky“ v poradi podmienok I-V.

Vsimneme si, ze v predpise funkcie mame menovatel, a teda piseme:

1) z+4+2#0.
Vsimneme si aj druhi (parnu!) odmocninu a vypiSeme druhi podmienku:

1—x>0

2) > 0.
T+ 2

KedZe logaritmy, arkussinusy ani arkuskosinusy sa v predpise nevyskytuji, podmienky 1) a 2)
urcuju defini¢ny obor.
Na urcenie definicného oboru je teda potrebné v mmnozine realnych ¢isel vyriesit nerovnicu
1—x
) =0, a pri jej rieSeni bude potrebné uvazovat jej definiény obor D = R — {—2}.
x
Overte, ze jej rieSenim je mnozina (—2,1) = D(f).

2V ¢asti o vyrazoch sme definovali ,neparnu® n-ti odmocninu pre Iubovolny realny argument tak, aby
bola inverznou funkciou pre mocninovi funkciu z™. Zapis n-tej odmocniny v tvare mocniny 1/n je korektny
pre nezdporné argumenty, pre redlne argumenty moéze viest k chybdm, napriklad: &/—8 = —2, ale plati aj
? 1/6
/=8 = (—8)1/3 L (—8)2/6 = [(=8)?]"/° = /64 = 27
3Funkcie arcsin a arccos budt definované neskor, teraz ndm sta¢i informécia o definiénom obore tychto funkeii
-D=[-1;1].



Poznamka 3 Treba si uvedomit, Ze podmienky I-V st ,najcastejsie”, ale nie jediné. Napri-
klad, ak sa premennd x vyskytuje ako zéklad logaritmu vo funkcidch f(z) = log, 5 alebo
g(x) = log, x, objavuje sa dalsia podmienka — z € (0;1) U (1; 00).
Definicia 3 Mnozinu

H(f)={yeR: y=f(z) asicasne x € D(f)}

nazyvame oborom hodnét funkcie f.

Definicia 4 Funkciu f nazgvame prosta funkcia prdve vtedy, ak

Va1, 29 € D(f)) (21 # 22 = f(21) # f(22)), (2)

t.j., ak funkcia lubovolnym dvom roznym cislam z jej definicného oboru priradi rozne funkcné
hodnoty.

Priklad 3 Dand je funkci gy = 1%24—3 Zistime: a) jej definicny obor; b) ¢i 1 € H(g);
c) ¢i je funkcia g prostd.

Riesenie.

a) Definicnym oborom funkcie g je mnozina vsetkych ¢ € R, pre ktoré je menovatel z jej

predpisu nenulovy. A to je v pripade, ked t* — 4t + 3 # 0, t.j. (t — 1)(t — 3) # 0. Odtial
t ¢ {1;3} a teda definiénym oborom danej funkcie je mnozina

D(g) = (—00,1) U (1,3) U (3, +00).

b) Mame zistit, pre ktoré t € D(g) plati
B 3
24t +3
Riesenim tejto rovnice je t = 0 alebo t = 4. Kedze ¢isla 0 a 4 st z definicného oboru danej
funkcie, tak na zdklade definicie |3[je ¢islo 1 z jej oboru hodnot, t.j. 1 € H(g). VSimnime si,
ze plati
1=g(0), aleaj 1=g(4). 3)

¢) V astib) tohto prikladu sme zistili, Ze g(0) = g(4). Teda neplati (2)), lebo existuji dve rozne
¢isla mnoziny D(g) — ¢isla 0 a 4, ktorym nasa funkcia priradila rovnaké funkéné hodnoty
(¢islo 1). Poznamendvame, ze takychto dvojic ¢isel je viac. 0

Definicia 5 Grafom funkcie f vo zvolenej pravouhlej siradnicovej sustave Oxy v rovine
nazijvame mnoZinu vsetkych bodov Plz, f(x)], kde v € D(f). Specidlne: grafom funkcie f na
mnozine A C D(f) je mnozina bodov Pz, f(z)], kde x € A.

Je zrejmé, ze mnozina B bodov v rovine je grafom nejakej funkcie prave vtedy, ked kazda
priamka rovnobezna s osou y ma s mnozinou B nanajvys jeden spolo¢ny bod.

Dobre nakresleny graf funkcie je nazorny prostriedok na skiimanie jej vlastnosti. Treba si
ale uvedomit, ze obrazok grafu nepostacuje na dokaz nejakych tvrdeni o funkcii. Tento fakt
sa neraz porusuje, a to v najmé pripadoch, ked by k exaktnému dokazu prislusného tvrdenia
mohol graf funkcie pomdct. My v tomto smere nebudeme vynimkou. Uvedieme niektoré takéto
tvrdenia. Ak G(f) je graf danej funkcie f, tak

4Tu je funkcia oznadend pismenom ¢ a nezavisle premenné pismenom ¢.
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defini¢ny obor D(f) dostaneme ako kolmy priemet grafu G(f) na os x;
obor hodnot H(f) dostaneme ako kolmy priemet grafu G(f) na os y;

funkcia f je prostd prave vtedy, ked Iubovolna priamka rovnobezné s osou x ma s grafom
G(f) maximalne jeden spolo¢ny bod;

ak 0 € D(f), tak graf G(f) ma s osou y prave jeden spolo¢ny bod, ktorého stiradnica na osi
y je f(0) (teda v stiradnicovej sustave Oxy méa siradnice [0; £(0)]);

graf G(f) mé s osou x spolo¢né body, ktorych stradnice na osi x st korenimi rovnice f(z)=0
(teda ak napr. ¢islo a je korenom tejto rovnice, tak v siradnicovej ststave Ozy ma graf G(f)
s osou x spolo¢ny bod so suradnicami [a; 0] — v takom pripade hovorime, ze graf pretina os
x v bode a).

Pocas stidia na nasej fakulte predpokladdme, ze méte istd zruénost v znazornovani (kresleni)
grafov niektorych funkcii. Je nevyhnutné poznat grafy zakladnych funkcii, s ktorymi sa budeme
zaoberat v nasledujicom kapitolach. Su to:

1.

2.

graf konstantnej, linedrnej a kvadratickej funkcie;

graf linedrne lomenej funkcie;

. graf exponencidlnej a logaritmickej funkcie;

grafy goniometrickych funkcii;

a nakoniec grafy funkcii, ktorych prepisy dostaneme z predpisov funkecii 1. az 4. Specidlnymi
Upravami (transformaciami), ktoré st nizsie prezentované. .

Mozno ste sa uz stretli s pojmami ako sucet, rozdiel, sicin a podiel dvoch funkcii, ale aj
s pojmom zlozena funkcia (rovnost dvoch funkcii je v podstate uvedena vo vete . Stustredime
pozornost na také Specialne transformacie funkcii, ktoré sa daji jednoducho interpretovat na
ich grafoch. St tof’

1.

,pripoc¢itanie konstanty*: ak a je Iubovolné pevné realne cislo, tak graf funkcie y =
= f(x)4a mozeme zostrojit z grafu funkcie y = f(x) jeho posunutim, ktoré je dané vek-
torom v = [0;al, t.j. posunutim v smere osi y (je zrejmé, Ze ak a > 0, tak postivame G(f)
o hodnotu a smerom ,nahor“ a ak a < 0, tak posuvame G(f) o hodnotu (—a) smerom
,nadol“);

,nasobenie Cislom* —1: graf funkcie y = —f(x) je osovo sumerny vzhladom na os z
s grafom funkcie y = f(x);

ak a je lubovolné pevné realne ¢islo, tak graf funkcie y = f(x — a) ziskame z grafu funkcie
y = f(x) jeho posunutim, ktoré je dané vektorom v = [a;0], t.]j. posunutim v smere osi
. Specidlne: ak a > 0, tak postivame G(f) o hodnotu a doprava (t.j. v smere osi ) a ak
a < 0, tak posivame G(f) o hodnotu (—a) dolava (t.j. proti smeru osi z);

ak k # 1 je lubovolné pevné kladné redlne ¢islo, tak graf funkcie y = f(k-x) ziskame z grafu
funkcie y = f(x)

e v pripade k > 1 tzv. k-ndsobnym ztzenim (kontrakciou);

5Pri pojme funkcia sa dalej obmedzime len na jej predpis — nebudeme sktimat jej definiény obor.
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e v pripade k < 1 tzv. (1/k)-ndsobnym roztiahnutim (dilatéciou);

5. ak k # 1 je lubovolné pevné kladné redlne ¢islo, tak graf funkcie y = k- f(z) ziskame z grafu
funkcie y = f(x)

e v pripade k > 1 tzv. k-ndsobnym roztiahnutim (dilataciou);

e v pripade k < 1 tzv. (1/k)-ndsobnym ztzenim (kontrakciou).

Ulohy
I. Urcte defini¢né obory funkcif:
o +9
1. y= :
5+ 3z
)y T
YT a8
3.y=y(z-3)(+2);
2
x
V= aT TVl
5. y=+vr —1+3V1—x+2V22+38.
6. y = log(z® 4+ 62 +9) — V6 — = — 2%,
7. y = log(16z — x?);
8. y=logv6—x— a2
9. y =7+ 6z — 22 — 3log(z? + 2z + 4);
2?2+ 22 +4
10. y=log —————— + /1 — x4
V=BT e 2 T VT
22+ 22+ 4
log(7 + 6x — 2?)
12. y =log(|z — 2| — |z — 4]).
242 2245
13. y = .
) x_2+$+3,
1
M4, §y=———;
Y 22 —4x + 3’
22 — 3z +2
15, y= ————:
Y 22— 22 +1"
2 —5x
16. y = ———
6.y a3 — 422’
2
— 1
17, y = r* —3x + 10 ;
r3 + 222 + 1 + 2
18. y=vVo+3-3vV2x —T;
19. y =10 —z -3z +6;

[(—1;7) — {3+ V15}]
[(3; 00)]

R —{=3;2}]
R — {1;3}]
R —{1}]

[R — {0;4}]

R — {=2}]

[(7/2; 00)]
[(=2;10)]



20. y=Va?—1x—2;
21. y =V2+x —2?;
22. y=Vad + 222+ +2;
23. y = ‘ :
Va2 —Te 412
—4
24. y:—z ;
V6x?+1x—2
Ta? —3r+5
25, y =
Y=
3
26. y =
Yy 4)
-3
27. y = ;
() T4
2?2 —1
28.
YoV s+ 2
22 —1
29, y =/
Y 22 —5x+6"
1
30. y=vVa?—-3r+2+ ———x-—;
V3 +2x — x?
31l. y =In(x —5)
32. y=Inz -5
33. y = log(z”® + 4x) ;
34. y =log(z® +x —6);
10+x
35.y=ux-1
y=x- ngl()—
22 4 3z + 2
36. yzlog% PRI
37. y =3z +5— 2logs(z® + 32> + 2 + 3);
38. y=eatl;
39 y:2\/x2+3x710;
1 z—3
40. y =5 ®atd;
24x+2
41'y:32x+1;
4
42, y= —5—=;
3V1i-a?
1
43. y—\/_+\/72—log(2x—3)

[(3/2;2) U (2; 00)]



= Vr— In(2z — 3);
44. y = /x Qx_5—|—n(x )
5/ T —3 5

45. y = +Vv4 —
T+ 2
46 zsx_s—Slog(a:Q—irllx—l—él)'
- Y 19 ;
47. y = log5(2x +6) + Va2 — 4dx + 3;
1
48. y = ne +Vbxr — 22+ 3;
r—3
In(3z +21)
49’y—x3—3x2—|—2x’
In(3 — 2x)
50. Yy = ———=—;
Y Va2 +4x —5
51y — Inz—-5
'y_\/x2—6.r—|—8’
Vit +4r —5
52. y= YL TH O L (o 49y,

In(3 — 2x)

[(3/255/2) U (5/2; 00)]

[(=2;2)]

R — {—2}]
[(=3;1) U (3;00)]

[0]

[(=7;0) U (0;1) U (1;2) U (2; 00)]
[(—o0; =5) U (1;3/2)]

[(0;2) U (4; 0)]

[(—00; =5) U (1;3/2)]



Konstantna, linearna a kvadraticka funkcia. Linearna
lomena funkcia a funkcie s absoliitnou hodnotou

Definicia 6 Konstantnou funkciou nazgvame kazZdi funkciu, ktord je dand predpisom

y=a, (4)
kde a je redlne cislo.

Definiécnym oborom konstantnej funkcie je mnozina R a jej grafom je priamka, ktord je
rovnobeznd s osou x v Ozy (t.]. vSetky body so stradnicami P[z;al, kde x je Iubovolné redlne
¢islo). Specidlne: grafom funkcie y = 0 je os z. Nie je to prosta funkcia a jej oborom hodnét je
jednoprvkovd mnozina H = {a}.

Definicia 7 Linearnou funkciou nazgvame kazdi funkciu, ktord je dand predpisom
y=az+b, (5)
kde a a b su redlne cisla.

Definiénym oborom linedrnej funkcie je mnozina R. Plati:
e ak a = 0, tak je to konstantna funkcia — jej zakladné vlastnosti sme uz uviedli;

o ak v je a # 0, tak jej grafom je priamka, ktora nie je rovnobeznd s osou y a ani s osou x
v suradnicovej ststave Oxy. Jej prieseénik s osou x ma suradnice [—b/a; 0] a s osou y st jeho
stradnice [0;b] (teda pre b = 0 je to spoloény bod suradnicovych osi — zaiatok stradnicove;
sustavy O[0;0]). Je to prostd funkcia a jej oborom hodnét je mnozina R.

Poznamka 4 Na zndzornenie grafu linedrnej funkcie, t.j. priamky, nam staci urcit dva body,
ktoré mna nej leZia — casto je viyhodné pouZit jej priesecnik s osou x, resp. s osou y.

Priklad 4 Nacrtnime grafy funkcii a uréme ich obor hodndt: a) y = —2x 4+ 4; b) s = 2t; ¢)
y=2x—4, € (—-1;3).

Riesenie.

a) Je to linedrna funkcia, ktorej definiény obor je mnozina R. Jej grafom je priamka. Os y
pretina v bode, ktorého y-ova stradnica je y = —2-0+4 = 4. Os x pretina v bode, ktorého
x-ova suradnica je rieSenim rovnice —2x +4 = 0, t.j. x = 2. Takto stac¢i v siradnicovej
ststave Oxy zakreslit body so stradnicami [0;4] (priese¢nik s osou y) a [2;0] (priesecnik
s osou z) a tymito bodmi ,prelozit priamku* — pozri obr. a). Oborom hodnét danej funkcie
je celd mnozina realnych cisel.

b) Aj s = 2t je linedrna funkcia, ktorej definicny obor je mnozina R (teraz ma nezavisle
premennd oznacenie t a zavisle premenna je s). Jej grafom je priamka. Os s pretina v bode,
ktorého sturadnica s je s = 2 -0 = 0. Dostali sme bod, ktory v stradnicovej stustave Ots
mé suradnice [0;0]. Teda je to priesecnik aj s druhou osou t. Potrebujeme este jeden bod
hladanej priamky. Danda funkcia priradi napr. ¢islu ¢ = 1 ¢islo s = 2.1 = 2. To znamena, ze
bod so stiradnicami [1; 2] je tiez bodom grafu danej funkcie, ktory dostaneme ,prelozenim “
priamky bodmi, ktorych sdradnice st [0;0] a [1;2] (pozri obr. b)). Aj v tomto pripade je
oborom hodno6t danej funkcie mnozina R.



Obr. 1: Nac¢rt grafov funkcii prikladu

¢) Opét ide o linearnu funkciu, ale tentoraz jej definiény obor je stanoveny: je to mnoZina
D = (—1;3). Tak ako v predchadzajucich dvoch pripadoch nakreslime najprv graf funkcie
y = 2x — 4, kde x € R. Lahko zistime, Ze je to priamka, ktord v siradnicovej stustave Ozy
pretina os y v bode so stradnicami [0; —4] a os x v bode so siradnicami [2;0]. Zostrojime
priamku, ktora je urc¢end tymi dvoma bodmi. A teraz zohladnime to, ze x € (—1;3): na to
sta¢i ,,vykrojit“ tu ¢ast priamky, ktord zodpovedd intervalu (—1;3) — na obr. ¢) je to ,plne
nakreslend tsecka.

Obor hodnét danej funkcie mozeme ziskat kolmym priemetom tejto tsecky na os y (skuste
to). Mézeme ho dostat aj takto: definicny obor mézeme zapisat aj takto

—1l<x < 3.

Tuato sustavu, v postate dvoch nerovnic, upravime ekvivalentnymi tdpravami tak aby sme
na mieste x ziskali vyraz z predpisu funkcie, t.j. 2 — 4. Zrejme
—1l<x<3 +— -2<2256 <+— —-6<2x—4=Z2.

~—
=Y

Odtial vidno, ze oborom hodnét danej funkcie je mnozine H = (—6;2). O

Poznamenavame, ze pri rieseni tohto prikladu sme asi robili dost detailny vyklad. Urcite to islo
aj rychlejsie, napriklad stac¢i spojit tseckou krajné body (obr. [1| vpravo).

Priklad 5 Uréme vsetky linedrne funkcie, ktoré obsahuji usporiadané dvojice [1; 8] a [—1; 2].

Riesenie. Nasou ulohou je urcit vSetky také dvojice redlnych ¢isel a a b, Ze pre funkéné hodnoty
linedrnej funkcie f(z) = ax + b plati f(1) =8 a f(—1) = 2. Teda

a-1+0 = 8§,
a-(—1)+b = 2 (6)

odkial @ = 3 a b = 5. Riesenim danej tlohy je jedina linearna funkcia y = 3x + 5.

Vsimnime si koeficient a v zovseobecneni tohto prikladu: chceme urcit vsetky linedrne funk-
cie, ktoré obsahuju usporiadané dvojice [z1; f(z1)] a [z9; f(x2)]. V tomto pripade by sustava
(6) mala tvar

a-r1+b = f(z1),
a-zo+b = f(xq),



odkial pre x; # x3 je

a = f(xQ) B f(1:1> . (7)

T2 —T1

Ziskali sme vyjadrenie smernice priamky, prechddzajticej bodmi [z1; f(21)], [zo; f(22)] ] Ur-
¢enie koeficientu b ponechavame na vas. Zvazte, ¢o znamena pripad x; = g, pri ktorom sa
v menovateli objavi nula!

Definicia 8 Kvadratickou funkciou nazyvame kaZdi funkciu, ktord je dand predpisom
y = ar®+br +c, (8)
pricom a je redlne c¢islo rozne od nuly, b a ¢ siu lubovolné redlne cisla.

Definiénym oborom kvadratickej funkcie je mnozina vsetkych realnych ¢isel. Grafom kvad-
ratickej funkcie v siradnicovej sustave Oxy je parabola, ktorej os je rovnobezna s osou y.ﬂ
Funkcia priradi ¢islu 0 ¢islo y = a- 024+ b-0+ ¢ = ¢, a preto tato parabola pretina os y
v bode [0; ¢].

S priese¢nikmi s osou x je to trochu zlozitejsie: x-ova sturadnica lubovolného priesecnika
paraboly mus{ spliiat rovnicu

0 = ax® + bx + c,

¢o je kvadratickd rovnica. Pocet redlnych korenov tejto rovnice zavisi od jej diskriminantu
D = b? — 4ac. Potom

e ak D > 0, tak parabola pretina os v dvoch bodoch, ktorych stradnice st [z1;0] a [x9; 0],

kde
—b+ VD

T12 =
’ 2a

e ak D = 0, tak parabola pretina os z v jednom bode (,dotyka sa v iom osi“ x), ktorého
stradnice st [—b/a; 0];

e ak D < 0, tak parabola nepretina os x.
Poloha paraboly zavisi aj od koeficientu a:
e ak a > 0, tak parabola je ,obratena nahor®,

e ak a < 0, tak parabola je ,,obratena nadol“.

Na obr. [2| je zhrnutie ziskanych poznatkov o vzajomnej polohe grafu kvadratickej funkcie
(paraboly) a osi z. Z neho mozeme konstatovat, ze kvadraticka funkcia nie je prosta. Jej
oborom hodnot je

e pre a > 0 interval typu, (s;00) (vtedy je parabola ,obrdtend nahor*),

e ak a < 0, interval typu, (—oo;s) (vtedy je parabola ,obratena nadol®),

6Zopakujte si smernicovy tvar y = kx + ¢ priamky z analytickej geometrie. Vidite stvislosti s linedrnou
funkciou?
"Odporacame zopakovat si vyjadrenia parabol z analytickej geometrie.
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Obr. 2: Vzajomné polohy paraboly a osi x

kde s je redlne ¢islo (ti, ¢o su zbehlejsi v analytickej geometrii vedia, ze s je druhé suradnica
vrcholu paraboly).

Poznamka 5 Dosial sme si nepovedali, ako nakreslit graf konkrétnej kvadratickej funkcie, teda
paraboly. Jeden jej bod rychlo uréime: je to priesecnik s osou y, ktory ma siuradnice [0;c]. Ak
kvadratickd rovnica ax® + bx + ¢ = 0:

e md dva rozne redlne korene x1 a xs, tak po oznaceni bodov, ktorych suradnice na osi x su xq
a xo (su to body paraboly) staci si len vsimnait, ¢i je parabola obrdtend nahor alebo nadol (to
vidime z toho, ¢i a > 0 alebo a < 0). Na zdklade tychto informdcii vieme nacrtnit parabolu.
Ak by nds zaujimala presnd poloha jej vrchola, tak jeho x-ovd suradnica m je aritmetickym
priemerom ¢isel x1 a xo (t.j. m = (1 + 22)/2 = —b/(2a) — overte!) a y-ovd siuradnica je
hodnota nasej kvadratickej funkcie v bode m;

e md jeden dvojndasobny koren xi, tak je to jednoduchsie: parabola md vrchol v bode so surad-
nicami [x1; 0], v ktorom sa dotgka osi x. Parabolu vieme nakreslit: staci zvaZit, ¢i je obratend
nahor alebo nadol;

e nemd realny koren, tak parabola nemd spolocny bod s osou x. Vieme rozhodnit, ¢i je obrdtend
nahor alebo nadol a jej priesecnik s osou y nam umozni ,ju zhruba nacrtnut®. Neziskame
tym presné informdcie o jej vrchole. Ziskame ich z nizZsie uvedeného postupu.

Ak doplnime predpis kvadratickej funkcie ax® + bx + ¢ na 4plny Stvorec, tak moZeme kvad-
raticki funkciu @ zapisat v tvare

y=a(z—m)* +s, (9)
kde m a s si redalne cisla. Budeme vychadzat z toho, Ze graf kvadratickej funkcie
y =2’ (10)

pozndme — pozri obr.[3. Ukdzeme, ako vhodnymi transformdciami funkcii ziskame z grafu funk-
cie (@) graf funkcie (@

11



Obr. 3: Graf kvadratickej funkcie y = z?

Yph y=2a%>—-4x-5
2 5
~11 0 V z
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_9t —
Vv

Obr. 4: Graf funkcie y = 2* — 42 — 5

. ak ¢islo a je zdporné, tak pomocou transformdcie ,ndsobenie ¢islom* (—1) dostaneme graf
funkcie y = —x?, ktorij je osovo simernyj vzhladom na os x s grafom funkcie y = x* (teda
povodnd parabola obrdtend nahor sa zmeni na parabolu obrdtent nadol);

. graf funkcie y = ax® dostaneme v zdvislosti od toho, ¢i ¢islo a je kladné, resp. zdporné,

roztiahnutim alebo ziZenim grafu funkcie y = 2, resp. y = —x?;

. graf funkcie y = a(x — m)? dostaneme z grafu funkcie y = ax® posunutim, ktoré je dané
vektorom v = [m; 0] (t.j. posivame graf funkcie y = ax* v smere osi x alebo proti jej smeru
o hodnotu |m|);

. graf funkcie y = a(x — m)*+s dostaneme z grafu funkcie y = a(x — m)? posunutim, ktoré
je dané vektorom v = [0; s].

Tym sme dostali hladany graf kvadratickej funkcie y = ax® + bx + c.

Poznamka 6 V predchddzajicich vvahdch mozZeme body 1. a 2. ,preskocit za predpokladu, Ze
si zapamdtdme graf funkcie y = ax®: je to parabola, ktorej osou je os y a vrchol md siradnice
[0;0]. Je obrdtend nahor v pripade a > 0 a obrdtend nadol v pripade a < 0.

Priklad 6 Nacrtnime grafy funkcii a urcme ich obor hodnot:

a)y=a2*—4x—5b)y=2-32>—6z; c)y=12>—2x+2, v € (—1;2).
12
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Obr. 5: Postup nacrtu grafu funkcie y = 2 — 322 — 62

Riesenie. Ide o kvadratické funkcie, a preto ich grafmi budu paraboly, resp. ,cast paraboly®,
ktorych osi st rovnobezné s osou y.

a)

Sktsime to napr. pomocou poznamky : overte, ze korene zodpovedajicej kvadratickej
rovnice 22 —4x —5 = 0sd x; = 5 a 9 = —1. To znamen4, Ze parabola pretina os x v dvoch
bodoch, ktorych siradnice na osi z si 5 a —1 (teda dva body paraboly uz pozndme — pozri
obr. ). Pre z-ovti stradnicu vrcholu paraboly je (5 + (—1))/2 = 2. Dan4 funkcia priradi
¢islu 2 ¢fslo y = 22 —4-2 — 5 = —9, ¢o je druhd stradnica vrcholu paraboly. Po znizorneni
vrchola paraboly V[2; —9] vieme parabolu nakreslit (mézeme pri tom vyuzit to, Zze parabola
pretina os y v bode, ktorého druh4 siradnica je y = 0> —4-0 — 5 = —5) — pozri obr. )
Ak ziskanu parabolu kolmo premietneme na os y, tak dostaneme obor hodnét danej funkcie.
Je to interval H = (—9; c0).

PouZijeme met6du, ktord vychddza z transformécii funkcii. Ak doplnime vyraz 2 — 322 —
— 62 na tplny Stvorec tvaru ([9)), tak dostaneme (pozri priklad ??b)) 2 — 322 — 6z = —
—3[z — (=1)]> + 5, ¢o znamena, 7e nadu funkciu moZeme zapisat v tvare

y=—3[z— (=) +5.

Graf funkcie y = —3z? vieme nakreslit (obr. 5| vlavo). Ak ho posunieme o vektor v = [—1; 0]
dostaneme z neho graf funkcie y = —3[x — (—1)]* (obr. [5| v strede). A ak tento graf
posunieme o vektor v = [0;5], dostaneme graf funkcie y = —3[z — (—=1)]°+5 (obr.
vpravo), ¢o vlastne je aj graf uvazovanej funkcie y = 2 — 32? — 6z.

Kolmym priemetom vyslednej paraboly dostaneme obor hodnét danej funkcie H = (—
—00; 5).

Tentoraz mame ur¢eny defini¢ny obor: je to mnozina D = (—1;2). Najskor nakreslime
parabolu — graf funkcie s tym istym predpisom y = x?—2x+2, ale pre x € R. Zodpovedajtica
kvadratickd rovnica 2? — 2z + 2 = 0 ma zaporny diskriminant (D = —4), a preto parabola
nepretina z-ovi os. P6jdeme na to cez transformacie funkcii: najprv upravime predpis danej
funkcie doplnenim na tplny stvorec na tvar @:

y=a-20+2=(2*-20+1)+1=(z—1)2>+1

Nakreslime graf funkcie y = z? (ten by sme mali poznat) a z neho posunutim o vek-
tor v = [1;0] dostaneme graf funkcie y = (& — 1)2. Ak tento graf posunieme o vektor
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Obr. 6: Postup nacrtu grafu funkcie y = 2% — 2x + 2

v = [0;1], dostaneme graf funkcie y = (z — 1)241 (obr. [f)), ¢o vlastne je graf nasej funk-
cie y = 2% — 2z + 2 (obr. |§| vpravo). Este sa musime vysporiadat s definiécnym oborom
D = (—1;2): ,vykrojime*“ zo ziskaného grafu tu ¢ast paraboly, ktord zodpoveda hodnotdm
x 7z prislusného intervalu (—1;2). Na obr. |§| je nacrtnuty graf danej funkcie. Ak ho kolmo
premietneme na os y, dostaneme pozadovany obor hodnét danej funkcie: H = (1;5). O

Priklad 7 Uréme vsetky x € R, pre ktoré je funkcia f :y = x* — 3z + 2 nezdpornd.

Riesenie. Uloha je ekvivalentnd s rieSenim nerovnice 22 — 3z + 2 > 0. Lahko sa presved¢ime,
ze x € (—o0,1) U (2, +00). O
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Obr. 7: Graf nepriamej imernosti

Definicia 9 Linearne lomenou funkciou nazjvame kazdi funkciu, ktord je dand predpisom

ar +b
= R—{- 11
y= 2 weR—{-d/d}, (1)

kde a, b, ¢, d € R, pm'cvomc#Oaad—bc#O.ﬁ

Podme skiumat vlastnosti tejto funkcie.
Specidlnym pripadom linearne lomenej funkcie je tzv. nepriama timernost, ktora je defi-
novana predpisom

k
y=—, kdek €R— {0} je parameter. (12)
T

Je zrejmé, ze definicnym oborom nepriamej timernosti je mnozina nenulovych redlnych ¢isel,
t.j. D =R — {0}. Ak k > 0, tak graf nepriamej Gmernosti je znazorneny na obr. [7| vlavo. Ak
k < 0, tak pomocou transformécie ndsobenia ¢islom (—1) dostaneme jej graf, ktory je na obr.
vpravo. V oboch pripadoch je to ,,pootoc¢end* hyperbola, ktorej asymptotyﬂ st suradnicové osi,
t.j. priamky y = 0 a x = 0. VSimnime si, ze ak k > 0, tak vetvy hyperboly lezia v prvom a
v tretom kvadrante a ak £ < 0, tak st v druhom a vo stvrtom kvadrante.

Kolmym priemetom tychto hyperbol na os y je mnozina vsetkych nenulovych redlnych ¢isel,
a preto oborom hodn6t nepriamej imernosti je mnozina

H = (—o0;0) U (0; 00). (13)

3—2
Priklad 8 Nacrtnime graf funkcie y = ’
T —

a urcme jeho priesecniky so suradnicovymi
osami. Co je oborom hodndt danej funkcie?

Riesenie. Je zrejmé, ze ide o linearne lomentu funkciu , kdea=-2,b=3,¢c=1ad=—1.
Ak upravime predpis tejto funkcie na tvar

y = + s, (14)

r—m
tak vieme ziskat pozadovany graf z grafu nepriamej imernosti (7)) pomocou transformacii funk-
cif. Mézeme to urobit taktdO:

322 3-2(@—1+1) 3-22-1)-2, 1-2(z—1) 5 1
-1 z—1 B z—1 I |

_27

8Prec =0 je linedrnou funkciou a pre ad—bc = 0 je to linedrna funkcia s definiénym oborom R—{—d/c}).

9K presnej definicii asymptoty grafu by sme potrebovali pojem limita funkcie. D4 sa povedat, Ze asymptota
grafu funkcie je priamka, ku ktorej sa graf funkcie ,neobmedzene priblizuje“.

1071, &o ovlddaji delenie mnoho¢lena mnohoélenom, zvlddnu tito tpravu efektivnejsie.
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kde

— v rovnosti = sme upravami ,vyrobili“ v ¢itateli vyraz (x — 1) z menovatela;

= e

— v rovnosti = sme ,roztrhli zlomok*“. Dostali sme

-2

1
= 15
YT 1o (15)
o je upraveny predpis nasej funkcie na tvar . Z toho predpisu funkcie zostrojime pozadovany
graf pomocou transformaécii funkcii, a to takto:

1
1. na¢rtneme graf funkcie y = — — pozri obr. vl’avo pre k =1;
T

2. posunutim tohto grafu o vektor v = [1;0] dostaneme graf funkcie

1
s v

ktory je znazorneny na obr. [§ vlavo;

3. ak tento graf posunieme o vektor v = [0; —2] dostaneme pozadovany graf nasej funkcie
s upravenym predpisom ((15)). Tento graf je zndzorneny na obr. |§ vpravo.

Z vysledného grafu vidno, ze os x pretina v bode, ktorého z-ova sturadnica je 3/2 a os
y pretina v bode, ktorého y-ova siradnica je —3 (presvedcte sa o tom vypoctom). Kolmym
priemetom grafu na os y dostaneme obor hodnot danej funkcie:

H = (—o00;—2) U (—2;00). O

A teraz sa pokusime zovSeobecnit poznatky, ktoré sme ziskali pri rieSeni tohto prikladu. D4
sa ukazat, ze predpis kazdej linedrne lomenej funkcie mozeme upravit na tvar , kde

d
m=—- a  s=_ (16)
c c
(lahko si to zapamétame: m je korenom menovatela z predpisu funkcie a s je podiel
koeficientov pri x v tomto predpise — teda limita funkcie pre x — +00)). V bode 2 rieSenia
tohto prikladu déjde k posunutiu grafu funkcie

Yy = k o vektor [—d/c;0].
x
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Pri tomto posunuti sa asymptota z = 0 posunie na asymptotu z = —d/c. Asymptota y = 0 sa
nezmeni. V bode 3 nastane posunutie ziskaného grafu funkcie

k

r—m

Y= o vektor [0;a/c|.
Pri tomto posunuti sa asymptota y = 0 posunie na asymptotu y = a/c. Asymptota y = —d/c
sa nezmeni.
Zhrnutie: asymptoty uvazovanych hyperbol sa zmenili takto:
— asymptota = 0 sa zmenila na z = —d/c,
— asymptota y = 0 sa zmenila na y = a/c,
— graf nepriamej imernosti y = k/x (t.]. hyperbola) sa len postval.

Predchadzajice tivahy ndm poskytuji jednoduchy postup na znazornenie grafu linedrne
lomenej funkcie , t.j. hyperboly:

1. nakreslime priamky: asymptotu z = —d/c (rovnobezna s osou y) a asymptotu y = a/c
(rovnobezna s osou x). Tieto dve asymptoty rozdeluju rovinu Oxy na ,nové kvadranty “;

2. znazornime Iubovolny bod hladanej hyperboly, ktory dostaneme tak, ze vycislime hodnotu
danej funkcie (to je jeho y-ova stiradnica) vo vhodne zvolenom ¢isle (Co je jeho z-ova sirad-
nica);

3. ,prelozime® tymto bodom jednu vetvu hyperboly, pricom zoberieme do tvahy nakreslené
asymptoty z bodu 1. Ak ten bod je v parnom ,novom kvadrante®, tak jej druhu vetvu
nakreslime v druhom parnom novom kvadrante. Ak lezi v neparnom novom kvadrante, tak
ju nakreslime v druhom neparnom novom kvadrante.

Priklad 9 Nacrtnime graf funkcie y= 7@ urcme jeho priesecniky so suradnicovymi osami.

x
Co je oborom hodnot danej funkcie?

Riesenie. Dana je linearne lomena funkcia , kdea=2,b=0,c=1ad =1, ktorej grafom
je hyperbola. Na¢rtneme ju podla predchadzajiceho navodu:

1. nakreslime asymptoty z = —1 a y = 2;
2. hodnota danej funkcie napr. v ¢isle z = 0 je y = 0. Znazornime bod, ktorého stiradnice st

[0; 0] — je to zaciatok O suradnicovej sustavy;

3. nakreslime vetvu hyperboly s danymi asymptotami, ktora prechadza bodom O — zrejme je
vo Stvrtom novom kvadrante, ktory ,vytvorili“ asymptoty;

4. v druhom novom kvadrante nacrtneme druht vetvu hyperboly.

Graf danej funkcie mame nacrtnuty na obr. @ Stradnicové osi pretina v bode O|0;0] a zrejme
oborom hodnoét funkcie je mnozina

H=R—{2} =(—00;2) U (2;00). O

Urobme zhrnutie zistenych vlastnosti linedrne lomenej funkcie :

jej definiénym oborom je mnozina H = R — {—d/c};

e jej oborom hodnét je mnozina H = R — {a/c};
e jej grafom je hyperbola s asymptotami y = —d/c a y = a/c;
e je to prosta funkcia.
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Obr. 9: Nacrt grafu funkcie y = ——
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Funkcie obsahujiice v predpise absolatnu hodnotu

Teraz sa budeme zaoberat niektorymi pripadmi, ked v predpise funkcie vystupuje abso-
litna hodnota.

Nech y = f(x) je dand funkcia, ktorej definiény obor je mnozina D(f). Je zrejmé, ze ak exis-
tuje hodnota f(x) v bode x € D(f), tak existuje aj hodnota |f(x)|. To znamena, ze definicnym
oborom funkcie, ktora je definovand predpisom y = | f(x)| je tiez mnozina D(f).

Ako stvisi hodnota f(z) s hodnotou |f(x)|? Tu si sta¢i zopakovat definiciu absolitne;
hodnoty, z ktorej dostaneme

x re f(x) = 0;
|f($>:{_f() e 1) 20 -

f(x) pre f(z) <
To ndm umoznuje z grafu funkcie y = f(x) ziskat graf funkcie y = | f(z)|:

e v bodoch, v ktorych je f(x) = 0, je graf funkcie y = |f(z)| totozny s grafom funkcie
y = f(x) — zrejme je to ta Cast grafu y = f(x), ktord je umiestnend ,nad z-ovou osou,
véitane jeho pripadnych priesec¢nikov s osou z“;

e v bodoch, v ktorych je f(z) < 0, je |f(z)| = —f(z) (ndsobenie ¢islom (—1)), a preto je
v tychto bodoch graf funkcie y = | f(z)| osovo simerny vzhladom na os z s grafom funkcie
y = f(x). Teda ak mame graf funkcie y = f(z) nakresleny, tak ta jej Cast, ktord je pod
r-ovou osou ,preklopime nahor®.

Priklad 10 Nacrinime grafy funkcii a uréme ich obor hodndt:
a)y=|—2x+4|;b)y=|z*— 4z —5|. Su to prosté funkcie?

Riesenie. V oboch pripadoch mozeme pouzit vyssie uvedené poznatky.

a) Najskor nac¢rtneme graf funkcie ,bez absolitnej hodnoty“, t.j. graf funkcie y = —2x+4. Ten
je ziskany v rdmci riesenia prikladu || a) — pozri prislusny obr. [I| vlavo. Vidno, Ze na intervale
(—o0;2) nadobtda funkcia y = —2z 44 nezadporné hodnoty, a preto na tom intervale je graf
totozny s grafom funkcie y = | — 2x 4 4]. Na intervale (2;00) je graf funkcie y = —2x + 4
pod z-ovou osou, a preto tu ¢ast ,,preklopime nahor“ (osova stimernost vzhladom na os x).
Vysledkom je pozadovany graf funkcie y = | — 22 + 4|, ktory ja nacrtnuty na obr. [10]
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Kolmym priemetom tohto grafu na y-ovii os dostaneme obor hodnét danej funkcie:
H = (0;00).

Kedze napr. priamka y = 1 pretina tento graf v dvoch bodoch, tak dana funkcia nie je
prosta.

b) Zoberme funkciu y = 2 —4x—5 z prikladu[5|a) — jej graf je na obr. 11| vlavo. Z neho mézeme
konstatovat, Ze tato funkcia je zapornd len na intervale (—1;5). Graf funkcie y = |22 —4x—5|
je na tomto intervale osovo simerny podla osi x s ¢astou paraboly, ktora je na obr. 11| vlavo
pod z-ovou osou. Odtial vidno, Ze na obr. [L1| vpravo je zndzorneny pozadovany graf funkcie
y = |2* — 4z — 5|. Jej oborom hodndt je takisto mnozina H = (0;00). Nie je to prostd
funkcia, lebo napr. priamka y = 1 pretina tento graf dokonca v Styroch bodoch. O

Tak to bolo celkom jednoduché. Ale ¢o ked absolitna hodnota nevystupuje v predpise
funkcie v tvare |f(z)| alebo sa v fiom vyskytuje viackrat? Ako dostat v takom pripade graf
funkcie? Jedna z moznosti je upravit predpis funkcie tak, aby neobsahoval absolitnu hodnotu.

Priklad 11 Nacértnime graf funkcie f:y = |z + 2| — |6 — | a uréme jej obor hodnét. Je to
prostd funkcia?

Riesenie. Tu v predpise danej funkcie vystupuju dve absolttne hodnoty, a teda nemdzeme
pouzit metédu z predchadzajiceho prikladu. Najprv v predpise odstranime absoliitne hodnoty.
Dostavame:

-8 pre z € (—o0; —2) ;
fry=1 2(x—2) prexz € (—2;6); (18)
8 pre x € (6;400).

A to je funkcia, ktorej predpis sa meni na jednotlivych intervaloch: na intervale (—2;6) je to
linearna funkcia a na ostatnych dvoch konstantna funkcia. Ich grafy pozname, ale musime zo-
hladnit ich definiéné obory. Graf funkcie f je nacértnuty na obr.[I2] VSimnime si, ze graf funkcie
f sme mohli ziskat aj ako zjednotenie grafov tychto troch funkeii: f: y = —8 pre x € (—o0; —2);
fary=2(x—2) prex € (—2;6) a f3: y = 8 pre x € (6;+00). Samozrejme, Ze pritom tieto
grafy zndzornime v tej istej sturadnicovej stustave Oxy. U

Ulohy

r—1 3—zx
1. Naértnite grafy funkci: — —z+5 b)y=3un =T y= o
acrn11egray unkcii: a) y r+5; b)y=3z; ¢y DY )y 535
)y=-; Hy=12*% gy=2"-20+1 hy=2+z+10; i)y=-22"+127 - 14.
x

2. Nacrtnite grafy funkcii: a) y = 3z +4, x € (—3,4); b)y=—-2t+9,t€R; c¢)y=1[3—6z,
r€ER; d)y=2lr|—x,2€(=3,3); e y=—-a’+4, 2R, f)y=222+42+3, v €R,

2r+3
= 0,522 — 3 € R; h = ;
g) Yy ;O ) x ) ) Y r+1
2 2 2
i)y:x—i_l; iy = f—i_ '; k) y = |T+ |; 0)y = z* + |z[/2 + 1. (Pozriobr.
—x

x — —x
a obr. [14 na strandch 22 a 23] )
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0 2 T

Obr. 10: Nacrt grafu funkcie y = | — 2x + 4|

Yh y=a?—4r -5

—1\0

)

— 9+ —

Obr. 11: Konstrukcia nacrtu grafu funkcie y = |22 — 4x — 5|
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Obr. 12: Néaért grafu funkcie y = |z + 2| — |6 — z|

. Dand je funkcia g : y = x? — 22 + 3. Uréte vietky = € D(g), pre ktoré plati: a) g(x) = ¢(0),

[{0;2}]; b) g(z) = g(=1), {-1;3}].

. Uréte vietky kvadratické funkcie dané rovnicou tvaru y = x? + bz + ¢, ktorym patria uspo-
riadané dvojice [0;2], [2;4]. ly = 2% —z+2]

. Rozhodnite, ¢i existuje kvadraticka funkcia h, pre ktort plati: h(0) =5, h(1) =0a h(—1) =
= —4. [h: y =322+ 2z — 5

. Urcte obory hodnot danych funkecii a stiradnice prieseénikov ich grafov so stradnicovymi
osami:

a) y=|r+1/+ [ = (1;00), [0;1]]
b) z=t+1|—[1—¢ [H = (~2;2), [0;0]
) u=1-[3s—2|. [H = (—o0; 1), [0;—1], [1;0], [1/3;0]]
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Obr. 13: Grafy funkcii tlohy 1a)—1f)
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Obr. 14: Grafy funkcii tlohy 1g)—11)
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Obr. 15: Graf funkcie y = /x

Funkcia n-t4 odmocnina, iracionalne rovnice a nerovnice

V casti o algebrickych vyrazoch sme uviedli definiciu n-tej odmocniny a niektoré jej zédkladné
vlastnosti. Pripominame, Ze pre kazdé n € N, n = 2

a) n-tou odmocninou nezdporného ¢isla a (oznac¢ujeme /a) nazyvame také nezdporné ¢islo
b, pre ktoré plati b = a;

b) v pripade, Ze n je nepéarne ¢islo a a < 0, tak rovnica " = a méa v R prave jedno rieSenie
b= —{/lal;

c) plati:
Va® = |a| pre pairne n  a  {/a™ = a pre neparne n.

Definicia 10 Nech n € N, n = 2. Funkciou n-ti4 odmocnina nazjvame kazdi funkciu,
ktord je dand predpisom

y = . (19)

Definiénym oborom tejto funkcie je pre parne n mnozina (0; 00) a pre neparne n celd mnozina
realnych cisel R. Lahko sa dé overit, ze pre jej obor hodnét plati H = D a ze je to prosta funkcia.

V dalSom vyklade sa budeme zaoberat len pripadom n = 2. Na obr. 15| je zndzorneny graf
funkcie y = /7. V stiradnicovej ststave Ozy je to cast paraboly x = y?, pre ktort je y = 0
(osou tejto paraboly je os x a jej vrchol mé stradnice [0;0]).

Priklad 12 Uréme definicny obor funkcii, nacrtnime ich grafy a stanovme ich priesecniky so

suradnicovymi osami: a) y = v/x —2; b) y =+/2 — x.
Riesenie.

a) Druhd odmocnina existuje v mnozine R len z nezdpornych ¢isel. Preto pre vyraz /ax — 2
z predpisu funkcie musi platit © — 2 = 0, ¢o je ekvivalentnd nerovnica s nerovnicou x = 2.
Teda D = (2;00). Graf funkcie y = /x — 2 dostaneme z grafu funkcie y = y/z (obr.
posunutim vpravo o vektor v = [2;0] — pozri obr. vlavo. Danda funkcia priradi ¢islu 2
hodnotu y = /2 — 2 = 0, a preto graf funkcie pretina z-ovii os v bode so stiradnicami [2; 0].
Vidno to aj z jej grafu — rovnako aj fakt, ze y-ovi os nepretina.
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00 1 23456787
Obr. 16: Nacrty grafov funkciiy =+vr—-2ay=+vV2—=x

b) Na urcenie definiéného oboru funkcie y = /2 — x je nevyhnutné vyriesit nerovnicu 2—z 2 0.
Jej rieSenim je mnozina (—oo;2) = D.
Ako ziskat graf tejto funkcie? Je zrejmé, ze 2—x = (—1)(x—2). Tak graf funkciey = /2 — x
,dostaneme z grafu funkcie“ y = v/ — 2 pomocou transformécie ,nasobenie ¢islom* (—1).
To je chybna tvaha, lebo nésobenie ¢islom (—1) neplati pre predpisy tychto funkeii, t.j.
y=+2—x # (—1)y/x — 2. Tak ako na to? T1i, ¢o st zrucnejsi v analytickej geometri vedia,
7e grafom je Cast paraboly y* = —(z — 2), ktord je nad z-ovou osou.

My zvolime iny postup: viimnime si, ze funkcia y = /2 — x priradi &slu 0 &slo v/2. Simerne
zdruzenym bodom na osi  k bodu 0 vzhladom na bod 2 je bod 4. Funkcia z ¢asti a)
y = v/x — 2 priradi bodu 4 tiez hodnotu /2. UkdZeme, Ze této vlastnost je splnend pre
[ubovolné ¢islo a € (—o0;2). Stmerne zdruzenym bodom na osi « k bodu a vzhladom na
bod 2 je bod (4 — a) (staci si uvedomit, ze aritmetickym priemerom ¢isel a a (4 — a) je ¢islo
2). Potom

— funkcia y = /2 — z priradi ¢islu a ¢islo y = /2 — a;
— funkcia y = /& — 2 priradi zdruzenému ¢islu (4 — a) vzhladom na 2 ¢islo

y=4/(4—a)—2=+2—a.

Teda rovnaké funkéné hodnoty. To ale znamend, ze graf funkcie y = /2 — x je osovo st-
merny vzhladom na priamku z = 2 s grafom funkcie y = /& — 2, ktory pozname z Casti
a). Teda sta¢i k nemu nacrtnit graf funkcie v uvazovanej osovej simernosti — dostaneme
graf, ktory je uvedeny na obr. vpravo. Z tohto grafu (ale aj z predchadzajicich tivah)
vyplyva, ze graf funkcie y = /2 — z pretina os x tiez v bode so siradnicami [2;0] a os y
v bode so stiradnicami [0; v/2]. O

Teraz sa budeme zaoberat iracionalnymi rovnicami, t.j. rovnicami s neznamou z R v od-
mocnenci.

Priklad 13 Riesme v R rovnicu

Ve +1++VA4z +13 =3z + 12.

Riesenie. Budeme postupne odstranovat druhé odmocniny: umocnime obe strany rovnice
2
na druhi. S pravou stranou je to jednoduché, lebo pre isté hodnoty x plati: [\/356 + 12] =3r+

+ 12. Na lavej strane pouZijeme zndmy vzorec (a + b)* = a® + 2ab + b?, v ktorom a = /z + 1
a b= +/4x + 13. Dostaneme rovnicu

(@ + 1) +2/(z + 1) (4o + 13) + (4o + 13) = 3z + 12,

pre ktora plati, Ze kazdé riesenie pévodnej rovnice je zaroven aj jej riesenim. Tuto rovnicu
upravime na tvar

\/(.1'—|- )4z +13) = —z — 1.
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Opéatovnym umocnenim oboch stran na druhi a jednoduchymi tipravami dostaneme
2? + 52 +4=0,

¢o je kvadraticka rovnica, ktorej riesenia si x = —1 alebo z = —4. Nakolko sme pouzili pri
rieseni danej rovnice neekvivalentni tupravu (umoctovanie na druhi), musime sa presved¢it, ¢i
tieto cisla st skutocnym riesenim danej rovnice

e pre 7 = —1 dostaneme SL(—1) = V0 ++9 = 3 a P(0) = v/9 = 3, a preto z = —1 je

rieSenim ulohy;
e pre r = —4 Java strana danej rovnice nie je definovand, a teda —4 nie je rieSenim tlohy.

Takto IC = {—1}. O

Iracionalne nerovnice mozeme riesif pomocou ekvivalentnych tprav nerovnic. Medzi ne
vsak nepatri umocnovanie na parne ¢islo — tu by sme museli robif diskusiu, ¢i umocnujeme
kladny alebo nezdporny vyraz. Vyhodné je pouzit modifikaciu intervalovej metody, ktort uka-
zeme v nasledujicom priklade (tito metédu moézeme pouzit aj pri inych typoch nerovnic).

Priklad 14 Riesme v R nerovnicu v/8 + 2z — 22 > 6 — 3.

Riesenie.

1. Najprv uré¢ime obor definicie danej nerovnice. Lava strana
L(z)=V8+ 2z —a?

je definovana pre 8 + 2x — 22 2 0, t.j. ak x € (—2; 4). Prava strana P(z) = 6 — 3x je
definovana pre kazdé © € R, a preto o danej nerovnici ma zmysel uvazovat pre x € (—
—2; 4) =D, ¢o je jej pozadovany definiény obor.

2. Vyriesime zodpovedajicu rovnicu v R, ktorda ma v nasom pripade tvar
V8+2r —2?2=6—-3x (20)

a rie§ime ju ,umocnenim na druhd“. Odtial 52? — 192 + 14 = 0. Lahko zistime, Ze pre

rovhicu je K ={1}.

3. Nakreslime tu cast Ciselnej osi, ktord je ur¢end definicnym oborom nerovnice D (pozri ob-
razok nizsie) a znazornime v nej body mnoziny K t.j. body, ktoré st rieSenim zodpo-
vedajicej rovnice z ¢asti 2. V nasom pripade znazornime bod 1 prazdnym krizkom, lebo
ide o ,0strt nerovnicu®, plny kruzok by sme dévali v pripade nerovnice typu < alebo 2:

W\ (5]
. )
—2 1

~ 0

4. Body mnoziny K rozdelia znazorneny defini¢cny obor nerovnice D na intervaly —
v nasom pripade bodom 1 sme dostali intervaly (—2;1) a (1;4).
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5. Vyberom vhodnych bodov z jednotlivych ziskanych intervalov overime, ¢i v nich
je splnena poZadovani nerovnost v danej nerovnici. Ak 4no, tak oznac¢ime na ob-
razku skimany interval napr. znakom P (plati nerovnost) a v opacnom pripade znakom
N. V nasom priklade pre 0 € (—2; 1) je L(0) = v/8 # 6 = P(0), a preto na (—2; 1) dand
nerovnica neplati, ¢o sme na obrazku nad intervalom zaregistrovali dohodnutym znakom N.
Obdobne pre 2 € (1; 4) je L(2) = v/8 > 0 = P(2), a tak na (1; 4) nerovnica je splnen4 a
tento interval sme oznacili znakom P.

6. Riesenim danej nerovnice je zjednotenie vsetkych intervalov, ktorym bol prira-
deny znak P.V nasom pripade je to interval

(1; 4). 0
Ulohy
Urcte definiéné obory funkecii:
Ly=2*+2vV2—2— 22— Va2 +z—2; [(—2; 1)]
2. y=V222+ Tz — 4+ v 16 ; [(—00; —4) U (1/2; +00)]
x+4

3.y= 2%, (=5 4) U (6; +o)]
224+ —20
4. y:’/ﬁ. [(65 +00)]
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1. =
vVr+13—4

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Rieste v R iracionalne rovnice, resp. nerovnice alebo stuistavy iraciondlnych rovnic:

\/!E+13+2_7‘

V2r+5 - Vr—1=T;

V2r+5+Vr—-1=4

\/E+b:a+b.

Vr—b a—b’

VIi—Ge Tt =a—3;

Vi+avl—a2=z+1;
1+x\/x27—:x+1;

VT+2+vVr—2=3x—2;

AT =9+ —16=T;

Vo +1++r+2=+/4z +5;
Vad +8 + Vad + 8 = 6;

J7—2v7 = /18 - 13y/;
24 V4+4+2x -2 =x—2;
3VT+6—-5yy—1=-3, TVr+6-9y—1= 1;

Vrty+yr—y=a, Jyr+y—Jr—y=>0;

3 1
z_ — =9
\/x—l-z \/ 5 ;

V3r —2 — Jr+3=1;

V2r =3+ V3r+d— /20 -3 VBr =2

1 1

_ =/3:
r—Vat—xr rH+Vat-zx V3
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T+ 2 r—3 5
20. — = ——: —
0 \/x—S \/x+2 6’ [-6]

—4
21. oL T 8 —2; [nema4 riesenie]
r+8 or —4
x—2 9z 10
22. ¢ Y = —; 3;—1/121
Jit e = 3:-1/121
16z r—1 5
23. 3 5 — _- 2;—1/511
s \/m—1+\/16x 2’ [2:-1/511]
vV 2
24. 5’7; <1 [(—2; 0) U (2; +00)]
25. V25 — 22+ Va2 4+ Tz > 3; [(0; 5)]
26. Va2 +5zx—6>z+2; [((—o0; —6) U (10; +00)]
27. V12 + 6z > . [(—o0; —2) U (0; 3)]
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Exponencialna funkcia a exponencialne rovnice

Definicia 11 Nech a je dané cislo, pre ktoré plati: a € RT = (0;00), a # 1. Exponencidlnou
funkciou so zakladom a nazyvame kaZdi funkciu, ktord je dand predpisom

y=a". (21)
Uvedieme zékladné vlastnosti exponencialnej funkcie.
1. Jej definicnym oborom je mnozina R vSetkych realnych cisel.

Yy Yy
a>1 2+ Yy =a” y=a* 2+ O<ax<l1

|
?

\
I\
\
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Obr. 17: Nacrt grafov funkcii y = a”

2. Grafom funkcie y = a” je tzv. exponencialna krivka alebo exponenciala. Na Tavom
obrazku je na¢rtnuty graf funkcie pre nejaké a > 1 a na pravom pre 0 < a < 1.

3. Vsetky exponencidly pretinaju v suradnicovej stustave Oxy os y v jedinom bode so surad-
nicami [0; 1] (lebo a® = 1 pre vetky uvazované hodnoty a) a s osou z nemaji spolo¢ny
bod.

4. Oborom hodnot kazdej exponencialnej funkcie je mnozina kladnych realnych ¢isel, t.j. D =
= (0; 00).

5. Kazda exponencialna funkcia je prosta.
Priklad 15 Majme lubovolné cislo a také, zZe a € (0;00), a # 1 . Ezistuje nejakd sivislost
medzi grafom funkcie f:y = a® a grafom funkcie g:y=a"*?

Riesenie. Je zrejmé, Ze f je exponencidlna funkcia so zakladom a. Predpis funkcie g nie je
priamo v tvare , ale je mu ,podobny*“. VSimnime si, ze pre lubovolné x € R plati:

g(~2) =0~ =@ = f(a) (22)

Vieme, Ze bod x je na ¢iselnej osi simerne zdruzeny s bodom (—z) vzhladom na bod 0. Na
zaklade mozeme konstatovat, ze hodnota funkcie f v Iubovolnom bode z je rovna hodnote
funkcie g v zdruzenom bode (—x). To ale znamend, ze graf funkcie g dostaneme z grafu funkcie
f pomocou osovej simernosti vzhladom na os y (¢o je priamka x = 0). V stvislosti s tym
vznika prirodzend otézka: nie je aj funkcia g exponencidlna? Ano, je. Vidno to z tejto Gpravy

jej predpisu:
T 1\*
— -z g -1 g —
g(x)=a (a ) <a) :

g je teda exponencidlnou funkciou so zakladom 1/a.
Tym sme ukazali, ze graf exponencialnej funkcie so zakladom a je simerny v osovej simer-
nosti vzhladom na os y s grafom exponenciélnej funkcie so zékladom 1/a.

Ukazeme zékladné metody na vyriesenie exponencidlnych rovnic (t.j. rovnic, v ktorych
sa vyskytuji mocniny s nezndmou v exponente): rovnicu upravime na tvar
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e rovnosti dvoch vyrazov s rovnakym zakladom (pozri priklad a potom pouzijeme tuto
vlastnost exponencialnych vyrazov: pre Iubovolné realne cisla x; a x5 plati:

1

a =a™ <= 11 = T9; (23)

e v ktorom mozeme pouzit substitiiciu — pozri priklad

e v ktorom modzeme obe strany rovnice ,logaritmovat® — k tomu potrebujeme poznatky o lo-

garitmoch (pozri priklad
Priklad 16 Vyriesme v R rovnicu 9°72 45 - 9*11 = 14.
Riesenie. Plat{ 9v12 = 9v . 92 3 9v*! = 9v. 9! &0 znamen4, Ze pre lavi stranu danej rovnice je
9t2 4 5.9 =9v. 92 1 5.9".91 = 9Y(92 +5-9') = 126 - 9.

Dospeli sme k ekvivalentnej rovnici

Ay 1
126-9" =14 a po predeleni ¢islom 126 9Y = 9

Ale ]
9= 9~! a teda rovnica ma tvar 9’ =97%
Odtial na zaklade dostévame, 7Ze rieSenim danej rovnice je ¢islo v = —1. U

Priklad 17 Riesme v R rovnicu
3-16" +2-81* =5-36".

Riesenie. Vydelme obe strany danej rovnice vyrazom 36%. Kedze

16" (16)’6 (4)"’5 81% (81)m (9)“
_— = —_— = a _— R— — —
36" 36 9 36" 36 4)’

s (3 v (3 -5

xr
Ak oznacime (%) = t, tak ziskame rovnicu

tak dané rovnica nadobudne tvar

2
St+-=5
+t

a odtial po jednoduchych tipravach dostaneme 3t? — 5t + 2 = 0. RieSenim tejto rovnice je t = 1
a t = 2/3. Na zéklade pouzitej substiticie je

4I

G- = O-0 = -z

Takto K = {0;1/2}. O
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Ulohy

Nacrtnite grafy funkecii:

1. y=2*
2.y=1-8"
3. y=5""42
4., y="T7"

Graficky znazornite ohranic¢ené oblasti ohranic¢ené krivkami zadanymi nasledujticimi predpismi:
l.y=2z, y=z, x=25;

2. y=3—z, y=x, y=0;
3.y=5—2z, y=2+2x, x=0;

4. x =9y, y=2xa—2;

5.y =6z —a%, y=0;

6. y=12>—2x, y=0;
7.y=—a?+2, y=—-3v+4;

. y=a?—x—-6, y=—a%+5z+ 14;
9. y=2>—2, y=23r—2?;

10. z-y=4, z+y=>5;

11. y =23, y=4x;

12. y=2e*+3, y=¢e*, x=0;

13. y=¢e*, y=1 x=4;

4. y=e"* y=e, x=0.
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Zakladné vlastnosti logaritmu a logaritmicka funkcia.
Jednoduché logaritmické rovnice

Definicia 12 Ak a > 0, a # 1 a x je lubovolné kladné redlne cislo, tak existuje jediné redlne
éisl l, také Ze a® = x. Toto jediné redlne ¢islo nazijvame logaritmom é&isla x pri zaklade
a a oznacujeme ho zdpisom log,x.

Je potrebné dobre si zapamétat podstatu tejto definicie:

log,x =¢ <= a'=u. (24)

Teda ¢&islo a vystupuje v zdklade logaritmu log,z a aj v zéklade exponencidlneho vyrazu a’.

Priklad 18 Uréme hodnoty: a) logs81; b) log,,0,001; ¢) log18.
Riesenie.
a) Na zaklade je

log;81 = ¢ <= 3'=38l.

Ale 81 = 3%, a tak poslednti rovnicu mézeme zapisat v tvare 3¢ = 3*. Odtial ¢ = 4 a teda
log481 = 4. Pri miniméalnej zru¢nosti s logaritmami sme mohli dospiet k vysledku otazkou:
»3 na kolku je 81?7 Odpoved je: na stvrtu. Preto log;81 = 4.

b) Kedze 0,001 = 1073, tak log;,0,001 = —3.

¢) Mohli by sme polozit otdzku: % na kolku je 87 Ak by sme nevedeli odpoved, tak by sme

pouzili opét (24]) a dostali by sme
1 l
log%S ={ <= () = 8.

Ale

a teda log%8 = —3. U

Teraz uvedieme zakladné vlastnosti logaritmu.

V1: Pre kazdé a > 0, a # 1, a pre vsetky kladné realne cisla r, s plati
log,(r - s) = log,r + log,s;

logaf = log,r — log,s;
s
ak jet e R
log,r* =t - log,r.

V2: Nech a, b st Tubovolné ¢isla mnoziny R — {1} a r ¢islo z mnoziny R*. Potom

"Vidno to z grafu exponencialnej funkcie = a* (pozri grafy na obr. 7 kde ¢ je nezavisle premennd a x je
zavisle premenné.
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y = log,x

layiii

y =log,x

Obr. 18: Nacrty grafov funkcii y = log, x pre a = 2 vlavo a a = 1/2 vpravo

V3: Pre kazdé a € Rt, a # 1 a pre vSetky z1, x5 € R plati:
T 7£ T <~ 1Oga$1 7£ 10gax27
éize log,z1 =log,zo <= 21 = 2,.

Poznamka 7 Prechodu od rovnosti x1 = xo k rovnosti log,xy = log,xs (vid V3) hovorime
Llogaritmovanie rovnosti x1 = xo “. Tu je potrebné pozZadovat, aby x1 a x5 nadobidali len kladné
hodnoty. Ak teda logaritmujeme nejaki rovnicu, tak je nevyhnutnd skiuska spravnosti pre vypo-
citané hodnoty (ind¢ by sme museli ndjst mnozinu, na ktorej si obe strany rovnice kladné).

Poznamka 8 V zdpise ,log,,x “ zvycajne vynechavame ziklad ,10“ a piseme len logz, obcas
sa moZete stretnit aj s oznacenim g x. Namiesto log,x (tzv. prirodzeny logaritmus — logaritmus
naturalis, ktorého zakladom je Eulerovo cislo e =2,71828) zvykneme pisal Inz. A aby to nebolo
uplne jednoduché, informatici zvykni pisat log x namiesto log,x a vo viacerych programovacich
jazykoch (napr. C, Matlab, Mazxima, ... ) sa oznacenie logx pouziva pre prirodzeny logaritmus!

Definicia 13 Nech a > 0, a # 1 je dané cislo. Logaritmickou funkciou so zakladom a
nazyvame kazdiu funkciu, ktord je dand predpisom

y =log,, (25)
kde x € (0;00).
Uvedieme zakladné vlastnosti tejto funkcie

1. Jej definiénym oborom je mnozina vSetkych kladnych redlnych ¢isel, ktort zvykneme ozna-
Covat symbolom R*.

2. Graf funkcie y = log,z je zndzorneny na obr. [I8 na lavej Casti obrazku je nacrtnuty jej graf
pre zvolené a > 1 a na pravej pre 0 < a < 1.
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Obr. 19: Grafy exponencialnej a logaritmickej funkcie s rovnakym zédkladom

3. Grafy vsetkych logaritmickych funkecii pretinaji v suradnicovej stustave Ozy os x v je-
dinom bode so stradnicami [1; 0] (lebo log,1 = 0 pre vSetky uvazované hodnoty a) a s osou
y nemaju spolo¢ny bod (os y je asymptotou grafu).

4. Oborom hodnot kazdej logaritmickej funkcie je mnozina vsetkych redlnych ¢isel, t j. D = R.
5. Kazda logaritmicka funkcia je prosta.

6. Graf funkcie y = log,z prechddza bodom, ktorého suradnice st [a;1] a tiez bodom so
stradnicami [1/a; —1].

Poznamka 9 KaZdé cislo log,x je podla definované pomocou exponencidlneho virazu a’,

pricom zdklady su rovnaké. Vznikd otazka: ako suvisi graf logaritmickej funkcie s grafom expo-

nencidlnej funkcie? Ak zndzornime v jednej suradnicovej sustave grafy funkcii

y=log,x o y=ad,

(zaklady si rovnaké!), tak grafy budi osovo sumerné vzhladom na priamkuy = x. Na obr. |19 si
znazornené tieto grafy v pripade a = % (skiste si nacrtnit tieto grafy v pripade napr. a = %)

Priklad 19 Uréme definicny obor a obor hodndt dangch funkcii, nacrtnime ich grafy a urcme
ich priesecniky so siradnicovymi osami: a) y =logys(z +2); b) y = log2?; ¢) y = log,8z. H

Riesenie. V predpisoch vSetkych troch funkcii vystupuje logaritmus, ale ani jeden nie je v tvare
. Uvedieme jednu z moznosti ako sa s prikladom vysporiadat.

12Komu je zndmy pojem inverznd funkcia vie, ze ak zndzornime graf funkcie a graf k nej inverznej funkcie
v jednej suradnicovej ststave, tak tieto dva grafy st vzdy osovo simerné vzhladom na priamku y = z. V nasom
pripade je logaritmicka funkcia inverznou funkciou ku exponencidlnej funkcii.

13Niektoré pramene pouzivaju korektnejsie zapisy: namiesto y = log 22 pfdu y = log(2?) a namiesto y = log,8x
zas y = log,(8z).
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a)

Logaritmus ,existuje len pre kladné ¢isla“, a preto definicny obor funkcie y = log, 5(z + 2)
dostaneme vyrieSenim nerovnice x + 2 > 0. Odtial mame

D = (—2;00).

Aky je jej obor hodnot? Pokiisime sa ho ziskat z grafu funkcie. Graf funkcie y = log;
pozndme (pozri pravi ¢ast obr. [1§)). Posunutim tohto grafu o vektor v = [—2;0], (t.].
posunutim proti smeru osi x 0 hodnotu 2) dostaneme graf nasej funkcie y = log, 5 (¢ + 2),
ktory je uvedeny na obr. 20} Jeho kolmym priemetom na os y ziskame obor hodnot danej
funkcie: je zrejmé, ze

H =R.
Podme na priesecniky so stiradnicovymi osami:
— priesecnik s osou y: tu staci zistit hodnotu danej funkcie v bode 0. Kedze log, 5(0+2) =
= log 5 2 = —1, tak graf pretina os y v bode so stradnicami [0; —1J;

— priesecnik s osou x: tu je potrebné zistit, ¢i v nejakom ¢isle x nadobida dana funkcia
hodnotu 0. To musime rieit rovnicu log, 5(z + 2) = 0. Na zaklade dostaneme

05 =2+2 <=  z=-1
Teda graf danej funkcie pretina os = v bode so siradnicami [—1;0].

Definiény obor funkcie y = log 22 je dany rieSenim nerovnice 2 > 0. Odtial je
D =R — {0} = (—00;0) U (0; 00).

Ale ako sa dopracovat ku grafu funkcie f: y = log 22? Keby tam nebol ten logaritmus tak
by to bola parabola! A ¢o tak tiprava predpisu funkcie podla vlastnosti V1: log 22 = 2-log 7
Dostaneme tym funkciu

g:y=2-logx (26)

a jej graf uz vieme ziskat z grafu funkcie y = log x (¢iarkovany graf na obr. dvojnasobnou
dilataciou (nésobenie ¢islom 2). Tato dvaha je spravna len pre kladné x, lebo definiénym
oborom funkcie g je mnozina (0; 00). Ale definiény obor funkcie f je (—oo;0) U (0;00). Ako
sa vysporiadat s intervalom (—o0;0)? VSimnime si, Ze pre Tubovolné x # 0 plati

(=) =log(—x)* =loga” = f(z),

¢o znamena, ze hodnoty funkcie f sa vo dvojici simerne zdruzenych bodov x a (—x) rovnaju.
Teda jej graf je osovo siimerny vzhladom na os y. Pozadovany graf dostaneme z grafu funk-
cie g pomocou osovej stmernosti vzhladom na os y — pozri obr. 21} Z obrézku vidno, zZe
oborom hodno6t danej funkcie je opaf mnozina R.

Kedze ¢islo 0 nie je z definicného oboru danej funkcie, tak jej graf nepretina os y. Os z
pretina v bodoch, ktorych z-ové stiradnice st rieSenim rovnice log z? = 0. Odtial podla (24
je 2 = 1, a teda x = &1. Graf danej funkcie pretina z-ovii os vo dvoch bodoch, ktorych
stradnice st [—1;0] a [1;0].

Defini¢ny obor funkcie y = log,8x ziskame rieSenim nerovnice 8x > 0. Odtial je D = (0; 00).

Graf nasej funkcie y = log,8x by sme mohli dostat osemnasobnou kontrakciou znameho
grafu funkcie y = log,x. Ukdzeme nézornejsi postup: na zéklade vlastnosti V1 a plati:
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y= log075(x +2)

Obr. 20: Nécrt grafu funkcie y = log (= + 2)

Obr. 21: Nacrt grafu funkcie y = log(z?)
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Y | y=logy8x) =3 +log

Obr. 22: Nacrt grafu funkcie y = logy(8x)

log,8z = log,8 + log,z = 3 + log,x. Tieto upravy boli ekvivalentné, a teda predpis danej

funkcie mozeme zapisat takto
y = 3+ log,. (27)

Graf funkcie y = log,z pozndme (na obr. je nakresleny prerusovanou ¢iarou). Z neho
dostaneme pozadovany graf funkcie (27) posunutim, ktoré je dané vektorom v = [0; 3], t. .
posunutim v smere osi y o hodnotu 3 — pozri obr. 22| Odtial vidno, Ze oborom hodnét dane;

funkcie je mnozina redlnych cisel R.

V bode 0 nie je dana funkcia definovana, a preto jej graf nepretina os y. Na urcenie prie-
secnikov s x-ovou osou treba riesit rovnicu log,8z = 0. Podla dostaneme 2° = 8z,
t.j. = 1/8. Teda graf pretina x-ovii os v bode, ktorého siradnice st [1/8;0] (porozmys-
lajte o tom, ako sme sa mohli dopracovat k tomu bodu cez osemnésobnt kontrakciu). 0

Pri rieseni logaritmickych rovnic (t.j. rovnic, v ktorych vystupuje logaritmus vyrazu
s nezndmou) zvycajne pomocou vlastnosti V1 a V2 upravime rovnicu na tvar

e rovnosti dvoch logaritmov s rovnakym zakladom (pozri priklad a potom pouzijeme
vlastnost V3 (tzv. ,odlogaritmovanie, t.j. ,exponovanie®):

lOgaLUl = lOga.TQ - Tl = To. (28)

e v ktorom mozeme pouzit substitiiciu — pozri priklad
e v ktorom mozeme obe strany rovnice ,logaritmovat® (pozri priklad

Pri rieseni vacsiny logaritmickych rovnic budeme potrebovat definiciu logaritmu

(24).
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Priklad 20 Riesme nasledujice rovnice
a) log,8 = x; b) logyr = 3; c) log,8 = 3.

Riesenie. Na zéaklade je
a) log,8 = x prave vtedy, ked 27 = 8. Pretoze 8 = 23, tak 27 = 23, a teda x = 3.
b) log,x = 3 préave vtedy, ak 23 =z, t.j. z = 8.

c) log,8 = 3 prave vtedy, ked x3 = 8, ¢ize z = 2. O

Priklad 21 Riesme v R rovnicu log(x — 2) + log(8x +4) = 3.
Riesenie. Pretoze 3 = log 103, tak tipravou lavej strany rovnice podla vlastnosti V1 dostaﬂvame@
log[(x — 2)(8z + 4)] = log 1000.

»Odlogaritmovanim* tejto rovnice dostaneme (x —2)(8z+4) = 1000, co je kvadraticka rovnica.
Jej riesenim je 21 = 12 a 9y = —21/2.

Kedze sme pouzili neekvivalentnt tpravu rovnice, musime urobit sktsku spravnosti.

Pre x = 12 je hodnota lavej strany rovnice

L(12) =log(12 — 2) + log(8 - 12+ 4) = log 10 + log 100 = 1 + 2 = 3,

a teda 12 € K.
x = —21/2 nie je riesenim danej rovnice, lebo v tomto bode log(z —2) neexituje — dostdvame
logaritmus zaporného ¢isla. Zaver: K = {12}. O

Priklad 22 Riesme v R rovnicu 272 +2% =5.3%"1 — 37,
Riesenie. Je to exponencidlna rovnica. Upravime jej lava stranu

902 4 or _or 92 | 9r _ 5. ot
a aj jej pravu stranu

5 2
5.396—1—390:5-3%-3—1—3“":33”(—1):-3?
3 3

Dant rovnicu mézeme teda zapisat v ekvivalentnom tvare
2
5-2I:§~3“ = 15-2* =2. 3"

Poslednti rovnicu uz moézeme ,logaritmovat®. Zvolime za zdklad logaritmu Eulerovo ¢islo e —
potom logaritmus podla dohody oznacujeme In (mohli sme zvolit za zdklad logaritmu aj ¢islo
2 alebo 3 alebo 10). Podla vlastnosti V1 dostaneme

Inl5+2zm2=In2+2zIn3 = z(In2 —In3) =In2 —In 15,

odkial
~ In15—-In2 In75

~ In3—-In2 Inl5
Velkou chybou by bolo kratit vysledny zlomok ,vyrazom In“. Skusku spravnosti nemusime
urobit, lebo sme pouzili ekvivalentné upravy — ale skiste ju urobit! O

147iskana rovnica nie je ekvivalentna s danou rovnicou — zdévodnite to.

39



Priklad 23 Riesme v R rovnicu z'°%% = 0,122
Riesenie. Najprv dani rovnicu logaritmujeme
log(2'°8™) = log(0,12%).
Podla vlastnosti V1 dostavame
logx - logx = log0,1 4+ 2log x.

Z definicie logaritmu (24]) je log0,1 = —1 (zédkladom logaritmu je ¢islo 10). Potom ziskana
rovnica nadobuda tvar'
log?r — 2logz +1=0.

PouZitim substitticie log z = y dostdvame kvadratickt rovnicu y? —2y+1 = 0 s nezndmou y € R.
Riesenim tejto rovnice je y = 1. Dosadenim do substitu¢nej rovnice dostavame logx = 1, ¢ize
r = 10! = 10.

Urobime skusku spravnosti:

L(10) =10 =10' =10 a  P(10) =0,1-10% = 10.

Teda = = 10 je jedinym riesenim danej rovnice. U

5z = (sinx)® a pod.
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1.

2.

3.

4.

Ulohy
Urcte hodnoty logaritmov:

a) log;,1000;
b) log,0,5;
c) log;1;
1
d) logy —:
) Ogg 3 )
e) logy 4;

f) log, V4.

Vypocitajte hodnoty vyrazov:

a) log; 10 + log; 12,5;

b) 4logg 3 + 5logg 2 — log 12
c) log, 10 +log, 6,4 ;

d) 5logh + 6log2 — log 20;

e) log 1500 — log 15;

125
f) logs 250 + log; Ve log 571

Urcte y, ak

a) logy = log(x + 3) + log(z — 3) — log(z? + 1) — 2;
2 1

b) logy = 2loga — glogb — zlogc.

Rieste v R rovnice:

a) logs(z + 5) = logs(2z — 1);
b) log(z +3) —log2 =1 — log(x + 2);

41

-

(x4 3)(x — 3)]
100(x2 + 1)

i

[6]



c) logy(z? — 8z) = 2;
d) logg(dx +8) = 2;
e) log,r = 3;

f) logyyz = —4;

g) logisz =0,5;

h) logys x = —0,5;

i) 10g0,2487 r=0;

j) logyz = —3:
k) log,8 = 3;
1) log, 9 =2;
m) 10&05:;;
n) log, 25 =2;
0) log,49 =2.

. Urcte defini¢né obory funkcii:

a) y=/log(7 —x — 22);

|
8

b) y = /log1(2 — x);

) y= 1Og5x—

3z

€r —

d) y = 4/log,

il

03

~—
55
Il

w

| 3
—x + 4/log 3

h) y = log (1 —log(z® — 5z + 16));




]

Il
w

e) z=—1l Yy f) ‘ Yy
\ 1+ \ 1+
\ \
\ \ y = |logy(x+1)|
3 9 { 0 1 =« { 0 1 =

\ \
\ 1+ | =1t

y = logy|z+1[\ | r=—1

Obr. 23: Nacrty grafov funkecii dlohy 3

6. Urcte definiény obor a obor hodnot danych funkcii, nacrtnite ich grafy a urcte ich priesecniky
so suradnicovymi osami:

a) y =2+ logyx—1); [D=(1;00); H=R; [10/9;0]]
b) y=3—Inxz; [D = (0;00); H =R, [e%0]]
c) y=2—logy(z+1); [D = (—1;00); H =R; [-0,51;0]; [0;2]]
d) y=logy,(3 —z) - L; [D = (—00;3)); H =R; [1;0]; [0;10gy3 — 1]]
e) y =log, |z + 1; [D=R—{-1} H =R; [-2;0]; [0;0]]
f) y = [logy(z +1)[; [D = (—1;00); H = (0; 00);[0; 0]
g) y =log(z —1); [D = (1;00); H = R; [1;0]]
h) y =In(2z + 5); [D = (—5/2;00); H =R, [0;1n5]; [—2;0]]
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