Kapitola 5

Limita funkcie

5.1 Co je to limita funkcie

Nech je dand funkcia f: y = f(x) = 2z + 2, ktord je definovand na mnozine R = (—o0, 00).
Ak uvazujeme ¢islo ,blizke* ¢islu 1, tak vidime, Ze hodnoty funkcie f st ,blizke* ¢islu 4.
,Blizkost“ ¢isel tu posudzujeme podla velkosti absolitnej hodnoty ich rozdielu. Inak by
sme mohli posudzovat blizkost nejakého cisla k danému ¢islu podla toho, ¢i sa nachadza
v dost ,,malom® okoli prislusného ¢isla.

Definicia 5.1 Pod é-okolim bodu xy budeme rozumiet otvoreny interval (zq— 4, o+ 0),
kde § > 0, 6 € R. Oznacime ho symbolom: Os(xy).

0-okolie bodu xg je interval so stredom v bode xq a polomerom 4. Ak nejaké Tubovolné
realne ¢islo x je z §-okolia bodu xg, tak to mézeme napisat jednym z nasledujicich spdsobov:

Definicia 5.2 Pod pravym /-okolim bodu xj rozumieme interval (xg, xo+9), kde § > 0,
§ € R. Oznac¢ime ho symbolom: O (z).

Of(wo)={r€eR:zgSx<x0+dANd>0}= (10,70 +9).

Pod lavym -okolim bodu xy rozumieme interval (xo—d, z¢), kde § > 0, § € R. Oznac¢ime
ho symbolom: Oy ().

O5 (vo) ={zeR:xg—0 <z Za90 A6 >0} = (29 — 9, 0).
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Niekedy pouzivame aj zjednodusené zapisy & okolia: d(xg), d_(xo), 04+(z0), Os(zo),
Oj5 (z0), OF (x), alebo len napiSeme d-okolie bodu .

Definicia 5.3 Nech je dana funkcia f, bod zy a realne ¢islo . Hovorime, ze funkcia f
ma v bode z( limitu rovnu ¢islu «, ak k lubovolnému realnemu ¢islu € > 0 existuje také
Os(xo), ze pre vsetky = € Ogs(xzg), x # xo je funkcia f definovand a plati: [f(z) —af < e.
Piseme:

xll>nx10 f(z) = a. (5.1)
Definicia 5.4 Nech je dana funkcia f, bod zy a realne ¢islo a. Hovorime, ze funkcia f
ma v bode zj limitu sprava rovnu cislu a, ak k Tubovolnému redlnemu cislu € > 0
existuje také OF (xg), Ze pre vietky z € OF (zo), ¥ # zo je funkcia f definovand a plati:
|f(x) — a| < e. Piseme:

lim f(z) = a. (5.2)

.’E—}LEO

Definicia 5.5 Nech je dana funkcia f, bod zy a realne ¢islo a. Hovorime, ze funkcia f
ma v bode zy limitu zlava rovnu cislu «, ak k Tubovolnému realnemu ¢islu € > 0
existuje také Oy (xy), ze pre vsetky = € Oy (z9), © # xo je funkcia f definovana a plati:
|f(x) — a| < e. Piseme:

lim f(z) = a. (5.3)

.’L‘—}(L‘O

Poznamka 5.1.1 Limity funkcie f sprava (5.2) a zlava (5.3) v bode x sa nazyvaji jed-
nostranné limity funkcie f v bode xy.

Veta 5.1 Nech je dana funkcia f a redlne ¢islo xy. Funkcia f ma v bode xg limitu rovni
realnemu ¢islu a prave vtedy, ked funkcia f ma v bode z( limitu sprava aj limitu zlava
a navyse obe limity sa rovnaju realnemu ¢islu a. Formalne to zapiseme:

lim f(x) = lim f(z) = lim f(z) = a.

T—rT0o Ty Ty

Nech lim f(z) = a. Nerovnost |f(x) — a| < € znamena to isté, ¢o zapis:
0

a—e< f(x)<a+e.

Zostrojme grafy funkcii g; a ¢o, kde g1: y = a — ¢ a go: y = a + . Ak zvolime € > 0
[ubovolne malé, potom pas, ktory je ohrani¢eny rovnobezkami y = a — ¢ ay = a + ¢,
ktorého Sirka je 2 - e, urci vzdy J-okolie bodu xy tak, ze graf funkcie f bude pre kazdé
x € Ogs(xg), © # x¢ lezat medzi tymito rovnobezkami, t.j. medzi grafmi funkcii g; a gs.
Pozri obrazok 5.1.

Na zéklade obrazku 5.1 mozeme povedat, ze funkcia f ma v bode xg limitu rovna
realnemu cislu «, ak ku kazdému e-okoliu bodu «, existuje také d-okolie bodu xq, ze pre
vetky hodnoty = # x¢ z okolia Os(zg) je zodpovedajica hodnota funkcie f(z) z e-okolia
bodu a.
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Y
y=o+ec—
a-
Y=o —¢c—
0 x

Obr. 5.1: e-okolie a §-okolie bodu zg funkcie f a jej limita «.

5.2 Vlastnosti limity funkcie

Veta 5.2 Nech su dané funkcie f a g. Ak existuja limity: li_>m f(z) =aa lim g(x) =g,
T—x0

T—rTQ
tak existuju aj nasledujice limity:

(1) lim ¢ = ¢, kde ¢ € R je konstanta,

T—T0

(2) lim (¢- f(z)) =c- lim f(z) =c-a, kde ¢ € R je konstanta,

(3) lim (f(2)+g(x)) = Jim f(x) + Jim g(x) =+ 5,
(4) lim (f(2)-g(x) = lim f(z) - lim g(z) = a5,

(@) dm fE)
6 1, (563) = oo =5

T—T0
Veta 5.3 Platia nasledujiice rovnosti:

, pre § # 0.

sin x

O

(2) lim =% =,

T—00 €x

(3) lim =% =,

T—00 x

, m
(4) lim arctgz = >

(5) lim arctgz = —g,

T—r—00
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(6) lim arccotgz = 0,

(7) zl_l}I_noo arccotg r = T,

1
(8) lim (—) — neexistuje,

z—0 \

1 xT

(9) lim <1+—> =e.
r—+o00 €T

Poznamka 5.2.1 Vety 5.2 a 5.3 platia len pre pripady vlastnych limit. Pre neurcité vyrazy

i#;, %, 0-00, 17, 00?0 a 0°, ktoré mozeme dostat, ak sa snazime dosadit za = hodnotu

xg, postupujeme tak, Ze najprv si uréime typ neurcitosti (po tzv. nespravnom dosadeni

za x). Odstranime neurcitost (alebo aspon ¢iastocéne) a vypocitame limitu dosadenim za

premennu .

7. predchadzajtcich definicii a vlastnosti je zrejmé, ze ak }EE} f(z) = A, pre x — =z,
0

tak pre vsetky x # zo: f(x) — A. Ide o vlastnu limitu funkcie f(z) vo vlastnom bode x.
Uvahy mozno rozsirit o pripady, ked limita funkcie f v bode zq je rovna -+oo alebo
—00, a tiez vtedy, ked limitu funkcie f uvazujeme v nevlastnom bode, t.j. pre x — 4o0.
Zmysel tychto pripadov mozno sledovat napriklad na nasledujicich obrazkoch.
Obrazok 5.2 zobrazuje situacie, ked © — xo a f(x) — +oo alebo f(x) — —oo. Teda

ide o limity v tvare: lim f(z) = 400 resp. lim f(z) = —o0.
0 Lo —|— 5
| o
lim f(x) = +o0 lim f(z) = —o0

T—x0 T—T0

Obr. 5.2: Ukézka limit typu: h_}m f(z) = too.
T—xT0

Obrézok 5.3 zobrazuje situdcie, ked  — +o00 a f(z) — A. Cislo A sa nazyva vlastna
limita funkcie f(x) v nevlastnom bode £oo. Teda ide o limity v tvare: l_1>rJ1r1 flz) = A

resp. lim f(z) = A.
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Obr. 5.4: Ukazka limit typu: ll)rin f(x) = £o0.
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Obrazok 5.4 zobrazuje situacie, ked + — +o0 a f(r) — +oo. Hovorime, ze funkcia f
mé nevlastni limitu funkcie f(z) v nevlastnom bode o0, ktord sa rovna +oo. Teda ide
o limity v tvare: Erf f(z) = o0 resp. lim f(z) = £o0.

Zakladné vzorce na vypocet limit!

10

0 e =) il
0 - 3|
(3) Jim (1+3) =e 1+,
(4) IEIEIOO (1 + l) =e (1],
(5) }5% 1 — neexistuje H,
(6) Jm 2=-oc ],
D = ),
8) :}l{lgoa =00, prea > 1 aoo],
9) hma =1,prea=1 a>],
]

lim a® =0, pre a € (0,1)

T—00

= = = =
8

@I
8

lim a* =0, prea > 1

T—r—00

Aim a® =1, prea =1 [a=],

Em a® = oo, pre a € (0,1) [a—°°],

lim 2" = oo, pren €N [00"],

19) lim 2" = oo, pre n € N, n parne [(—o0)™],

T—r—00

lim 2" = —oc, pre n € N, n neparne [(—o00)"],

(
(
(
(
(
(
(
(14
(
(
(
(
(
(
(

)
)
)
)
)
)
16) lim Inz = —oc In 0],
) li
)
)
)
)

lim X =0, preneN [;}7

z—+oo T"

1V hranatych zétvorkach je uvedeny typ limity.
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1
(22) ilﬂ% = =00, pre n € N, n parne {(o)nL
_ 1
(23) :1013(1) — = neexistuje, pre n € N, n neparne {(o)nL
(24) lim < = —o0, pre n € N, n neparne = n},
z—0— T L(07)
: 1 _ ‘ [_ 1
(25) J:li>r(1;1+ =& = o0, pre n € N, n neparne _(0+)n}’
(26) lim tgx = oo tg ],
(27) lir£1 L tgr=—00 tg g],
(%)
(28) lim cotgr = —oo [cotg 0],
z—0
(29) lim cotgz = oo [cotg 0],
z—0+t
(30) lim arctgz = [arctg oo,
(31) lim arctgz = —g larctg — o],
(32) hm arccotgx = 0 [arccotg 0o],
(33) lim arccotgz =m [arccotg — oo,
(34) lim sinz = neexistuje [sin +o0],
T—F00
(35) lim cosz = neexistuje [cos 00].

Riesené priklady 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 a 5.2.4 ukazuju postup pri vypocte limit redlnych
funkcii.

Priklad 5.2.1 Vypocitajte:

(a) lim log (32 — 52 + 1),

z——1
v/ 1-1
(b) lim YEF -~ 2
z—0 x
Riesenie:

(a) lim log (32 = br+ 1) = lim log (3-(=1)*=5-(=1)+1) = log9.

(b)lim\/IJrl_l@lm Ve+l-1 Va+1+1 — lim r+1-1
x—0 T x—0 T vVer+1+1 =0 4. (\/ﬁ—l—l)

1 1
_I—I}(l)\/x—l—l%—l_a
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Priklad 5.2.2 Vypocitajte:
() 1 23422 —4x -4
im
Y a5 2150 14

() lim (x+3)-(z+4) (z+5)
z—00 ¥+ —11

Y

)

Y

(© lim 43 4+ 222 — Tx
z—o0 Tx3 — Ay 4 2

at + 222 -7
d) lim —.
(@) oo 3 — 4 + 1

Riesenie:

(a) Ak funkcia, z ktorej pocitame limitu je raciondlna lomenad (t.j. ¢itatel aj menovatel
tvori polyném) a dostaneme typ limity {g], tak mozme citatel aj menovatel vydelif
vyrazom x — xp. V nasom pripade moézme citatela aj menovatela vydelit vyrazom

z — 2. Dostavame:
23+ 2% —dx — 4 [3] Y ?4+3x+2 4

I .
i 224 5p 14 o2 247 3

(b) Ak dostaneme typ limity [%} , tak na zaklade stupnov polynémov v ¢itateli a meno-
vateli vieme rychlo odhadnut vysledok takejto limity. UkadZeme si to na nasledujtcich
prikladoch (b) az (d).

o (+3)-(x+4)-(x+5)[=2] . 2%+ T2*+ 122 + 52* + 35z + 60
lim = lim =
500 i+ —11 T—00 t 4+ —11
ot (L4844 49 112w
= lim v T T = im a2t 2 et ),

(¢) Aj v tomto pripade dostavame limitu typu {i%], preto zvolime rovnaky postup.

e —Tolz) P (A+E-F)  44i-F 4

11m == 1 = im ——= = —.

T—00 71)3_4:13—{—2 :L‘—>oox3(7_z;42+%) x—)oo'?_%_l_% 7
+oo

(d) Posledn4 limita je tiez typu { } a zvolime rovnaky postup ako v pripadoch (b) a (c).

+o0

ot 22 -7 (2] 953'954'%—1—73) _z+2-% oo
Jim —— = jim L ) S dm T = = oo
—oo 19 —4r +1 0 3 (1——2—1-—3) “ol—-5+ 5 1
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+o0

Poznamka 5.2.2 Limity z racionalnych lomenych funkcii typu {E

} mozeme pocitat
hned, ak pouzijeme jedno z nasledujicich pravidiel:
(1.) ak je v citateli aj v menovateli polyném rovnakého stupna, tak vysledna limita je
podiel koeficientov pri ¢lenoch s najvyssou mocninou polynémov v citateli a meno-
vateli,

(2.) ak je v citateli polyném mensieho stupna ako polyném v menovateli, tak vysledna
limita je rovna nule,

(3.) ak je v citateli polyném vécsieho stupna ako polyném v menovateli, tak vysledna
limita je rovna +oo, ak maju koeficienty rovnaké znamienko, resp. —oo, ak maju
koeficienty opacné znamienko.

Priklad 5.2.3 Vypocitajte limitu:
sin 7x

1M
z—0 x

Riesenie:
Pri rieseni tohto prikladu vyuzijeme pre prehladnost a zjednodusenie substitticiu, ktora uz
bola pouzita v prikladoch 2.5.3 a 2.5.4 na strane 26.

sin7x [2] . 7-sin7z

lim = lim
=0 z—0 Tx

sub. Tx =1 . sint
t 50, t_>0|—7-hm——7~1—7. Vv

t—0 ¢

Priklad 5.2.4 Vypocitajte limitu:

y (2:6 + 3)”1
im )
=00 \ 22 4 1
Riesenie:

V tomto rieseni vyuzijeme podobny sposob zjednodusenia ako v prikladoch 2.5.3 a 2.5.4,
kde sa vyuziva substiticia.

21 + 3\ e 20 +3  \*H 21 +3 — 2z — 1\
T e

z—oo \ 2z + 1 T—00 20+ 1 20+ 1
2 r+1 b 2z41 =t 1 t+1
= lim (1+ ) o 2 zlim<1+—> =
T—500 2z +1 r—00, t—o00| tooo t

N|=

. IR 1
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5.3 Neriesené ulohy

5.1 Vysvetlite nasledujtice pojmy: jednostranna limita funkcie v bode a sprava, jedno-
strannd limita funkcie v bode a zlava a limita funkcie v bode a. Aky je medzi nimi vztah?

5.2 Vysvetlite pojmy vlastna limita, nevlastna limita, limita vo vlastnom bode a limita v
nevlastnom bode.

5.3 Vysvetlite, aky je rozdiel medzi vlastnou limitou v nevlastnom bode a nevlastnou
limitou vo vlastnom bode.

5.4 Vypocitajte limitu funkcie:

a) lim (x2 — 3z + 2),

T2

Y

. 3x+2
b) }Eﬁ T —2

sin 2z

C 1m
) z—0 By ’

tg dx

Y

d) lim

z—0 8
. 10x
)T
3

2 :CIEQZ (x +2)%’

) lim T2+ 2x + 15
&) % T 13221 6

Y

22 —x+3
h) lim —————
) 2% 2% — 8z + 5’

N Var+4-2
1) lim ——,
z—0 €T

j) lim bz v
Vo Bra—3
. b6+ -3
k) lim ————.
r—3 r—3
5.5 Vypocitajte limitu funkcie:
a) lim <1 + §> ;
x

Tr—00
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b) lim (1— §)x,

T—00 €x

1
x

c) igng(l%—Zx) ,

8=

d) lim (1 —3x)=,

x—0
4 z+3
e) lim <1—|——> ,
T—00 X
2$+3 z+1
f) L
)t (2x+1> ’
4 3r—1
9 Jim (1+7)
2 xr
h) lim <x+ ) .
T—00 2$+1

5.6 Vypocitajte dané limity funkcie, ak existuju:

5.7 Vypocitajte nasledujice jednostranné limity:

)i 3r+1
im
a z1t . — 1 ’
3 1
b) lim v

r—1— l‘—]_’

T+ 2
im ,
z—2+ 20 — 4

c)

x4+ 2
d) L
) Mmoo

e) lim v
a3+t 6 — 27

r+ 3
f) i .
) M

Y
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5.8 Vypocitajte limitu funkcie:

a) lim<(x_1)‘ 2—93)
z—1 x2 —1 ’
b)g(”“i_ﬂ)
. V6+x—2
c):lc1_>n%< x+2 )’
d>£’%<—”if2_l>a
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5.4 Vysledky nerieSsenych tloh

5.4 a)0b)7c)2d)32e)oof) —oc0g)5h)0i)0j)—72k) ¢
55 a)cb)ec)e?d)ede) et f)eg) e h) 0

5.6 a) neexistuje b) 0o ¢) —oo

5.7 a) 0o b) —oo ¢) 0o d) —oo e) —oo f) oo

9.2 a)lb)2c)ld)oe) -1



