Kapitola 7

Derivacia funkcie

7.1 Pojem derivacie funkcie

Najprv ukazeme, ako vznikol pojem derivacie pri rieSeni niektorych geometrickych a fyzikal-
nych tloh. Ukazeme teda, akd bola motivacia vzniku tohto pojmu. Pri definovani pojmu
derivacia funkcie sa odvolavame na pojem limity funkcie, pretoze pri rieseni niektorych
geometrickych a fyzikalnych tloh je to prakticky postup.

7.1.1 Geometricka interpretacia

PopiSeme tlohu o dotyc¢nici na zdklade obrazku 7.1.

Y

Obr. 7.1: Doty¢nica ku grafu funkcie f v bode T' = [xq, Yo
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Nech je dand spojita funkcia f: y = f(x) s definicnym oborom D(f). Zvolme na grafe
funkcie f: y = f(x) pevny bod A = [zo, f(z0)] a dalsi ,pohyblivy bod“ B = [z, f(z)], kde
xo,x € D(f) a zg # z. Rozdiel x — g = Az nazyvame prirastok argumentu. Preto ak
Az = x — 9, tak © = 19+ Az. Rozdiel f(zo+ Ax) — f(xo) = f(x) — f(x0) = Af(xo) = Ay
nazyvame prirastok hodnoty funkcie f v bode z( prislichajici prirastku argumentu
Az, alebo tiez diferencia funkcie f v bode zy. Preto ak Af(z) = f(zo + Az) — f(20),
tak f(zo + Ax) = f(zo) + Af(x0).

Podiel:
Af (o) _ f(@o + Az) — f(20)
Az Az
sa nazyva diferenc¢ny podiel funkcie f v bode xy. Tiez sa zvykne nazyvat aj ako rela-
tivny prirastok funkcie f v bode . Z obrazka 7.1 je zrejmé, ze plati:

tgo = L0t AA‘? — Jlxo), (7.2)

(7.1)

Vidime, ze diferen¢ny podiel %;C—Ol je smernicou priamky p, ktord prechddza bodmi A =
[0, o] @ B = [z + Az, f(xo + Az)] grafu funkcie f, kde yo = f(x).

Poznamka 7.1.1 Na zaklade tychto pozorovani a obrazka 7.1 mozno intuitivne dojst k
zéveru, ze ak sa bod B ,blizi“ k bodu A, t.j. ak sa Ar — 0, tak poloha priamky
AB = s (se¢nica grafu f) prechddza do polohy priamky ¢ (doty¢nice ku grafu funkcie f).
To znamend, ze aj smernica priamky AB sa postupne blizi k smernici priamky ¢, ktoru
nazyvame dotycnica ku grafu funkcie f v bode A =T = [xg, yo).

Definicia 7.1 Nech je dana funkcia f: y = f(x) s definicnym oborom D(f) a nech T =
[0, Yo, kde zg € D(f) a yo = f(xo). Nech funkcia f je definovana v Iubovolnom okoli bodu
Zg-

(1) Ak existuje vlastna limita k € R

PR, flxo+ Ax) — f(iﬂo)7
Az—0 Ax

(7.3)

tak dotyc¢nicou t ku grafu funkcie f v bode T nazyvame priamku, ktora prechadza
bodom T a méa smernicu k.

(2) Ak limita (7.3) je nevlastna, tak funkcia f je v bode zy spojitd. Potom doty¢nicou
ku grafu funkcie f v bode T nazyvame priamku ¢, ktora prechadza bodom T a je

rovnobezna s osou 0y.

(3) Ak limita (7.3) neexistuje, tak v bode T neexistuje dotycnica ku grafu funkcie f.
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Poznamka 7.1.2 Dotycnica t ku grafu funkcie f je priamka, ktora prechadza bodom T
a ma smernicu dant vztahom (7.3), preto rovnicu doty¢nice ¢ mézme pisat aj v tvare:

try—yo="k-(r— ), (7.4)
kde T = [zo, %] & yo = f(x¢). Pozri nasledujici rieseny priklad 7.1.1.

Priklad 7.1.1 Napiste rovnicu doty¢nice ¢ ku grafu funkcie f: y = 23 v bode T = [2, §].

Riesenie:
Plati t: y = kx + ¢, kde

(zg + Ax)? — x3 4+ 3ri Ax + 3xo(Ax)? + (Ax)® —

b= Alglclgo Ax - Alggo Az -
o Ax - (322 + 329(Ax) + (Ax)? )
= fim, SRRSO < )+ (07 =

=3z =3-2=12.
Vieme, ze t: y = kx + q a sucasne bod T' € t. Preto plati, ze y = 12x + ¢ a sucasne
8 = 12 -2 + ¢. Odtial dostavame, ze ¢ = —16. Priamka ¢: y = 122 — 16 je dotyc¢nicou ku
grafu f: y = 2® v bode T = [2,8]. v
7.1.2 Fyzikalna interpretacia

Pozrime sa na fyzikalnu interpretaciu rovnakého pojmu. Uvazujme hmotny bod M, ktory
sa pohybuje po priamke p (pozri obrazok 7.2).

S(t() + At)

s(to)

:

|
P Q p
N————

As
Obr. 7.2: Pohyb hmotného bodu po priamke.

QL?“‘K““7
Yy

V ¢asovom okamihu ¢y nech je jeho poloha v bode P a draha, ktori prejde od bodu
O za cas ty je s. Draha s je funkciou casu t, takze uvedeny pohyb je popisany funkciou
s: y = s(t). Nech v ¢asovom okamihu ty + At je pohybujici sa bod M v bode Q. Nech
As je prirastok drahy za casovy interval At. Tento prirastok sa rovna drahe, ktorda bod M
presiel po priamke z bodu P do bodu (). Preto plati:

As = s(ty + At) — s(to). (7.5)
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Podiel:
As  s(tg + At) — s(to)
At At
sa nazyva priemernd rychlost pohybu bodu M po priamke p.
Ak je pohyb bodu M po priamke p nerovnomerny, potom sa priemerna rychlost meni
v zéavislosti od zmeny velkosti At. Ak sa At zmensuje, tak podiel (7.6) stéle presnejsie
charakterizuje uvazovany pohyb v ¢asovom okamihu ¢y. Ak existuje vlastnd limita (7.7)

(7.6)

U(t()) — lim S(to + At) — S(to)

A0 At ’ (7.7)

tak toto ¢islo nazyvame okamzita riychlost bodu M v case tg.

Ak oznac¢ime okamziti rychlost daného pohybu v ¢asovom okamihu tq symbolom v(ty)
a v Casovom okamihu to+ At ako v(tg+ At), potom priemernym zrjchlenim daného pohybu
po drahe P(Q) rozumieme podiel:

Av _ o(ty + At) — v(to)
At At

(7.8)

a limitu (7.9)
(e + At) —w(to)
alto) = Aliglo At
nazyvame okamzité zrychlenie pohybu v ¢asovom okamihu ¢y. Nasledujtci priklad 7.1.2 je
ilustraciou fyzikalnej interpretacie derivacie.

(7.9)

Priklad 7.1.2 Volny pad je dany pohybovou rovnicou v = % g-t?, ktord vyjadruje rychlost
v v zavislosti od Casu t. Vypoditajte okamzitu rychlost pohybujiceho sa bodu (padajiceho
kolmo nadol) v ¢ase ty = 7 sekind, ak gravitaéni konstantu g pozname.

Riesenie:
Plati:
s g (THA)?2—5-g-t8 5-g-((494 14At + (At)?) — 49)
v(ty) = lim = lim =
At—0 At At—0 At
1 . At (144 At) 1 B .
Okamzit4 rychlost pohybujticeho sa bodu v ¢ase ty = 7 sekind je 7- ¢ [m-s™1]. v/

Poznamka 7.1.3 Vidime, ze pre definiciu smernice doty¢nice krivky v danom bode, pre
definiciu okamzitej rychlosti priamociareho pohybu hmotného bodu a pre definiciu okamzi-
tého zrychlenia pohybu sme pouzili limity (7.3), (7.7) a (7.9). Formélne su uplne rovnaké,
vzdy iSlo o limitu diferenéného podielu, t.j. podielu prirastku funkcie k prirastku argu-
mentu funkcie, pricom prirastok argumentu funkcie sa blizi k nule. Vzhladom na dolezitost
tejto limity je prirodzené zaviest pre nu vseobecny nézov — derivdcia funkcie f v bode xy.
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Definicia 7.2 Nech funkcia f : y = f(x) je definovana v okoli bodu zq € D(f). Derivacia
funkcie f v bode zg je ¢islo zodpovedajice limite (7.10) resp. (7.11), ak existuje:

f'(xo) = lim —=——""rmr, (7.10)

resp.

f'(x) = lim

h—0

Definicia 7.3 Hovorime, ze funkcia f: y = f(z) ma v bode zy € R derivaciu zlava, ak
je definovana v istom lavom okoli bodu xy € D(f) a existuje limita:

poon e J@) = fw)
fL(zo) = xllglg x——xo’ (7.12)
resp.
f! (o) = lim flaot h})L — (@) (7.13)

Hovorime, ze funkcia f: y = f(x) ma v bode g € R derivaciu sprava, ak je definovana
v istom pravom okoli bodu zy € D(f) a existuje limita:

resp.
Filo) = lim. flxo + h})z — f(wo) (7.15)

Poznamka 7.1.4 Ak limita (7.10), resp. (7.11) je vlastna, tak hovorime o viastnej deri-
vacii. Ak tieto limity su nevlastné, tak hovorime o nevlastnej derivdcii. Ak tieto limity
neexistuju, tak hovorime, ze funkcia f nema v bode xq derivaciu. Pozri obrazky 7.3, 7.4
a 7.h.

Poznamka 7.1.5 Na oznacenie derivacie funkcie f v bode xy sa najcastejsie pouziva na-
sledujica symbolika:

df(ze)  dy(zo) df

/ !
f (1'0), Yy (l’o), dz ) dx 3 dr

(o).

Definicia 7.4 Nech je dand funkcia f a bod zy € D(f). Funkcia, ktorda ma v bode xg
derivaciu, sa nazyva diferencovatelna v bode x.
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a
f(x0) = o0
Obr. 7.3: Nevlastna derivacia.
Y
f(xo)
. 0 >
_/
i f'(x¢) — neexistuje

Obr. 7.4: Derivacia v bode zg neexistuje.
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Definicia 7.5 Nech je dand funkcia f:y = f(x) s definicnym oborom D(f). Ak mé funkcia
f derivéiciu v kazdom bode nejakej ¢iselnej mnoziny I C D(f), tak hovorime, ze funkcia f
mé deriviciu na mnozine [, ozna¢ime f;(z), t.j.

fi(@) ={[z,y]:x e INy = f'(2)}.

Napriklad pre kvadratickt funkciu f: y = 2? existuje derivacia ' = 2z pre vietky
x €I = (—00,00). Pozri tiez riesené priklady 7.1.3 a 7.1.4.

Priklad 7.1.3 Pomocou definicie derivacie funkcie f v bode xo vypocitajte derivaciu, ak
je dand funkcia f: y = 2% — 2 a bod zy = 3.

Riesenie:
. fB+ Ax) — f(3) . 3+ Ax)?2—-2—(32-2)
r(ay _ _
F3) = jfim, v = fm, A =
- A Ax)? —2 — Az - A
_ fim 9+6- Az + (Az)* —2 9+2:1 z-(6+ :c):hm 6+ Az) =6,
Az—0 Ax Az—0 Ax Az—0
Derivécia f'(3) = 6. Vv

Priklad 7.1.4 Ukéazte, ze funkcia f: y = |z| nemd v bode xy = 0 derivéciu.

Riesenie:
" (0) = lim f(x) = 1) = lim ﬂ: lim =1
z—0+ -0 z—0T X z—0+ T
a
o fle) = f(0) |7 —
! _ - — fr—
f_ <0> N zll>r(1)1_ xr — 0 o xli}g)l_ T x1—>0_ T 1

Vidime, ze f’.(0) # f"(0). Derivacia f’(0) nie je definovana, preto funkcia f: y = |z| nema
v bode g = 0 derivaciu. Pozri obrazok 7.5. vV
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| f/(zo) — neexistuje

Obr. 7.5: Funkcia f: y = |z| nemd deriviciu v bode xy = 0.

Veta 7.1 Ak funkcia f ma v bode xy derivaciu, tak funkcia f je v tomto bode spojita.

Veta 7.2 Nech je dand funkcia f: y = f(z) a bod zy € D(f) je vnatornym bodom
defini¢ného oboru funkcie f. Funkcia f ma v bode zy derivaciu f'(xy) prave vtedy, ak ma
v bode g derivaciu zlava f’ (x¢), derivaciu sprava f’ (xo) a plati rovnost: f’ (x9) = f (o).

7.2 Zakladné pravidla derivovania

Veta 7.3 (Zakladné pravidla derivovania) Nech funkcie f: y = f(z) a g: y = g(x)
majui v bode x derivacie f'(xg) a ¢'(zo). Nech ¢ € R. Potom plati:

(1) (e fx0)) = c- f'(x0),

- g(wo) — f(x0) - g'(20)

, kde g(xo) # 0.

Poznamka 7.2.1 Vetu o derivovani suc¢tu a sucinu dvoch funkeii mozno rozsirit na deri-
vaciu sucétu a sucinu konec¢ného poctu funkeii.

(fi(@) + folx) + -+ ful2)) = filz) + folz) + -+ fr(2),
(f1(x) - fa(@) -+ ful2)) = ifl(fc) fa(w) - fa(@) - filw) - foa(e) - fa(2).

Tieto vzorce platia v kazdom bode xq, v ktorom existuji derivicie vSetkych funkcii f;(z),
pret=1,2...,n.
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Veta 7.4 (Derivécia zloZenej funkcie) Nech zlozend funkcia h: y = f (g(x)) je defino-
vana na intervale (a,b) a nech xy € (a,b). Nech funkcia g mé v bode z, derivaciu ¢'(xo)
a nech funkcia f mé v bode zy = g(x¢) deriviciu f’(zp). Potom funkcia A mé v bode x
derivaciu
W(zo) = f'(20) - ¢'(z0) = [ (9(x0)) - ¢'(w0). (7.16)

Na obrézku 7.6 je zndzorneny graf spojitej rasttcej funkcie y = f(z). Funkcia f je
spojita a rastiica, preto k nej existuje inverznd funkcia f !, ktord je tiez rastica a spojit4.
Grafy tychto funkcii st symetrické vzhladom na priamku p: y = x.

Graf funkcie f ma v bode P = [a,b], kde b = f(a) doty¢nicu, ktord zviera s osou x
ostry uhol a. Graf funkcie f~!' md v bode P’ = [b,a], kde a = f~1(b) doty¢nicu, ktord
zviera s osou x ostry uhol 8. Teda funkcia f~! ma v bode b deriviciu a plati:

(f71)(b) = tgB. (7.17)
Pre uhly o a g plati:
a+p= g (7.18)
Potom dostavame:
() = tg B =te [~ —a) = _
(fHY((b) =tgB =tg (2 a)_COtga_tga_f’(a) (7.19)

Tento vysledok sformulujeme teraz do vety 7.5.

Y

a.
’

’

’
’
’
’
’
’
’
’
’
’
’

Obr. 7.6: Derivicia inverznej funkcie (f_l(yo))/.
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Veta 7.5 (Derivacia inverznej funkcie) Nech funkcia f: y = f(z) je definovand na
intervale (a,b). Nech f je na intervale (a,b) spojitd a prostd. Nech v bode zy € (a,b) ma
funkcia f derivaciu, kde f’(zo) # 0. Potom funkcia v f~! mé& v bode yo = f(z0) derivaciu
a plati:

1 ro 1
() = 50y (7.20)
7.3 Zakladné vzorce pre derivovanie

Pomocou definicie derivacie funkcie f v bode z 7.2 mozno dokazaft, ze platia nasledujice
vztahy:

(

(:U”)/:n-x”_l, pren € RAx e R,
(sin x)/ =cosx, pre x € R,
(

/ -
cosx) = —sinz, pre r € R,

,prexE]R {2k+1 ke Z},

1
(7) (cotgz) = 2 PreT € R — {km; k € Z},

1

(8) (arcsinz) = it pre z € (—1,1),
(9) (arccosz) = \/1_—_##, pre z € (—1,1),
(10) (arctgz)’ = T2 Pree eR,
(11) (arccotgx)’ = #1352’ pre z € R,

1
(12) (Inz) = —prex € (0, 00),

/ 1
(13) (log, z) = g kde a >0 aa# 1, pre x € (0,00),
(14) (%) =¢*, pre z € R,

(15) (a*)' =a”-Ina, kdea >0aa#1, pre x € R.
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Priklad 7.3.1 V dlohach a) az g) vypocitajte derivaciu funkcie f: y = f(x) pouzitim

zékladnych vzorcov.

a) f:y=x—sinz, pre x € R,

b) f:y cos T +a2°-e", prexr ERA1—sinz # 0,

1 —sinzx

Inx
cy=—,prex € R,
x

f
f:y=siny/x, pre x € R7,
f

d)
e) f:y=V1+2° prex e R{,
f) f:y:earCCOtg”Q,prexER,

cy = cos®x + cosx'® 4+ 13 - cosx, pre z € R.
g Y

Riesenie:
a) v = (z —sinz) = () — (sinx) =1 — cosx
CcoS T ! cosz \’ /
b ¢ —= (— 5 . z) — (—) 5 e —
)y 1—sinx+x ¢ 1 —sinzx —i—(:c e)

(cosz) - (1 —sinz) —cosx - (1 —sinx)

(1 —sinz)?
_sinz- (1 —si _ (=
_ —sinz ( sm:c). cosx + (—cosx) Bt ot 4B e
(1 —sinx)?
o ) 2
B s1n93+sm' T+ cos” x 5rt . of 428 . ot =
(1 —sinz)?
1
1 —sinz

+ (2°) " 4 2° -

)y (lnx>/ (Inz)-z—-Inz-2/ +1-z—mhz-1 1-Inz
c) y = =

z 2 2 2

d) Funkcia f je zloZenou funkciou, kde y = sint je vonkajsia zlozka a t = y/x je vniitorna

zlozka zlozenej funkcie f. Podla vety 7.4 o derivacii zlozenej funkcie dostdvame:

1 cos(y/x)

= (sin Vi) = (sint) 1 = cost - (Vi) = cos (V) 5= =

2V

e) Funkcia f je zlozenou funkciou, kde y = +/t je vonkajsia zlozka a t = (1 + 2°)
je vnutornd zlozka zlozenej funkcie f. Podla vety 7.4 o derivacii zlozenej funkcie

dostéavame:

’ 5’_ [T 1 5\ __ 5-$4
v = (VI+a) = (V) t = o (L0 = ey
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f) Funkcia f je zloZenou funkciou. Polozme y = %, u = arctgv a v = x?. Vzhladom na

uvedené oznacenie zloziek funkcie je vyhodné pouzif znacenie pre derivaciu, s ktorym
sa Casto stretavame vo fyzike. Podla vety 7.4 o derivacii zlozenej funkcie dostavame:

/:%:eu u/:d_u:L a U/:d—U:qu
p , dy dy du dv " 1 9 . parctg z?

pr— = — = —t — ¢ — -—-2 - —_—_—_—_—
V=%~ " @ dz C 110 1+ 22

g) y = (C0813 x4 cos 2™ + 13 - cos x)l = <C0813 ZE), + <COS 9313), + (13- cosz) =

=13-cosx - (—sinx) —sinx' - (13- 2'*) — 13 -sinz =
= —13sinz - cos'? x — 1322 sinz!® — 13sinz =
= —13sinzx - (cosux + 1) — 1322 sinz!® =

=-13 (sin:c . ((30512 T+ 1) + 2% sin x13)

Priklad 7.3.2 Vypocitajte derivacie danych funkcii:

1 2

— 23 -9 - 42
firy= 2 x+5+e +5x
:z:2 1
fz-y—\/_+\/_—7 %—e—gN

2-3
fary=a2>(3—2-Inz)+ 93’
r—1

fi:y=In(e —e*)

f5 1y = arccos (\/1 — x2) .

Y

Riesenie:
Postupne vypocitame derivacie jednotlivych funkcii.

x 1 2\
f{:y’:( — 22 + = +e——+ )z

5! 5%
1 2
— (5113)/ . 2(5(22)/ + 5 'x/ +e3 . (1>/ . ($_4>/ + g . (x—1>/ —
1 2
:3x2—4x+g+63-0—(—4)x_5+5-(—1)x_2:
4 2
=32" —da + - +———
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f’- I — \/E+\5>/__i+x_2_l ,—
z2° ¥ = N

Il
—
B
~—
+
—
B
8
~——
|
/
=
~
+
VR

ok

& Do

~_—
|

/~

Q|-

~
Il

() () - ) ) — () -
= %x%_l + %x%_l —4 (—% RS (:U§>/ —e 7 (—x) =
= ot ot par g 2ot e =

r—1
5 1 (2 =3z
z(:zs (3—2-1nx))+<x_1) =
— @) (3-2 ma)+a? (32 may 4 Z20 (x_(ﬁ__l(;_?’x)(x_l) _
_ 2 1y, (3@ -1 - @2=3x)1) _
=2r-(3—2-Inz)+=x -(0—2-5)—1— 1) =
:4x—4x-lnx+(x_1)2
' = (Infe — o20)) = 1 (e — e22) — 1 (0 — 22(92)) =
fiid = (e =) = gy (e = &™) = gy - 0= <¥(20))
2™
(e —e2)
iy = [arccos (\/1 — :(:2)}/ - —! - (m)/ —
\/1—(\/1—332)

—1 2%’:__1.1. 2\l — 2 —
o () = g e
B S DS
C2lz| 1 =22 V1= a?

kde v ¢itateli je hodnota +1, ak # =2 0 a —1, ak z < 0. vV
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Ukézeme, ako derivovat funkciu f, ktord ma tvar f: y = f(2)9®, kde f(x) > 0 pre
vsetky x € D(f). V tomto pripade nemozeme pouzit ani vzorec (3) (,funkcia na kon-
stantu®) ani (15) (,,konstanta na funkciu®). Jednou z moznosti je vyuzit navzajom inverzné
funkcie y = e* a y = In(z).

Y = (f(x)g(:c))/ _ (eln(f(z)gm))' _ (eg(x)‘lnf(fc))' _ (eg(:c)-lnf(:c)) : {g(x) : lnf(x)}, =

= (f@)?@) - [g'(2) - In f(z) + g(x) - (In f(2))] =

— 29N o () - In f(x xi'x
(@) - | @) 1o o)+ aa) 5 )|
Dostali sme dalsi deriva¢ny vzorec v tvare:
29 = £()9 . () - In F(z M.’I
() = £ [g @) I o)+ 55 1) (7.21)

Existuji aj dalsie postupy, ako ziskat vzorec (7.21) na vypocet derivacie funkcie f: y =

().
Priklad 7.3.3 Vypocitajte derivaciu funkcie:
fry=2", x>0.

Riesenie:
Funkciu ¥ mo6zeme upravit do tvaru:

— ex-ln(m) ]

Podla vety 7.4 o derivacii zlozenej funkcie dostaneme:

(xx)/ _ (ex~ln(:(:))l — ex-ln(:(:) . <1 . ln(x) +x- i) =z"- (ln(a:) + 1)

Priklad 7.3.4 Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = f(x), ak

fy= (sinx)"",

Riesenie:

Funkcia f je zlozend a mé tvar (f(z))'®), kde f(x) = sinz a g(z) = cosz. Pouzijeme
vztah (7.21). Potrebujeme este poznat derivacie funkcii f a g. Plati: f'(z) = cosz a ¢'(x) =
—sinz.

2
/ : / . . , cos?
— CosS T — Ccos T . _ . 1 .
y = ((sinx)“®*)" = (sinx) ( sinz - In (sinz) + - )
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Dal$ou moznostou, ako vypocitat derivaciu funkcie f je prepisat funkciu f: y = (sin z)°®

do tvaru f: y = e©s=In(n®) o potom derivovat tito funkciu ako zlozend funkciu podla
vety 7.4. Trefou moznostou ako zderivovat funkciu f je logaritmovat lavii aj pravi stranu
a potom obe strany derivovat. Dostdvame: y = (sinz)°** = Iny = cosz - In (sinz) =
L.y = —sinz-In(sinz)+cosz- Sirlm -cos x. Vynasobenim oboch stran vyrazom y dostavame

hladant derivaciu, kde na pravej strane y nahradime vyrazom pre y. v/

Logaritmické derivovanie:

Vo uvedenych prikladoch je mozné pouzif tiez metédu logaritmického derivovania,
ktora spociva v nasledujicom:

Rovnicu y = f(x), ak f(x) > 0, najprv logaritmujeme, nésledne upravime a potom deri-
vujeme obe strany rovnice. Ukazeme si to na priklade 7.3.5.

Priklad 7.3.5 Vypoditajte derivaciu funkcie f: y = f(x), ak

f:y= (cosx)™*,
Riesenie:
Najprv dany vztah zlogaritmujeme a upravime, dostaneme rovnosti:
In(f(z)) = In ((cos x)““)
In(f(x)) = sin(x)-In(cosz)

(In(f(2)))" = [sin(z) - In(cosz)]
Teraz dant rovnost zderivujeme a dostavame:

fl(x)—cosx-ncosx sin(x) - L
flz) (z) -In{cos(x)) + sin(z) cos(x)

Vynasobime rovnost vyrazom f(z) a upravime:

- (—sin(z)).

f’(a’;) = f(g’;) . (COS(ZL’) . ln(COS([L’)) . SinQ(I)>

cos(x)

f'(x) = (cosz)™*. (Cos(:c) -In(cos(x)) —
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Priklad 7.3.6 Zderivujte funkciu f:
fry=z

Riesenie:
Pouzijeme vztah (7.21) zo strany 112.

Py = () = () [anxy na + “1_%)/] _

T

v

Poznamka 7.3.1 Uvedeny postup je niekedy vyhodné pouzit aj pri niektorych zlozitejsich
funkciach, ktoré je mozné logaritmovanim previest na funkcie, ktoré sa derivuju jednoduch-
sie.

Priklad 7.3.7 Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = f(x), ak

(x+1)? Vo1

x> 1
(r+4)3-e” .

fry=

Riesenie:
Pre x > 1 plati:

In(f(z)) =2In(z+1) + %ln(x —1)—3In(z+4) — zn(e).

Derivujeme Tavt aj pravu stranu rovnosti a dostavame:

(mq@»y::(mmx+m+%m@>4>—mmx+®—xm@gl
Fe) 2 1 3
@)~ 4l w1 w+d !
o 2 1 3
fla) = ﬂ@'L+1+xx—U_x+4_4

f'(x)

(x+w?¢??T¢ 2 N 1 3 1}

t+1 2@—1) z+4
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7.4 Derivacie vyssich radov

Definicia 7.6 Nech je dana funkcia f: y = f(x) s definicnym oborom D(f). Nech funkcia
f ma v bode zg € D(f) derivaciu. Oznacme derivaciu funkcie f ako funkciu h: y = f'(z)
s definicnym oborom D(h). Ak funkcia h méa v bode zy € D(h) derivaciu h'(xg), tak tito
deriviciu nazyvame druhou derivaciou funkcie f v bode zy (resp. derivacia druhého
radu funkcie f v bode zg). Oznac¢ime ju h'(xg) = f”(x¢). Plati:
f'(x) — (o) [de]
=m0

4 .
pu— 1 pu—
fi(@o) = lim ——— o 0

(7.22)

Definicia 7.7 Nech je dana funkcia f: y = f(x) s definicnym oborom D(f) a nech funkcia
f ma v bode xg € D(f) derivaciu, t.j. ¥ = f'(zo). Nech v bode xy existuje derivacia
(n — 1)-vého radu, t.j. existuje ) (x0). Potom v bode zy definujeme derivéaciu n-tého
radu (ak existuje) funkcie f v bode zy ako derivaciu (n — 1)-vej derivacie funkcie f v bode
Ty a piSeme:
n dnf n— !
O (z) = [dan:wo = [f( 1)(9;0)] _ (7.23)

Veta 7.6 (Leibnitzov vzorec) Nech su dané funkcie f: y = f(z) a g: y = g(z) a aj ich
vsetky derivacie az do n-tého radu. Potom pre vypocet n-tej derivacie sic¢inu dvoch funkcit
f a g plati vztah:

(f - g)(n) — (g) . f(n) .g(O) + <711> . f(n—l) g+ (Z) ) f(n—Z) g+ (7.24)

T N o Y (L I (e I ) IR OB O
n—2 n—1 n

Pozri riesené priklady 7.4.1 na strane 115, 7.4.2, 7.4.3 na strane 116 a 7.4.4 na strane 117.
Priklad 7.4.1 Vypocitajte derivacie vSetkych radov funkcie f:
fry=2>—2 x€(—00,00).

Riesenie:
Postupne derivujeme funkciu f:

y = <£L‘3 - x)l = 3z% — 1,
"= (322 1) =6,
" = (6z) =6,

y@ = (6) =0.

Zrejme plati, ze ™ (x) = 0 pre vietky n = 4. vV
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Priklad 7.4.2 Pouzitim Leibnitzovho vzorca vypocitajte piatu derivaciu funkcie
fry=¢e"" cosx.

Riesenie:
Funkciu f mézeme napisat v tvare f: y = g(z) - h(z), kde g(x) = e* a h(z) = cosz. Vypo-
¢itame vsetky derivacie funkcii g a h az do radu 5.
/(@) = () =,
g//(x) _ (ex)// _ ex’
///( ) ( )/// — ez’ g(4)(x) _ (ez)(4) —=e% a
9O (@) = (e")® = e.

Podobne ziskame derivacie aj pre funkciu h.

h(x) = (cosx) = —sinz,

h'(x) = (cosx)” = (—sinz) = — cos x,

h"(x) = (cosx)” = (—cosz) =sinz,
h(z) = (cosz)® = (sinz) = cos,

h(5)(x) (cosx)®) = (cosx) = —sinz.

fO(z) = [g(z) - h(2)]® =

) ) ) - 5 )
— (0 N L A8) RPN RPN (Y
)+ (Jg (o) o ) e ()
#(5)-°

xT

(@)
N———

=e".cosx—H-e"sinx —10-e"-cosx+10-e"sinx +5-e"-cosz —e” -sinx =
=e"- (4 -sinz —4-cosz).
Piata derivéacia funkcie f mé tvar: y® =e®. (4-sinxz — 4 - cosz). v/

Priklad 7.4.3 Vypocitajte tretiu derivaciu funkcie
fry=(1+2)°

Riesenie:
Postupne derivujeme funkciu f:

y = (1+2)°) =601 +2),
y' = (6(1+2)%) =30(1+a)",
y" = (30(1+2)") =120(1 +2)".
Tretia derivacia funkcie f ma tvar:

" =120(1 +z)°.
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Priklad 7.4.4 Napiste vztah pre vypocet derivacie n-tého radu funkcie f:
f:y=cosx.

Riesenie:
Postupne vypocitame derivacie funkcie f:

y = (cosz)” = cosz = cos (x+0-z> ,

2
y = (cosz) = —sinx = cos ($+1’g>7
y' = (—sinz) = —cosx = cos <$+2'g>a
y" = (—cosx) =sinx = cos <:L° +3- g) ;
y® = (sinz) = cosz = cos (x +4- g) = cos (x + 2m).

Vidime, ze vysledok pre vypocet 4. derivacie je totozny s pévodnou funkciou f a pri dal-
som derivovani by sa teda cyklus opakoval. Dalej si vSimnime zakonitosti vo vyjadreni
jednotlivych derivacii pomocou hodnot funkcie kosinus. Je mozné to zovseobecnit. Plati:

(cos 2)™ = cos (:c +n- g) , neN.

Analogicky pre n-tu derivaciu funkcie f: y = sinz mame vztah:

(sinz)™ = sin (:c +n- g) , neN.
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7.5 Neriesené ulohy

7.1 Vysvetlite pojmy: derivacia funkcie f v bode xg, nevlastna derivacia funkcie f v bode
xo, derivacia funkcie f sprava (zlava) v bode xg.

7.2 Aky je geometricky vyznam derivacie funkcie f v bode xzy?

7.3 Podla definicie urcte prvi derivaciu funkcie f v bode g, ak je dana funkcia:

b) f:y=+vV1+22vbodezg =3

7.4 Vypoditajte prvi deriviciu funkcie f v bode xy (f’(z0)), ak je dané:

a) [y =

x
Va2 +7
b) f:y=x-¢"" kde zg = 1.

, kde xg = 3,

7.5 Vypocitajte prva derivaciu danych funkcit:

4

a) f:y:3x5—%+7x—6+2x3-1n2—cosl,

— 4y/x,

f) fry=e- (2" =32 + 62— 6),

T — cosx-sing

g) fry=

2 )
1 2
h) f:yzg— —;I -arctg x,
) e +1
1>f _ex_17
i) fry=¢e"-2° cosu,
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k) f:y:ln(§+x>,

— X

) fiy= (25— 4),

) ) (:z:—l) ) 1
m) f:y = arctg | —— | — arctg —
4 & x+1 gx’

1 . \/ﬁx
n) f:yz—%-arc:an(l_l_x?).

7.6 Vypocitajte druht derivaciu danych funkeii:

a) fry=42®— 2",

b) f:y:x2—21r21(x—1)’

¢) f:y=2z+In(cosz),

2

x
7+ 22
S v=5
2 +1
f Ty =
g) fry=2a%e"

h) f:y=x+ arctgzx.

7.7 Napiste funkény predpis prvej derivacie funkcie f, ak je dana predpisom:

3

x
a) f—y—m,
b) f:y=V1—22
1
¢) [:1y=—=—=, kde a € R (a - konstanta),
a’?—z

d) f:y=+uz-arctgz,

e) f:y=ux-10%,

f) fy=

v £
— arc X
1+ 22 &%
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1—Inz
i

h) f:y:_x7
(§

1) f Ly = earcsin (21)’
i) f oy =arctg (2?),

k) fry:tg<x;rl),

) f:y=sinv1+a?
m) f:y=3-sin(3z+5),

T

n) f:y:x2+1.

7.8 Derivujte funkciu f a vysledok f’(x) uvedte v najjednoduchsej upravenej podobe, ak
funkcia f je dana predpisom:

2) f:y:%l—%-erQ\/_é,
b) f:y:;fT—;ig),
d) f:y= (1+x2)‘al"ctgx_x’

2
e) f:y=e" arcsinz,

1 1
f) f:yz;%—?lnx—%,

1 1
2) fry:tgx—g-tg3x+5-tg5x,

h) f:y=+1+arcsinz,
i) fry=+2e" —20+1+1n"z,

j) f:y:sin3:c+cos§+tg\/5,

k) f:y=sin’z + cos (:U“)’) — y/cotg x,
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1) f:yz?-arctg(%)%—%-ln(i—;),

1 1 —sinx
= = pg 2
m) fiy=35 "W1fsing’

7.9 Urcte ' a deriviciu zjednoduste, ak funkcia f je dand predpisom:

o In(x)—1
a)f’y__ln(x)—l—l7
S

c) fry=1/In(a?),
d) f:y = arcsin (%),

e) f:y=e"" cosuz,

f) f:y=arctg (ﬂ)

1+sinz
1+2°
ry =1

g) [y n(l_ﬁ),

2
h) f:y:arctg<1_xx2),
i) f:y:ln(x+\/1+x2>,
,]) f:y:l,ln:(;’

a—x .

k) f:y= kde a € R (a — konstanta),

a+x’
) fry=\z- o,
m) f:y=+V1+cos?z,
n) f:y=In(sinz),

0) f:y:ln(tgx),

Do |
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p) f:y=1In(ax+0b), kde a,b € R (a,b — konstanty),
r) fry=2x-V1-—22

7.10 Urcte prvi derivaciu 3 funkcie f bez naslednych zjednodusovani vyrazov, ak je dana
funkcia f:

2 1=t (),

0= e (),

c) f:y=arccos—,
x

d) f:y=sin <I4),
e) f:y=sin*z,

f) f:y=sin(sin(sinz)),

g) f:y=-sin® (COS2 (tg x)),

e’ —1
h) fiy:ma
Y fzy:ln(lfew)’
D) f oy =eEl),
k) fry=az-e",
D) f:y=cotgVa+1,
m) f:y = arcsin (sinx),
n) f:y=-cos(ll —Tx),
o) f:y=sin(21z),
p) fr:y=e"El)
r) f:y =sin®(2z),
s) f:y:x?’-sin(x—%),
t) fry=tg’z,



KAPITOLA 7. DERIVACIA 123

u) f:yzsin(cos%).

7.11 Vypocitajte prva derivaciu f’(x) funkcie f logaritmickym derivovanim, ak je dana
funkcia funkénym predpisom:

a) f Ly = xsinx’

b) f:y=(sinz)™",

€T x
) [iy= :(:—1—1)’
d) fry=27,

R s T
<
Il
8
Q
3
\'H

Ly = \/xsin:c.

J

7.12 Podla definicie urcte prvu derivaciu funkcie f v bode xg, ak je dana funkcia:

8
4+ 22

b) f:y=+1+22vbode 2y = V3.
7.13 Urcte hodnotu xy € R tak, aby platilo
a) f'(zo) =0,
b) f'(x) = -2,
3 2

pricom funkcia je dand predpisom f: y = & + % — 2.

a) fry=

v bode 2y = 2,
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7.6. VYSLEDKY NERIESENYCH ULOH

7.6 Vysledky nerieSsenych tloh

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.11

7.12

7.13

a) & b) 0

)y = 1or! 204627 In2 4 7h) f = 2z4+f 7 fc)y =1-5Va— %

d)y,___zxf svre)y =at e —1+5 1)y =2’ ¢ g)y =sin’z

h) y = —z- arctg:c i)y = (ez%; j)y =2 e" -(:c-cosx+3cosx—:csmx) k)
Z‘z—

y == 222 —4)'m) Y = 7z n) Y = (x2+1)\/1z4+1

a)y’ =12z-(2—z) b) y”= (x 1)2 C) = Cosx)z d)y’ = (a— 13 e)y’ =24 (3x+:;21)

f)y' =4 (‘ijzls g)y' =2-4dr+a?)-e"h)y' = 5w

x2 2 arch X
a)y’:(?’g—xb)y \/—)y \/ﬁ)ylzz\t/g+1_{;2€)y,:

xT s ,earcsin(2;v) .
10°- (1+2-n10) f) y' = — 53 8) ¥ = s ) ¥/ = 55 1) 9'22—\W3)

z2

Y :1+x4 k) v/ —Wl)y :%mm)y =9-cos(3x+5) n) v/ —m
¥ = h =)y = RS 0 = b d) o = o arier o
y = e® - arcsinz — €” Z+24Dhrg)y = —l_tgcz:2+tg4z h) 3 =
2\/(1+arcslinz) (1-22) D)y = 3. iQ/e;;e—x2j21:1i)1)2 = h:::x -]) y = 3-cosdw — 3 -sing +

. 2
Wk)y =3- (SIHI‘) COSI-?)'ZCQ'SIHI' +ml) y/:m
m) y o 2cos:c ) y - (28:;;)

a)y = (1+lmc)2 b)y' = (;il c)y = }nz d) y’ = 1+2x2 e) y =e"". (cos? x —
sinz) f) y' = 73 g) y = 1_ h)y = 1+x2 i)y = 1+$ J) y = 22l ng
_ 7 _ sin 2z 1
k) y = — a+x ) y = = 8% m) Y = o (—HCOS% n) y = cotgx o) v = p)

o _2.(1-22?)
y/ (az+b ) y V1i—z2

2

a) y = zsnv. {COS(%) In(z) + Sl“’} b) ¢ = sin 5% . [m -

v=(4) Gt (3) Dy = —‘2'2;”3 22 e) y =227 Bt f) y = (Inx)”
[lnlnx—i— ﬁ} g) Y = a°=". {— sinz - Inx + m] h) ¢ = (1 — ). [J_Zln i—x _ ill_:fc]
i)y = e - [L - lnx} j) y = Vasinz . [ ccosz-Inx + sz}

2

sinz - In (sin x)} c)

a)y=-1b)y=%

a)ri=laxzs=-2b)xr;=—-1lax,=0
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Vlastnosti derivacie funkcie

8.1 Dotycnica a normala

Veta 8.1 Nech je dand funkcia f: y = f(z) a bod T = [xg, yo|, kde zo € D(f), yo € H(f)
a yo = f(xg). Ak existuje derivacia funkcie f v bode zq (f'(x0)), tak dotycnica ¢ ku grafu
funkcie f v bode T' mé rovnicu:

t: y—yo=f(x0)" (x— x0). (8.1)

Veta 8.2 Nech je dand funkcia f: y = f(z) a bod T = [xg, yo|, kde zo € D(f), yo € H(f)
a Yo = f(xo). Ak existuje derivacia funkcie f v bode zo (f'(x0)) a f'(zo) # 0, tak normala
n ku grafu funkcie f v bode T" méa rovnicu:

o -1
Yy yo_f’(xo)

0 (= z0). (8.2)

Priklad 8.1.1 NapiSte rovnicu doty¢nice ¢ ku grafu funkcie f: y = 2® v bode T' = [1,7].
Riesenie:

Uréime druht stradnicu bodu 7. Plat{ yo = 1* = 1. Dostdvame dotykovy bod T = [1,1].
Plati t: y = kx + ¢, kde

(zg + Azx)3 — x3 4+ 3r3 Az + 3xo(Ax)? + (Ax)® —

k= lim

Ax—0 ALL' Ax—0 Ail:
. Az (323 + 3z (Ax) + (Ax)?) _
P —T = Jim, (323 + 3ao(A0) + (Ar)) =
=3rp=3-1>=3.

Vieme, ze t: y = kx+q a sucasne bod T' € t. Preto plati, ze y = 3x+q a sticasne 1 = 3-1+q.
Odtial dostdvame, %e ¢ = —2. Priamka ¢: y = 3z — 2 je dotyc¢nicou ku grafu f: y = 2*
v bode T' = [1,1]. v/
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Obr. 8.1: Smernica dotycnice ku grafu funkcie.

8.2 Diferencial funkcie

Definicia 8.1 Nech je dané funkcia f: y = f(z) s definicnym oborom D(f) a nech funkcia
f mé v bode g € D(f) derivaciu, t.j. v = f'(xo). Vyraz:

df(zo) = (o) - Az (8.3)

nazyvame diferencial funkcie f v bode xy pre prirastok argumentu Az = x — x.

Diferenciél funkcie f tiez zvykneme zapisovat v tvare df(zo) = f'(z0) - (x — o). Vieme, ze

fl(xo)==—"—"— = f(z)=f(x0) + df(z0).

T — 2o

Pomocou tohto vzfahu je mozné vypocitat priblizni hodnotu funkcie f v bode blizkom
bodu zy. Pre Iubovolny bod x piseme diferenciél ako d f(z) resp. dy. Namiesto prirastku Az
zvykneme pisat iba dz, lebo pre funkciu f: y = x dostavame diferencidl d f(z) = 1- Az = dz.

Odtial dostavame, ze df(x) = f'(z) -de = f'(z) = %E:)'



