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Uvod

Tato ucebnica je urc¢ena predovsetkym studentom prvého rocénika bakalar-
skeho studia odboru Hospodarska informatika na Fakulte elektrotechniky
a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach. Zohladnujic specifika da-
ného studijného odboru je celd publikacia orientovana aplikacne na ekond-
miu. Kniha reprezentuje studijny material, ktory pomoze studentom zvladnut
predmet Matematika I po teoretickej aj praktickej stranke. Publikacia obsa-
huje poznatky z oblasti matematickej analyzy, zakladov linedrnej algebry a
relevantné okruhy stredoskolskej matematiky.

Obsah je rozdeleny do 6smych kapitol, ktoré si ¢lenené do podkapitol.
Prvych sedem kapitol svojim obsahom zodpoveda problematike preberanej
v prvom semestri v predmete Matematika I na odbore Hospodarska infor-
matika. Posledna kapitola zahina casti stredoskolskej matematiky potrebné
na zvladnutie vysokoskolskej matematiky. Kazda kapitola zacina podkapito-
lou, ktora formuluje ciel danej kapitoly, a pokracuje podkapitolou, v ktorej st
formulované otazky z problematiky danej kapitoly. Nasleduju casti s teoretic-
kymi poznatkami doplnené o postupy riesenia praktickych tloh v riesenych
prikladoch. Na zaver kazdej kapitoly je podkapitola obsahujica neriesené
ulohy s uvedenymi vysledkami.

Autor vyslovuje vdaku recenzentom doc. RNDr. Jozefovi Buckovi, PhD.,
doc. RNDr. Viktorovi Pir¢ovi, CSc. a RNDr. Anne Grincovej, PhD. za cenné
pripomienky a odportcania, ktoré viedli ku skvalitneniu uc¢ebnice po obsaho-
vej i formalnej stranke. Zaroven autor dakuje doc. RNDr. Janovi Busovi, CSc.
za pomoc pri zvladnuti tskali textového editora TEX.

Autor.
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1.1

Funkcia a jej aplikacie v ekonémii

Ciel

Oboznamit s pojmom funkcie jednej realnej premennej, jej zakladnymi vlast-
nostami a niektorymi funkciami ekonomickej analyzy.

1.2

Otazky

Definujte funkciu jednej realnej premenne;j.
Definujte rasticu (klesajicu) funkciu a ilustrujte grafom.

Definujte funkciu zhora (zdola) ohranic¢eni na mnozine S a ilustrujte
grafom.

Definujte maximum a minimum funkcie na mnozine S a ilustrujte gra-
fom.

Definujte bijektivnu funkciu na mnozine S a ilustrujte grafom.
Definujte inverznu funkciu.

Definujte zlozenu funkciu.

Definujte parnu (neparnu) funkciu a ilustrujte grafom.

Definujte periodicki funkciu a ilustrujte grafom.

Nakreslite grafy elementarnych funkcii a popiste ich vlastnosti.
Definujte funkciu celkovych nakladov a funkciu priemernych nakladov.
Definujte funkciu celkovych prijmov a funkciu priemernych prijmov.
Definujte funkciu celkového zisku a funkciu priemerného zisku.
Definujte bod zlomu a sformulujte podmienku, kedy je vyroba ziskova.
Definujte funkciu dopytu a sformulujte zdkon dopytu.

Definujte funkciu ponuky a sformulujte zdkon ponuky.

Definujte rovnovazny stav trhu.
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1.3 Pojem funkcie

Skor ako zavedieme pojem funkcie jednej premennej, povedzme si, Ze sa bu-
deme zaoberat len funkciami na mnozine redlnych ¢isel. Pripomenme teda za-
kladné oznacenie. Mnozinu vsetkych konec¢nych redlnych ¢isel budeme ozna-
¢ovat R, rozsirent mnozinu realnych ¢isel R* = RU{4o00}. Mnozinu vsetkych
prirodzenych ¢isel oznacujeme N = {1, 2, 3, ...}, mnozinu vsetkych celych
¢isel oznacime Z = {..., =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, ...} a mnozinu vsetkych ra-

ciondlnych &sel Q = {p ER: pEZ, qc N}.
q

Definicia 1.1 Nech A, B C R st dve neprdzdne mnoziny a f je pravidlo,
ktoré kazdému x € A priradi prave jeden prvok f(x) € B. Predpis f nazjvame
funkciou, ktord zobrazuje mnozinu A do mnoziny B.

Zapis: FiA-—B

Mnozinu D(f) = A nazyvame definiénym oborom funkcie f, ¢islo f(x)
hodnotou funkcie f v bode x € A a mnozinu H(f) = {f(z); v € A}
oborom hodnét funkcie f.

Grafom funkcie f nazyvame mnozinu G(f)={[z, f(z)|€ AxB; z € A},
kde Ax B ={(a,b); a € A, b € B} je kartézsky st¢in mnozin A a B, pricom
(a,b) je usporiadand dvojica.

Pod definicnym oborom funkcie rozumieme mnozinu vsetkych realnych
Cisel, pre ktoré predpis y = f(z) "dava zmysel", ak nie je v konkrétnom
pripade uvedené inak. Pravidlad na urcovanie definicného oboru uvedieme
v Casti Elementarne funkcie.

1.4 Zakladné vlastnosti funkcii

Definicia 1.2 Funkciu f nazjvame zhora (zdola) ohraniéenou na mno-
zine S C D(f), ak je zhora (zdola) ohranicend jej mnozina funkéngch hodnot
f(S)=A{f(x); x € S}, t. j. existuje K € R (k € R) také, Ze pre vsetky v € S
je

fl@)s K (f(z) 2 k).
Ak je funkcia f na mnozine S ohranicend zhora aj zdola, tak hovorime, Ze je
na mnozine S ohranicend.

Definicia 1.3 Ak existuje najvacsi prvok (najmensi prvok) mnoZiny
f(S) = A{f(x);x € S}, t. . M € f(S) (m € f(S)) také, Ze pre vsetky
x e S je

fl@)= M (f(z) 2m),
tak ho nazjvame najvic¢sou (najmensou) hodnotou funkcie f na mno-
zine S C D(f).
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Zapis:
M= /@)
m = min f(z)

Definicia 1.4 Funkciu f nazgvame rasticou (klesajicou) na mnozine
S C D(f), ak pre kazdé dva body x1, x5 € S, také Ze x1 < xs, plati

flan) < flz2)  (f(z1) > f(22)).
Rastice a klesajice funkcie nazgvame rydzo monotonne funkcie.

Definicia 1.5 Funkciu f nazgjvame neklesajicou (nerasticou) na mno-
zine S C D(f), ak pre kaZdé dva body 1, 9 € S, také Ze x1 < o, plati

fla) & flz2)  (f(z1) Z f(22)).
Nerastice a neklesajuce funkcie nazjvame monotonne funkcie.

Je zrejmé, 7Ze rastice a klesajice funkcie st monoténne.

Y

/

rastica nerastiica neklesajuca  klesajica rastiica

Obr. 1: Monoténnost funkcie

Definicia 1.6 Funkciu f nazgvame pdrnou (nepdrnou), ak pre kazdy bod
xz € D(f) je —v € D(f) a plati

fl=2) = f(z) (f(=z) =—f(x)).
Grafy parnych funkcii si symetrické vzhladom na os y. Grafy neparnych
funkcii st symetrické vzhladom na zaciatok stiradného systému.

Definicia 1.7 Funkciv f nazgvame periodickou, ak existuje také redlne
c¢islo p > 0, Ze pre kazdy bod x € D(f) je x+p € D(f) a x—p € D(f) a plati

f(x) = f(z+p).

Najmensie cislo p s uwvedenou vlastnostou nazijvame pertodou funkcie f.
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1.5 ZloZena funkcia

Véacsina funkcii, ktorymi sa budeme zaoberat, nie st elementérne (vid pod-
kapitola 1.7) ale zlozené funkcie.

Definicia 1.8 Nech g : A — B, f : B — C. Funkciu fog: A — C
nazgvame zloZenou funkciou. Funkciu u = g(x) nazyvame vnitornou
(vedlajsou) a funkciv y = f(u) vonkajsou (hlavnou) zloZkou zloZenej
funkcie.
Zapis:

y=f(9(x)).

1.6 Inverzna funkcia

Definicia 1.9 Nech f: A — B. Hovorime, Ze funkcia je

e injektivna, ok pre kazZdé dva body x,, x5 € A také, Ze x1 # xs, plati

f(x1) # f(x2),

e surjektivna, ak pre kaZdy bod y € B existuje také x € A, Zey = f(x),
L j H(f)= B,

e bijektivna, ok je injektivna a surjektivna.

Definicia 1.10 Nech f : A — B je bijektivna funkcia. Inverznou fun-
kciou k funkcii f nazjvame funkciv f~: B — A prdve vtedy, ak kaZdému
bodu y € B priradi také x € A, Ze y = f(x).
Z&apis:

iy ==

Veta 1.1 Nech f : A — B je bijektivna funkcia. Nech f~' : B — A je
k nej inverznd funkcia. Potom plati

o Vx € A: fTH(f(2)) =z,

e Vye B: f(f ' (y) =y.

1.7 Elementarne funkcie

V tejto podkapitole uvadzame zakladné vlastnosti, prip. grafy elementarnych
funkcii.

Konstantna funkcia: f(z) =c  preceR.
D(f) =R, H(f) = c¢. Grafom je priamka rovnobezna s osou z.
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Linedrna funkcia: f(z) =ax+b prea,beR, a#0.
D(f) = R. Grafom je priamka.

Obr. 2: Graf linearnej funkcie

Kvadraticka funkcia: f(r) = ax?®+ bx + ¢ prea, b, ce R, a#0.
D(f) = R. Grafom je parabola. RozliSujeme pripady:

e ak a > 0, tak je parabola ,obratena nahor®,

e ak a < 0, tak je parabola ,obratena nadol®.

a<0 a <0 a<0
D >0 D=0 D <0

Obr. 3: Vzajomné polohy paraboly a osi z
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b
Lineadrne lomena funkcia: f(x) = ar pre a, b, c, d € R,

cr+d
c#0, ad — bc # 0.
D(f)=R - {—%}. Grafom je hyperbola.

R Y

Obr. 4: Graf nepriamej imernosti

Mocninova funkcia: f(z) = 2" pre n € N.
D(f)=R. Pren

e parne je H(f) =< 0, 00),
e neparne je H(f) =R.

0 x

Obr. 5: Graf mocninovej funkcie pre n = 2

Funkcia n-t4 odmocnina: f(z) = /7 = z» pre n € N.
Pre n
e pime je D(f) = H(f) =< 0, 0),
e neparne je D(f) = H(f) =R.

Algebricky polyném stupna n € N: pre ag # 0

f(z) = P(x) = apx™ + a12" ' 4+ agz™ 2 + ... + ay.
ag,ai, - .., a, € R st koeficienty polynému. D(f) = R.
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Yy
y=z
3A iiiiiiiiiiiiiiiiiiii
\
2+ \
\
1+ — |
\ \
T S S S
o 1 2 3 4 5 6 7T 8§ 9 =«

Obr. 6: Graf odmocninovej funkcie pre n = 2

P(x)

Raciondlna funkcia: f(z) = 0@ kde P(x) a Q(x) st polynémy.
D(f) ={z € R; Q(z) # 0}.

Exponencidlna funkcia: f(z) = a” prea>0,a#1.
D(f) =R, H(f) = (0,00).
Rozlisujeme pripady:

e ak a > 1, tak je funkcia rastica,

e ak 0 < a < 1, tak je funkcia klesajuca.

O<axl a>1

\ /

Obr. 7: Graf exponencialnej funkcie

Logaritmicka funkcia: f(z) = log, pre a >0, a # 1.
D(f) =(0,00), H(f) =R.
Rozlisujeme pripady:
e ak a > 1, tak je funkcia rastuca,
e ak 0 < a < 1, tak je funkcia klesajuca.

Funkcia sinus: f(z) = sinz.
D(f) =R, H(f) =< —1,1 >. Funkcia je periodicka s periédou p = 2,
neparna.
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y =log, x

a>1 O<axl1

=log, x

Obr. 8: Graf logaritmickej funkcie

Funkcia kosinus: f(z) = cosz.
D(f) =R, H(f) =< —1,1 >. Funkcia je periodické s periédou p = 2,

parna.

i\ y=sinx y=cosx
Y / f\
N\
?\\ // \ // N
<=\ = /|0 g\\ WWQTF %\iﬂ%ﬂ x
4 N — ~

Obr. 9: Grafy funkcii y = sinx a y = coszx

Funkcia tangens: f(z) =tgz = .
Cos T
D(f) ={z € Ry cosz # 0} = R—{(2k+1)%; k € Z}, H(f) = R.
Funkcia je periodicka s periodou p = 7, neparna.
Funkcia kotangens: f(x) = cotgz = cos e
sin
D(f)={z €R; sinz #0} =R — {km; k€ Z}, H(f) = R. Funkcia je

periodicka s periddou p = 7, neparna.

Funkcia: f(xz) = arcsinx
je inverznou funkciou k funkcii sinus zizenej na interval < —7,7 >,
kde je y = sin x bijektivna a teda existuje k nej inverzna funkcia.

D(f) =< —-1,1>, H(f) =< —7%, 5 >. Funkcia je neparna.

Funkcia: f(z) = arccosz
je inverznou funkciou k funkeii kosinus zuzenej na interval (< 0,7 >),
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: | | | :
1 1 1 1 1 y=tgw
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| | | | 1|Y=¢q tgl‘
l l l l \

Obr. 10: Grafy funkcii y = tgx a y = cotgx

kde je y = cos x bijektivna a teda existuje k nej inverzna funkcia.
D(f)=<-1,1>, H(f) =< 0,7 >.

y=arcsinx

ST ING

\ | s

|

} i Y =arccos T
0 1@ g\

0 1z

Obr. 11: Grafy funkcii y = arcsinz a y = arccosz

Funkcia: f(z) = arctgx

je inverznou funkciou k funkcii tangens ziZenej na interval (-7, %), kde
je y = tgx bijektivna a teda existuje k nej inverzna funkcia.
D(f) =R, H(f) = (=5,3

—%,%). Funkcia je neparna.

Funkcia: f(z) = arccotgx

je inverznou funkciou k funkcii kotangens ztizenej na interval (0, 7), kde
je y = cotgx bijektivna a teda existuje k nej inverzna funkcia.

D(f):R? H(f):(O,TF)
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f{ y=arctgx Y
2 T
/ 0 T xgwotg T
- 0 x

Obr. 12: Funkcie arctg z a arccotg x

1.8 Funkcie ekonomickej analyzy

Funkcie, ktoré predstavime v tejto casti, st nepostradatelné pri popise a ana-
Iyze ekonomickych procesov. Opakovane sa nimi budeme zaoberat v nasle-
dujtcich kapitolach.

Definicia 1.11 Funkcia celkovych ndkladov (total cost function) ur-
cuje celkové ndklady TC' na mnozZstvo vyrobenych jednotiek x, TC = C(x).
Pozostiva z fixnych ndkladov K, ktoré nezdvisia na pocte vyrobengch jed-
notiek a variabilngch ndkladov V(x), ktoré vyjadruji bezprostredné vy-
robné ndklady na vijrobu x vyrobkow.
Zapis:

C(x) =K+ V(x).

Definicia 1.12 Funkcia priemernych ndkladov (average cost func-
tion) urcuje priemerné ndklady na jednotku produkcie AC, ak sa vyrobi x
vyrobkov.

Zapis:

Definicia 1.13 Funkcia celkoviych prijmov (total revenue function)
urcuje celkové prijmy TR z mnoZstva predanych vgrobkov x, TR = R(x).

Definicia 1.14 Funkcia priemerngch prijmov (average revenue
function) urcuje priemerny prijem AR pripadajici na jednotku produkcie,
ak sa predd x vyrobkov.

Zapis:

Definicia 1.15 Hodnotu x, ktord uddva mnoZstvo vyrobkov, kedy st cel-
kové ndklady rovné celkovgm prijmom, C(z) = R(z), nazgvame bod zlomu
(break-even point).
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Ak st prijmy vyssie ako néklady, tak je vyroba ziskova. Plati teda:
e ak C(x) < R(x), tak je vyroba ziskova,

e ak C(x) > R(x), tak je vyroba stratova.

Definicia 1.16 Funkcia celkového zisku (total profit function) urcuje
celkovy zisk TP z vijroby a predaja x vijrobkov, TP=P(z)=R(x)—C(z).

Definicia 1.17 Funkcia priemerného zisku (average profit function)
urcuje priemerny zisk AP pripadajici na vijrobu a predaj jednotky produkcie,
ak sa vyrobi a predd x vyrobkowv.

Zapis:

Priklad 1.8.1 Pocas leta stavala skupina studentov kajaky v prenajatiych
priestoroch. Najom predstavoval 240 eur a materidl na stavbu jedného ka-
jaku 10 eur. Kajak sa dd predat za 70 eur.

a) Kolko kajakov musia predat, aby boli ziskovi?

b) Kolko kajakov musia predat, aby bol zisk 180 eur?
Riesenie.

a) Zostrojime funkcie celkovych nakladov a celkovych prijmov.

C(x) 240 + 10z
R(z) = T70x.

Vypocitame, kedy su prijmy vyssie ako naklady.

70x > 240+ 10x
r > 4.

Musia predat viac ako styri kajaky.
b) Zostrojime funkciu celkového zisku.
P(z) = R(z)— C(x) =60z — 240.

Vypocitame, kedy je zisk rovny hodnote 180 eur.

60x — 240 = 180
z = T.

Ak predaju sedem kajakov, dosiahnu zisk 180 eur. @
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Definicia 1.18 Funkcia dopytu (demand function) vyjadruje vztah
medzi mnozZstvom q jednotiek produkcie, o ktoru vyjadruji spotrebitelia za-
ujem na trhu, a cenou p za jednotku produkcie.
Zapis:

¢ =D(p).

Veta 1.2 (zdkon dopytu) Ak cena vyrobku stipa, mnozZstvo zakipenijch
vyrobkov klesd.

Funkcia dopytu je preto klesajuca, z ¢oho vyplyva, Ze k nej existuje in-
verznd funkcia p = d(q).

Definicia 1.19 Funkcia ponuky (supply function) vyjadruje vztah
medzi mnozZstvom q jednotiek produkcie, ktori je ochotny producent vyrobit
a dodat na trh, a cenou p za jednotku produkcie.
Zapis:

q=5(p).

Veta 1.3 (zdkon ponuky) Ak cena vjrobku stipa, mnoZstvo vyrobenych
a ponukanych viyrobkov stipa.

Funkcia ponuky je preto rastica, z ¢coho vyplyva, zZe k nej existuje inverzna
funkcia p = s(q).

Definicia 1.20 RovnovdzZny stav (market equilibrium) je taky stav
trhu, ked sa ponuka rovna dopytu. Cena zodpovedajiica rovnovdzZnemu stavu
je rovnovdzZna cena pg a mnozstvo zodpovedajice rovnovainemu stavu je
rovnovdzne mnozstvo qg. Bod, v ktorom nastava rovnovdzny stav je rov-
novdzZnym bodom (equilibrium point).
Zapis:

D(p) = S(p), resp. d(q) = s(q).

5 600
Priklad 1.8.2 Tovar md funkciu dopytu D(p) = a funkciu ponuky

S(p) = p — 10 tisic kusov, ak je cena tovaru v eurdch. Uréme rovnovdzinu
cenu.

RiesSenie. Vyriesime rovnicu D(p) = S(p).
5 600
—— = p—10
p
p? —10p—5600 = 0
(p—80)(p+70) = 0.
Kedze cena je veli¢ina, ktorda nemoze nadobudaf zaporné hodnoty, rovno-
vazny stav nastane pri cene 80 eur. @
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1.9 TUlohy

1.1 Urcte definiény obor funkcii
a) f(x) =va?—2x —24,

___r

Va2 =Bz +6’

c) f(x) =In(6+z — 2?),

1 4
d) f(x) =ev —/6 — 22 — 310gx+

x—2

1.2 Predpokladajme, ze celkové néklady v eurach na produkciu q kusov
vyrobkov st dané funkciou C'(q) = ¢* + 28¢ + 750.

a) Vypocitajte celkové ndklady na produkciu 50 kusov vyrobkov.
b) Vypocitajte ndklady na vyrobu 50. vyrobku v poradi.

c) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrobku, ak bolo
vyrobenych 10, resp. 50 vyrobkov.

1.3 Predpokladajme, ze celkové nédklady v eurach na produkciu q kusov
vyrobkov st dané funkciou C(q) = ¢* + 28¢ + 400.

a) Vypocitajte celkové ndklady na produkciu 10 kusov vyrobkov.
b) Vypocitajte naklady na vyrobu 10. vyrobku v poradi.

c) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrobku, ak bolo
vyrobenych 10, resp. 20 vyrobkov.

1.4 Predpokladajme, ze celkové ndklady v eurach na produkciu q kusov
virobkov st dané funkciou C(q) = ¢* — 30q + 1458.

a) Vypocitajte celkové ndklady na produkciu 9 kusov vyrobkov.
b) Vypocitajte naklady na vyrobu 9. vyrobku v poradi.

¢) Vypocitajte priemerné naklady na vyrobu jedného vyrobku, ak bolo
vyrobenych 9, 15 vyrobkov.

1.5 Vyskumom bolo zistené, ze krajcirka, ktorad zac¢ne pracovat o 7,00 ho-
dine, bude mat o x hodin usitych f(z) = 32z — 222 blizok.

a) Kolko blizok bude mat usitych o 10,00 hodine?

b) Kolko bluzok usije medzi 10,00 a 11,00 hodinou?
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¢) Kolko blizok usije medzi 11,00 a 12,00 hodinou?

1.6 Podla studie produktivity prace v podniku, priemerny pracovnik, ktory
zacne pracovat o 8.00 hod., bude mat poskladanych f(z) = —23 + 622 + 15z
vyrobkov o x hodin neskor.

a) Kolko vyrobkov bude mat pracovnik poskladanych o 11.00 hod.?

b) Kolko vyrobkov bude mat pracovnik poskladanych medzi 11.00 a 12.00
hod.?

¢) Kolko vyrobkov bude mat pracovnik poskladanych medzi 10.00 a 11.00
hod.?

1.7 Podla studie produktivity prace v podniku, priemerny pracovnik, ktory
zane pracovat o 8.00 hod., bude mat poskladanych f(z) = 2% — 52% + 20x
vyrobkov o x hodin neskor.

a) Kolko vyrobkov bude mat pracovnik poskladanych o 12.00 hod.?

b) Kolko vyrobkov bude mat pracovnik poskladanych medzi 12.00 a 13.00
hod.?

¢) Kolko vyrobkov bude mat pracovnik poskladanych medzi 10.00 a 10.30
hod.?

1.8 Celkové naklady v eurdch na produkciu ¢ kusov tovaru vyrobenych
pocas jednej smeny st dané funkciou C(q) = 0,2¢® + 100q + 3 200. Pocas
prvych ¢t hodin pracovnej smeny sa vyrobi ¢(t) = 15t kusov tovaru.

a) Vyjadrite celkové naklady ako funkciu ¢asu.
b) Aké st celkové ndklady na produkciu pocas prvych 5 hodin?

¢) Po kolkych hodinach st celkové néklady 10 000 eur?

1.9 Celkové naklady v eurdch na produkciu ¢ kusov tovaru vyrobenych
pocas jednej smeny st dané funkciou C'(q) = 0,1¢%> + 50¢ + 7 000. Pocas
prvych ¢ hodin pracovnej smeny sa vyrobi ¢(t) = 10t kusov tovaru.

a) Vyjadrite celkové naklady ako funkciu ¢asu.
b) Aké st celkové naklady na produkciu pocas prvych 3 hodin?

¢) Po kolkych hodinach st celkové néklady 10 000 eur?

1.10 Tovar méa funkciu dopytu ¢ = D(p) a funkciu ponuky ¢ = S(p) tisic
kusov, ak p je cena tovaru v eurdach. Nakreslite grafy oboch funkcii a urcte
rOvVNOVAZNU cenu.
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a) D(p) =100 — p?, S(p) = 2p + 20,
b) D(p) =26 —p, S(p) = p* + 6p +8,
c) D(p) =33 —p, S(p) = p* + 5p +6,
d) D(p) =19 —p, S(p) = p* + Tp + 10,
e) D(p) =66 —2p, S(p) = p* + 2p + 6,
f) D(p) =72 —2p, S(p) =p* +p +2,
g) D(p) =82—2p, S(p) =p* +2,

h) D(p) =120 — p*, S(p) = 4p + 60,
i) D(p) =130 — p?, S(p) = 5p + 80,
j) D(p) = 140 — p?, S(p) = 6p + 100

1.11 Tovar ma funkciu dopytu p =

21
- a funkciu ponuky p = ¢—3, ak ¢ je

mnozstvo tovaru v kusoch. Nakreslite grafy oboch funkcii a urcte rovnovaznu

cenu.

1.12 Celkové mesacné naklady v tisicoch eur na vyrobu z kusov vyrob-
kov st dané funkciou C(x) a funkcia celkovych mesacnych vynosov je R(x).
Nakreslite grafy oboch funkcii, najdite bod zlomu a urcte, kedy je vyroba

1

= 428 R(z) = 25z,

x

ziskova.
a) C(z) = 0,12 + z + 300, R(z) = 38z — 400,
b) C(z) = 220 R(z) = 10z,
¢) C(z) =220 R(z) = 20z,
d) C(z) =820 R(z) = 20,
e) C(z) =220 R(z) = 12,5z,
f) C(z) =220 R(z) = b5z,
g) Clx) =22, R(x) = 18z,
h) C(z) =229 R(z) = 37,5,
()
()

J

)
)

= 318 R(x) = 16,

x
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1.13 Celkové mesa¢né naklady v eurdch na vyrobu x kusov vyrobkov su
dané funkciou C'(z) = 2x+472. Predajna cena bola stanovena na 7,8 —0,1z eur
za kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych mesaénych vynosov R(x). Nakreslite
grafy oboch funkcii, najdite bod zlomu a urcte, kedy je vyroba ziskova.

1.14 Celkové denné naklady v eurach na vyrobu x vyrobkov st dané fun-
kciou C(x) = 14z + 300. Predajnd cena bola stanovend na 54 — x eur za
kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych dennych vynosov R(x). Nakreslite grafy
oboch funkcii, najdite bod zlomu a urcte, kedy je vyroba ziskova.

1.15 Celkové denné naklady v eurdach na vyrobu x vyrobkov si dané fun-
kciou C(x) = 16x + 480. Predajnid cena bola stanovend na 68 — x eur za
kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych dennych vynosov R(x). Nakreslite grafy
oboch funkcii, najdite bod zlomu a urcte, kedy je vyroba ziskova.

1.16 Celkové denné naklady v eurach na vyrobu x vyrobkov st dané fun-
kciou C'(z) = 12z + 250. Predajnéd cena bola stanovend na 67 — x eur za
kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych dennych vynosov R(z). Nakreslite grafy
oboch funkcii, najdite bod zlomu a urcte, kedy je vyroba ziskova.

1.17 Vyrobn& spolocnost mé naklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
2¢% + 800. Jednotkova cena pri predaji ¢ kusov vyrobku je urcend cenou
dopytu p = 120 — 2q eur za kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych mesacnych
vynosov R(q). Nakreslite grafy oboch funkcii, ndjdite bod zlomu a urcte,
kedy je vyroba ziskova.

1.18 Vyrobné spolocnost mé naklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
¢®> + 1 500. Jednotkova cena pri predaji ¢ kusov vyrobku je uréend cenou
dopytu p = 210 — 5q eur za kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych mesacnych
vynosov R(q). Nakreslite grafy oboch funkcii, ndjdite bod zlomu a urcte,
kedy je vyroba ziskova.

1.19 Vyrobné spolocnost mé naklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
2¢% + 900. Jednotkova cena pri predaji ¢ kusov vyrobku je urcend cenou
dopytu p = 180 — 3¢ eur za kus. Urcte rovnicu funkcie celkovych mesacnych
vynosov R(q). Nakreslite grafy oboch funkcii, nijdite bod zlomu a urcte,
kedy je vyroba ziskova.

1.20 Znézornite uzavreté oblasti ohranic¢ené zadanymi krivkami:

a)y:2x,y:x,x:5, d)x:yQ,ny—l
b)yzg—x,y:x7y:()’ e)y:Gx—xQ,yZO,
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g) y=—a>+2y=—31+4, ) y=e"y=e" z=1,
h) y=2?~2-6,y = —2?+5r+14m) y=2e*+3, y = e**, x = 0,
i) y=2%—x,y=3r—12?% n) y=1y=e* x=4,
j)x-y=4,x4+y=>, 0) y= =e3,z=0,

k) y=2a3 y=4dx p) y=Inz, y:ln2x
Vysledky

1.1

a) 4 650, b) 127, c) 113, resp. 93.
1.3

a) 780, b) 47, c) 78, resp. 68.
1.4

a) 1917, b) 187, c) 213, resp. 292,2.
1.5

a) 78 bluzok, b) 18 blizok, c¢) 14 bluzok.

1.6

a) 72 vyrobkov, b) 20 vyrobkov, c) 26 vyrobkov.
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1.7

a) 64 vyrobkov, b) 36 vyrobkov, ¢) 6,375 vyrobkov.

1.8
a) C(t) = 45> + 1 500t + 3 200,
b) 11 825,
c) 4,043.
1.9
a) C(t) = 10£2 + 500¢ + 7 000,

b) 8 590,
c) 5/41.

1.10
a) pp =8, f) pe=T1,
b) pp =2, g8) pe =38,
) pe =3, h) pg =6,
d) pe =1, i) pe =5,
¢) pp =0, i) pp=4

111 pp=7

1.12
a) ry = 20; xo = 350; (20,350), f) x =40;(40,00),
b) = = 30; (30, c0), g) x = 30; (30, 0),
c) = = 10; (10, 00), h) = =12; (12, 00),
d) x = 20; (20, c0), i) = 13;(13,00),
e) x = 20; (20, 00), j) = 14; (14, 00).

1.13  x; =18; x5 =40; x € (18,40)
114 a1 = 10; 25 = 30; z € (10,30)



24 1 FUNKCIA A JEJ APLIKACIE V EKONOMII
1.15  x; =12; 25 = 40; x € (12,40)

1.16 x; =5; x5 =50; x € (5,50)

1.17 ¢ =10; ¢ = 20; ¢ € (10, 20)

1.18 ¢ =10; ¢ = 25; ¢q € (10,25)

1.19 ¢ =6; ¢ =30; ¢ € (6,30)
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2

2.1

Zaklady linearnej algebry
Ciel

Oboznamit s pojmom algebricka rovnica, koren algebrickej rovnice, rydzora-
ciondlna funkcia a jej rozklad na elementarne zlomky na mnozine redlnych
¢isel. Oboznamit s pojmami matica, operacie s maticami, hodnost matice, de-
terminant matice, inverznd matica a algoritmami ich vypoctov. Oboznamit
s technikami riesenia sustav linearnych algebrickych rovnic.

2.2

Otazky
Definujte algebrickti rovnicu a koren algebrickej rovnice.
Definujte rozklad polynému na stuc¢in korenovych cinitelov na R.

Uvedte postup najdenia racionalnych korenov algebrickej rovnice s ce-
lociselnymi koeficientami.

Uvedte postup vypoctu hodnoty polynému v bode pomocou Hornerovej
schémy:.

Definujte rydzoracionalnu funkciu.

Definujte elementarny zlomok na mnozine R a uvedte postup rozkladu
racionalnej funkcie na elementarne zlomky na R.

Popiste metody vypoctu koeficientov pri rozklade racionédlnej funkcie
na elementarne zlomky na mnozine R.

Definujte pojem matice, Stvorcovej matice, lichobeznikovej matice
a stupnovitej matice.

Definujte stuicet, nasobenie skaldrom, sicin matic a mocninu matice.
Uvedte sposoby vypoctu determinantu matice.

Vymenujte ekvivalentné riadkové tpravy a popiste ich vplyv na hod-
notu determinantu.

Definujte inverzni maticu a uvedte sposoby jej vypoctu.

Definujte ststavu linearnych algebrickych rovnic a sformulujte Frobe-
niovu vetu o jej riesitelnosti.

Popiste Gaussovu eliminac¢nii metédu.

Popiste vypocet riesenia stustavy linearnych algebrickych rovnic pomo-
cou Cramerovho pravidla.
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2.3 Algebrické rovnice

Definicia 2.1 Nech n € N. Algebrickou rovnicou s redlnymi koeficien-
tami nazyvame rovnicu

ant" + an_ 12"+ .+ ax +ag =0, (1)
kde a; e R prei=0,1,2,--- /n.

Definicia 2.2 Cislo a € R je koreriom (rieenim) rovnice (1), ak
P(a) =0.

Veta 2.1 Cislo a € R je koreriom rovnice (1), ak polynom x—a deli polyném
P(z) bezo zvysku.

Polyném x — o nazyvame koreniovym ¢initelom polynému P(x) prislichaji-
cim korenu a.

Definicia 2.3 Nech p,s,n € N. Nech ki,... ky,l1,...,ls € N také, Ze
ki +ko+ ...+ ky+2(LL+ 1+ ...+ 15) = n. Hovorime, Ze polynom P(x)
je v tvare sucinu korenovych cinitelov (v tvare kanonického rozkladu)
na mnoZine R, ak P(z) = a,(r — )" (z — ap)™ ... (z — ap)f»(2? + p1o +
). (2 4 per + @), kde 2% 4+ pix 4+ q;, prei = 1,2,. .., s, su kvadratické
trojcleny s redlnymi koeficientami, ktoré nemaju redlne korene.

Priklad 2.3.1 Ndjdime kanonicky rozklad polynému P(z) = 27— 2% —a*+a3
na mnozine R.

Riesenie. Pomocou tprav dostavame:

Plz) =a" -2 —a2'+ 28 =2 -2 -2 +1) =
=233z —1)— (z —1)] =23z — 1)(2* - 1)
=23z — 1)} (2? + 2+ 1).

Kedze hladdme len redlne korene rovnice P(z) = 0, vo vypocte nepokracu-
jeme. Q@

Pri hladani korenov algebrickej rovnice s celoc¢iselnymi koeficientami sa
nezaobideme bez nasledujtcej vety.

Veta 2.2 Nech n € N. Nech a; € Z, prei = 0,1,2,--- .n, a nech a, # 0.

Ak o = L € Q, pre p, q nesudelitelné, je koreriom rovnice
q

ant" + ap_ 12"+ .+ a4+ ag =0, (2)

tak je koeficient a,, delitelny cislom q a koeficient ay delitelny cislom p.
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Nasledujuci princip znamy ako Hornerova schéma sa pouziva na vypo-
¢et hodnoty polynému v bode. Polyném P(x) mézeme totiz prepisat nasle-
dovnym sposobom

P(l’) - anl'n + an_lxnil +...t+axr+ ag =
= (( - ((an>1£l§' + an_l)gl' + ...+ al)nl' + ao)n+1,

kde index za zatvorkou znamend poradové ¢islo zatvorky. Vypocet hodnoty
P(«a) pomocou Hornerovej schémy sa da zapisat do jednoduchej tabulky:

n, (1 (p_o ... ay ag
Q bp_1 - bpo-a ... b1 - « by - «
an bp_ia+ an_1 bp_sa+an_o ... ba+a by + ag
=b,_1 =b, 9 =b,.3 ... =by =Pa)
Koeficienty b;, pre i = 0,1,...,n — 1, reprezentuji polyném stupna n — 1,

ktory rovnako ako polyném x — a deli povodny polyném. Teda
P([L’) = (l’ - O‘) ' (bn—lxn_l + bn_gl'n_2 + -+ bll' + bo)

Priklad 2.3.2 Pre polyném P(x) = 225+ — 2% —8x—6 ndjdime kanonicky
rozklad na mnoZine R.

Riesenie. Ak polozime P(xz) = 0, jednd sa o algebricki rovnicu s celo¢i-
selnymi koeficientami. Na urcenie mnoziny moznych racionalnych korenov
pouzijeme vztahy medzi koeficientami a rieSenim rovnice (vid veta [2.2]).

an, =2 AN qla, = qe{£l,£2}.

ap =-6 A plag = pe{£1,+2,43, +6}.

Do tuvahy teda prichadzaji korene

1 3

a="L¢ {il,iQ,i?),iG,i,j:} — M.
q 272

S¢itanim koeficientov zistime, ze ¢islo 1 nie je koreniom polynému P(z). Po-

mocou Hornerovej schémy budeme postupne overovat dalSie ¢isla z horeuve-

denej mnoziny M. Zistime, ¢i je korenom a = —1.

2 10 -1 -8 -6
2 1 -1 2 6
2 -1 1 -2 610

-1

Hodnota polynému P(z) v bode a = —1 je P(—1) =0, ¢islo a = —1 je teda
korenom daného polynému. Navyse plati

P(z) = (v — (=1)) - (22* — 2® + 2° — 22 — 6).
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Kedze stupen korena a = —1 moze byt viac ako jedna, pokracujeme vo vy-
pocte overovanim, ¢i je koretiom polynému Q(x) = 22t —23+2%—2x—6. Tento
postup opakujeme dovtedy, kym hodnota polynému nebude rozna od nuly.
Mozeme pritom pokracovat v Hornerovej schéme bez prerusenia.

2 -1 1 -2 -6
-1 2 3 -4 6
2 34 -6 10
-1 -2 5 9
2 -5 9 |15
Zistili sme, ze stupen korena a = —1 je 2 a teda

P(x) = (x +1)*- (22° — 32 + 42 — 6).

Zoberieme nasledujtce ¢islo z mnoziny M a pokracujeme vo vypocte. Napo-
kon dostavame

P(m)z?(m—i—l)z-(x—i)-(m2—|—2). o

2.4 Racionalne funkcie a ich rozklad na parcialne zlomky

Definicia 2.4 Nech P(x) a Q(x) si polynomy na R, nech Q(x) nie je nu-

lovy polynom. Nech o, s, ..., o st vsetky navzdjom rézne redlne korene
polynomu Q(x). Kazdi funkciu tvaru
P(x)
R(z) = R —{o,a9,...,00} — R
Q(x) g

nazyvame redlnou ractondlnou funkciou.
Ak je stupen polynomu P(x) mensi neZ stupen polynomu Q(z), tak R(x) je
rydzoraciondlna funkcia.

Veta 2.3 Kazdd raciondlna funkcia sa dd jednoznacne vyjadrit v tvare suctu
polynomu a rydzoraciondlnej funkcie.

Priklad 2.4.1 Napisme raciondlnu funkciuv R(x) v tvare siuctu polyndmu
a rydzoraciondlnej funkcie

205432t —at 4 Tt a4 1

R
(z) 20t — a3 4+ 22 — 1

Riesenie. Po vydeleni citatela menovatelom dostavame

20 + 32t — B3+ T2+ + 1 23 +5x2—2x+3
R(z) = =r+2+ :
204 — a3 + 2z — 1 20t — a3 4+ 22 — 1
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Definicia 2.5 KaZdi ridzoraciondlnu funkciu R(x) : R — {a} — R tvaru
A

(x —a)’

alebo R(z) : R — R tvaru

Mx+ N
(22 + px + q)*’

R(z) = kde A, a € R, k € N,

R(z) =

kde M, N, p, q € R, ke N

a polyném x*+ px +q nemd redlne korene, nazjvame redlnym elementdr-
nym (parcidlnym) zlomkom.

Veta 2.4 Kazdd redlna rydzoraciondlna funkcia sa dd jednoznacne vyjadrit
v tvare suctu redalnych elementdarnych zlomkov.

Priklad 2.4.2 Bez pocitania koeficientov napisme raciondlnu funkciu

234+ 5x2 -2+ 3

R(z) =
() 204 — a3 + 220 — 1

v tvare suctu elementdrnych zlomkov na mnozine R.

Riesenie. Po najdeni realnych korenov menovatela vieme funkciu na mnozine
R prepisat do tvaru:

23+ 522 — 21+ 3
2@ —3)(z+1)(a?—z+1)

R(z) =

Kazdému z realnych korenov prislicha jeden parcidlny zlomok. V pripade
kvadratického trojclena (reprezentuje dvojicu komplexne zdruzenych kore-
nov) to bude jeden zlomok s linedrnym dvojé¢lenom v ¢itateli:

A B Mz + N

R(z) = T+

+ .
r—5 w+1 2 —x+1

Metédy vypoctu koeficientov elementarnych zlomkov:
(i) porovnéavacia metdda,

(ii) dosadzovacia metoda.

Nasledujuce priklady ilustruju podstatu a sposob pouzitia tychto metod.

Priklad 2.4.3 Rozlozme raciondlnu funkciu

23+ 5x% — 22 + 3
20— )z +1)(a2 —z+1)

R(z) =

na sucet elementdrnych zlomkov na mnozine R.
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Riesenie. Priklad riesil rozklad tejto funkcie bez pocitania koeficientov:

23+ 522 — 2+ 3 A B Mz + N

+ + .
2@ —HE+1)(2>—2+1) z—3 z4+1 22-z+1

Na vypocet neznamych koeficientov pouzijeme porovnavaciu metédu. Pre-
nasobme teraz tito rovnicu menovatelom lavej strany. Dostavame:

23+ 512 — 20+ 3=

=2A(x+1)(2> —z+1)+2B(x—3)(@* —z+ 1)+ 2(Mz+ N)(z+1)(z — 3).
Nésledne roznasobme pravi stranu a usporiadajme ju podla mocnin premen-
nej x. Dostavame rovnost dvoch polynémov stupna tri:

23+ 512 — 20+ 3=

= 23(2A+2B+2M)+2*(—3B+M +2N)+z(3B—M+N)+2°(2A—B—N).
Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach x na oboch stranach rov-
nice ziskame systém styroch linedrnych algebrickych rovnic o Styroch pre-
mennnych:

3 1 = 2A +2B +2M

x? 5 = —-3B + M +2N
b =2 = 3B - M + N
2: 3 = 24 - B — N,

ktory vyriesime napr. Gaussovou elimina¢nou metédou (vid podkapitola 2.6)
s vysledkom A = %, B = -1, M =0a N = 1. Rozklad funkcie mozeme
napokon zapisaf v tvare:

3 1 N 1
2 —2) 41 a2—z+1

Priklad 2.4.4 Rozlozme raciondlnu funkciu

512 — b + 14
(x —2)(22+4)

R(z) =

na sucet elementdrnych zlomkov na mnozine R.

Riesenie. Rozklad tejto funkcie na parcialne zlomky pomocou neurcitych
koeficientov ma tvar:

5x2 — bx + 14 A Mz + N

@—2)(2+4) -2 214

Tentokrat pouzijeme na vypocet neznamych koeficientov dosadzovaciu me-
tédu. Prenasobme poslednii rovnicu najskor menovatelom lavej strany t. j.

spolo¢nym menovatelom pravej strany. Dostdavame rovnost:
5z —br + 14 = A(x®> +4) + (Mz + N)(x — 2).
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Vidime, ze po dosadeni z = 2 do tejto rovnice sa druhy sc¢itanec vynuluje.
Moézeme teda bezprostredne vycislit hodnotu koeficientu A:

r=2 = 24 8A
A = 3.

Analogicky by sme pokracovali v pripade, keby menovatel mal okrem
x = 2 dalsi redlny koren. KedZze menovatel uz nema realne korene, dosadime
postupne lubovolné dve reélne ¢isla (okrem uz pouzitej hodnoty = = 2). Do-
staneme sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych M a N, ktort vyriesime.
Specidlne ak dosadime = = 0 vypadne koeficient M, takZe bezprostredne mo-
zeme urcit hodnotu NV bez zostavovania stustavy rovnic. Kazdopadne predtym
vycislené koeficienty dosadime tiez.

=0 = 14 = 12+ N(=2)
IN = -2
N = —1.

Dosadme napokon napr. z = 1 a vypocitajme hodnotu M:

r=1 = 14 = 15+ (M —1)(-1)

14 = 16—-M
M = 2
Vysledny rozklad ma tvar:
3 20 — 1
R(x) = .
e

Q©

Algoritmus pre rozklad racionalnej funkcie na stucet parcialnych
zlomkov na mnozine R

1. Zistime, ¢i je funkcia rydzoraciondlna. Ak nie je, prepiSeme ju pomo-
cou delenia na stucet polynému a rydzoracionalnej funkcie. Vo vypocte

pokracujeme s rydzoracionalnou funkciou.

2. Polozime menovatel rovny nule a vyrieSime vzniknuta algebrickt rov-
nicu na mnozine R.

3. Vyjadrime rozklad rydzoracionalnej funkcie na stcet parcialnych zlom-
kov na mnozine R pomocou neurc¢itych koeficientov.

4. Pomocou niektorej z metdd vypocitame koeficienty.
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2.5 Aritmetické vektory a matice

Pri praktickych vypoctoch je niekedy vyhodné matematicky model riesene;j
ulohy, ktory sme vytvorili, nahradit zdpisom pomocou matic. V nasledujice;j
casti predstavime pojem matice, Specidlne typy matic a operacie s nimi.

Definicia 2.6 Nech n € N. Usporiadani n-ticu cisel ay,as, ..., a, nazgvame
n-rozmernym aritmetickym vektorom. Cisla aq,as, ..., a, nazyvame zloz-
kami alebo suradnicami aritmetického vektora.

Zapis:

a=(ay,as,...,a,).
Definicia 2.7 Nech m,n € N. Nech ay, as,...,a, su n-rozmerné vektory.
Linedrnou kombindciou vektorov ay, as,...,a,, nazyvame vektor T =
Q1-a1+Qo-Go++ + + QA . Konstanty aq, as,. . . o, nazgvame kombinacnymi
koeficientami.
Definicia 2.8 Nech m,n € N. Vektory a,, as,...,a, (n-rozmerné) si li-

nedrne zdavislé, ak existuju cisla oy, ao,...,a,, € R, aspon jedno rozne
od nuly, také, Ze plati aq - ay + ag - ag + -+ + - ayy, = 0 (= (0,0,...,0)).
Ak vektory nie su linedrne zdvislé, hovorime, Ze st linedrne nezdvislé.

Definicia 2.9 Maticou typu m X n nazyvame mnoZinu prokov zapisanych
do tabulky s m riadkami a n stlpcamsi, pre m,n € N:

a1 a1 ... Q1
A _ a921 a9 ... Aoy,
Am1 Am2 ... Qmnp

Zépis: A = (a;j), i=1,2,...,m; j=1,2,...,n.

V nasledujucich riadkoch definujeme Specidlne typy matic.

1. Riadkova matica (riadkovy vektor): A = (ay,aq,...,a,).
3]
P . a9
2. Stlpcova matica (stlpcovy vektor): A =
an

3. Transponovand matica k matici A = (a;;) typu m x n je matica
A" = B = (by) typu n x m, kde by = aj, pre i = 1,2,...,m;
7=12,...,n.

Priklad:
(1 23 T
A= ( 4 5 6 ) A=

W N =
S O W=~
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4. Stvorcova matica (m =n): A = (a;) i,7=1,2,...,n.
Nasleduju Specialne typy stvorcovych matic:

5. Diagonalna matica: D = (d;;), kde pre i,5 =1,2,...,n
- ! pre 14

[ubovolné pre i =7.
ZéplS D= diag(du, dgg, . 7dnn)-
Priklad:

300
D=0 2 0 | =diag(3,2,1).
0 01

6. Jednotkova matica: E = (e;;), kde pre 4,5 =1,2,...,n
{ 0 pre i+ j,
eij =

1 pre 1=7.
Priklad:
100
E=|1010
00 1
7. Nulova matica: O = (0;5), kde 0;; =0, pre i,j =1,2,...,n.
Priklad:
000
O=10200
000

8. Horna (dolna) trojuholnikova matica: A = (a;;), kde a;; = 0,
prei>j(i<j),ij=12..,n

Priklad:
1 20 1 00
A=110 0 3 horna, B=|2 20 dolna.
0 01 2 2 3

V pripade, ak sa nejedna o stvorcové matice, ale prvky pod hlavnou dia-
gonalou su rovné nule, dostavame nasledujice typy matic.

9. Lichobeznikova matica: A = (a;;), kde a;; = 0, pre i > j,
i=1,2....mj=12...n
Priklad:
2 3105
A=[(00 3 1 2
001 20
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10. Stupnovita (Gaussova) matica: A = (a;), ¢ = 1,2,...,m;
7 = 1,2,...,n je lichobeznikova matica, v ktorej kazdy nasledujuici
riadok obsahuje aspon o jednu nulu zlava viac ako predchadzajici ria-
dok.

Priklad:

A:

S O N
o O W

10
3 1
0 2

S DN Ot

Definicia 2.10 Sictom matic A, B typu mxn nazgvame maticu C=(c;;)
typu m X n, pre ktori c;; = a;; + by, pret=1,2,...,m; 5 =1,2,...,n.
Zapis: C= A + B.

Definicia 2.11 Nech k € R je konstanta, k-ndsobkom matice A typu
m x n nazgvame maticu C = (c;;) typu m x n, pre ktord c¢;; = k - a;,
pret=1,2,....m; 3=1,2,....n.

Zapis: C=Fk- A.

Pre horedefinované operacie s maticami platia nasledujtice vztahy.

Veta 2.5 Nech A = (a;;), B = (b;;), C = (c;;) su matice rovnakého typu
a k, | su konstanty. Platia rovnosti:

(i) A+ B=B+ A,
(ii) A+ (B+ C)=(A+ B)+ C,
(iii) k- (A+B)=k-A+k- B,
Definicia 2.12 Nech m,n,r € N. Nech A = (a;;) je matica typu m X r

a B = (b;;) je matica typu r x n. Sic¢inom matic A, B nazjvame maticu
C=(c;) typumxmn, kdeprei=1,2,...,m; j=1,2,...,n

Cij = Qi1 - bij + Qi - byj + -+ -+ g - by = Y g - by
k
Zapis: C= A - B.

Pre stcin matic platia pravidla formulované v nasledujicej vete. Na roz-
diel od suc¢tu matic pre sic¢in neplati komutativny zakon.

Veta 2.6 Nech A = (a;j), B= (b;;), C = (c;;) su matice typov, ktoré dovolia
doleuvedené operdcie a k € R je konstanta. Platia rovnosti:

(i) A-(B-C)=(A-B)-C,

(ii) A-(B+C)=A-B+ A-C,

(iii) k-(A-B)=(k-A)-B=(A-k)-B=A-(k-B)=(A-B)-k.
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Definicia 2.13 Nech n € N. Nech A = (a;5) je stvorcovd matica rddu n.

Maticu A"
, | E r =20,
4 _{A~AT1 r=1,2,...

nazyvame r-tou mocninou matice A.

Priklad 2.5.1 Pre matice

5 2 1
2 0 —1 0 21
A=< ) B=|10 -1], C:( )
32 0 02 3 -1 0 4
vypocitajme
a) 2A — B, b) 34+2C, «¢) A-B, d) B- A,
e) A% f) B g) AT, h) B'.
Riesenie.
2 0 —1 4 0 -2
a)2AQ<32 0)(64 0)'
5 2 1 -5 =2 -1
—-B=—|10 -1 |=] -1 0 1
02 3 0 -2 -3

Kedze s¢itavat moézme len matice rovnakého rozmeru, 2A — B neexis-
tuje.

b) Na rozdiel od predchddzajiceho prikladu st v tomto pripade obe matice
rovnakého rozmeru, ¢ize vsetky operacie mozeme uskutocnit.

2 0 —1 0 21 6 4 —1
3A+2C—3<32 0>+2<—104>_<76 8>'
¢) Podmienkou existencie su¢inu dvoch matic je, aby pocet stipcov prvej
matice bol rovny poctu riadkov druhej matice. Kedze pre C= A - B je

Cij = D_ ik * bij
k

dostéavame

2 0 -1
A'B_<3 2 0)'

O = Ot
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[ 25401-10, 22+0-0—12, 2.1+40-(—1)—1-3) _
“ 35421400, 32420402, 3:14+2(=1)+0-3 )

(10 2 -1
176 1)
d) Pocet stlpcov matice B sa nerovnd poctu riadkov matice A, teda B- A
neexistuje. VSimnime si, ze v nasom pripade A- B # B - A.

e) Jednoduchym désledkom podmienky existencie stic¢inu dvoch matic je,
7e A* = A - A sa d4 vypoditat len v pripade §tvorcovej matice, teda
A? neexistuje.

27 12 6
fy BB=B-B=| 5 0 -2
2 6 7

g) Transponovand matica k danej matici vzniké zdmenou riadkov a stlp-
cov. Z prvého riadku sa tak stava prvy stlpec a naopak, atd.

EHE R

32 0

~1 0
52 1\ 5 10

hB' =10 -1 =2 02
02 3 1 -1 3

Q

Definicia 2.14 Nech m,n € N. Hodnostou matice A typu m X n nazyj-
vame mazimdlny pocet linedrne nezavislych aritmetickych vektorov tvoriacich
riadky resp. stlpce matice A.

Zapis: h(A).

Poznamka 2.1 Z horeuvedenej definicie vypljva, Ze h(A) < min {m,n}.

Definicia 2.15 (ERU) Ekvivalentnou riadkovou tipravou matice na-
zyvame kaZdi z nasledujicich uprav:

(i) zmena poradia riadkov,
(ii) vyndsobenie riadku nenulovou konstantou,
(#ii) pripocitanie linedrnej kombindcie inych riadkov k niektorému riadku.

Definicia 2.16 Dve matice budeme nazyvat ekvivalentné, ak sa jedna

z matic da upravit na druhid pomocou ekvivalentnych riadkovych iprav.
Zépis: A =~ B.
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Nasledujuca veta je napomocnd pri ur¢ovani hodnosti matice.

Veta 2.7 Pre lubovolni maticu A platia nasledujice tvrdenia.
(i) Nech matica A je ekvivalentnd s maticou B, tak h(A) = h(B).

(77) KazZdi maticu mozno pomocou ekvivalentnych iprav upravit na ekviva-
lentna stuprioviti (Gaussovu) maticu.

(11i) Nech m € N. Nech A je stupriovitd matica s m nenulovymi riadkams,
tak h(A) = m.

Dosledkom predchadzajicej vety je jednoduchy algoritmus na urcenie
hodnosti matice.

1. K danej matici A najdeme ekvivalentna stupnoviti maticu B.

2. h(A) je rovna poc¢tu nenulovych riadkov matice B.

Priklad 2.5.2 Ur¢me hodnost matice

2 13 -1
3 -1 2 0
A=1 3 4 -2
4 -3 1 1

Riesenie. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav dostaneme stupnoviti
maticu

1 3 4 =2

0 -5 -5 3
B= 0O 0 0 0}’

0O 0 0 0

ktora je ekvivalentna s maticou A. Pocet nenulovych riadkov uddva hodnost

matice, teda h(A) = 2. Q©

Definicia 2.17 Nech n € N. Nech A je stvorcovd matica rddu n. Nech M;;
je stvorcovd matica radu n — 1, ktord vznikla z matice A vynechanim i-tého
riadku a j-tého stlpca v pripade, ak n = 2. Determinantom matice A
nazyvame cislo det A, pre ktoré plati:

(i) det A = ayy, pre n =1,
(ii) det A = aq; det My —ayp det Mys+. . .+(—1)""ay, det My, pren = 2.

Zapis: det A, resp. |Al.
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Jednoduchym spésobom vypoétu determinantu matice rddu nanajvys tri
je takzvané krizové pravidlo nazyvané tiez Sarusovo pravidlo:

a1 a2
det A = = 11 - A2 — A12 * A21.
a21  A22
a1; a2 Aas
det A =|ag ax a3 |= ai1-az-ag3+ g1 G3z-A13 + A31-A12-Ag3—

azy a2 ass —(a13-ag-az1 + ag3-a32-a11 + A33-A12-A21).

Priklad 2.5.3 Vypocitajme determinanty matic

2 3 4
a)Az(?i), byA=|10 2
315

RiesSenie.

a) Matica je stuptia 2, mozeme pouzit krizové (Sarusovo) pravidlo

2 3

[Al=17 4

‘:2'4—3&:8—3:5.

b) Matica je stupna 3, mézeme opét pouzit krizové pravidlo.

2 3 4

|Al=|1 0 2|=205+114+332—(4:0-3+2-1-245-3-1) =
3 15

=4+18—(4+15)=22-19=3.

Q@

Pre matice radu vyssieho ako tri krizové pravidlo neplati. Pri vypocte de-

terminantov takychto matic pouzivame rozvoj podla i-tého riadku, resp.
rozvoj podla j-tého stlpca.

Veta 2.8 Nech n € N. Nech A je §tvorcovd matica rddu n = 2. Plati
detA = Z(—l)iﬂazj . det Mj = Zaij . Aij7 7 = 172, e, N,

j=1 j=1
detA = Z(—l)”jazj . det M]‘ = Zaij . Aij; j = 1,2, e, M.

i=1 i=1

Poznamka 2.2 Cislo A;; vystupujice v predchddzajicej vete nazgvame al-
gebrickym doplnkom matice A prislichajicim proku a;;.
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V nasledujucich vetach je formulovany vplyv ekvivalentnych tprav
na hodnotu determinantu.

Veta 2.9 Nechn € N. Nech A je §tvorcovd matica radun = 2. Nech matica
B vznikla z matice A vymenou dvoch riadkov (stlpcov), tak

det B= —det A.

Veta 2.10 Nech n € N. Nech A je stvorcovda matica radu n. Nech matica B
vznikla vyndsobenim i-tého riadku (j-tého stlpca) matice A konstantou c, tak

det B=c-det A.

Veta 2.11 Nech n € N. Nech A je stvorcovd matica radu n = 2. Nech
matica B vznikla pripocitanim linedrnej kombindcie ingch riadkov (stlpcov)
k nejakému riadku (stlpcu) matice A, tak

det B = det A.

Algoritmus na vypocet determinantu matice radu vyssieho ako
tri

1. Pouwzitim ERU s prihliadnutim na horeuvedené vety (vid veta
veta a veta 2.11)) vytvorime riadok (stipec), v ktorom sa nachadza

jeden nenulovy clen.
2. Urobime rozvoj podla riadku (stipca) vytvoreného v bode 1.

3. Postup opakujeme, kym neméame vysledok alebo neznizime rad na hod-
notu nanajvys tri a pouzijeme krizové pravidlo.

Priklad 2.5.4 Vypocitajme determinant matice

01 11
1 01 1
A= 1 2 3 4
4 3 1 2
0111 01 1 1
L 1011 lro 11
Riesenie. |A| = 1 234 R =02 5 5| =
4 3 1 2| —4Rs 0 3 -3 -2
1 1 1
=1- (-2 2 3|=—-[-4-6+9—-(6—9—4)] =—6.
3 -3 =2
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Definicia 2.18 Nech n € N. Nech A je stvorcovd matica ridu n o E jed-

notkovd matica rovnakého rddu. Maticu A~" nazveme inverznou maticou
k matici A prdve vtedy, ak A- A =A"'- A=E.

Veta 2.12 Ak k matici A existuje inverznd matica, tak je jeding.

Definicia 2.19 Nech n € N. Nech A je stvorcovd matica radu n. Maticu

A nazveme reguldrnou (singuldrnou) maticou prave vtedy, ak det A # 0
(det A =0).

Definicia 2.20 Nech n € N. Nech A je Stvorcovda matica rddu n. Maticu
B nazveme adjungovanou maticou k matici A prdave vtedy, ak b;j = Aj;
(algebricky doplnok prvku aj;), prei,j =1,2,...,n.

Zapis:
An A oo A\
R I
An Awa oo Ann

Nasledujica veta popisuje jednu z moznosti ako najst inverzni maticu
k regularnej matici a sice pomocou adjungovanej matice.

Veta 2.13 Nech A je requlirna matica. Potom k nej existuje inverznd ma-
tica A™' a plati

_ 1 .

DalSou moznostou ako najst inverznii maticu k regularnej matici je
pomocou ekvivalentnych riadkovych dprav a to nasledujicim sposo-
bom.

1. Zostrojime blokovi maticu (A | E).

2. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tuprav prevedieme na tvar s hor-
nou trojuholnikovou maticou na lavej strane. Ak boli riadky matice
linedrne zavislé (aspon jeden riadok matice A sa vynuloval), je matica
singularna a inverzna matica k nej neexistuje.

3. Ak je matica regularna, upravime pomocou ekvivalentnych riadkovych
uprav na diagonalnu maticu na lavej strane.

4. Predelenim diagonalnymi ¢lenmi upravime na blokovii maticu (E| A™1).
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2.6 Sustavy linearnych algebrickych rovnic

Definicia 2.21 Nech m,n € N. Sustavu rovnic

a1 + 199 + ... + A1y — bl
917 + Qoxy + ... + aGopx, = by

(1)
A1 1 + Aol + ... + GunTn = by

nazyvame sustavou linedrnych algebrickych rovnic. Cisla a;; nazjvame
koeficientami sustavy, x1, Ta, . .., T, nazyvame nezndmymi a by, by, ..., by, ab-
solitnymi clenmi (pravymi stranami) sustavy.

Definicia 2.22 Maticu utvoreni z koeficientov

aiy a2 ... QA1n
A _ 921 22 ... QAon
Am1 Am2 .. Qmp

nazyvame maticou sustavy. Maticu utvorent z matice sistavy A a vektora
pravej strany b = (by, by, ..., by) "

a a2 ... QA1n b1
T 21 922 ... a9 bg

A" =(Alb) = "
m1 Ama . Gy | D

nazyvame rozsirenou maticou sustavy.
Zapis stustavy (1) v maticovom tvare:

A-7=0.

Definicia 2.23 RieSenim siustavy linedrnych algebrickjch rovnic (1) na-
zjvame taky vektor a = (o, o, ..., )", ktory vyhovuje rovnici A - & = b.

Z hladiska riesitelnosti stistavy mozu nastat pripady:
e ststava ma prave jedno riesenie,

e ststava ma nekonecne vela rieseni,

e sustava nema riesenie.

Ktory z horeuvedenych pripadov nastal, vieme urcif na zaklade Frobeni-
ovej vety.
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Veta 2.14 (Frobeniova veta) Nech A je matica sistavy a A” je rozsirend
matica sustavy (1). Sustava (1) md riesenie vtedy a len vtedy, ak h(A) =
h(A*). Dalej plati:

(i) Stustava (1) md prave jedno riesenie vtedy a len vtedy, ak
h(A) =h(A*) =n.

(i) Siustava (1) md nekonecne vela riesent vtedy a len vtedy, ak
h(A) =h(A") <n.

V pripade ak h(A) # h(A”*), ststava (1) neméd rieSenie. V pripade, ak ma
sustava nekonecne vela rieSeni, je pocet tzv. volnych premennych n — h(A).

V nasledujucich odsekoch sa budeme venovat jednotlivym metédam rie-
Senia sustav linearnych algebrickych rovnic.

Gaussova eliminaéna metdéda

Tato metoda spociva v postupnom eliminovani nezndmych v nasleduju-
cich rovniciach. Zjednodusene by sme princip vypoctu mohli zhrnit do na-
sledujticich bodov.

1. Nahradime ststavu linearnych algebrickych rovnic rozsirenou maticou
sustavy.

2. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav upravime maticu na stup-
novity tvar.
3. Na zaklade Frobeniovej vety rozhodneme o riesitelnosti sistavy.

4. Ak existuje rieSenie stustavy, vyjadrime ho v tvare vektora.

Priklad 2.6.1 Pomocou Gaussovej eliminacnej metody riesme sustavu line-
arnych algebrickyjch rovnic nad R

23171 — Tro + rs + 21’4 + 3[E5 =
61’1 - 3l‘2 + 21’3 + 41‘4 + 51‘5 =
6x1 — 3z9 + 4x3 + 8xy + 1325 =
4dry — 229 + x3 + x4 + 2x5 =

—_ O W N

Riesenie. Pomocou ekvivalentnych riadkovych tprav upravime rozsirent
maticu sustavy na stupnovity tvar.

2 -1 1 2 3|2 2 -1 1 2 3] 2
6 -3 24 53 |-3R _|0 0 -1 -2 —4|-3 ~
6 —3 4 8 13/9 |-3R, |0 0 1 2 4| 3 |4+R,
4 =2 11 2|1 /)-2R, 0 0 —1 -3 —4|-3/)—R,
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2 -1 1 2 3] 2 2 -1 1 2 3|2
o o -1 -2 —4|-3 |(-1) o 01243
10 0 0 0 0| O < 710 00100

0 0 0 —1 0| 0/(-1) s 0 00O0O0|0

Kedze hodnost matice stistavy sa rovna hodnosti rozsirenej matice stustavy
ako hodnost matice n = 5 > h(A) = 3, z toho vyplyva, Ze ststava ma
nekonecne vela rieseni. Pocet volnych premennych uréime na zaklade vztahu
n —h(A) =5 — 3 = 2. Upravena ststava po prepise do tvaru rovnic
2x1—x2+x3+2x4+3x5: 2
r3 + 2z4 + 4dxs5 = 3
Ty = 0.
Pri volbe x5 = t a x; = s dostédvame riesenie 7 = (s, 1 —t+2s, 3—4¢, 0, )"
pre s, t € R.
@

Cramerovo pravidlo

Pre n € N majme sustavu n algebrickych rovnic o n neznamych

a;1ry + Qaexs + ... + Q1pTn, = bl
a21T1 + Qo2 + ... + Aoy, = bg

(2)
A1 T1 + A2y + ... + A, = by

Veta 2.15 Stistava (2) md prdve jedno riesenie vtedy a len vtedy, ak je ma-
tica sustavy requldrna.

Nech je matica ststavy (2) reguldrna. Z toho vyplyva, ze determinant ma-
tice sustavy je rozny od nuly. Na néjdenie riesenia takejto stustavy pouzijeme
Cramerovo pravidlo.

Veta 2.16 (Cramerovo pravidlo) Nech D # 0 je determinant matice si-
stavy (2). Nech D; je determinant matice, ktord vznikla z matice sustavy na-
hradenim i-tého stlpca vektorom pravej strany. Riesenim sustavy (2) je vektor
T = (11,29, ...,7,) ", kde

D; 19

r,=— pre =12 ..., n

D p
Priklad 2.6.2 Pomocou Cramerovho pravidla riesme sustavu linedrnych al-
gebrickych rovnic nad R

6.731 + 31’2 - 21’3 = 2
ry — 31‘2 + 2£L‘3
201 + xp + a3

I
© ot
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Riesenie. Matica sustavy je Stvorcova, vypocitajme teda determinant matice
sustavy D

6 3 -2
D=|1 -3 2|=-35
2 1 1

Kedze determinant matice sistavy je rozny od nuly, je tdto matica regularna.
Mozeme teda pouzit Cramerovo pravidlo. Nahradenim prvého stlpca stlpcom
pravej strany dostaneme determinant D;. Analogicky vypocitame Dy a Dy

2 3 -2 6 2 —2
Di=|5 -3 2|=-35 Do=|15 2|=-10,
9 1 1 2.9 1

6 3 2
Dy=|1 -3 5|=-175.
2 19

Stistava ma prave jedno riesenie T= (1, 2o, 73)", kde

D, —-35 1
rTH=— = — =
YD -3 7
Dy, =70 5
Ty — — —= ——— —
D -3 7
Dy —175 5
Ly = —— = —— = .
T D =35
Q@
2.7 Ulohy
2.1 Rozlozte dané polynémy na suc¢in korenovych ¢initelov nad mnozinou
R:

a) 2t — 73 + 1722 — 172 + 6,
b) 4x% — 22% + 22 — 1,

c) 3a° + 172* — 623 — 9622 + 327,

e) ba’® + 32x* + 7223 + 6422 + 167,

)
)
)
d) 22° + 9z* + 62° — 81,
)
f)

225 + 3x* — 1223 — 2022,
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2.2 Dané racionalne funkcie rozlozte na stucet realnych elementarnych zlom-
kov:

22t — 323 — 1022 + 172 — 12 ) 6x + 9

a)

a3 — 222 —br+6 ’ ad+
b) 2?2 +3r+1 f 2 +x+13
3+ 5x2+8x+4’ 3 —ax244r —4’
24 4x — 2 ) 4
C) 7{1]3_1‘2 3 g .Z'4—1’
4+ —4r+5 1022 — 16
d) — : h) =7
x3 — 3z + 2 x* —bx? +4

2.3 Dané racionélne funkcie rozlozte na stucet redlnych elementarnych zlom-
kov:

) 222 + 6 0 3x2 —Tr+8
a —
3 =312 -z +3’ x3 — 4x2 + 42’
2 —4r+7 222 —3x +3
b) =5 7 8 S5
a3 —2x%2 —x+2 3 — 222 +x
) 62> —3x+5 h) 2+ 8xr —4
¢ =32+ -3 x3—Adx
d —2x% +3x —11 ) 32?2 + 122 — 27
i
)333—:E2+4$—4’ 3 — 9z ’
) 4z ) 3+ 42% — 4x + 16
e) ———M— )
34+ x+2 ] x4 — 16

2.4 Dané racionalne funkcie rozlozte na stucet realnych elementarnych zlom-
kov:

) 6t — 1223 — 1122+ 17x+4
a

3 —2x2 — x4+ 2

6x2—22x+18

)

b
)IL‘3—6£L‘2—|—111'—67
) 3x° — 152 +21 a3 + 422 —282 + 12
c
xt—ba3+ 822 —4ux ’
223 -6
d) a

423 4+4224+6x+ 3’

34 622 —6x+ 7
2 —224+x—06

e)

Y
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5x% — 5x + 9
f) .
x3 —3x? +4x — 12
2.5 Vypocitajte pre dané matice
a) 3A — 2B, b) A- B, c) B-A,
d) A? e) B fy AT,
ak
2 10 1 0 —1
1) A= —101)’ B=129 1)
0 —1

1 2 3 31 2 -2

a) A=|2 -1 1 a2 1 05
1 78 dA=113 9 18]

21 1 1

1 2 2 341 2 -3

by A=|211]. | 3535 —6
11 2 ) A=|63s1 5 5|

3537 -8
20 20 5 12 9 25 15
01 01 15 34 25 64 40
)A=| 49 1 g 9 DA=|9 46 34 89 70
01 —2 2 10 23 17 44 25

2.7 Vypocitajte determinanty matic
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6 3 -2 11 1
a) A=|1 -3 2|, 12 3 4
2 1 1 OD=17 4 9 16
1 8 27 64
2 3 -2 2 1 -1 2
by B=|5 -3 2|, |23 -3 14
9 1 1 )F=169 1 o
2 3 0 -5
53 2 4 -1 3 24
10 2 -2 10 25 10
DC=| 56 s 5| HGE=1 50 31
01 -1 1 26 89
2.8 Vypocitajte inverzni maticu k danej matici
3 2 2 1 4
a)A:<6 4)7 d D=| -5 -2 -1
11
3 2 3 2 -1
b)B_<6 5)’ e) F=| -1 3
2 —1
1 1 -1 1 -2 1
ogcCc=[2 1 o], fy G=| 3 -5 -2
1 -1 0 7 -3 1

2.9 Pomocou Gaussovej eliminacnej metody rieste sustavu linedarnych al-

gebrickych rovnic

201 + baxy 4+ 4dxs + x4 = 20

a) Ty + 31’2 + 21’3 + Ty = 11
2¢1 + 10xy + 923 + Txy = 40°
3%1 + 81’2 + 91‘3 + 2.7)4 = 37
201 + 3x9 + 1llzs + dzy = 2

b) Ty + T2 + 51’3 + 2£C4 = 1
2.7}1 + To + 3.733 + 2.1‘4 = =3’
r, + Tro + 3ZL'3 + 4%4 = -3
2331 — To + X3 — Ty = 3

C) 4])1 — 21‘2 — 21‘3 + 31‘4 = 2
2ZE1 — To + 5ZE3 — 6%4 =1
2I1 - To — 3ZE3 + 4ZE4 =5
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21’1 — 31’2 + 6!L’3 — T4 — 1
d) Ty + 219 — T3 = 0
r1 4+ 3xy — T3 — X4 = —2°
9I1 - Ty + 15]33 - 5134 = 1
21’1 + 3332 — T3 + x4 = 1
e) 8;61 -+ 12272 — 9%3 + 8374 = 3
4271 + 6%2 + 3%3 - 2$4 =3’
2%1 + 3[E2 + 9[E3 — 7[)34 =3
2$1 + 71‘2 + 31‘3 + x4 = 5
f) Ty + 3%2 + 5ZE3 — 21)34 = 3 .
ry + dr9g — 923 + 8ry = 1
5r1 + 18x9 + 4dx3 + dxy = 12

2.10 Pomocou Gaussovej eliminacnej metédy rieste sustavu linearnych al-
gebrickych rovnic

31’1 —|— 4£L'2 —I— T3 —f- 2[E4 = —3
a) 31‘1 + 51’2 + 31’3 + 5$4 = —6
633’1 + 81’2 + x3 + 5334 = -8’
3;61 + 51’2 + 3173 + 7374 = -8
561 + 3z9 4+ 323 + 14 = 11
rT — To + T3 + = =2
b) 3:31 + 3$2 + 25(?3 + 14 = 10,
41’1 + To + 31‘3 + x4 = 8
ry — 31’2 + 2£L'3 = —7
Ty + 61’2 + 51’3 + 51’4 = 6
C) 31’1 —|— 41‘2 —|— 21‘3 —|— Ty = 2
51’1 + 2[[2 - r3 — 3ZL‘4 = -2’
6x1 + 8x9 + 4dx3 + 224 = 4
61’1 —|— 4£L'2 —|— 5£L'3 —I— 21‘4 + 3[E5 = ]_
d) 31‘1 + 21132 + 4ZE3 + T4 + 2275 = 3
3r1 + 239 — 2x3 + 14 = =7’
921 4+ 6z + a3 4+ 334 + 225 = 2
r1 + 25132 — 35133 + x4 = -2
3r1 — dx9 + 223 + x4 = 3
e) 4LE1 + 3$2 — 7ZE3 + 2(E4 = —5,
ry — 21’2 + T3 — 35(]4 = =2
31’1 + To — 41’3 + 21’4 = =2
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4$1 + 3$2 — T3 + Ty + Ty — 15
Ty — X9 + T3 — x4 + TF = 2
f) 32y — 229 + w3 — x4 — 225 = 5,
2I1 + 3.7)3 = 0
i) + x4 = 0
Ty + 2]72 — T3 + 3]74 = 4
2ZE1 + i) — 2ZE4 = 3
g) 3[E1 — 3ZE2 — r3 — Ty — 1’
T + 2273 + Ty — -1
r, + Tro + 2[E3 — Ty = 2
201 + 19 + x3 — 214 = 1
h) .
— T3 — x3 + x4 = 0
3371 + 2(132 + 3(133 — 3&34 =3

2.11 Pomocou Cramerovho pravidla rieste ststavy linearnych algebrickych
rovnic

2) Ty + 3z9 = 6 b) 3r1 — 4x9 = —6

r1 + 2[E2 =5’ 31’1 + 41’2 = 18"’
Ty + 31’2 + 2]33 = 4 31’1 + 4.%‘2 + 2.T3 = 8
c) 2xy + 6z + a3 = 2, d) z1 + bxe + 223 = 5,
41‘1 + 8[[’2 — r3 — 2 21‘1 + 3{23'2 + 413 =3
2[L'1 + 51‘2 + 4[[‘3 + T4 — 20
e) T + 3[[2 + 2!173 + Ty = ]_1
21 + 102y + 923 + Try = 407
31’1 + 8.’[’2 + 9373 + 2334 = 37
201 + 3x9 + 1llzs + dxy = 2
f) Ty + T2 + 51‘3 + 256'4 = 1
2LE1 + X2 + 33?3 + 2%4 = -3
Ty + To + 3173 + 45(34 = -3

2.12 V tabulke st uvedené naklady na pracovnu silu a naklady na material
pri vyrobe dvoch modelov DVD prehravacov.

Wikady | A [ B |
pracovna sila | 12 € | 16 €
material 21€ |30 €

Vypocitajte kolko prehravacov modelu A a kolko prehravacov modelu B je
potrebné vyrobit za den, ked na pracovnt silu mame denne k dispozicii 920 €,
na material 1 680 € a chceme vyuzit vSetky na to vyhradené peniaze.
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2.13 V tabulke st uvedené néklady na pracovnu silu a nadklady na material
pri vyrobe dvoch modelov mrazniciek.

’ model H pracovna sila \ material ‘

A 40 € 60 €
B 50 € 80 €

Vypocitajte kolko mraznic¢iek modelu A a kolko mraznic¢iek modelu B je po-
trebné vyrobit za den, ked na pracovnu silu mame denne k dispozicii 1 500 €,
na material 2 340 € a chceme vyuzit vSetky na to vyhradené peniaze.

2.14 V tabulke st uvedené naklady na pracovnu silu, nadklady na material
a naklady na reklamu pri vyrobe troch modelov kamier.

dady [ A [ B [ C |
pracovna sila || 24 € | 32 € | 40 €
material 32€ 40 € | 50 €
reklama 4€ | 8€ |14 €

Vypocitajte kolko kusov kamier modelu A, kolko kusov modelu B a kolko
kusov modelu C je potrebné vyrobif za tyzden, ked na pracovni silu mame
tyzdenne k dispozicii 1 328 €, na material 1 690 € a na reklamu 354 €,
pricom chceme vyuzit vSetky na to vyhradené peniaze.

2.15 V tabulke st uvedené naklady na pracovnu silu, naklady na material
a naklady na reklamu pri vyrobe troch modelov mobilov.

ikady [ A [ B [ C |
pracovna sila || 12 € | 16 € | 20 €
material 16€|20€ |24 €
reklama 2€ | 4€ | 6€

Vypocitajte kolko kusov mobilov modelu A, kolko kusov modelu B a kolko
kusov modelu C je potrebné vyrobif za tyzden, ked na pracovnu silu mame
tyzdenne k dispozicii 664 €, na materidl 832 € a na reklamu 164 €, pricom
chceme vyuzit vsetky na to vyhradené peniaze.

2.16 V tabulke st uvedené naklady na pracovnu silu, naklady na material
a naklady na reklamu pri vyrobe troch modelov hodiniek.

’ model H pracovna sila \ material \ reklama ‘
A 10 € 15 € b€
B 8 € 6 € 2 €
C 12 € 16 € 8 €
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a)

b)

Vypocitajte kolko kusov hodiniek modelu A, kolko kusov modelu B a
kolko kusov modelu C je potrebné vyrobit za tyzden, ked na pracovnu
silu méame tyzdenne k dispozicii 620 €, na materidl 750 € a na reklamu
330 €, pricom chceme vyuzit vSetky na to vyhradené peniaze.

Ako by sa zmenila vyroba, ak peniaze na reklamu vyuzijeme na iny
ucel?

2.17 V tabulke je uvedena ¢asova naroc¢nost na vyrobu pohoviek troch mo-
delov A, B a C na jednotlivych vyrobnych oddeleniach.

’ model H stolarske oddelenie \ caltnické oddelenie \ expedicia ‘

A 0,9 hod. 0,8 hod. 0,1 hod.
B 1,1 hod. 1,0 hod. 0,1 hod.
C 1,0 hod. 1,2 hod. 0,1 hod.

a)

d)

Vypocitajte kolko kusov pohoviek modelu A, kolko kusov modelu B a
kolko kusov modelu C je potrebné vyrobit za tyzden, ked pre stolarske
oddelenie méame tyzdenne k dispozicii 75,5 hodin, pre ¢altinické odde-
lenie 74 hodin a pre expediciu 7,5 hodin, pricom chceme vyuzit celi
casovu kapacitu.

Ako by sa zmenila vyroba, ak vyrobu modelu A vynechame?

Predpokladéame, Ze zo vSetkych modelov sa spracuje rovnaky pocet po-
hoviek na stolarskom oddeleni, rovnaky pocet na caltinickom oddeleni
a rovnaky pocet na expedicii. Vypocitajte tieto poéty pre jednotlivé
oddelenia, ked pre model A mame tyzdenne k dispozicii 15,8 hodin,
pre model B 19,4 hodin a pre model C 20 hodin, pricom chceme vyuzit
cela casovu kapacitu.

Ako by sa zmenila vyroba v pripade c), ak vyrobu modelu A vyne-
chame?

2.18 V tabulke je uvedena c¢asova naroc¢nost na vyrobu kresiel troch mode-
lov A, B a C na jednotlivych vyrobnych oddeleniach.

’ oddelenie H A \ B \ C ‘
stolarske oddelenie | 3,0 hod. | 2,0 hod. | 2,4 hod.
caltinické oddelenie || 3,0 hod. | 2,4 hod. | 3,6 hod.
expedicia 0,4 hod. | 0,4 hod. | 0,6 hod.
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a) Vypocitajte kolko kusov kresiel modelu A, kolko kusov modelu B a
kolko kusov modelu C je potrebné vyrobit za tyzden, ked pre stolarske
oddelenie mame tyzdenne k dispozicii 290 hodin, pre caltnické odde-
lenie 366 hodin a pre expediciu 58 hodin, pricom chceme vyuzit celt
casovu kapacitu.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak vyrobu modelu A vynechdme?

2.19 V tabulke je uvedena casova narocnost na vyrobu troch modelov A,
B a C urcitého vyrobku na jednotlivych vyrobnych linkéch.

’ linka H model A \ model B \ model C ‘

1. 8 min. 6 min. 5 min.
2. 5 min. 4 min. 4 min.
3. 2 min. 2 min. 1 min.

a) Vypocitajme, kolko kusov vyrobkov modelu A, kolko kusov modelu B
a kolko kusov modelu C je potrebné vyrobit za den, ked pre 1. linku
mame denne k dispozicii 900 minuat, pre 2. linku 610 minut a pre 3.
linku 240 mintt, pricom chceme vyuzit celi ¢asovu kapacitu.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 3. linku?

¢) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 2. linku?

2.20 V tabulke je uvedena c¢asova naroc¢nost na vyrobu troch modelov A,
B a C urcitého vyrobku na jednotlivych vyrobnych linkéch.

| model | 1. linka | 2. linka | 3. linka |

A 6 min. | 12 min. | 4 min.
B 4 min. | 10 min. | 3 min.
C 2 min. | 6 min. 2 min.

a) Vypoditajme, kolko kusov vyrobkov modelu A, kolko kusov modelu B
a kolko kusov modelu C je potrebné vyrobit za tyzden, ked pre 1. linku
mame tyzdenne k dispozicii 2 020 minut, pre 2. linku 4 800 mintit a
pre 3. linku 1 540 minut, pricom chceme vyuzif celd ¢asovi kapacitu.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 3. linku?
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Vysledky:
2.1
a) (z—1)*(z —2)(x —3), d) 2(z — 3)(z + 3)*(z* + 3),
b) (2z —1)(22% + 1), e) 5(x + 2)(x + 2)%z,
¢) 3(x—35)(z+4)>2(x — 2)x, f) 2(x — 2)(z 4 2)%”.
2.2
1 2 3 -9 +6 9
2x+1 — —
a) 2u+ +az—1 x+2+a:—3’e) 241 +a:’
1 2 1 20 +1 3
b e -
) (x+2)2 x+2 x+1 f) x2—|—4+317—17
2 2 3 1 1 2
D 8

r—1 z+1 2241
1 1 1 1 2 2

2 o x—-1

d) 1+ + . h — — .
) (x—1)2 x+2 )x—l $+1+x—2 x4+ 2
2.3
) 1 2 n 3 f) 3 n 1 n
a — p—
r+1 -1 x-3 (=22 x-2
2 2 1 2 1
b — + , 2
)x+1 r—1 x-2 8) (x —1)2 =1
x 5 1 2 2
c , - _
)x2+1 x—3 h)x r—2 x+2
3 2 3 2 2
d . 5 3 _
)1:2—|—4 x—1 1)x+x—3 x+3
) T+ 2 1 ) T n 1 1
e — — )
2—x+2 x4+1’ Jx2+4 r—2 ax+2
2.4
2 2 1 3 4o — 2
6z — - - 1
a) 6z r—2 x—1 z+4+1 ) +x—2+x2+x—|—3’
1 2 3 2+ 1 3
b f .
)x—1+x—2+x—3’ )x2+4+x—3
3 2 3 3
3 _ _ _°
¢) S (x—2)2 z-—-1 2’
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3 2 1
d) 5 - - 29
22+3 z+4+1 (z+1)
2.5
) a) < 4 3 2 )7 c) neexistuje, f % —(1)
-7 -4 1 d) neexistuje, ) 01 :
b) neexistuje, e) neexistuje,
2) a) neexistuje, ¢) neexistuje, e) neexistuje,
4 2 -1 3 2 2 -1
b)<—10 1)’ d)<—2 —1)’ f)<1 0>'
3) a) neexistuje, 3 3 4
b) neexistuje, d) neexistuje, f) ( 2,1 )
4)  a) neexistuje, ¢) neexistuje, e) neexistuje,
4 6 2 8 -2 69 1 0 -1
Bl 4222, o 40|, Hl22 ol
2109 -3 =21 3 0 2
2.6
a) h(A) =2, d) h(A) =3,
b) h(A) = 3, e) h(A) =4,
c) h(A) = 3, f) h(A) = 4.
2.7
a) |A| = —35, c) |C| = =570, e) |F| = —48,
b) |B| = —35, d) |D| =12, f) |G| = 223.
2.8

c) C' =

Wl

01 1
01 -2
-3 2 -1

)
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-1 3 7 -1 -1 9
—1 -1
d) D :i 2 -10 =18 |. f) G :4—19 —-17 -6 5
1 1 1 26 —11 1
14 -7 7
e) F'l=24| 8 14 -5 |,
-5 7 11
2.9
a) 7 =(1,2,2,0)7, d) ststava nem4 rieSenie,
b)Z = (-2,0,1,-1)7, ¢)T=(3—3t—s2t8s5,—3+10s)" s, €R,

c) stistava nemd riesenie, f) T = (6—26t+17s,—1+T7t—5s,t,5)" s,tER.

2.10
a) T=(2,-2,1,-1)T,
b) T=(3,0,-5,11)T,
c) T= (%—t—%s,t,s,S%—t—%s)T s,t € R,
d) 7 =(s,t,13,19 — 35 — 2t, —34) T 5,t € R,
e) T=(t,t,t+1,1)" t e R,
f) 7=(3,0,-2,0,1)T,
g) T=(1,1,-1,0)T,
h) z=(2—-t3-3tt3-2t)" te R
2.11
a) 11 =2, 1o =1 =1= (3,17,

_ 48 T2 = T
T =g, To= g = T =(2,3)7,

—127 —127

56

287 T2 =

28 —28 — T
287 CC3:728 = T = (271,—1) s
=3

)

)

) T =5, Ta = g5, B3 = T3y > T = (3,-1,2)7,
)

) =1

r3==0, 1= =7=(1,220)",

_ -6
T2 = 3

_ 28 _ 0 _ 14 14— T
f) 21 =57, o=, v3=13, 1a= 75, =>7T=(-2,0,1,-1)".

2.12  A: 30 kusov, B: 35 kusov
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2.13  A: 15 kusov, B: 18 kusov

2.14  A: 15 kusov, B: 14 kusov, C: 13 kusov
2.15 (2+t,40-2t,1)", t€<0,20>NN
2.16

a) A: 10 kusov, B: 20 kusov, C: 30 kusov,

b) (—46 +28¢,t,90 — 3t)T, t €< 17,30 > N N.

2.17
a) A: 25 kusov, B: 30 kusov, C: 20 kusov,

b) neexistuje riesenie,

c) 10 ks stolarske oddelenie, 8 ks ¢altinické oddelenie, 4 ks expedicia
)

d) (—6+2t,¢,260—32t)", t €< 3,8 >N N.

2.18

a) A: 30 kusov, B: 40 kusov, C: 50 kusov,

b) neexistuje riesenie.

2.19

a) A: 50 kusov, B: 50 kusov, C: 40 kusov,

b) (=30+2t,190 — 2t,t)7, t €< 15,54 > NN,
c) (150 —2t,¢,2t —60)", t €< 30,75 > N N.
2.20

a) A: 150 kusov, B: 180 kusov, C: 200 kusov,
b) (210 —£¢,¢,380 —¢)", t €< 0,380 > N N.
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3 Limita a spojitost funkcie

3.1 Ciel

Oboznamit s pojmom limita funkcie, so zakladnymi vlastnostami limity a tech-
nikami ich vypoctu. Oboznamit s pojmom spojitost funkcie a vlastnostami
spojitych funkcii na uzavretom intervale. Oboznamit s pojmom asymptota
grafu funkcie bez smernice a so smernicou.

3.2 Otazky
e Definujte pojem limity.
e Uvedte vlastnosti limity v pripade kone¢nych (vlastnych) limit.
e Uvedte vlastnosti limity v pripade nekone¢nych (nevlastnych) limit.
e Definujte limitu sprava, resp. limitu zlava funkcie v bode.
e Definujte pojem spojitost funkcie v bode.
e Klasifikujte body nespojitosti funkcie.

e Sformulujte tvrdenia o vlastnostiach funkcii spojitych na uzavretom
intervale.

e Definujte asymptotu bez smernice funkcie.
e Definujte asymptoty so smernicou funkcie.
e Uvedte vztahy na vypocet asymptot so smernicou funkcie.

e Definujte limitu postupnosti.

3.3 Limita funkcie

Definicia 3.1 Nech e >0, a € R.

Interval O.(a) = (a — €, a + €), nazgvame e-ovym okolim bodu a € R.
Interval OF (a) = (a, a+e¢), nazgvame pravym c-ovym okolim bodu a € R.
Interval O (a) = (a — €, a), nazgvame lavygm c-ovgm okolim bodu a € R.
MnoZinu O.(a) = (a —¢, a+¢) — {0}, nazjvame prstencovym e-ovym
okolim bodu a € R.

Interval O.(o0) = (%, oo), nazyvame e-ovym okolim bodu oo.

Definicia 3.2 Nech A C R a nech a € R* = RU {—o00, oo}. Bod a nazy-
vame hromadnym bodom mmnoZiny A, ked kazdé prstencové okolie O’ (a)
obsahuje aspon jeden bod x € A. Bod x € A, ktory nie je hromadnym bodom
mnoziny A, nazijvame tzolovangm bodom mmnoZiny A.



o8 3 LIMITA A SPOJITOST FUNKCIE

Definicia 3.3 Nech f: A — R, a, b € R* a nech a je hromadnym bodom
mnoziny A. Hovorime, Ze funkcia f md v bode a limitu b prave vtedy, ak
pre kaZdé O.(b) existuje také prstencové okolie Oz(a), Ze f(Os(a)NA) C O(b)

(vid Obr. [13).

Symbolicky zapis:
lim f(z) = b <= (YO.()) (305(a)) : f(O5(a) N A) C O(b).

Tr—a

Zapis pomocou absolitnej hodnoty:

lim f(z) =b<= Ve >0)(F0 >0)(Vx € A, 0 < |[x —a| <0) : |f(z)—b] <e.

r—a

Obr. 13: Limita funkcie

Limita funkcie, ak existuje, je jednoznacna.

Veta 3.1 Nech f: A — R a nech a je hromadnym bodom mnoziny A. Ak
glﬁi_I)I(ll f([E) = b1 a glgl_l’)% f(ZE) = bg, tak b1 = bQ.

Definicia 3.4 Nech f : A — R a nech a je hromadnym bodom mmnozin
C=<a,00)NA, D= (—00,a>NA a mnoziny A. Hovorime, Ze funkcia f
md v bode a limitu sprava b prive vtedy, ak pre kazdé O.(b) existuje také
okolie Of (a), Ze f(OF (a)NA) C O(b). Hovorime, Ze funkcia f md v bode
a limitu zlava b prave vtedy, ak pre kazdé O.(b) existuje také okolie Oy (a),

ze f(Oy (a) N A) C Oc(D).

Zapis:
lim f(x) = b,
z—at
lim f(z) = b

r—a
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Veta 3.2 Nech f: A — R a nech a je hromadnym bodom mnozin C, D.
Potom ilg}z f(x) = b prave vtedy, ked

lim f(x)=b= lim f(z).

T—a~ z—at

Vlastnosti limit pre zakladné operacie s funkciami v pripade vlastnych
limit uvadza nasledujica veta.

Veta 3.3 Nech f: A— R, nechg: A — R, nech a je hromadnym bodom
mnoZiny A a nech lim flz)=beR, lim g(x) = c € R. Potom

o lim |f(a)] = o,

o lim[f(z)£g(x)]=b+te,

T—a

e lim f(z) -g(x) =b-c,

T—a

e ak pre kazdé x € O(a) N A je g(xz) # 0 a il_r)%g(l’) =c # 0, tak
flx) b

lim 22 = 2,
v g(z) e

Niektoré vlastnosti nevlastnych limit formuluji nasledujice vety.

Veta 3.4 Nech f: A — R, nech a je hromadngm bodom mnoZiny A a nech
lim f(z) =b € {+oo}. Potom

T—ra

o lim [—f(z)] = —b,

T—ra

o lim |f(x)] = ox,

Z—a
e lim i =0.
wa f(x)
Veta 3.5 Nech f : A — R, nech a je hromadnym bodom mnozZiny A a nech
pre kazdé x € A je f(x) >0 a glclgif(x) =0, tak alclg(lzm = 0.

sin x o, P
= 1, co je uZitocné pre vypocet

Poznamka 3.1 Dd sa ukdzat, Ze lir%
T—r T

limit z goniometrickych funkcii.
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Obr. 14: Spojitost funkcie

3.4 Spojitost funkcie

Definicia 3.5 Nech f : A — R, nech f je definovand v okoli bodu a € A.
Hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode a, ak lim flz) = fla) (vid
Obr. [14)).
Zapis:

(Ve>0)(30 >0)(Vz € A, |[x —al <) : |f(x) — fa)] <e

Definicia 3.6 Nech f : A — R, nech f je definovand v pravom (lavom)
okoli bodu a € A. Hovorime, Ze funkcia f je spojita v bode a sprava

(zlava), ak xj;ial}'l(_) f(z) = f(a).

Definicia 3.7 Hromadné body definicného oboru funkcie f, v ktorych fun-
kcia f nie je spojitd, nazyvame body mespojitosti funkcie f.

Klasifikacia bodov nespojitosti a funkcie f:

e Ak existuju vlastné jednostranné limity llm f(x), hm f(x), tak a je

bodom nespojitosti prvého druhu (Vld Obr )

v v S
4

i

Obr. 15: Nespojitost prvého druhu
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e Ak aspor jedna z jednostrannych limit lim+ f(z), lim f(z) neexistuje
T—ra T—a~

alebo je nevlastna tak a je bodom nespojitosti druhého druhu (vid

Obr. .

Obr. 16: Nespojitost druhého druhu

Priklad 3.4.1 Ndjdite a klasifikujte body nespojitosti funkcie

x3 — ba? + 6z
x2—4 ’

flx) =

Riesenie. Kedze menovatel nesmie byt rovny nule, bodmi nespojitosti tejto
funkcie si x = £2. Kvoli ich klasifikacii vypocitame postupne limity, resp.
jednostranné limity v tychto bodoch.

. 23 —b51% +6x . x(x —2)(z —3)
lim ~————~ = lim =
=2 2 —4 e=2 (x—2)(x +2)

. z(x—3) 1
= lim—F = ——
A 2

. ¥ =51t + 61 . x(z—3)

lIm ——— = lim ———= =00
r——21 2 —4 z—-2+t x4+ 2
. 2 =52+ 62 . x(x—3)

lim ——— = lim —— =—-00
r——2" .CL'Q —4 z——-2— T+ 2

Bod z = 2 je bodom nespojitosti prvého druhu. V pripade bodu z = —2
neexistuje limita funkcie, kedze sa jednostranné limity nerovnaji. Navyse st
nevlastné a jedna sa teda o bod nespojitosti druhého druhu.

Q©

Definicia 3.8 Nech f : A — R. Hovorime, Ze funkcia [ je spojitd
na otvorenom intervale (a,b), ak je spojitd v kaZdom bode tohto intervalu.
Hovorime, Ze funkcia f je spojita na uzavretom intervale < a,b >,
ak je spojitd v kazdom bode intervalu (a,b) a naviac je spojitd v bode a sprava
a spojita v bode b zlava.
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3.5 Vlastnosti spojitych funkcii na uzavretom intervale

Vlastnosti, ktoré vyplyvaju zo spojitosti funkcie na uzavretom intervale, maja
siroké uplatnenie a stretneme sa s nimi v dalsich kapitolach.

Veta 3.6 Nech f:< a,b >— R je spojitd. Potom f nadobida na < a,b >
MINIMUM aJ MaTImum.

7 vety vyplyva, ze spojitd funkcia f je na intervale < a,b > aj ohra-
nicena.

Pri hladani hladinovych kriviek, ktoré si neskor predstavime, budeme
potrebovat nasledujticu vetu.

Veta 3.7 Nech f :< a,b >— R je spojita. Nech c je lubovolné cislo

z intervalu < min f(x), max f(x) >. Potom existuje aspon jedno cislo
re<a,b> re<a,b>

g €< a,b> také, Ze f(xg) = c.

Veta 3.8 Nech f :< a,b >— R je spojita. Nech f(a) - f(b) < 0. Potom
existuje aspon jedno c¢islo xg € (a,b) také, Ze f(xy) = 0.

3.6 Asymptoty grafu funkcie

Jednou z moznosti vyuzitia limit je aj urcenie tzv. asymptot grafu funkcie,
pomocou ktorych vieme urcit spravanie sa funkcie v okoli bodov nespojitosti
a pre "velmi velké"(z — o00), resp. "velmi malé"(x — —o0o) hodnoty.

Definicia 3.9 Nech funkcia f je definovand na istom okoli O°(a) bodu a.
Priamka x = a sa nazyva asymptota bez smernice grafu funkcie, ak fun-
kcia f md v bode a aspori jednu nevlastni jednostranni limitu (vid Obr. .

Obr. 17: Asymptota bez smernice
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y=kixz+q y=Fkox+qo

Obr. 18: Asymptoty so smernicou

Definicia 3.10 Nech funkcia f je definovand na intervale (—oo,a), resp.
(a,00). Ak ezistuje takd priamka y = kx + q, Ze xl_i}r_noo(f(:c) —kxr—q) =0,
resp. xl_i)riloo(f(:v)—kx—q) = 0, tak ju nazyvame asymptotou so smernicou
grafu funkcie f v nevlastnom bode —oo, resp. +oo (vid Obr. @)

Veta 3.9 Priamka y = kix + q1 je asymptota grafu funkcie f pre bod +oo
prdve vtedy, ked

f(z)

klzgrf—ERaqlzgrf (f(z) — ki -x) € R.
T o T T [e's)
Priamka y = kox + qo je asymptota grafu funkcie f pre bod —oo prave vtedy,
el f(x)
. X .
kQ:xgrPooT €ER a qQZIErElOO(f(x)—kQ-x)GR.

3.7 Postupnosti

Definicia 3.11 Funkciu f : N — R nazgvame postupnostou redlnych
¢isel. Cislo a, = f(n) nazjvame n-ty élen postupnosti.
Zapis:

(an)eey alebo {a,}o2;.

Uvéadzame priklady postupnosti, s ktorymi sa budeme stretavat pri eko-
nomickych aplikéciach.
e Geometricka postupnost: a, = a,_1q
Dalej plati:
anp = ai-¢q ’

S, = a+tay+...4+a,=as-
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e Aritmetickd postupnost: a, = a,_1 +d

Dalej plati:
a, = a;+(n—1)d,
ai + an
Sp = a+a+...+a, = :

2
Definicia 3.12 Postupnost {a,}>°, nazgjvame neklesajicou (nerasti-

cou), ak a, < aniy (an = Ani1) pre kazdé n € N. Postupnost {a,}22 | nazy-
vame rasticou (klesajicou), ak a, <a,y1 (a,>a,1) pre kazdé n € N.

Defini¢nym oborom postupnosti je mnozina prirodzenych ¢isel, ktord ma
jediny hromadny bod a = oo. Preto definujeme limitu postupnosti len
v tomto bode.

Definicia 3.13 lim a, = b prdave vtedy, ked ku kaZdému Oc(b) existuje také
no, ze pre vsetky n € N, n > ng, plati a, € O(b).
Zapis:

lim a, = b <= (VO(b)) (Ing € N) (Yn € N, n > ng) : a, € Oc(D).

Definicia 3.14 Nech {a,}22,, je postupnost redlnych cisel. Hovorime, Ze
postupnost je konvergentnd, ak le a, = b € R. V pripade, ak limita
n oo
neexistuje alebo je rovnd oo, resp. —oo, hovorime, Ze postupnost je diver-

gentnd.
Nech {a,}>°, je postupnost redlnych cisel, kde a,, = (1 + %)n Limita

tejto postupnosti existuje, oznacime ju e (Eulerovo cislo):

1 n
lim (1 + ) =e=+2,718218. ...
n

n—00

Priklad 3.7.1 Vypocitajme limitu

5n
lim (1 + 3> )

n—oo n
Riesenie.
n35
3\ °" 1\3 1\™ 15
n—o00 n n—00 3 m—00 m

Q@
Lahko sa aplikovanim postupu z predchadzajiceho prikladu dokaze, ze
pre Tubovolné k£ € R plati vztah:

lim <1+k> — ek,
n—0o0 n

Poznamka 3.2 Analogicky vztah plati pre limitu funkcie:

lim <1+k> =",
T—r00 €x
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3.8 Ulohy
3.1 Vypocitajte limity
)l' 2?4+ 2x —8 e) lim 622 4+ 2x — 8
a) lim— — v a7 e
=2 x2 4+ 4g — 12’ z—oo 332 + 4o — 127
o WVe+ax—2 6 +22—8
b) lim ———, f) lim ———,
r—-2  xr+2 z—oo 4 — 12

) 4N\* . 2r — 8
¢) Jim (1_> 7 g) fﬁh—>nolo 3r2 + 4z — 127

T—00 €x
x4 4\25 . tgdx
i h) 1 .
) Jin (355) g3
2 4 4
3.2 Najdite a klasifikujte body nespojitosti funkcie f(z) = w

3.3 Najdite asymptoty grafu danej funkcie a nacrtnite ich

2 2
2) J(@) = 5703 o) fla) = 5—.
3
b) flr) =+, Q) fr) =
Vysledky:
3.1
2) 5 ) 2
f
b 1117 ) 0,
g 0,
c) e,
d) e, h) ;L

3.2 1z =2 je bod nespojitosti 1. druhu; x = 0 a x = —2 st body nespoji-
tosti 2. druhu.

3.3
a) ABS: x = £3; ASS: y = —1. c) ABS: 2 =9; ASS: y = —x — 9.
b) ABS: z =0; ASS: y = z. d) ABS: z = 1; ASS: neexistuje.
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4 Derivacia funkcie

4.1 Ciel

Oboznamit s pojmom derivacia funkcie, so zdkladnymi vlastnostami derivacii
a vypoctom derivacii. Oboznamit s pouzitim derivacie pri hladani smernice
doty¢nice ku grafu funkcie a vypocte limit pomocou L. "Hospitalovho pravidla.
Oboznamit s pojmom diferencial funkcie a jeho vyuzitim pri pribliznych vy-
poctoch.

4.2 Otazky

e Definujte pojem derivacie funkcie v bode a ilustrujte ho pomocou geo-
metrického vyznamu derivacie.

e Uvedte pravidla pre derivovanie sucinu skalara a funkcie, sictu, stcinu
a podielu dvoch funkcii a derivaciu zlozenej funkcie.

e Uvedte vztahy pre derivaciu elementarnych funkeii.
e Definujte diferencial funkcie v bode.

e Uvedte vztahy na odhad hodnoty funkcie a odhad prirastku hodnoty
funkcie pomocou diferencidlu.

e Napiste rovnicu dotycnice a normaly ku grafu funkcie s pouzitim deri-
vacie.

e Sformulujte L "Hospitalovo pravidlo.

4.3 Pojem derivacie funkcie

V nasledujucich riadkoch zavedieme pojem derivacie funkcie. Z hladiska ap-
likacii v roznych oblastiach nielen matematiky sa derivacia radi medzi naj-
dolezitejsie spomedzi matematickych pojmov.

Definicia 4.1 Hovorime, Ze funkcia f md v bode zo € D(f) derivdciu,
ak je definovand v okoli bodu xy a existuje limita

L0 D= 50) (g S0 fl))

h—0 h =T T — X

Tuto limitu nazyvame derivdciou funkcie f v bode x.

Zapis:

Po)y @, L0, [df(x)]m'

dx dx



4 DERIVACIA FUNKCIE 67

Obr. 19: Geometricky vyznam derivacie funkcie

Ak existuje derivacia funkcie f’(zg), tak existuje dotyc¢nica ku grafu fun-
kcie y = f(x) v bode P = [zo, f(z0)] (vid Obr. [L9):
e rovnica dotycnice: y — f(x¢) = f'(z0) - (x — ).

Ak navyse f'(z9) # 0, tak existuje norméla ku grafu funkcie funkcie

y = f(z) v bode P = [zq, f(x0)]:
-1
i Aly: y — =——(x—x9).
e rovnica normaly: y — f(xg) e (x — xp)
Podobne ako jednostranné limity v bode definujeme aj jednostranné de-
rivacie funkcie v bode.

Definicia 4.2 Hovorime, Ze funkcia f md v bode xo € D(f) derivdciu
zlava (sprava), ak je definovand v lavom (pravom) okoli bodu xo a existuje
limita

h—0— h h—0t+ h

lim f(xo +h) — f(x0) (lim f($0+h)—f($0)>.

Thito limitu nazgvame derivdciou zlava (sprava) funkcie f v bode xy.

Zapis:
fo(@o)  (fi(o)).

Vztah derivacie funkcie a jednostrannych derivacii v danom bode je ana-
logicky ako v pripade limity.
Veta 4.1 Funkcia f md v bode zy (vnitorny bod D(f)) derivdciu f'(xg)
prave vtedy, ked md v bode xy derivdciu zlava f’ (xo), derivdciu sprava f) (xq)
a platt

fjr(xo) = . (wo) = (o).

Veta 4.2 Ak md funkcia f v bode xy derivdciu, tak je v bode xo spojitd.

Dokazom toho, Ze neplati opacné tvrdenie je funkcia f(x) = |x|. Pomocou
definicie sa lahko ukaze, Ze hoci je funkcia v bode xg = 0 spojita (vid Obr. ,
nema tam derivaciu (jednostranné derivicie sa nerovnaju).
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Obr. 20: Spojita funkcia s neexistujiucou derivaciou

4.4 Vypocet derivacie funkcie

Pravidla derivovania zakladnych operacii s funkciami uvadza nasledujica
veta.

Veta 4.3 Nech funkcie f a g maji v bode xy derivicie f'(xo) a ¢'(xo). Nech
¢ € R. Potom existuji derivdcie funkciic- f, f+g, f-g, a ak g(xo) # 0, tak
aj g v bode xy, pre ktoré plati:

o (c- [)(wo) =c- f'(x0),
o (f+9)(x0) = ['(x0) + g'(x0),

o (f-9)(x0) = f(w0) - g(xo) + f(x0) - ¢'(0),

. <f> () = £/ (@0) - 9(20) = F(z0) - g (@0)
9 " (9(0))? '

Bez formuly na vypocet derivacie zlozenej funkcie by sme prakticky ne-
vedeli derivovat vacsinu funkeii.

Veta 4.4 Nech funkcia f(g(x)) je definovand na okoli bodu xy. Nech funkcia
g mad v bode xy deriviciu ¢'(xy) a nech funkcia f md v bode g(zo) derivdciu
f'(g(xg)). Potom md funkcia f(g(x)) derivdiciu v bode x

£ (9)) (z0) = f' (9(=0)) - ¢ (x0)-

Za predpokladu, ze derivujeme funkciu na definicnom obore, platia na-
sledujiice vztahy pre derivacie elementarnych funkcii.
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Derivacia elementarnych funkcii:

e (=0 c eR,
o (27) =n-a"! n € R,
e (a®) =a"-Ina a€R, a>0,a#1,

1
o (log,z) = ac€R,a>0,a#1,
z-Ina

1
o (Inz) = =

e (sinz) = cosz,

e (cosx) = —sinz,
1
tga) = ———
o (tg2) = —5—,
o (cotgz) = — !
88 T Tl e
e (arcsinz) = L
V1 — a2
e (arccosz) = R
V1— 22
o (arctgz) = L
SR =
e (arccotgzx) = b
SR e

Priklad 4.4.1 Vypocitajme deriviciu funkcie f(x) = sin(1 — z?).
RieSenie.
f(z) = cos(1 —2?) - (1 — %) = —2w cos(1 — z?).
@
Pre derivaciu funkcie, v ktorej sa premenna nachadza v zaklade aj v expo-

nente, pouzijeme prepis pomocou logaritmickej funkcie. Tomuto principu ho-
vorime logaritmicka derivacia:

] (20) = [elnfg}/ (o) = |:eg~lnf},(x0)‘
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Priklad 4.4.2 Ndjdime rovnicu dotycnice a normdaly ku grafu funkcie f(x) =
xlnx

a) v bode P = [e?,7],
b) ak je dotycnica rovnobeind s priamkou y — 2x + 1 = 0.
Riesenie.
a) Druhi stiradnicu bodu dotyku uréime ako hodnotu funkcie v bode xy,
t. j. f(e?) = 2¢?. Smernicu dotycnice vypocitame ako derivaciu funkcie
f(x) =xlnz v bode = = e*
f(z)=Inx+1 - f'(z0) = f'(e?) = 3.

Dotyc¢nica: y — 2e? = 3(z — €?).

Norméla: y — 2e* = —1(z — €?).

b) Priamku y — 2z + 1 = 0 upravime do smernicového tvaru y = 2z — 1.
Uréime smernicu k = 2 tejto priamky, ktora je zaroven smernicou hla-
danej dotyc¢nice, kedze tieto priamky st rovnobezné. Pomocou smernice
vypocitame bod dotyku dotycnice:

f'(wo) = 2
Inzg+1 = 2
rg = e — f(zg) =e.

Doty¢nica: y — e = 2(z — e).
Norméla: y —e = —3(z — ¢).
Q

Poznamka 4.1 Derivicia funkcie f(z) predstavuje okamZziti rgchlost zmeny
hodnoty tejto funkcie.

Priklad 4.4.3 Vyska ndkladu miestnych novin o t rokov odteraz bude
C(t) = 50t% + 100t + 10 000 kusov.

a) Akym tempom bude rast ndklad novin po t rokoch odteraz?
b) Odhadnime tempo rastu ndkladu novin pocas siesteho roka.
Riesenie.
a) Jednd sa o rychlost zmeny funkcie (o kolko kusov sa zmeni naklad

za jeden rok), t. j. vypocitame prvi derivaciu funkcie:
C'(t) = 100t + 100.

b) Tentokrat sa jednd o rychlost zmeny nakladu po uplynuti piatich rokov:

C'(5) = 100 - 5 + 100 = 600.
Naklad novin vzrastie pocas Siesteho roka o 600 kusov.
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4.5 Derivacie vyssich radov

Opakované derivovanie funkcie tzv. vyssie derivacie budeme potrebovaf na-
priklad pri vysetrovani priebehu funkcie alebo optimaliza¢nych tlohach.

Definicia 4.3 Nech ezistuje derivicia funkcie f(zx) v bode xy € D(f). Nech
existuje derivacia funkcie f'(x) v bode xo € D(f). Potom tito deriviciu nazy-
vame derivdciou druhého rddu alebo druhou derivdciou funkcie f(z)
v bode x.

Z&apis:
d’f(zo)

dx?

1" (o) alebo

Analogickym spdsobom mozeme definovat aj derivaciu n-tého radu funkcie
pre lubovolné n = 2 ako derivaciu (n — 1)-vej derivacie funkcie.

4.6 Diferencial funkcie

Pri pribliznych vypoctoch a odhadoch hodnét funkcii ekonomickej analyzy
sa niekedy nezaobideme bez pojmu diferencial funkcie.

Definicia 4.4 Nech je funkcia f definovand v okoli bodu xoy. Nech ma funkcia
f v bode xo deriviaciu f'(xq). Potom hovorime, Ze je v bode xo diferencova-
telnd. Vijraz f'(xy) - Az nazjvame diferencidlom funkcie f v bode z,
pre prirastok Ax = x — xg.

Zapis:

d f(zo) = f'(xo) - Ax.

Obr. 21: Diferencial funkcie
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Pre x v blizkom okoli bodu z( plati:

e — i 1B = 1)

PR {CO Ry {CO D (OB ()

T — To Az

f'(wo) - Az = f(z) — f(z0)

— df(xe) = Af(zo).

To znamend, ze rozdiel funkénych hodnoét sa priblizne rovna diferencialu
v bode x( pre prirastok Az (vid Obr. . Tento vztah mozeme pouzit na od-
had zmeny hodnoty funkcie pomocou diferencialu hlavne pri aplikac¢nych tlo-
hach. Navyse mozeme tuto suvislost pouzit na odvodenie vztahu pre odhad
hodnoty funkcie v bode z:

f(@) = f(zo) = df(xo)
= flx) = f(xo)+ f(xo) - Az
flx) = flzo) + d f(o).

Priklad 4.6.1 Vyska ndkladu miestnych novin bude o t rokov odteraz
C(t) = 50t* 4 100t + 10 000 kusov. Odhadnime pomocou diferencidlu, o kolko
vzrastie naklad novin pocas

a) nasledujicich 6 mesiacov,
b) prvych 3 mesiacov 6. roka.
Riesenie.
a) Jedna sa o odhad zmeny hodnoty funkcie, ak narast premennej z hod-
noty 0 predstavuje 0,5 roka. Pocitame teda diferencial funkcie v bode

to = 0 pre At = 0,5:
dC = C'(t) - At = (100t 4+ 100) - At

— dC(ty) = (100-0+ 100)-0,5 = 50.

Néklad novin vzrastie pocas nasledujtcich siestich mesiacov o 50 kusov.

b) Tentokrat sa jedna o Siesty a nie nasledujici rok. Odhadujeme preto
zmenu hodnoty funkcie pre narast premennej z hodnoty 5 a to o 0,25
roka. Pocitame teda diferencial funkcie v bode ty = 5 pre At = 0,25:

dC(ty) = (100-5+ 100) - 0,25 = 150.
Néklad novin vzrastie pocas prvych troch mesiacov Siesteho roka o 150
kusov. Q@
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4.7 L Hospitalovo pravidlo

Dalsou oblastou, kde ndm derivicia moze mnohokrat ulahcit postup, je vy-
pocet limit.

Veta 4.5 Nech funkcie f a g maji derivacie v prstencovom okoli bodu
a € R*. Nech

1. lim f(x) = lim g(z) = 0 alebo :lglirtll|g(x)| = 00,

T—a T—a
/
2. existuje lim / (x)
T—a g (I)
(z)

Tak existuje aj ilg}b a plati

g9()

@) @)
() g

Priklad 4.7.1 Vypocitajme limitu

. 1
lim z-ex=.
z—01
RiesSenie. X )
) 1 0oco 4. € 2 . es (%)/ ) 1
lim z-e* = lim —+— = lim i = lim er = oo.
z—0t z—0t = z—0t (7)/ z—0*
X X
Q
4.8 Ulohy

4.1 Vypocitajte prvi derivaciu nasledujucich funkcii

a) f(z) =327 +27 -2 e) f(x)=sin?z + sinz?,
b) f(z) =z -Inx, f) f(z) = e,

0) fla) ==, 8) fla)=a,

Q) f(r) = VT %7, h) f(x) = (sin )"

4.2 Néjdite rovnicu dotyénice a normély ku grafu funkcie f(z) v bode do-
tyka P = [z, f(0)]

a) fz)=2®+9z+2;, P=[0,7], ¢) f(z)=1;P=10,7,

b) f(z) =2z -Inz; P=[1,7], d) flz)=%+1;, P=10,7].
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4.3 Pomocou L’Hospitalovho pravidla vypocitajte limity

22+ 2 —8 . x—sinx
L rat—o 1

2) :161—% 22 + 4o — 12’ ) 50 43
20+ —8

b - . 2 —x

)$1—£¥>103x2—|—4x—1’ d) Jlim z7e™.

4.4 Denné produkcia podniku je dana funkciou Q(L) = 384v/L jednotiek,
kde L je velkost pracovnej sily v pracovnych hodinach. V stcasnosti je denne
k dispozicii 512 hodin. Odhadnite pomocou diferencialu, ako sa zmeni denna
produkcia, ak:

a) zvysime pocet odpracovanych hodin na 530,

b

zvysime pocet odpracovanych hodin na 550,

)
¢) znizime pocet odpracovanych hodin na 500,
)

d) znizime pocet odpracovanych hodin na 480.

4.5 Denné produkeia podniku je dana funkciou Q(L) = 441v/L jednotiek,
kde L je velkost pracovnej sily v pracovnych hodinach. V stcasnosti je denne
k dispozicii 343 hodin. Odhadnite pomocou diferencialu, ako sa zmeni denné
produkcia, ak:

a) zvySime pocet odpracovanych hodin na 350,

b) zvysime pocet odpracovanych hodin na 363,

)
c¢) znizime pocet odpracovanych hodin na 322,
)

d

znizime pocet odpracovanych hodin na 315.

4.6 Denna produkcia podniku je dand funkciou Q(K) = 540v/ K jednotiek,
kde K je kapitdlova investicia v tisicoch eur. V sticasnosti je denne k dispozicii
729 tisic eur. Odhadnite pomocou diferencialu, ako sa zmeni dennd produkcia,
ak:

a) zvysime kapital o 15 000 eur,
b) znizime kapital o 5 000 eur.

4.7 Dennd produkcia podniku je dand funkciou Q(L) = 384v/L jednotiek,
kde L je velkost pracovnej sily v pracovnych hodinach. V stcasnosti je denne
k dispozicii 512 hodin. Odhadnite pomocou diferencialu:

a) Na aku hodnotu sa musi zmenit pocet hodin, aby sa dennd produkcia
zvysila o 80 jednotiek?
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b) Na aki hodnotu sa musi zmenit pocet hodin, aby sa denna produkcia
znizila o 80 jednotiek?

4.8 Dennéa produkcia podniku je dané funkciou Q(K) = 540v/K jednotiek,
kde K je kapitalova investicia v tisicoch eur. V sticasnosti je denne k dispozicii
729 tisic eur. Odhadnite pomocou diferencialu, ako sa musi zmenit kapitalova
investicia, aby sa denna produkcia zvysila o 70 tisic jednotiek.

4.9 Podla studie produktivity prace v podniku, priemerny pracovnik, ktory
zacne pracovat o 8.00 hod., bude mat poskladanych f(z) = x® + 522 + 62
vyrobkov o x hodin neskor. Priblizne kolko vyrobkov vyrobi pracovnik:

a) medzi 8.00 a 8.15 hod.,
b) medzi 9.00 a 9.15 hod.,

¢) medzi 10.00 a 10.10 hod.,

d) pocas 3. hodiny?

4.10 Vyskumom bolo zistené, ze krajcirka, ktora zacne pracovat o 7.00 ho-
dine, bude mat usitych f(z) sukni po = hodindch prace. Priblizne kolko sukni
bude maft usitych v danom casovom useku:

a) f(r) =15z — 2% medzi 13.00 a 13.20 hod.,
b) f(z) =18z — 22, medzi 13.00 a 13.40 hod.,
¢) f(x) =22z — z* medzi 10.00 a 10.15 hod.,

d) f(x) =22z — 2%, medzi 10.00 a 10.30 hod.?

4.11 Podla studie produktivity prace v podniku, priemerny pracovnik, ktory
zacne pracovat o 8.00 hod., bude mat poskladanych f(z) vyrobkov o z hodin
neskor. Priblizne kolko vyrobkov vyrobi pracovnik v danom ¢asovom tuseku:

a) f(x) = —2®+ 62 + 162, medzi 12.00 a 12.30 hod.,
b) f(z) = —a3 + 8x* + 15z, medzi 9.00 a 9.45 hod.,
¢) f(z) =2® — 52?4+ 20z, medzi 10.00 a 10.10 hod.,

d) f(z) = 2® — 42 4+ 25z, medzi 13.00 a 13.10 hod.?
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Vysledky:
4.1
2
a) f'(r) =6z +2" In2+ —,
x

b) f'(z) =lnz+1,

&) fr)= —

cos? x’

1
d) f(x) =
) f'@) cos?2x - /1+2tgx’

e) f'(x) = 2sinz cosz + 2x cos x?,
) f'(z) = —2xel™*",
g) fl(x) =23 (3Inzx + 3),
h) f'(z) = (sinx)” (Insinz + zcotg ).
4.2
a) t:9r—y+2=0;n:x+9y—18=0,
b)t:2r—y—2=0;n:2z+2y—1=0,
c)t:2xr—y+1=0;n:2+2y—2=0,

d)t:x—2y+3=0;n:4r+2y—3=0.

4.3
3 1
a‘) 17 C) 67
2
b) —
) 3 d) 0
4.4
a) 36, c) -24,

b) 76, d) -64.
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a) 150,
4.7
a) 552,
4.8 736 tisic eur

4.9

c) -63,
d) -84.
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5 Aplikacie derivacie v ekonémii

5.1 Ciel

Oboznamit s pojmami marginalna veli¢ina, relativna zmena hodnoty funkcie
a percentualna miera zmeny hodnoty funkcie. Oboznamit s pojmom elasticita
funkcie a jej vlastnostami. Oboznamit s pojmom elasticita funkcie ponuky
a dopytu a s vplyvom elasticity dopytu na celkové prijmy.

5.2 Otazky

e Definujte pojem marginalna veli¢ina, marginalne nadklady a marginalne
prijmy.

e Definujte pojem relativna zmena hodnoty funkcie a percentudlna miera
zmeny hodnoty funkcie.

e Definujte pojem elasticita funkcie.

e Sformulujte tvrdenie o vplyve znamienka elasticity na zmenu hodnoty
funkcie.

e Popiste vplyv elasticity funkcie na rast, resp. klesanie priemernej veli-
¢iny.
e Definujte pojem elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky.

o Klasifikujte funkciu dopytu na zéklade elasticity.

e Popiste vplyv elasticity dopytu na celkové prijmy.

5.3 Marginalna analyza

V nasledujucich riadkoch sa budeme zaoberat marginalnou analyzou, t. j.

aproximacnou metdédou, ktord vyuziva derivaciu funkcie na urcenie zmeny

hodnoty funkcie f(z) vyvolanej zmenou hodnoty premennej z = na z + 1.

flz+1) - f(=z)
Ax

V takom pripade je totiz Ax = 1 a kedze f'(x) =
f'x) = fle+1) - flx).

Definicia 5.1 Nech funkcia TV = f(x) je lubovolnd ekonomickd totdlna
velicina. Margindlna veli¢ina je prirastok celkovej veliciny TV, ktory pri-
padad na prirastok premennej x o jednu jednotku.

, dostavame

Zapis:
MTV(z) = f'(x).
Uvadzame definicie marginalnych veli¢in pre najviac frekventované fun-
kcie ekonomickej analyzy.
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Definicia 5.2 Ak TV = C(z) je funkcia celkovych ndkladov, tak C'(z) je
funkcia margindlnych ndkladowv, t. j. odhad ndkladov na (x+1)-vy§ virobok.

Zapis:
MC(x) = C'(x).

Definicia 5.3 Ak TV = R(z) je funkcia celkovych prijmov, tak R'(z) je
funkcia margindlnych prijmov, t. j. odhad prijmov z (x+1)-vého vijrobku.

Zapis:
MR(z) = R'(z).

Priklad 5.3.1 Celkové mesacné naklady na vyrobu x kusov tovaru sa daji
vyjadrit funkciou C(x) = 2 4+ 15z + 5 000 eur.

a) Pouzime margindlnu analyzu na odhad ndkladov na vijrobu 14. vijrobku.

b) Vypocitajme ndaklady na vjrobu 14. vijrobku priamo z funkcie ndkladov.
Riesenie.
a) Vypocitame deriviciu funkcie celkovych nékladov pre "pévodni" hod-
notu, t. j. x = 13:
C'(x) = 2x+15
= ('(13) = 41.
Naklady na vyrobu 14. vyrobku odhadujeme na 41 eur.

b) Skutocéné naklady vypocitame ako rozdiel funkénych hodnot:
C(14) — C(13) = 42.

Skutoc¢né naklady na vyrobu 14. vyrobku st 42 eur.

5.4 Percentualna miera zmeny hodnoty funkcie

Ak hladame odpoved na otazky typu, aka je percentualna miera rastu alebo
poklesu urcitej velic¢iny, napr. hrubého domaceho produktu, potrebujeme naj-
skor definovat pojem relativnej hodnoty funkcie.

Definicia 5.4 Nech funkcia f(z) md v bode = deriviciu f'(x). Relativnou
f'(x)
/()

zmenou hodnoty funkcie f(x) nazjvame vyraz
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Definicia 5.5 Nech funkcia f(x) md v bode x deriviciu f'(x). Percentudl-

/
nou mierou zmeny hodnoty funkcie f(x) nazjvame vyraz (z) 100 %.

f(z)
Ak predpokladame, Ze sa premennda x zmeni na hodnotu = + 1, tak plati
f'(z)  fla+1) - f(2)
100 % = -100 %,
f(z) ()

t. j. percentualna miera zmeny hodnoty funkcie udava, o kolko percent sa
zmeni hodnota funkcie, ak sa hodnota premennej x zvysi o jednotku.

5.5 Elasticita funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat odpovedou na otazku, o kolko percent
sa zmeni hodnota funkcie f(z), ak zmenime hodnotu premennej o jedno per-
cento. Ukazeme, Ze tento tidaj ma sSiroké uplatnenie pre funkcie ekonomicke;j
analyzy.

Predpokladajme, ze f(x) > 0 pre x > 0. Nech existuje derivacia f’(x)
v bode zg € (0,00). Vieme, ze pre dostatocne mali hodnotu h € R plati

f(wo + 1) = fxo)
h

= f'(z0) =

x
Nech h predstavuje jedno percento z hodnoty zg, t. j. h = ﬁ. Pouzitim

predchadzajiceho vztahu dostavame

fwo + 15%5) — f(wo)

f(xo) = s
f'(@o) e o f(@o + 155) — f (o)
f(wo) ™ e o

Prava strana predstavuje percentualnu mieru zmeny hodnoty funkcie, ak sa
premenna zmeni o jedno percento. Z hore ukazaného teda vyplyva, zZe ju

/
pre ucely odhadov mozeme nahradit pribliznou hodnotou ?((xo)) - Xg.
To
Definicia 5.6 Nech f(x) > 0 pre x € (0,00) a nech ezistuje derivicia f'(x)

f'(x0)
f(xo)

percent sa zmeni hodnota funkcie f(xqo) pri zvyseni hodnoty premennej xg
o 1 %, nazgvame elasticitou funkcie f(x) v bode xy.

pre x € (0,00). Nech zo € (0,00). Cislo - xg, ktoré vyjadruje, o kolko

Zapis:
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Kedze je premenna ako aj funkéna hodnota kladna, tak znamienko elas-
ticity je vzdy rovnaké ako znamienko derivacie funkcie. Ak pouzijeme navyse
suvislost (budeme sa jej obsirnejsie venovat v nasledujucej kapitole), ze ak je
prva derivicia funkcie kladné (zdpornd), tak je funkcia rastica (klesajica),
tak dostaneme nasledujice tvrdenie.

Veta 5.1 Nech f(z) > 0 prex € (0,00) a nech ezistuje f'(x) pre x € (0, 00).
Potom plati

1. Ak n(f(z)) > 0 pre x € (0,00), tak zvysenie (zniZenie) hodnoty pre-
mennej x o 1 percento znamend zvysenie (zniZenie) hodnoty funkcie
f(z) on(f(xg)) percent.

2. Ak n(f(x)) < 0 pre x € (0,00), tak zvysenie (zniZenie) hodnoty pre-
mennej x o 1 percento znamend zniZenie (zvysenie) hodnoty funkcie
F(z) o n(f(z0))] percent.

Priklad 5.5.1 Dennd produkcia podniku je Q(K) =1 200 - vV K jednotiek,
kde K je kapitdilovd investicia v tisicoch eur. O kolko percent vzrastie pro-
dukcia, ak sa kapitalovd investicia zvysi o 1 percento?

Riesenie. Vypocitame elasticitu produkénej funkcie:

N(Q(K))

Q) 1 200- 1. K3

Q(K) 1200- K2 2

1
Produkcia vzrastie o 5 %.

Elasticita funkcie je v podstate pomer margindlnej a priemernej veliciny
danej funkcie:

flwo) f'(wo)  Mf(xo)
flwo) 70 Lu T Af(m)

zo

n(f (o)) =

7 tejto suvislosti vyplyva zaujimavy dosledok pre rast, resp. klesanie uvazova-
nej priemernej veli¢iny v zavislosti na hodnote elasticity. Uvazujme napriklad
prijmovi funkciu R(z):

1. Ak n(R(z9)) >1 =  MR(x¢) > AR(xy),
t. j. kazdé zvysenie predaja z hodnoty zy o jednu jednotku vyvola na-
rast prijmov vacsi ako st priemerné prijmy pri predaji xq jednotiek.
S rastiucim predajom priemerné prijmy rasti.

2. Ak n(R(zp)) =1 = MR(x¢) = AR(xy),
t. j. kazdé zvysenie predaja z hodnoty xg o jednu jednotku vyvola narast
prijmov rovny priemernym prijmom pri predaji xy jednotiek. S rasticim
predajom sa priemerné prijmy nemenia.
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3. Ak n(R(zp)) <1 = MR(zy) < AR(x),
t. j. kazdé zvysenie predaja z hodnoty zy o jednu jednotku vyvola na-
rast prijmov mensi ako su priemerné prijmy pri predaji xy jednotiek.
S rasticim predajom priemerné prijmy klesaju.

5.6 Elasticita funkcie dopytu a funkcie ponuky

Vzhladom na to, ze je funkcia dopytu klesajica, nadobuda elasticita tejto
funkcie zapornu hodnotu. Aby sme sa vyhli absolttnej hodnote pri urcovani
percentualnej zmeny funkcie, je zvykom definovat elasticitu funkcie dopytu
s opaCnym znamienkom.

Definicia 5.7 Nech q = D(p) je funkciou dopytu, kde p > 0 je cena vy-
robku na trhu a g > 0 je dopyt po tomto vyrobku. Nech existuje D'(p) pre p €

5 D'(po)
(0,00). Clislo — Do)

po vyrobku pri zvyseni ceny po o 1 %, nazjvame elasticitou funkcie do-
pytu v bode py.

-po, ktoré vyjadruje o kolko percent sa znizi dopyt D(p)

Zapis:

D'(po)

D(po)
Elasticita funkcie dopytu ndm modze pomdct pri urcovani vhodnej ceny

vyrobku na trhu, ak chceme dopyt po sledovanom vyrobku regulovat.

Ep =n(D(po)) = — * Do-

Klasifikacia funkcie dopytu na zaklade elasticity:

1. Ak Ep =1, tak funkcia dopytu ma jednotkovu elasticitu,
t. j. jednopercentné zvysenie (zniZenie) ceny vyvola jednopercentné zni-
zenie (zvysenie) dopytu.

2. Ak Ep > 1, tak funkcia dopytu je elasticka,
t. j. jednopercentné zvysenie (zniZenie) ceny vyvola viac ako jednoper-
centné znizenie (zvysenie) dopytu.

3. Ak FEp < 1, tak funkcia dopytu je neelasticka,
t. j. jednopercentné zvysenie (znizenie) ceny vyvold menej ako jedno-
percentné znizenie (zvysenie) dopytu.

Priklad 5.6.1 Predpokladajme, Ze pri cene p wurcitej komodity je dopyt
po nej vyjadreny vztahom q = 240 — 2p, pre 0 < p < 120.

a) Vyjadrime elasticitu dopytu ako funkciu premennej p.

b) Vypocitajme elasticitu dopytu pre p = 100. Interpretujme visledok.
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c) Vypocitajme elasticitu dopytu pre p = 50. Interpretujme visledok.

d) Pri akej cene je elasticita dopytu rovnd 17 Aky je ekonomicky vjznam
tejto ceny?

RieSenie.

a) Elasticita funkcie dopytu:

_D'(po) —2 p

E — — .
P D(po) " P=120—p

T 240-2p

b) Elasticita pre cenu p = 100:
100

Ep(100) = 350700 =°

Funkcia dopytu je elastickd, ¢o znamend, ze 1% nérast ceny vyvola 5%
pokles dopytu.

c¢) Elasticita pre cenu p = 50:
50

Funkcia dopytu je neelastickd, ¢o znamend, ze 1% nérast ceny vyvold
0,71% pokles dopytu.

d) Vyriesime rovnicu Ep = 1:
P

=1
120 —p
p = 120—p
p = 60.

Funkcia dopytu mé jednotkovu elasticitu pri cene p = 60, ¢o znamena,
7e 1% nérast ceny vyvola 1% pokles dopytu. Q

Elasticita funkcie dopytu ma vplyv na funkciu celkovych prijmov. Plati
totiz:

R(p) = p-q=p-D(p)
— R(p) = D) +p D)= D) [1+p
— D)1 - B,

50

Vplyv elasticity dopytu na celkové prijmy:

1. AkEp=1 = R(p) =0,
t. j. celkové prijmy sa so zmenou ceny nemenia - neutralny dopyt.
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2. AkEp<1l = R'(p) >0,
t. j. celkové prijmy rastu s rasticou cenou - neelasticky dopyt.

3. AkEp>1 = R'(p) <0,
t. j. celkové prijmy klesaju s rastiicou cenou - elasticky dopyt.

Na rozdiel od funkcie dopytu je funkcia ponuky rasttica, elasticita funkcie
ponuky vyjadruje, o kolko percent sa zvysi ponuka pri zvyseni ceny o 1
percento.

Definicia 5.8 Nech ¢ = S(p) je funkciou ponuky, kde p > 0 je cena vyrobku

na trhu a ¢ > 0 je ponuka tohto vijrobku. Nech ezistuje S'(p) pre p € (0,00).
/

Cislo 5'(po)

S(po)

pri zvysent ceny po o 1 %, nazgvame elasticitou funkcie ponuky v bode
Po-

“po, ktoré vyjadruje o kolko percent sa zvysi ponuka S(p) vyrobku

Zapis:

5.7 Ulohy

5.1 Dennd produkcia podniku je dand funkciou Q(L) = 384+/L jednotiek,
kde L je velkost pracovnej sily v pracovnych hodinach. V stcasnosti je denne
k dispozicii 512 hodin. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, aky
bude mat na denni produkciu 1 pracovna hodina navyse.

5.2 Dennd produkcia podniku je dana funkciou Q(L) = 441+/L jednotiek,
kde L je velkost pracovnej sily v pracovnych hodinach. V sticéasnosti je denne
k dispozicii 343 hodin. Pouzite marginalnu analyzu na odhad efektu, aky
bude mat na dennt produkciu 1 pracovna hodina navyse.

5.3 Dennd produkcia podniku je dand funkciou Q(K) = 540v/K jednotiek,
kde K je kapitdlova investicia v tisicoch eur. V sticasnosti je denne k dispozicii
729 tisic eur. Pouzite margindlnu analyzu na odhad efektu, aky bude mat
na dennt produkciu 1 000 eur navyse.

5.4 Podla studie produktivity prace v podniku, priemerny pracovnik, ktory
zacne pracovat o 7.00 hod., bude mat poskladanych f(z) = 2°+ 622 + 8z vy-
robkov o x hodin neskor. Priblizne kolko vyrobkov vyrobi pracovnik pocas 4.
hodiny?

5.5 Predpokladame, Ze celkové naklady na vyrobu ¢ vyrobkov su C(q).
Pouzite marginalnu analyzu na odhad nékladov na vyrobu daného vyrobku.
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a) C(q) = 3¢* + 6q + 50, ndklady na 15. vyrobok,
b) C(q) = ¢* + 30q + 750, naklady na 11. vyrobok,
c) Clq) = ¢* + 34q + 950, naklady na 13. vyrobok,
d) C(q) = ¢* + 38¢q + 950, naklady na 15. vyrobok,
e) C(q) = 2¢* + 16q + 50, naklady na 9. vyrobok,
f) C(q) = 3¢* + 16q + 50, ndklady na 8. vyrobok,
g) C(q) = 4¢* + 16¢ + 50, ndklady na 7. vyrobok,
h) C(q) = 5¢* — 30q + 320, ndklady na 4. vyrobok,
i) C(q) = 4¢* — 30q + 320, néklady na 5. vyrobok,
j) C(q) = 3¢> — 30¢q + 320, naklady na 6. vyrobok.

5.6 Dennd produkcia podniku je dand funkciou Q(K) = 441v/ K jedno-
tiek, kde K je kapitalova investicia v tisicoch eur. O kolko percent vzrastie
produkcia, ak sa kapitalova investicia zvysi o 1 percento?

5.7 D(p) =1225—p% pre 0 < p < 35 eur je rovnica dopytu uréitého tovaru.
a) Vyjadrite elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru p.
b) Vypoditajte elasticitu dopytu pri cene p = 15 eur.

c) Pri akej cene je elasticita dopytu rovna 17

5.8 D(p) = 1500 — 0,2p* pre 0 < p < 504/3 eur je rovnica dopytu uréitého
tovaru.

a) Vyjadrite elasticitu dopytu ako funkciu ceny tovaru p.
b) Vypoditajte elasticitu dopytu pri cene p = 60 eur.
c) Pri akej cene je elasticita dopytu rovna 17

5.9 Rovnica dopytu urcitého tovaru je D(p) = 1 080 — 0,1p? pre 0 < p <
60+/3 eur.

a) Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde ma jednotkovi elasticitu
vzhladom na cenu.

b) Vyuzite vysledok a) na to, aby ste urdili intervaly rastu a klesania
funkcie celkovych prijmov R(p) a cenu, pri ktorej st celkové prijmy
maximalne.
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¢) Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov a pouZite prvi derivé-

ciu na urcenie intervalov rastu a klesania a urcenie ceny, pri ktorej su
celkové prijmy maximalne.

5.10 Rovnica dopytu uréitého tovaru je D(p) = 1 500 — 0,2p* pre 0 < p <
504/3 eur.

a) Urcte, kde je dopyt elasticky, neelasticky a kde mé jednotkovi elasticitu

vzhladom na cenu.

b) Vyuzite vysledok a) na to, aby ste urcili intervaly rastu a klesania

funkcie celkovych prijmov R(p) a cenu, pri ktorej st celkové prijmy
maximalne.

c¢) Vyjadrite explicitne funkciu celkovych prijmov a pouzite prva deriva-

ciu na urcenie intervalov rastu a klesania a urcenie ceny, pri ktorej s
celkové prijmy maximalne.

5.11 Predajca sportovych potrieb predava cyklistické rukavice po 6 eur za
par. Dopyt po tomto type rukavic vzhladom na predajni cenu odhadol fun-
kciou D(p) = 1 000 — 2p? kusov pre 0 < p < /500 eur. Co odportcate
majitelovi predajne, zvysit alebo znizif cenu?

5.12 Predajca sportovych potrieb predava cyklistické okuliare po 8 eur za
kus. Dopyt po tomto type okuliarov vzhladom na predajnii cenu odhadol
funkciou D(p) = 4 000 — p? kusov pre 0 < p < 10v/4 eur. Co odporticate
majitelovi predajne, zvysit alebo znizif cenu?

Vysledky:

5.1 Narast produkcie o 2 jednotky.

5.2 Narast produkcie o 3 jednotky.

5.3 Narast produkcie o 10 jednotiek.

5.4  Vyrobi 104 vyrobkov.

5.5
a) 90 eur, f) 58 eur,
b) 50 eur, g) 64 eur,
c) 58 eur, h) 105 eur,
d) 66 eur, i) 162 eur,
e) 48 eur, j) 195 eur
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5.6 00,33 %
5.7
2p?
E - L

b) Ep(15) = 0,45,
c) p=20,21 eur.

5.8

o 04p?
~ 1500 — 0,2p%’

b) Ep(60) = 1,846,

a) Ep(p)

¢) p=>50 eur.

5.9
a) (0,60) neelasticky; (60,60+/3) elasticky; 60 jednotkové elasticita,
b) (0,60) rastice; (60,60+/3) klesajice; 60 maximélne,
c) (0,60) rastiice; (60,60v/3) klesajiice; 60 maximalne.

5.10
a) (0,50) neelasticky; (50,50v/3) elasticky; 50 jednotkova elasticita,
b) (0,50) rastice; (50,50v/3) klesajice; 50 maximélne,
c) (0,50) rastice; (50,50+/3) klesajtice; 50 maximélne.

5.11 FEp(6) = 2,28, znizit cenu

5.12 Ep(8) = 0,44, zvysit cenu



88 6 PRIEBEH FUNKCIE

6 Priebeh funkcie

6.1 Ciel

Oboznamit s vyuzitim derivacie pri vysetrovani vlastnosti funkeii.

6.2 Otazky

e Sformulujte postacujicu podmienku monoténnosti funkcie.

e Definujte lokalne extrémy funkcie.

e Sformulujte nutni podmienku existencie lokalneho extrému.

e Definujte stacionarny bod a kritické body funkcie.

e Sformulujte postacujicu podmienku existencie lokalneho extrému.

e Uvedte postup na urcenie lokdlnych extrémov funkcie pomocou mono-
téonnosti funkcie.

e Uvedte postup na urcenie globalnych extrémov funkcie.

e Definujte konvexnost a konkavnost funkcie.

e Definujte inflexny bod funkcie.

e Sformulujte postacujicu podmienku konvexnosti a konkavnosti funkcie.
e Definujte exponencidlny rast.

e Definujte exponencidlne klesanie.

e Definujte krivku ucenia sa.

e Definujte logisticku krivku.

6.3 Monoténnost funkcie a lokalne extrémy

Monoténnost funkcie, ktorti sme definovali v itvodnej kapitole, sa da skiimat
pomocou derivécie (vid Obr. 22), ak tato existuje.

Veta 6.1 (Postacujiica podmienka monoténnosti)
Nech funkcia f(z) je spojitd na intervale I C< a,b > a md derivdciu rovna-
kého znamienka na intervale (a,b). Potom

o ak f'(x) >0, tak f je rastica na I,
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e ak f'(x) <0, tak [ je klesajiica na I,
o ak f'(x) 20, tak f je neklesajica na I,

o ak f'(x) 20, tak f je nerastica na I.

fl@)>0 flz)=0 fi(x) 20 f@) <0 f(x) >0

Obr. 22: Monoténnost funkcie pomocou derivacie

Priklad 6.3.1 Ndjdime intervaly, na ktorjch je funkcia f(z) = z* — 43
rydzomonotonna.

Riesenie. Funkcia je definovana na mnozine vsetkych realnych ¢isel. Vypo-
Citame jej derivaciu a ur¢ime jej znamienka:
fl(x) =42 —122* =42® - (z—-3) > 0 < >3
< 0 & <3 ANzxz#0
Funkcia je rastica na intervale (3, 00), klesajica na mnozine (—oo, 0)U (0, 3).

Q

Definicia 6.1 Hovorime, Ze funkcia f(x) md v bode x, € (a,b) lokdlny
extrém, ak existuje také prstencové okolie O (xy), Ze pre vietky x € O°(a)
plati jeden z pripadov:

lokdlne mazimum v bode x,

ostré lokdlne mazimum v bode x,

) = f(wo)

x) 2 f(xo) lokdlne minimum v bode xy,
) < f(xo)
) > f(zo)

ostré lokdlne minimum v bode xq.
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Veta 6.2 (Nutnd podmienka existencie lokalneho extrému)
Nech ezistuje derivacia f'(xg). Ak md funkcia f(x) v bode xq lokdlny extrém,

tak f'(x¢) = 0.

Poznamka 6.1 Obrdtené tvrdenie neplati. Ak f'(zo) = 0, to neznamend,
zZe md funkcia v bode xy lokdlny extrém. Na druhej strane z tohto tvrdenia
vyplyva, Ze funkcia moze mat lokdlny extrém aj v bode, kde nemd deriviciu.

Definicia 6.2 Bod xy, v ktorom md funkcia derivdciu, a plati f'(zq) = 0,
nazyvame staciondrnym bodom funkcie f(z). Staciondrne body a body,
v ktorych funkcia nemad derivdciu, budeme nazyvat kritickymi bodmi fun-

kcie f(x) (vid Obr.[23).

Obr. 23: Kritické body funkcie

Na urcenie extrému funkcie v stacionarnom bode mézeme pouzit vyssie
derivacie funkcie. Najcastejsie postacuje uz druhé derivacia.

Veta 6.3 (Postacujica podmienka existencie lokalneho extrému)
Nech funkcia f(z) md v bode o € (a,b) derivdciu ™ (zy) # 0, pre n = 2.
Nech f'(z¢) = f"(20) = ... = f" Y (xy) = 0. Potom plati

1. Ak jen parne a

o M (20) >0, tak md funkcia f v bode o ostré lokdlne minimum,

o (o) <0, tak md funkcia f v bode xq ostré lokdlne mazimum.

2. Ak je n nepdrne, tak funkcia f nemd v bode zo lokdlny extrém (v zq je
inflexia).

Priklad 6.3.2 Ndjdime lokdlne extrémy funkcie f(x) = z* — 423.

Riesenie. Funkcia je definovana na mnozine vsetkych realnych cisel. Vypo-
¢itame jej prvi derivaciu a uréime stacionarne body:

flr) =42 — 120 =42® - (1 -3)=0 & 2=3 V 2=0.
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Vypocitame druhti derivaciu funkcie a uréime jej hodnotu v stacionarnych
bodoch:

f'(x) =122 —24x =122- (z —2) = f"(3) =36 > 0.

Funkcia nadobtuda v bode x = 3 lokalne minimum. V pripade bodu x = 0 je
17(0) = 0. Vypocitame teda tretiu derivaciu, kde je hodnota rézna od nuly:

f"(x)=24r —24 = f"(0) = —24.

KedZze sa jedna o tretiu derivaciu, funkcia nema v bode z = 0 extrém. @

V kritickom bode ¢asto vyuzivame zmenu monoténnosti funkcie na urce-
nie extrému. Co v pripade, Ze mé funkcia v okoli bodu x, derivaciu, znamen4
zmenu znamienka derivacie v tomto bode.

Urcenie extrému pomocou monoténnosti funkcie
Vzhladom na znamienko prvej derivacie pred bodom xy a za bodom =z

mozu nastat tieto pripady:

1. ak ma derivacia rovnaké znamienko, tak funkcia nema v bode xy lokalny
extrém,

2. ak derivacia meni znamienko z kladného na zaporné, tak funkcia ma
v bode z( lokalne maximum,

3. ak derivacia meni znamienko zo zaporného na kladné, tak funkcia ma
v bode xq lokdlne minimum.

V aplika¢nych tlohach potrebujeme casto urcit najvacsiu a najmensiu
hodnotu funkcie na nejakom intervale. Hladdme tzv. absolitne (globalne)
maximum, resp. minimum funkcie.

Urcenie globalnych extrémov funkcie na uzavretom intervale

Ak mé funkcia f(z) na intervale < a,b > lokdlne extrémy len v bodoch
xry, To, ..., T, €< a,b >, tak pre globalne extrémy funkcie na intervale
< a,b > plati:

1. globalne minimum

min f(aﬁ Zznlhl{f($1>, f(xQ)u ce f(xn>’ f(a>’ f(b)}7

re<a,b>

2. globalne maximum

max f(z) = max{f(z1), f(x2), ..., f(za), fla), f(b)}.

re<a,b>
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6.4 Konvexnost a konkavnost funkcie

Definicia 6.3 Nech funkcia f(x) je definovand na intervale (a,b). Hovo-
rime, Ze funkcia f(zr) je konvexnd (konkdvna) na (a,b), ak pre kazdi
trojicu bodov x1, ©, x5 € (a,b) taki, Ze x; < x < x5 je bod [x, f(x)] pod (nad)
priamkou, uréenou bodmi [x1, f(x1)], [xa, f(x2)] alebo leZi na tejto priamke.

Definicia 6.4 Nech funkcia f(x) je definovand na intervale (a,b). Hovo-
rime, Ze funkcia f(x) je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna) na (a,b),
ak pre kaZdi trojicu bodov x1, x, 9 € (a,b) taku, Ze ¥y < x < x9 je
bod [z, f(x)] pod (nad) priamkou, uréenou bodmi [x1, f(x1)], [x2, f(22)] (vid
Obr. a Obr. .

I

I T )

Obr. 24: Rydzo konvexna funkcia

T T )

Obr. 25: Rydzo konkavna funkcia

Veta 6.4 (Postacujica podmienka konvexnosti/konkavnosti)
Nech je funkcia f(z) spojitd na intervale I C< a,b > a md druhi derivdciu
rovnakého znamienka na intervale (a,b). Potom plati

e ak f"(z) >0, tak f(x) je rydzo konvexnd na I,

o ak f"(x) <0, tak f(x) je rydzo konkdvna na I,
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o ak f"(x) 20, tak f(x) je konvexnd na I,

e ak f"(x) =0, tak f(z) je konkdvna na I.

Definicia 6.5 Hovorime, Ze funkcia f(x) ma v bode xy € I C< a,b > in-
flexiu, ak je funkcia v nejakom lavom okoli bodu xy riydzo konkdvna (ridzo
konvernd) a v nejakom pravom okoli bodu x¢ riydzo konvernd (rydzo kon-
kdvna). Bod [z, f(x)] nazgvame inflexngm bodom funkcie f(x) (vid

Obr-. [26)).

f‘//<0 IO f//>0 T

Obr. 26: Inflexny bod

Veta 6.5 (Nutnd podmienka existencie inflexného bodu)
Nech existuje druhd derivacia f"(xq) funkcie f(x) v xo. Ak md funkcia f(x)
v xo infleziu, tak f"(xq) = 0.

Obratené tvrdenie neplati. Ak f”(x¢) = 0, to neznamend, 7e v zp ma
funkcia inflexiu.

Priklad 6.4.1 Vysetrime konvexnost/konkdvnost a ndjdime inflexné body
funkcie f(x) = x* — 423,
Riesenie. Vypocitame druhi derivaciu funkcie a jej nulové body:

f'(x) =122 —242 =122- (2 -2)=0 & =2 Vz=0.
Metdédou nulovych bodov ur¢ime znamienko druhej derivacie na D(f) = R.

f"(z) > 0 konvexnd < x€ (—00,0)U(2,00).
f"(z) < 0 konkdvna < x€(0,2).

Inflexnymi bodmi funkcie st body [0, 0] a [2, —16].
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6.5

Priebeh funkcie

S vyuzitim znalosti z predchadzajucich kapitol a hlavne pouzitim derivacii
vieme vysetrit vlastnosti danej funkcie a nakreslit jej graf.

Algoritmus na urcenie priebehu funkcie:

N g W

%

10.
11.

Priklad 6.5.1 Vysetrime priebeh a nakreslime graf funkcie f(x) = x* —4a3.

Néjdeme D(f) (prip. H(f)).

Urcéime priesec¢niky grafu funkcie so siradnicovymi osami.
Vysetrime parnost - neparnost funkcie.

Overime periodi¢nost funkcie.

Stanovime body nespojitosti funkcie.

Néjdeme asymptoty grafu funkcie.

Vypocitame staciondrne body a intervaly, na ktorych je funkcia rydzo-
monoténna.

Rozhodneme o lokalnych (prip. globélnych) extrémoch funkcie.
Urcéime intervaly, na ktorych je funkcia konvexna, resp. konkavna.
Stanovime inflexné body funkcie.

Nakreslime graf funkcie.

3

Riesenie. Pocas vypoctov budeme postupne ziskavat vyznamné body grafu
funkcie, ktoré nam vyrazne pomoézu pri jeho kresleni.

1.
2.

D(f) =R

Vypocitame priesecniky grafu funkcie so suradnicovymi osami. Graf
pretina os y, ak x = 0, dostavame teda prvy bod P, = [0,0]. Graf
pretina os x, ak y = 0 a to je prave vtedy, ak f(x) = 2zt — 423 =
23 (x —4) =0, teda z = 0 alebo x = 4. Dostdvame dal3i vyznamny
bod P2 = [4, O]

Funkcia je definovana na celom R mozeme teda pre kazdé x najst
f(=2) = (—2)* — 4(—2)3 = 2* + 423. KedZe sa tento vyraz nerovnd ani
f(x) ani — f(z), funkcia nie je ani parna ani nepéarna.

Jedna sa o polynomicku funkciu, ktora je neperiodicka.

5. Funkcia je definovand na celom R, nema body nespojitosti.

Kedze funkcia nemé body nespojitosti, nema jej graf asymptoty
bez smernice. Asymptoty so smernicou ur¢ime pomocou vztahov, ktoré
sme uviedli pri limitach. Nech priamka y = kix + ¢, je asymptota grafu
funkcie f pre bod +oo, tak
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7.-8.

9.-10.

11.

4 3
T Tt — 4x
ki = lim L): lim — = 0.
r—+0o0 T—+00 €T

Nejedna sa o konecnii hodnotu, funkcia neméa asymptotu so smernicou
pre bod +o0. Rovnako je to aj pre bod —oo.

Priklad riesil monoténnost tejto funkcie a priklad jej staci-
onarne body a lokalne extrémy. Zhrnieme si tieto vysledky do tabulky:

| [ (—00,0)[0](0,3) ] 3 [(3,00)]
f'(z) - 0 - 0 +
f(z) AW - N\¢ | L min. Va
Funkcia nadobtida v bode z = 3 lokdlne minimum f(3) = —27, teda

Py = [3,-27].

Priklad [6.4.7] riesil konvexnost, resp. konkdvnost tejto funkcie. Zhr-
nieme si to opéaf do tabulky:

| [ (00,00 0 [(0,2)] 2 [(2,00)]
/() + 0 - 0 +
f(x) U bod inf. | N | bod inf. U

Funkcia nadobida v bode x = 2 funkéni hodnotu f(2) = —16, teda
Py = [2,—16).

Nakoniec nakreslime graf tejto funkcie (vid Obr. .

()

0

—16 - ‘
o7

Obr. 27: Priebeh funkcie y = x2* — 423
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6.6 Exponencialne modely

Postup, ktory sme si ukézali pri vysetrovani priebehu funkcie, mozeme po-
uzif na funkcie, ktoré siborne oznacujeme pojmom exponencidlne modely.
Niektoré z nich, vratane moznosti ich pouzitia, si teraz predstavime.

1. Exponencialny rast

Definicia 6.6 Nech Q(t) = Qo - ", kde k, Qo € (0,00). Potom hovorime,
Ze funkcia Q(t) rastie exponencidlne (vid Obr.[28).

Q(t)

Qo

Obr. 28: Exponencialny rast

Vlastnosti tejto funkcie zhrnieme do bodov:
1. D(Q)=Ra H(Q) = (0,).
2. Q(0) = Qo,
3. Qt)=Fk-Qo-e"=k-Q(t),

t. j. miera rastu funkcie je priamo imerna povodnej funkecii s konstantou
umernosti k,

4. Q'(t) > 0, teda Q(t) je rastica na D(f),
Q'(0)
Qo

Niektoré z moznosti pouzitia funkcie exponencidlneho rastu:

5. k=

e rast populdcie (poctu ochoreni, poc¢tu baktérii) bez vonkajsich vplyvov,

e spojité urokovanie.

Priklad 6.6.1 Biologovia zistili, Ze za idedlnych podmienok, pocet baktérii
rastie v kultire exponencidlne. Predpokladajme, Ze na pociatku bolo 2 000
baktérii v urcitej kultire a Ze po 20 minutach ich bolo 6 000. Kolko baktérii
bude po 1 hodine?
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Riesenie. Funkcia, ktora bude vyjadrovat pocet baktérii po ¢ minutach, bude
mat tvar Q(t) = Q-e*. Postupne pouZijeme tidaje o rastiicom pocte baktérif
s rasticim c¢asom.

Qo = Q(0)=2000
— Q(20) = 2000 -eF2 =6 000
— e = 3
—  Q(60) = 2000- 00 =2 000 (eF20)% = 2 000 - 3% = 54 000.

Pocet baktérii po uplynuti jednej hodiny bude 54 000.

2. Exponencialne klesanie

Definicia 6.7 Nech Q(t) = Qo - e7*, kde k, Qo € (0,00). Potom hovorime,
Ze funkcia Q(t) klesd exponencidlne (vid Obr.[29).

Q(1)

O~

0 t

Obr. 29: Exponencidlne klesanie

Vlastnosti tejto funkcie zhrnieme do bodov:
1. D(Q)=Ra H(Q) = (0,50).

Q(O) Q07

3. Q) =—k-Qo-e ™ =—k-Qt),

t. j. miera klesania funkcie je priamo timerna pévodnej funkcii s kon-
stantou timernosti k,

4. Q'(t) <0, teda Q(t) je klesajica na D(f),
Q'(0)

Qo '
6. lim Q(t) = 0.

5. k=—

Niektoré z moznosti pouzitia funkcie exponencialneho klesania:
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e rozpad radioaktivnych latok,
e predaj tovaru, ak sa prerusi reklama.

Priklad 6.6.2 Polcas rozpadu radioaktivnej substancie je cas potrebny na roz-
pad polovice povodnej hmotnosti. MnoZstvo radioaktivnej substancie, ktord
zostane po t rokoch, je dané funkciou Q(t) = Qo - e %% Ndjdime polcas
rozpadu substancie.

RieSenie. Mnozstvo radioaktivnej substancie vyjadrenej funkciou Q(t) sa
rovna polovici povodného mnozstva.

Qo - 0003t — Q(0)
2
0,003t %
= t = 19%9In2 = 231,05.

Polc¢as rozpadu je 231,05 rokov.

3. Krivka ucenia sa

Definicia 6.8 Nech Q(t) = B—A-e ™, kde A, B, k € (0,00), B > A. Graf
funkcie Q(t) (vid Obr.[30) nazjvame krivka udenia sa.

Q(t)
B

B-A

Obr. 30: Krivka ucenia sa
Vlastnosti tejto funkcie zhrnieme do bodov:
1 D@ =R
2. QO)=B - A,
3. Qt)=k-A-e* >0, teda Q(t) je rastiica na D(f),
4. Q"(t) = —k*- A-e7 ™ <0, teda Q(t) je konkdvna na D(f),
5. lim Q(t) = B, teda funkcia je zhora ohranicend konstantou B.

Funkciu, ktorej grafom je krivka ucenia sa, pouzivame pri skiimani vy-
konnosti pri réznych ¢innostiach (ucenie sa, préaca, ...). Konstanta B moze
predstavovat kapacitu mozgu alebo maximalny vykon.
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Priklad 6.6.3 Podla Sstudie efektivnosti prace wvo wvyrobnej firme plati
pre priemerného nového pracovnika nasledujici odhad vykonnosti:

pocet mesiacov pmxe‘ 0 ‘ o
hodinova viykonnost ‘ 300 ‘ 410

Vijkonnost v zdvislosti podla poctu mesiacov praxe sa riadi funkciou Q(t) =
500 — A - e7*. Ndjdime nezndme koeficienty funkcie Q(t).

Riesenie. Dosadime ako zvycajne najskor hodnotu 0, aby sme eliminovali
konstantu £ a mohli vypocitat konstantu A.

Q(0) =500 — Ac® = 300

Funkcia m4 po dosadeni konstanty A tvar Q(¢) = 500 — 200 e~**. Pouzijeme
udaje o vykonnosti po Siestich mesiacoch praxe:

Q(6) = 500 —200e~* = 410
— k = —i-In2 =0,13308.

6

Hladand funkcia ma tvar Q(¢) = 500 — 200 e~ 013308,

4. Logisticka krivka

Definicia 6.9 Nech Q(t) = m, kde A, B, k c (0, OO) Graffun—
kcie Q(t) (vid Obr. nazgvame logistickd krivka (sigmoidalna krivka).

Obr. 31: Logisticka krivka
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Vlastnosti tejto funkcie zhrnieme do bodov:

2. Q(0) = %5,
3. Q(t) = Bk Ae 70 > 0, teda Q(t) je rastica na D(f),

(]_ + A e—Bkt)2

4. tli}m Q(t) = B, teda funkcia je zhora ohranicend konstantou B,

5. tEI_n Q(t) = 0, teda funkcia je zdola ohranic¢end konstantou 0.

Niektoré z moznosti pouzitia funkcie, ktorej grafom je logisticka krivka:
e rast populédcie pod vonkajsimi vplyvmi,
e Sirenie sa epidémie.

Priklad 6.6.4 Odhaduje sa, Ze ot rokov odteraz bude pocet obyvatelov kra-

.. 20 .y
nny P(t) = m milionov.
a) Aky je siucasny pocet obyvatelov?

b) Ak by trend pokracoval podla wvedenej funkcie, k akej hranici by sa
priblizil celkovy pocet obyvatelov?

c) Kolko obyvatelov bude mat krajina o 15 rokov?
Riesenie.
a) Aby sme vypocitali sticasny stav poctu obyvatelov, dosadime ¢ = 0:

20
P0) = ——= =
) 2+3

Sucasny pocet obyvatelov je 4 miliény.

b) Hladame pocet obyvatelov v dalekej budicnosti:

. : 20 20
i PO = fim 5=y o = 5 =10

Pocet obyvatelov krajiny sa priblizi k hranici 10 miliénov.

¢) Dosadime hodnotu ¢ = 15, aby sme urcili pocet obyvatelov po 15 ro-

koch: 20 ‘
Predpokladany pocet obyvatelov krajiny po 15 rokoch bude 6,2117 mi-
lionov.

Q
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6.7 Ulohy

6.1 Najdite intervaly rastu, resp. klesania a lokélne extrémy funkcie f(x)
W =20 ) fl)=

b ) =2 9 I =

) 1=, W ="

Y o) =15 ) fw) =20
e>ﬂ@=xf3, j)ﬂw:xffg

6.2 N4jdite intervaly, na ktorych je funkcia f(x) rydzomonoténna a urcte
jej lokalne extrémy.

a) f(x)=a3+32% — 2, ¢) f(z) =3z — 83 + 622 + 2,

b) f(x) =223 — 152 4+ 36z + 10, d) f(z) = 2° — 5z* + 100.

6.3 Najdite intervaly, na ktorych je funkcia f(z) rydzomonoténna a urcte
jej lokalne extrémy.

I‘Q 2

a) fl2) = ——, o) J(@)= =
b fl) =L Q) 1) =

6.4 Najdite intervaly, na ktorych je funkcia f(z) rydzomonoténna a urcte
jej lokalne extrémy.

a) f(x) =1In(4 — 2?), c) flx)=uze".
b) f(x):h?:x’ d) f(x)=2%e""

6.5 Najdite intervaly konvexnosti, resp. konkavnosti a inflexné body funkcie

f(z)
a) f(r) =z — 223 — 362% + 24z + 12,

b) f(z) = 2t + 423 — 4822 + 60x — 24,
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c) f(x) =t — 42® — 4822 + 10x — 10,
d) f(z) = 2% — 42% — 1822 + 122 — 24,
e) f(x) =a*+ 62° — 2422 + 122 + 24,
f) f(x) = —a* + 223 + 1222 — 4o + 2,
g) flz) = —at — 83 + 3022 — 122 — 12,
h) f(z) = —a*+ 223 + 7222 — 52 — 3,
i) f(z) = —ia' + 2% + 3627 — 2z + 1,
i) f(z) = —1a' — 42® 4+ 152% — 62 — 5,
k) f(x)=a2®+ 32% — 2,
) f(z)= — 8% + 627 + 2.
6.6 Vysetrite konvexnost /konkévnost a najdite inflexné body funkcie f(x).
z? 72
2 J)= O f@) - -,
N 1) = G B fy ="

6.7 Vysetrite konvexnost /konkdvnost a ndjdite inflexné body funkcie f(x).

a) f(x) =In(4 - 2?), c) f(x) =we",
b) f(z) ﬁ d) f(x)=ze™".

6.8 Vysetrite priebeh a nakreslite graf funkcie f(x).

a) f(z)=22%— 322, ¢) f(z)=zlnx,
—3 + 22
b) f(z) :—i_x2+4’ d) f(z)=zex.

6.9 V roku 2 000 bol pocet obyvatelov krajiny 60 miliénov. V roku 2 005
dosiahol pocet 90 miliénov. Kolko obyvatelov bude v roku 2 015, ak bude
pocet obyvatelov rast exponencialne?

6.10 Polcas rozpadu prvku Radium je 1 690 rokov. Ako dlho potrva, kym
z 50 gramovej vzorky ostane 5 gramov?
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6.11 Postovy tradnik po t mesiacoch praxe vytriedi Q(t) = 700 — 400 e~
listov za hodinu

a) Kolko listov vytriedi novy zamestnanec za hodinu?

b) Kolko listov vytriedi zamestnanec po 6 mesa¢nych skisenostiach za ho-
dinu?

¢) Kolko listov bude zamestnanec schopny vytriedit za hodinu v neohra-
nicenej budicnosti?

6.12 Podla zdravotnych zaznamov ¢ tyzdnov po vypuknuti ochorenia in-

fekénej zltacky bol pocet ochoreni f(t) = 119 o 04t
e Y

a) Kolko ochoreni infekénej zltacky bolo zaznamenanych na zaciatku?

b) Ak by trend pokracoval podla uvedenej funkcie, k akej hranici by sa
priblizil celkovy pocet ochoreni?

¢) Kolko ochoreni infekénej zltacky bolo zaznamenanych na konci 3., 5.,

resp. 7. tyzdna?

Vysledky:

6.1

a)

klesd na (—oo, —3) U (—1, 00)
rastie na (—3, —2) U (-2, —1)

e)

rastie na (—oo,0) U (6, 00)
klesd na (0,3) U (3,6)

lokalne minimum 6 v x = —3 lokalne minimum 12 v z = 6
lokalne maximum 2 v x = —1, lokalne maximum 0 v x = 0,
b) klesd na (—oo, —2) U (—1, 00) f) rastie na (—o0,0) U (8, 00)
rastie na (—2, —3) U (-2, -1) klesa na (0,4) U (4,38)
lokalne minimum 4 v x = —2 lokalne minimum 16 v z = 8
lokalne maximum 2 v x = —1, lokalne maximum 0 v x = 0,
c¢) klesd na (—oo, —4) U (-2, 00) g) rastie na (—oo, —4) U (0, 00)
rastie na (—4, —3) U (—3, —2) klesa na (—4,—2) U (—2,0)
lokalne minimum 8 v x = —4 lokalne minimum -8 v o = —4
lokalne maximum 4 v x = —2, lokalne maximum 0 v x = 0,
d) klesd na (—oo, —4) U (=1, 00) h) rastie na (—oo, —2) U (2,00)

rastie na (—4, —2) U (-2, 1)

lokdlne minimum 8 v x = —4
lokdlne maximum 2 v x = —1,

klesd na (—2,0) U (0,2)
lokalne minimum 4 v x = 2
lokalne maximum -4 v x = —2,
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i) rastie na (—oo, —3) U (3, 00) j) rastie na (—oo, —4) U (4, 00)
klesa na (—3,0) U (0, 3) klesé na (—4,0) U (0,4)
lokéalne minimum 6 v x = 3 lokalne minimum 8 v x =4
lokalne maximum -6 vz = —3, lokdlne maximum -8 v z = —4.
6.2
a) rastie na (—oo, —2) U (0, c0) c) rastie na (0,1) U (1, 00)
klesa na (—2,0) klesé na (—o0,0)
lokalne minimum -2 v x = 0 lokalne minimum 2 v x = 0,
lokalne maximum 2 v x = —2,
b) rastie na (—o0,2) U (3,00) d) rastie na (—o0,0) U (4, 00)
klesd na (2, 3) klesa na (0,4)
lokalne minimum 37 v x = 3 lokalne minimum -156 v z = 4
lokdlne maximum 38 v z = 2, lokdlne maximum 100 v x = 0.
6.3
a) rastie na (—oo,0) U (4, 00) c) rastie na (0,2) U (2, 00)
klesa na (0,2) U (2,4) klesé na (—oo, —2) U (—2,0)
lokalne minimum 8 v x =4 lokalne minimum 0 v x = 0,
lokalne maximum 0 v x = 0,
b) rastie na (—oo, —1) U (1, 00) d) rastie na (—1,1)
klesa na (—1,0) U (0, 1) klesa na (—oo, —1) U (1, 00)
lokdlne minimum 2 v x =1 lokalne minimum —% ve=-—1
lokdlne maximum -2 vz = —1, lokalne maximum % vao=1.
6.4
a) rastie na (—2,0) lokalne minimum 0 v z = 0,
klesa na (0, 2) .
lokélne maximum In4 v z = 0, ¢) rastie na (—1,00)
klesd na (—oo, —1)
lokdlne minimum —e ! v o =
b) rastie na (e, 00) 1

klesa na (0,1) U (1,e)

lokalne minimum e v x = e, ras-
tie na (e, 00)

klesé na (—oo, —2) U (—2,0)

d)

rastie na (—oo, 1)
klesé na (1, 00)

lokélne maximum e~!

vaoe=1.
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6.5
a) konvexnd na (—oo, —2)U(3, 00) g) konkévna na (—oo, —5)U(1, c0)
konkavna na (—2, 3) konvexna na (—5,1)
inflexné body vae = —2ax = 3, inflexné body ve = —baz =1,
b) konvexnd na (—oo, —4)U(2,00)  h) konkdvna na (—oo, —3)U(4, o0)
konkévna na (—4, 2) konvexna na (—3,4)
inflexné body ve = —4ax = 2, inflexné body vae = —3ax =4,
¢) konvexnd na (—oo, —2)U (4, 00) i) konkdvna na (—oo, —3)U (4, o)
konkavna na (—2,4) konvexna na (—3,4)
inflexné body ve = —2ax =4, inflexné body vae = —3ax =4,
d) konvexnd na (—oo, —1)U (3, 00) j) konkdvna na (—oo, —5)U(1, 00)
konkavna na (—1, 3) konvexna na (—5,1)
inflexné body ve = —laz = 3, inflexné bodyve = —Haz =1,
e) konvexnd na (—oo, —4)U (1, 00) k) konkévna na (—oo,—1)
konkavna na (—4,1) konvexna na (—1, 00)
inflexné body ve = —4ax =1, inflexny bod v z = —1,
f) konkavna na (—oo, —1)U(2, 00) 1) konkévna na (3,1)
konvexna na (—1,2) konvexnd na (—oo, 3) U (1, 00)
inflexné body ve = —lax = 2, inflexné body v z = é ax=1.
6.6
a) konvexnd na (2, 00) c¢) konvexnd na (—2,2)
konkavna na (—o0, 2) konkavna na (—oo, —2)U(2, 00)
inflexny bod neexistuje, inflexny bod neexistuje,
b) konvexnd na (4, c0)
konkdvna na (—oo0,—2) U  d) konvexnd na (0, c0)
(—2,4) konkavna na —oo, 0)
inflexny bod v x = 4, inflexny bod neexistuje.
6.7
a) konkdvna na (—2,2) c¢) konvexna na (—2,00)
inflexny bod neexistuje, konkavna na (—oo, —2)
inflexny bod vz = -2,
b) konvexnd na (1,00) d) konvexnd na (2, 00)

konkdvna na (0, 1)
inflexny bod neexistuje,

konkavna na (—o0, 2)
inflexny bod v x = 2.
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6.8

y=—z+1




6 PRIEBEH FUNKCIE 107

6.9 202,5 miliénov
6.10 5 616,06 rokov

6.11
a) 300, b) 680, ¢) 700.
6.12

a) 8, b) 80, c) 22, 36, resp. 52.
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7 Optimalizacia funkcii ekonomickej analyzy

7.1 Ciel

Oboznamit s vyuzitim derivacie pri hladani extrémov funkcii ekonomicke;
analyzy.

7.2 Otazky

e Sformulujte vetu o stacionarnom bode funkcie priemernych nakladov.
e Sformulujte vetu o monoténnosti funkcie priemernych nakladov.
e Sformulujte vetu o monoténnosti priemernej velic¢iny.

e Sformulujte vetu o maximalizacii celkového zisku.

7.3 Minimalizacia nakladov

Pri optimalizacii vyroby mame zaujem, aby sme minimalizovali naklady. Uka-
zeme, ze nie je mozné, aby sme dosiahli stav, kedy si miniméalne priemerné
naklady ako aj celkové naklady.

Veta 7.1 (Staciondrne body funkcie priemernych nikladov)

TC
Nech TC(x) je funkcia celkovych ndkladov a AC(z) = ;1:) funkcia prie-

mernych nakladov na viyrobu x kusov tovaru. Bod xq je staciondarnym bodom
funkcie priemerngch ndkladov prdave vtedy, ak sa v bode xo priemerné ndaklady
rovnaju margindlnym ndkladom.

Plati totiz
_TC'(z)-x—TC(x)

AC(z) = p =0 <= TC'(xp) -9 —TC(x0)=0
— TC/(CL’O) — TC;L‘(:EO>

V praxi po spusteni vyroby nastava vécsinou stav, kedy si priemerné na-
klady pomerne vysoké a postupne klesaji na urc¢iti hodnotu. Nasledne za¢nt
opét rast (vid Obr. . Pre funkciu priemernych nédkladov plati nasledujice
tvrdenie.
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Veta 7.2 (Monoténnost funkcie priemernych nikladov)
Nech funkcia TC(x) je spojitd na intervale (a,b). Nech funkcia AC(x) =

T
Clz) je definovand na (a,b). Nech xy € (a,b). Nech funkcia TC(x) md de-

rivdciu na intervale (a,b) a nemeni znamienko derivdicie na intervale (a, o)
a nemeni znamienko derivdcie na intervale (xo,b). Potom

o ak TC'(x) < AC(x) pre x < xy, tak AC(x) je klesajica na (a,xo),
o ok TC'(x) > AC(x) pre x > xy, tak AC(x) je rastica na (zo,b),

o ak TC'(xg) = AC(xy), pricom TC'(x) < AC(x) pre x<x¢ a pre x>
TC'(x) > AC(x), tak AC(x) md v bode zy lokdlne minimum.

N/

TC' < AC | TC'> AC

AC(z)

i T
Obr. 32: Minimalizacia priemernych nékladov

Priklad 7.3.1 Predpokladime, Ze ndklady na vyrobu q kusov tovaru siu
C(q) = 3¢* + q + 48.
a) Pri akej vyske produkcie si priemerné ndklady na jeden kus minimdlne?
b) Pri akej vijske produkcie si priemerné ndklady na jeden kus rovné mar-
gindlnym ndkladom?
¢) Nakreslite grafy funkcii priemerngch ndkladov a margindlnych ndkladov
v jednom systéme sturadnic.
Riesenie.
a) Zostrojime funkciu priemernych nakladov a vypoéitame jej derivaciu:

3¢% + q + 48
AC(q) = 24 TqgTeS

q
1)g — (3¢2 4
A0 = (6g +1)q (?;q tq+48)

q
< (6g+1)qg = 3¢*>+q+48
= q = =£4
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Kedze definicnym oborom funkcie priemernych nakladov je mnozina

kladnych realnych cisel, vypocéitame hodnotu druhej derivacie v bode
96 96

q=4. AC"(q) = — a teda AC"(4) = Vil 0. Priemerné naklady st
q

miniméalne pri vyrobe styroch kusov tovaru.

Ak dame do rovnosti priemerné a marginalne naklady, dostaneme po-

chopitelne rovnaki rovnicu ako pri predoslom vypocte:
MC(q) = AC(q)
3¢% + q + 48
q

— O6g+1 =
<= q = +4.

Priemerné néklady st rovné marginalnym nakladom pri vyrobe styroch
kusov tovaru.

Nacrtneme grafy oboch funkcii do jedného siradného systému (vid

Obr. [33).

25 Lo

C'<AC =4 C'>AC 1
Obr. 33: Minimalizacia priemernych nakladov - priklad

Q

Poznamka 7.1 Z predchddzajicich dvah vyplynulo, Ze pre staciondrny bod
funkcie priemernych ndkladov plati:

TC(Q?())

AC,(I'O) =0« TC,(I‘()) = .
0

Ak teda TC'(x9) = 0 (staciondrny bod funkcie celkovich ndkladov) a si-
casne AC'(xg) = 0 (staciondrny bod funkcie priemerngch ndkladov), tak
TC(z0) = 0. Co znamend, Ze neexistuje tiroven produkcie xo > 0, pri ktorej
st minimdlne celkové ndklady aj priemerné ndklady.
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Veta [7.2] sa dd jednoducho zovSeobecnit pre Iubovolni totalnu velic¢inu

Veta 7.3 (Monoténnost priemernej veli¢iny) Nech totdlna wvelicina

()

je definovand na (a,b). Nech x¢ € (a,b). Nech funkcia T f(x) md derivdciu
na intervale (a,b) a nemeni znamienko derivdcie na intervale (a,xy) a ne-
meni znamienko derivdcie na intervale (xo,b). Potom

T f(x) je spojitd na intervale (a,b). Nech priemernd velicina Af(z)

o ak Tf'(x) < Af(z) pre x < zy (v > x0), tak Af(z) je klesajica

na (av l’o) ((x(% b))7

o akTf'(x) > Af(x) prex > g (v < xg), tak Af(z) je rastica na (xq,b)

((a,20)),

o ak Tf'(xg) = Af(xy), pricom Tf'(x) < Af(x) pre x < zy (v > x0)
aTf(x) > Af(x) prex > o (v < xg), tak Af(x) md v bode zo lokdlne
minimum (mazimum,).

7.4 Maximalizacia prijmu a zisku

Veta [7.3] ndm umoziiuje podobnymi tvahami ako v predchddzajicej casti
popisat vztah medzi margindlnymi prijmami a priemernymi prijmami. Roz-
diel je v tom, zZe funkcia priemernych prijmov sa zvycajne sprava opacne,
t. j. priemerné prijmy po spusteni vyroby najskor rastd a potom zacnu kle-
saf. V takom pripade v uvazovanom stacionarnom bode, kedy si marginalne
prijmy rovné priemernym prijmom, funkcia priemernych prijmov nadobuida
lokalne maximum.

Priklad 7.4.1 Predpokladame, Ze totdlny prijem z predaja q kusov tovaru je
R(q) = —2¢* + 68q — 128.

a) Pri akej vyske predaja je priemerny prijem na jeden kus tovaru rovnaky
ako margindlny prijem?

b) Dokdzme, Ze priemerny prijem rastie, ak droven predaja je nizsia ako
droven z casti a) a klesd, ak droven predaja je vyssia ako tdroven z casti

a).

¢) Nakreslime grafy funkcii priemernych prijmov a margindlnych prijmov
v jednom systéme sturadnic.
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Riesenie.
a) Zostrojime funkciu priemernych prijmov a polozime do rovnosti s mar-
gindlnymi prijmami:
AR(q) — —2¢? 4 68q — 128
) AR(q) = R'(q)
—2q° + 68q — 128 _ _dg+68

q
S5 q = =8

Kedze definiécnym oborom funkcie priemernych prijmov je mnozina
kladnych redlnych cisel, priemerné prijmy sa rovnaju margindlnym
pri predaji 6smych kusov tovaru.

b) Pomocou znamienka prvej derivicie funkcie priemernych prijmov ur-
¢ime jej monoténnost:
—4q + 68)q — (—2¢* + 68¢ — 128 64 — ¢*
AR,(Q):( q+68)q (2q+ q ) _ 0
q 4q
Funkcia priemernych prijmov rastie na intervale (0.8) a klesa na inter-
vale (8, 00).

¢) Nacrtneme grafy oboch funkcii do jedného stradného systému (vid

Obr. .

R'(q)

68

36 fm—m=

N

2 RR>AR @=8 R <AR 174
Obr. 34: Maximalizacia priemernych prijmov - priklad

Q

Poznamka 7.2 Podobne ako pri funkcii nakladov aj pri funkcii prijmov
plati, Ze neexistuje uroven predaja, pri ktorom funkcia celkoviyjch prijmov aj
funkcia priemernych prijmov zdroven nadobidaji mazximum.
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Funkciu celkovych prijmov vytvorime pomocou funkcie dopytu jednym
z nasledujuicich spésobov:

e Ak je funkcia dopytu dand ¢ = D(p), tak funkcia celkovych prijmov je
TR(p) =p- D(p).

e Ak je funkcia dopytu dand p = d(q), tak funkcia celkovych prijmov je
TR(q) = q- d(q).

Lokalne extrémy funkcie celkovych prijmov najdeme potom pomocou deri-
vacie podla danej premenne;j.

Funkciu celkového zisku vytvorime pomocou funkcie celkovych prijmov
a celkovych nakladov. Zderivujeme, aby sme nasli stacionarne body:

(q9) = TR(q)—TC(q)

(q) TR(q) —TC'(q) =0
<~ TR(q) = TC(q)

(@) = MC(q).

Plati teda nasledujtca veta.

Veta 7.4 (Maximalizicia celkového zisku) Nech T'P(q) (T P(p)) je fun-
kcia celkového zisku. Ak je celkovy zisk mazximdlny, tak sa margindlne prijmy
MR(q) (MR(p)) rovnaji margindlnym ndkladom MC(q) (MC(p)).

Priklad 7.4.2 Spolocnost md fixné mesacné naklady na vyrobu q kusov vy-
robku 28 000 $ a variabilné mesacné naklady 0,4q 4+ 222 $ na jeden vyrobeny
kus. Predajnd cena jedného vyrobku je p =1 250 — 0,6q. Urcme

a) kedy je vyroba ziskovd,

b) ponuku, ktorda maximalizuje mesacné prijmy,

c) droven produkcie, pri ktorej firma dosahuje maximdlny zisk.
Riesenie.

a) Zostrojime funkciu celkovych prijmov a funkciu celkovych nékladov
a vyriesime nerovnost:

R(q) > C(q)
1 250¢ — 0,6¢> > 28 000 + 0,4¢> + 222q
< ¢>—1028¢+28000 < 0
<~ (¢—28)(¢q—1000) < O.

Vyroba je ziskova pre ¢ € (28,1 000).
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b) Pomocou prvej derivicie funkcie celkovych prijmov urcime jej staci-
onarne body:

R(q) = 1250¢—1,2¢=0
<= q = 1041,6667.

Pomocou druhej derivicie uréime extrém. R"(q) = —1,2 < 0, funkcia
celkovych prijmov nadobtida lokalne maximum v bode ¢ = 1 041,6667.
Uvedomme si, Ze vyroba nie je v tomto pripade ziskova.

¢) Pomocou funkcie celkového prijmu a celkovych nékladov vytvorime fun-
kciu celkového zisku. Zderivujeme a uré¢ime stacionarne body:

P(g) = R(qg)—C(q) =

= 1 250q — 0,6¢% — (28 000 + 0,4¢> + 222q) =
= —¢®>+1 280 — 28 000

— P(q) = —2¢+1028=0
— q = >5l4.
Pomocou druhej derivicie uréime extrém. P”(q) = —2 < 0, funkcia
celkového zisku nadobtida lokdlne maximum v bode ¢ = 514. Q
7.5 Ulohy

7.1 Pestovatel ovocia odhaduje, Ze ak ma zasadenych 40 jabloni, priemerna
troda z jedného stromu je 360 jablk. Kazd4 dodatoéne zasadend jabloti zna-
mena znizenie irody na vsetkych stromoch priemerne o 4 jablka. Kolko stro-
mov by mal pestovatel eSte zasadit, aby jeho troda bola maximalna?

7.2 Pestovatel ovocia odhaduje, Ze ak ma zasadenych 60 jabloni, priemerna
troda z jedného stromu je 540 jablk. Kazd4 dodatoéne zasadend jabloti zna-
mend znfZenie Grody na vSetkych stromoch priemerne o 6 jablk. Kolko stro-
mov by mal pestovatel eSte zasadit, aby jeho tiroda bola maximalna?

7.3 Pestovatel ovocia odhaduje, Ze ak ma zasadenych 70 jabloni, priemerna
troda z jedného stromu je 630 jablk. Kazd4 dodatoéne zasadend jabloti zna-
mend znfZzenie Grody na vSetkych stromoch priemerne o 7 jablk. Kolko stro-
mov by mal pestovatel eSte zasadit, aby jeho tiroda bola maximalna?

7.4 Pestovatel ovocia odhaduje, ze ak mé zasadenych 70 hrusiek, priemerna
uroda z jedného stromu je 560 hrusiek. Kazd4d dodatoéne zasadend hruska
znamena znizenie urody na vsSetkych stromoch priemerne o 7 hrusiek. Kolko
stromov by mal pestovatel este zasadif, aby jeho troda bola maximalna?

7.5 Pestovatel ovocia odhaduje, ze ak mé zasadenych 30 hrusiek, priemerna
uroda z jedného stromu je 640 hrusiek. Kazd4d dodatoéne zasadend hruska
znamena znizenie irody na vsSetkych stromoch priemerne o 8 hrusiek. Kolko
stromov by mal pestovatel este zasadif, aby jeho troda bola maximalna?
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7.6 Predajca dut nakupuje urciti znacku aut po 3 800 eur a predava ich
po 6 400 eur. Pri tejto cene ich mesacne preda 10. Predajca aut znizi cenu
a oCakava, ze kazdé znizenie o 100 eur prinesie zvySenie mesacného predaja
o 1 auto. Pri akej cene za auto bude mesacny zisk maximalny?

7.7 Vyrobca predava lampy po 10 eur a pri tejto cene preda 1 000 kusov
mesacne. Vyrobca chce zvysit cenu a ocakava zvysenie zisku, pricom kazdé
zvysenie ceny o 1 euro prinesie o 50 kusov menej predanych lamp za mesiac.
Vyrobné néklady si 8 eur. Pri akej cene sa dosiahne maximalny zisk?

7.8 Vyrobca predava lopty po 12 eur a pri tejto cene preda 4 500 kusov
mesacne. Vyrobca chce zvysit cenu a ocakava zvysenie zisku, pricom kazdé
zvysenie ceny o 1 euro prinesie o 150 kusov menej predanych 1opt za mesiac.
Vyrobné néklady si 8 eur. Pri akej cene sa dosiahne maximalny zisk?

7.9 Vyrobca predava kosiky po 16 eur a pri tejto cene preda 4 200 kusov
mesacne. Vyrobca chce zvysit cenu a ocakava zvysSenie zisku, pricom kazdé
zvysenie ceny o 1 euro prinesie o 300 kusov menej predanych kosikov za me-
siac. Vyrobné naklady st 12 eur. Pri akej cene sa dosiahne maximélny zisk?

7.10 Celkové mesacné naklady v tisicoch eur na vyrobu x kusov vyrobkov
st dané funkciou C(z) = 7 500 — 60x. Funkcia celkovych mesaénych vynosov
je R(x) = 100z — x* 4+ 2 700. Nakreslite grafy oboch funkcii v jednom stirad-
nicovom systéme a zistite, kedy je vyroba ziskova. Urcte troven produkcie,
pri ktorej firma dosahuje maximélny zisk.

7.11 Celkové mesacné naklady v tisicoch eur na vyrobu x kusov vyrobkov
st dané funkciou C'(z) = z? + 10z + 7000. Funkcia celkovych mesacnych
vynosov je R(x) = 380z. Nakreslite grafy oboch funkcii v jednom sirad-
nicovom systéme a zistite, kedy je vyroba ziskova. Urcte troven produkcie,
pri ktorej firma dosahuje maximalny zisk.

7.12 Vyrobna spolocnost ma naklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
2¢?+10. Jednotkova cena pri predaji ¢ kusov vyrobku je uréend cenou dopytu
p = 84 — 5q eur za kus. Vypocitajte uroven produkcie, ktord maximalizuje
zisk spoloc¢nosti.

7.13 Vyrobnd spolocnost ma naklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
3q?+24. Jednotkova cena pri predaji ¢ kusov vyrobku je uréend cenou dopytu
p = 98 — 4q eur za kus. Vypocitajte uroven produkcie, ktorda maximalizuje
zisk spoloc¢nosti.

7.14 Vyrobnd spolo¢nost mé ndklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
4¢*436. Jednotkova cena pri predaji ¢ kusov vyrobku je uréens cenou dopytu
p = 112 — 3q eur za kus. Vypocitajte tiroven produkcie, ktora maximalizuje
zisk spoloc¢nosti.
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7.15 Celkové denné néklady v eurdch na vyrobu x vyrobkov su dané fun-
kciou C'(z) = 142 + 300. Predajna cena bola stanovena na 88 — z eur za kus.
Vypocitajte iroven produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny zisk.

7.16 Celkové denné néklady v eurach na vyrobu z vyrobkov su dané fun-
kciou C'(z) = 16z + 240. Predajnd cena bola stanovena na 80 — 2z eur za
kus. Vypocitajte aroven produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny zisk.

7.17 Celkové denné néklady v eurdch na vyrobu x vyrobkov su dané fun-
kciou C'(z) = 12z + 180. Predajna cena bola stanovena na 88 — 2z eur za
kus. Vypocitajte uroven produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximalny zisk.

7.18 Naklady na vyrobu tovaru sa 8 eur a odhaduje sa, ze ak sa tovar bude
predavat za x eur, kiupia zakaznici priblizne 72 — 22 kusov tovaru za den.
Ako stanovit cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny denny zisk?

7.19 Néklady na vyrobu tovaru si 9 eur a odhaduje sa, ze ak sa tovar bude
predavat za x eur, kupia zdkaznici priblizne 82 — 2z kusov tovaru za den.
Ako stanovit cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny denny zisk?

7.20 Naklady na vyrobu tovaru su 10 eur a odhaduje sa, ze ak sa tovar
bude predavat za x eur, kupia zakaznici priblizne 96 — 2x kusov tovaru za
den. Ako stanovif cenu tovaru, aby sa dosiahol maximalny denny zisk?

7.21 Celkové mesacné naklady v eurach na vyrobu z kusov vyrobkov su
dané funkciou C'(x) = x+90. Predajna cena bola stanovena na 2—0,001z eur
za kus.

a) Urcte, kedy je vyroba ziskova.
b) Urcte ponuku, ktorda maximalizuje mesa¢né vynosy.
c¢) Urcte troven produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximéalny zisk.
7.22 Celkové mesacné naklady v eurach na vyrobu z kusov vyrobkov si

dané funkciou C'(z) = 150 000 + 350z + 2%. Predajnd cena bola stanovena
na 3 850 — 9z eur za kus.

a) Urcte, kedy je vyroba ziskova.
b) Urcte ponuku, ktord maximalizuje mesacné vynosy.

c¢) Urcte troven produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximéalny zisk.

7.23 Predpokladame, ze mnaklady na vyrobu ¢ kusov tovaru su
C(q) = ¢* + 13q + 625.

a) Priakej vyske produkcie st priemerné nédklady na jeden kus minimalne?
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b) Pri akej vyske produkcie st priemerné ndklady na jeden kus rovné
marginalnym nakladom?

c¢) Nakreslite grafy funkcii priemernych ndkladov a margindlnych nakladov

v jednom systéme stradnic.

7.24 Predpokladame, 7ze mnaklady na vyrobu ¢ kusov tovaru su
C(q) = 0,1¢*> — 1,6¢ + 193,6.
a) Priakej vyske produkcie st priemerné nédklady na jeden kus minimalne?

b) Pri akej vyske produkcie si priemerné néklady na jeden kus rovné
marginalnym nakladom?

c¢) Nakreslite grafy funkcii priemernych nédkladov a marginalnych nakladov
v jednom systéme sturadnic.

7.25 Celkové tyzdenné prijmy v eurdch z predaja ¢ kusov zehlic¢iek su
R(q) = —¢* + 34q — 81.

a) Pri akej vyske predaja st priemerné tyzdenné prijmy na jeden kus to-
varu maximalne?

b) Pri akej vyske produkcie si priemerné tyzdenné prijmy na jeden kus
rovné marginalnym prijmom?

c¢) Nakreslite grafy funkcii priemernych prijmov a margindlnych prijmov
v jednom systéme sturadnic.

7.26 Celkové tyzdenné prijmy v eurdch z predaja ¢ kusov zehlic¢iek st
R(q) = —4¢* + 136q — 400.

a) Pri akej vyske predaja st priemerné tyzdenné prijmy na jeden kus to-
varu maximalne?

b) Pri akej vyske produkcie si priemerné tyzdenné prijmy na jeden kus
rovné marginalnym prijmom?

c¢) Nakreslite grafy funkcii priemernych prijmov a margindlnych prijmov
v jednom systéme stradnic.

7.27 Vyrobnd spolocnost ma naklady na vyrobu ¢ kusov vyrobku C(q) =
10q. Cena, za ktor1i je mozné predat g kusov vyrobku je urcena cenou dopytu
p =50 —4q.

a) Vypocitajme objem produkcie, ktord maximalizuje zisk spolocnosti.

b) Vypocitajme objem produkcie, ktord maximalizuje zisk spolo¢nosti, ak
je kazdy predany vyrobok zdanovany extra danou t dolarov.
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¢) Predpokladajme, Ze si spolo¢nost zvoli objem produkcie, ktord maxi-
malizuje jej zisk. Ako by mal vyberca dane stanovit vysku dane, aby
dosiahol maximélny danovy vynos?

7.28 Vyskumom bolo zistené, ze kraj¢irka, ktord zacéne pracuje od 7.00 do
14.00 hod., bude mat usitych f(z) = —2® + 1522 + 10z sukni po x hodinich
prace.

a) Kedy pocas smeny je krajcirka najvykonnejsia?

b) Kedy pocas smeny pracuje krajéirka najpomalsie?

Vysledky:
7.1 25 stromov
7.2 15 stromov
7.3 10 stromov
7.4 5 stromov

7.5 25 stromov

7.6 5600 eur
7.7 19 eur
7.8 25 eur
7.9 21 eur

7.10 z € (40,120), z = 80
7.11 z € (20,350), z = 185

712 g=6
713 qg=7
714 g=28
7.15 x =37
716 2 =16
717 =19
718 x =22
719 =25

720 =29
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7.21

a) x € (100,900),

7.22

a) z € (50,300),

7.23

a) q =25,
7.24

a) q =44,
7.25

a) ¢ =29,
7.26

a) ¢ =10,
7.27

a) ¢ =15,
7.28

b) z =1 000,

b) z = 213,89,

c) x = 500.

c) x=175.

b) ¢ = 25.

b) ¢ = 44.

L c) t = 20.
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8 APENDIX

8

8.1

Apendix

Ciel

Zrekapitulovat relevantné casti stredoskolskej matematiky nevyhnutné pre
studium na studijnom programe Hospodarska informatika.

8.2

Uprava vyrazov

Definicia 8.1 Nech A, B st mnoziny.

AU B oznacuje ich zjednotenie (mnozina vsetkijch prvkov, ktoré sa
nachddzaji asporn v jednej z mnozin),

AN B oznacuje ich prienik (mnoZina vsetkych prokov, ktoré sa nachd-
dzaji sucasne v oboch mnozindch)

A — B oznacuje ich rozdiel (vsetky prvky mnoziny A, ktoré nie si
v mnozine B),

Ak A C B, tak mnoZinu B— A nazijvame doplnok mnoziny A v mno-
Zine B,

A C B znamend, Ze mnoZina A je podmnozZinou mnoziny B (vsetky
prvky mnoziny A si sucasne aj v mnozine B),

A = B oznacuje ich rovnost (A C B a sicasne B C A).

Pre ¢iselné mnoziny budeme pouzivat tieto oznacenia:

N - obor prirodzenych ¢isel (mnozina vsetkych prirodzenych cisel).

N={1, 2, 3,4, 5,...}. Slizia na vyjadrenie poétuE];

Z — obor celych cisel (mnozina vsetkych celych ¢isel)

Z={., -3,-2,-1,0123 ...}

Q - obor racionalnych ¢isel (mnozina vsetkych racionalnych ¢isel)

Q={.peZ qeN}

R — obor redlnych ¢isel (mnozina vSetkych redlnych ¢isel);

C - obor komplexnych ¢isel (mnozina vsetkych komplexnych ¢isel).

!Niektori autori zahfiiaji do mnoziny prirodzenych &isel aj é&islo 0.
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Ciselné obory st vo vzdjomnom vztahu, ktory méZeme zapisat takto:
NczZ cQcRcC.

Kazdé redlne cislo, ktoré nie je racionalne, nazyvame iracionalnym c¢islom.
Uvedieme niektoré z pravidiel, ktoré platia pre operédcie s¢itania a naso-
benia na mnozine realnych ¢isel. Nech a, b, ¢ st lubovolné redlne ¢isla. Potom

e plati komutativnost s¢itania a nasobenia:

a+b=b+a; a-b=">-a;

plati asociativnost s¢itania a nasobenia:

a+(b+c)=(a+0b)+c; a-(b-c)=(a-b)-c;

plati distributivnost nasobenia vzhladom k s¢itaniu:

a-(b+c)=a-b+a-c;

existuje prave jedno ¢islo x € R (z = 0) také, ze a + = = a;
e existuje prave jedno ¢islox € R (z =1), x #0, také, Ze a-z = a;

Odcitanie a delenie redlnych cisel a, b definujeme takto:

1
a—b=a+ (-b), p=ay pre b#0

Kazdé realne ¢islo je na Ciselnej osi zobrazené prave jednym bodom. Kazdy
bod c¢iselnej osi je obrazom préave jedného realneho ¢isla.

Veta 8.1 Necha, b, c,de R, b#0, d+# 0. Potom plati:

1. g:Epm”ve vtedy, ked ad = bc;
b d
ab a
“ b d
P E+E_ad—i—bc_
b d bd
a ¢ ac
4 d T b
a ¢ ad
5. 7 1" e pre ¢ # 0.
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Usporiadanie realnych cisel ma tieto vlastnosti:

e trichotomia usporiadania, t.j. pre kazdé dve redlne ¢isla a, b plati
prave jeden z nasledujuicich troch vztahov

a < b, a="b, a>b;

e tranzitivnost usporiadania, t.j. ak a < b, b < ¢, tak a < ¢;
e ak a < b, tak a +c < b+ c pre kazdé c € R;
e ak 0 <a, 0 <D, tak 0 < ab.

Veta 8.2 Nech a,b,c,d € R. Potom
1. aka <b a sucasne c <d, taka+c < b-+d;
2. aka<b a sucasne ¢ > 0, tak ac < be;

3. aka<b a sucasne c <0, tak ac > be;

1 1
4. ak0<a<b, tak - < —;
b a

5. ak0<a<basiucasne 0 < c < d, tak ac < bd.

Pri rieseni roznych typov tloh na mnozine realnych ¢isel veducich k rie-
seniu nerovnic budeme pouzivat zapisy pomocou intervalov.

Definicia 8.2 Ohranicené intervaly s krajnymi bodmi a, b, a < b su
tieto mnoziny:

(a,b) ={r €R; a<x=b} - uzavrety interval;
(a,b) ={x €R; a<ax<b} -otvoreny interval;
(a,b) ={x €R; a=xz<b} -zlava uzavrety sprava otvoreny;
(a,b) ={r €R; a<z=b} -zlava otvoreny sprava uzavrety.

Definicia 8.3 Neohranicené intervaly s krajnym bodom a € R su
tieto mnoziny:

(—o0,a) ={x €eR; x=Za}, (—o0,a)={reR; z<a};

(a,40) ={zeR;, z=2a}, (a,+o0)={xeR; x>a}l.

Obor redlnych ¢isel R zapisujeme tiez ako interval (—oo, +00). Pri sym-
bole +o00 casto znak + vynechavame.

Definicia 8.4 Absolitna hodnota ¢isla a € R je ¢islo |a| definované
takto:

(3)

a prea 2 0;
o ={ °
pre a < 0.
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Pre absolitnu hodnotu platia zakladné vlastnosti formulované v nasledujicej
vete.

Veta 8.3 Nech a,b € R. Potom plati:
1. |a| 2 0, pricom |a| = 0 prave vtedy, ked a = 0;
2. | —a|l=la|;
3. |a-bl=lal-1b|;
4. ’Z‘:Hab:preb#();
5. fa] = bl < Ja+b] < Ja] + [o].
Definicia 8.5 Nech a € R. Nech n € N. n-tou mocninou cisla a nazy-

vame vyraz
a — 1 n=>0
|l a-a n=12,...

Navyse ak a # 0, tak a™ =

Definicia 8.6 Nech a € R. Nech n € N. n-tou odmocninou déisla a
nazyvame vyraz
a az=0

\/a:{—"]cd a<0
Pre a € R kladné¢ a * € Q plati
= Vam. (4)

Veta 8.4 Nech a, b € R také, Ze su definované doleuvedené vyrazy. Nech
r, s € R. Potom plati:

1. a"-a®*=a""%,
2. (a")° =a"*;

3.a"-b" = (ab)";
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Algebricky vyraz je zapis, skladajici sa z cisel, pismen, ktoré ozna-
¢uju premenné, a znakov operacii. Operacie nasobenia, delenia, umocnenia,
odmocnenia maji prednost pred operdciami sc¢itania a odéitania. Ak vSak
vyrazy obsahuju aj zatvorky, tie urcuju poradie naznacenych operacii.

Vyrazy sa Casto upravuju (zjednodusuji). Pouzivame pri tom definicie
a pravidla, ktoré sme si v predchadzajicom texte sformulovali. Musime ale
respektovat obmedzenia, ktoré sme pri jednotlivych pravidlach uviedli. Ur-
cujeme pri tom mnozinu D vsetkych tych hodndét premennych, pre ktoré ma
vyraz zmysel. Mnozinu D nazyvame definiénym oborom vyrazu.

Pri poziadavke, aby zjednoduseny vyraz bol v tvare sii¢inu, budeme casto
potrebovat nasledujtce vztahy. Pre Tubovolné redlne ¢isla a a b plati:

a’*—b*=(a—"0)(a+D) (5)

a® — b = (a —b)(a® + ab + b?) (6)

a® + b = (a+ b)(a® — ab + b?) (7)

a? £ 2ab + b* = (a + b)? (8)

a® £ 3a%b + 3ab® £ b° = (a + b)3. (9)

Niektoré z tychto vztahov sa daji zovseobecnit aj pre vyssie mocniny.

Priklad 8.2.1 RozloZme na siucin

a) (bn+2)%2 — (2n +5)2, c) a®—3a*—a+3,
b) z* — o, d) a®+a+2.
Riesenie.

a) (n+2)?2—2n+52=[5n+2)+2n+5)]-[(n+2) — 2n+5)] =
(Tn+7)(3n—3) =21(n+1)(n — 1),

kde v rovnosti = sme vo vzorci polozili a = bn+2, resp. b = 2n+5.

2 2 a B
b) rtoyt= @) = @) S (=) )
B

= (= y)(z+y) (@ +y7),
kde v rovnosti < sme vo vzorci (5)) nahradili @ virazom 22 a b virazom

9 . B - ,
y~ a v rovnosti = sme pouzili samotny vzorec (|5)).
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0) -3 —a+3%a?(a—3)—(a—3) 2L (@2 —1)(a—3) 2
;(a—l)(a%—l)(a—?)),

e RT , . B
kde v rovnosti = sme vynali pred zatvorku a?, resp. -1, v rovnosti =
v . , e Ve )
sme vynali pred zatvorku a — 3 a v rovnosti = sme pouzili vztah .

d) Ptat22ad+1+a+1Z2@+)(a®—a+1)+@+1)2
La+1)(a®>—a+1+1)=(a+1)(a*> —a+2),

kde v rovnosti = sme rozdelili absolitny ¢len, v rovnosti 2 sme pouzili
vztah a v rovnosti = sme vytiali pred zatvorku a + 1. @

Priklad 8.2.2 Doplrime dany kvadraticky vyraz na stvorec:

a) ¥?+ 5, c) 2z* — 12z + 5,

b) z? — 12z + 5, d) 2 —32% — 6z.
RieSenie. Hlavns myslienka dopliiania na $tvorec spoéiva vo vhodnom po-
uziti jedného zo vzorcov :

a® £ 2ab+b* = (a £ b)*.

a) Vyraz x? + 5 neobsahuje linedrny ¢len = a uz je v poZzadovanom tvare.

b) (22 —122)+5=((2)2—2-6-2)+5=[(z —6)2— 6% +5
= (r —6)*— 31,

kde v rovnosti = sme vo vzorci polozili a = x, resp. b = 6, kedze
2ab=2-6-x.

222 —62) +5=2[(x)*—2-3-2]+5=
=2[(x—3)*=34+5=2(x—-3)?—2-9+5=
2

kde v rovnosti = sme vynali pred zatvorku 2. Na tvorec upravime ako
v predchadzajicom priklade. Napokon odstranime hranati zatvorku a
sC¢itame konstanty.
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d) (=322 —62)+2= 322 +22)+2=-3[(2)2+2-1-2]+2=
= 3[(z4+1)2-1+2=-3@x+1)>—(=3)-1+2=
=—3(z+1)>+5,

kde v rovnosti = sme vynali pred zatvorku -3. Dalsi postup je analo-
gicky ako v predchadzajucom priklade. Q@

Priklad 8.2.3 Zjednodusme v R dany vyraz V' a uréme, kedy ma zmysel:
73y ~2 —2 z=2y~4 —3
a) V(r) = ( 24 ) \ 3 |
10(z + 2)* — 10z(z + 2)2
(x +2)* ’

b) V(z) =

O Vi) [ETE | wHT fz+3\" 1+a
o \22-81 22— 18z+81) \z—9 9+z

RieSenie.

-3, -2\ 2 —2. —4\3 6,4 —6,,—12
a)v(x)%<x J ) (I 4 )ﬁxy Y

22— 23w—3 274w 2w

L

Sw-l Y8
pre z, y, z, w € R — {0}, kde
. . o1 s 7’ ’
— v rovnosti = sme delenie zlomkom nahradili nasobenim prevratenou
hodnotou a zaroven zlomok opéf prevratili, ked sme zadporni mocninu
zmenili na kladni;

. B L .
— v rovnosti = sme pouzili vetu [8.4/ na umocnenie;
Y . veqs vy
—a v rovnosti = sme zjednodusili opat pomocou vety .

10(x 4 2)[(z +2) — 2z] g 10(2 — )
(z+2)* (423
pre z € R—{—2}, kde sme v rovnosti = vynali pred zatvorku v ¢itateli

10(x + 2) a v rovnosti 2 sme vykrétili (z + 2).

b) V(z) =

a x+5 x4+ 7 (—9?% z+1
C)V@”‘Qx—m@+9y+@—9y>(x+@2_x+9_
(+5)(z=9)+@+7)(z+9) (r =972 a+1

(z —9)2%(z+9) (x+3)2 2+9

[I=
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l2x2+12w—|—18 1 r+1
B (x+9) (x+3)2 2+9
s 2(x+3)° r+1 2 r+1 1-uw

(z+9Nz+32 z+9 249 249 z+9
pre € R — {-3;-9;9}, kde
— v rovnosti = sme urobili tieto tpravy: 22 — 81 = (z — 9)(z + 9) podla
2
, na zdklade (8) je 72 —18x+81 = (x—9)? a delenie zlomkom (%)

(z—9)*
(z+3)?

sme nahradili ndsobenim zlomkom (prevratenou hodnotou);

~ v rovnosti £ sme dali prvé dva zlomky na ich najmensi spolo¢ny
menovatel (z — 9)%(z + 9);
— v rovnosti = sme upravili &tatela prvého zlomku a vykratili virazy

(z —9)%
~ v rovnosti = sme podla upravili Citatela na Stvorec a v dalSom
kroku sme ho vykratili. @

8.3 Linearne, kvadratické a specialne typy polynomic-
kych rovnic vyssieho radu

Rovnica je zapis rovnosti dvoch vyrazov (tzv. lava, resp. prava strana rov-
nice), v ktorom treba ur¢it hodnotu premennej z daného ¢iselného oboru tak,
aby sme po dosadeni tejto hodnoty premennej do rovnice dostali pravdivy
vyrok. Ak napr. z je oznacCenie premennej a vyraz L (z), resp. P(x), je lavou,
resp. pravou stranou, tak pod rovnicou rozumieme zapis

L(z) = P(x). (10)

Ciselny obor, v ktorom hladdme tito hodnotu premennej, nazyvame obor
rieSenia rovnice O (obor premennej O)P} Premennti v rovnici nazyvame
neznama, hodnotu premennej (¢islo), pre ktora sa obidva vyrazy rovnaju,
nazyvame koren rovnice v mnozine Q. Namiesto terminu koren rovnice
casto pouzivame termin rieSenie rovnice. Pod rieSenim rovnice rozumieme
aj postup, ktorym hladame koren rovnice. Mnozinu vsetkych korenov rovnice
(v danom obore premennej O) oznacujeme pismenom K. Teda ak D je mno-
zina, na ktorej st definované oba vyrazy L (z) a P(z), tak koretiom rovnice
je kazdé ¢islo a € O ND, pre ktoré plati rovnost

L(a) = P(a).

Pri hladani korenov (t.j. pri rieseni rovnice) rovnicu upravujeme tzv.
désledkovymi (implika¢nymi) dpravami na mnozine O ND. Najbeznej-
sie dosledkové tpravy rovnic su:

2N4s bude zaujimat hlavne pripad O=R .
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1. Vzajomna vymena stran rovnice.

2. Nahradenie lubovolnej strany rovnice vyrazom, ktory sa jej rovna na mno-
zine O ND.

3. Pripocitanie vyrazu, ktory je definovany na mnozine O N D, k obidvom
strandm rovnice.

4. Vynésobenie obidvoch stran rovnice vyrazom, ktory

a) je definovany na mnozine O N D,

b) nadobuda nenulové hodnoty na mnozine O N D.
5. Umocnenie obidvoch stran rovnice

a) na druhd, tretiu, stvrtu, atd.

b) na druht, Stvrtd, Siestu atd., ak obe strany rovnice nadobtidaji
na mnozine O N D nezaporné hodnoty.

6. Odmocnenie obidvoch stran rovnice

a) druhou, $tvrtou, Siestou odmocninou atd., ak obe strany nadobu-
daji na mnozine O N D nezaporné hodnoty

b) tretou, piatou, siedmou odmocninou atd.

Vyssie uvedené upravy (okrem uprav 4a, ba) patria medzi tzv. ekvivalentné
Upravy rovnice.

Poznamka 8.1 Samotny postup pri hladani korenov danej rovnice mozZeme
rozloZit na tieto tri casti:

e Od danej rovnice sa usilujeme prejst roznymi dosledkovymi upravamsi k rov-
nici, ktorej riesenie je zrejmeé.

e Nech A je mnozina vsetkyjch koreriov rovnice, ktorid sme dostali z povodnej
rovnice pomocou dosledkovych tuprav a IC je mnozZina vsetkych korenov
povodnej rovnice. Potom K C A, kde mnoZinu A pozndme.

o Urobime tzv. ,skusku sprdavnosti®, ktorej cielom je zistit, ktoré z prvkov
mnoziny A si z mnoZiny KC, t.j. ktoré z nich si rieseniami (korerimi)
povodnej rovnice. Skusku urobime tak, Ze postupne dosadime kazZdy pr-
vok x z mnoziny A do obidvoch stran povodnej rovnice. Ak zistime, Ze
L(xz) = P(x), kde L(z), resp. P(x), je hodnota lavej, resp. pravej strany
rovnice v ¢isle x, tak x je koreriom povodnej rovnice (t.j. x € K). V opac-
nom pripade x & IKC.
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Pripominame, Ze ak pri rieSeni rovnice pouzijeme len ekvivalentné ipravy,
tak L = A a skigka nie je potrebnd’l Pri zapisoch vysledkov cviceni je
uvadzana mnozina K, napr. K = {£4} (tu nie je dlezité oznacenie neznamej)
alebo st uvedené vsetky mozné hodnoty riesenia tlohy, napr. z = +4.

Definicia 8.7 Rovnicu ax +b = 0, kde a,b € R, a # 0, x je nezndma
z daného ciselného oboru, nazgyvame linearnou rovnicou s redlnymi koefi-
cientmi a, b, alebo krdtko — linedrna rovnica.

Této rovnica ma v R jediny koren

Definicia 8.8 Rowvnicu ax? + bx + ¢ = 0, kde a,b,c € R, a # 0, x
je mezndma z daného ciselného oboru, nazjvame kvadratickou rovnicou
s redlnymi koeficientmi a, b, ¢, alebo kratko — kvadratickd rovnica.

Vyraz ax? nazjvame kvadratickym &lenom, bx linedrnym &lenom a c

absolttnym ¢lenom kvadratickej rovnice. Vyraz D = b? — 4ac nazy-
vame diskriminantom danej kvadratickej rovnice. Ak neznama x mé byt
z mnoziny R, tak nastdva jedna z moznosti:

-b+vD —b—+vD
oakD>O,tak7C: + 3 }7

2a 2a
t.j. rovnica mé dva rozne korene;

—-b

e ak D = 0, tak I = {},
2a

t.j. rovnica ma jeden koren;

e ak D <0, tak IC =0,

t.j. rovnica nema realny koren.
Ak oznacime korene kvadratickej rovnice symbolmi x1, x5, tak

—b + /b2 — 4ac

2a

(11)

I1,2 =

Poznamendvame, 7e ak D = b*> — 4ac = 0, tak kvadratickd rovnica ma v R
jediny tzv. dvojnasobny koren (vtedy v (11)) je 21 = x2). Ak D < 0,
tak kvadratickd rovnica nemé realny koren, ale ma dva korene v mnozine
komplexnych ¢isel, ktoré si uréené vzorcom

—b+iv—D
2a ’

kde 7 je imagindrna jednotka, pre ktora plati i? = —1.

ZELQ = (12)

3Ale mézZe byt uzitoénd, lebo sme mohli urobit nejaki chybu v tpravich.
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Priklad 8.3.1 Vyriesme v R rovnice:

)7x—1+5+3x 5 6 )25—5 5s — 3
a = br — C =
3 2 ’ s—1 3s+5’
d) Vo -vr—8=3,
2y—1 2y+1 8 x+3 2
2u+1 2y—1 44y2—1 ?—-1 22-1
RieSenie.

a)

Defini¢ény obor danej rovnice je mnozina D = R. Upravami danej rovnice
dostaneme

2(7x —1)+3(5+3x) = 6(bz —6);
14x —24+15+92 = 30x — 36;
49 = Tx;
x = T

Pouzili sme len ekvivalentné tpravy, ale napriek tomu urobime skusku
spravnosti:

7-7—1 543-7

L(T) = “— 4+ =16+13=29
P(7) = 5-7—6=29;
L(7) = P(7).

Preto K = {7}.

Definiény obor danej rovnice je mnozina D = R — {40,5}. Obidve strany
rovnice vynasobime vyrazom (2y + 1)(2y — 1) a dostaneme

2y -1 = (y+1) =8
dy? —dy+1 = 4 +4y+1-8;
8y = 8;
y = 1
Kedze 1 € D, tak K = {1}. Tento zaver sme mohli dostat aj na zdklade

poznamky 8.1} V tom pripade by sme nemuseli urovat mnozinu D, ale
stacilo by overit, ¢i pre dant rovnicu plati rovnost L (1) = P(1).

Rovnicu vyndsobime vyrazom (s —1)(3s+5), pricom nebudeme skiimat,
¢i ide o ekvivalentnu upravu. Potom

65> —5s—25 = b5s®—8s+3;
s?4+35s—28 = 0,



8 APENDIX 131

¢o je kvadraticka rovnica s koeficientmi a = 1, b = 3 a ¢ = —28, ktorej
diskriminant je D = 3% — 4 -1 - (—28) = 121. Teda podla ([11])

—3£11 { 4;
xr =
s 2 ~7.

Skuskou spravnosti sa lahko presvedcime, ze K = {4; —7}.

d) Pouzijeme poznamku (t.j. nebudeme skumat, ¢i pouzité Gpravy st
ekvivalentné a ani D — defini¢ny obor rovnice nas nebude ,trapit*). Ak
umocnime obidve strany rovnice na druht, tak dostaneme

z(r—8) = 9

22 —8r—9 =

Opét sme ziskali kvadratickd rovnicu, ktorej diskriminant je
D= (—8)?—4-1-(-9) =100

a na zaklade (11)) je
8 +4/100 {4—1—5:9,
X = ———
b2 2 4—5=—1.

Teraz je sktska spravnosti nevyhnutnd! Overte, ze
-1¢K a K =1{9}.

Keby sme priklad riesili cez definiény obor rovnice, tak by sme mohli po-
stupovat takto: vyraz \/x je definovany pre x = 0 a vyraz /= — 8 pre x =
8. Teda definiénym oborom danej rovnice je mnozina D = (8; c0). Teraz
by sme sa tymi istymi ipravami ako predtym dopracovali k , moznym*
koretiom rovnice z (13)). Kedze —1 ¢ D a 9 € D, tak K = {9}.

e) Defini¢ny obor danej rovnice je mnozina D = R — {£1}. Obe strany
rovnice vyndsobime vyrazom z? — 1. Dostaneme = + 3 =2, t.j. x = —1.
Cislo —1 nie je koreriom danej rovnice, lebo —1 ¢ D, a preto K = 0. Q

Pri rieSeni rovnice pouzivame také upravy, ktoré nam zabezpecia to, aby
kazdy koren rovnice bol sicasne aj koreriom upravenej rovnice (t4 moze mat
aj viac korenov). Je potrebné dévat pozor na také tpravy, pri ktorych by sa
korene ,stracali“. Napriklad rovnica

(z+1)?=(x+1)(3—1)
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mé korene K = {1;—1}; ak tato rovnicu upravime tak, Ze obidve strany
delime vyrazom x + 1, tak dostaneme rovnicu

r+1=3—-r,

pre ktort K = {1}. Pri deleni sme vykonali tpravu, ktorou sme koren z = —1
,,stratili‘ﬁ

Priklad 8.3.2 Vyriesme v mnozine komplexnich cisel rovnicu
2 + 61+ 18 = 0.
Riesenie. Mame kvadratickt rovnicu so zapornym diskriminantom
D=V —4ac=6"—4-1-18 = —36,

preto podla

a teda KK = {—3 + 3i; —3 — 3i}. Q

Medzi korenmi kvadratickej rovnice a jej koeficientmi existuje urcity suvis.
Napriklad pre kvadratickti rovnicu 22 + px + ¢ = 0 plati: 2, 25 st korene
rovnice prave vtedy, ked platia tzv. Vietove vztahy

T+ T3 = —p a Ty - Ty =q. (14)

Vyplyva to z rozkladu trojélenu 2% + pz + ¢ na sicin (nazyvany suin kore-
novych ¢initelov)

2+ pr+q=(r—2)(x — 29).

Priklad 8.3.3 Vyriesme v mnozine redlnych cisel rovnice
a) x> —=5x+6=0, b)2*+5x+6=0, «¢)r*—x—6=0.
Riesenie.
a) Pre korene rovnice x; a x5 musi podla vztahu platif
1+ To =05 a Ty - To9 = 0.

Teda 71 = 2 a x5 = 3. NavySe 22 — 5z + 6 = (v — 2)(z — 3).

4Pretoze pre & = —1 sme delili nulou, t.j. pouzili sme neekvivalentnt tipravu.
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b) Pre korene rovnice x; a x5 musi podla vztahu platit
1+ a9 =—5 a 1 X9 = 6.
V tomto pripade je z; = —2 a o = —3. NavySe 2?+51+6 = (z+2)(x+3).
c¢) Pre korene rovnice x; a x5 musi podla vztahu platit
r1+ 29 =1 a T1 Xy = —06.

Na rozdiel od predchadzajucich pripadov, ked sucin x; - o bol kladny,
z ¢oho vyplyvalo, ze oba korene si rovnakého znamienka, budu teraz
korene opa¢ného znamienka: 1 = —2 a 29 = 3. Teda 2> — 2 — 6 =

(x+2)(x —3). V)

8.4 Nerovnice

Ulohy, v ktorych treba urcit v danej ¢selnej mnozine vietky prvky spliiajtce
dané nerovnosti medzi dvoma vyrazmi, nazyvame nerovnice. Nerovnicou
s premennou = € R je napriklad zapis 3(z — 1) > 2z +5. Vyraz 3(z — 1) tvori
lavi stranu a vyraz 2x + 5 prava stranu tejto nerovnice.

Pri nerovniciach s dolezité tieto pojmy:

e obor nerovnice (oznacenie O): je to ¢iselnd mnozina, v ktorej hladame
prvky splitajice dant nerovnost?

e defini¢ny obor nerovnice (oznacenie D): je to ¢iselnd podmnozina
mnoziny O, v ktorej maja vSetky vyrazy v nerovnici zmysel;

e mnozina rieseni alebo korenov nerovnice (oznacenie K): je to mno-
zina vsetkych tych prvkov mnoziny D, ktoré splnaju pozadovani nerov-
nost.

Zrejme plati K ¢ D C O.

Pri rieseni nerovnic obycajne pouzivame tieto ekvivalentné ipravy nerov-
nic:

1. Nahradenie [ubovolnej strany nerovnice vyrazom, ktory sa jej na D rovna.

2. Pripocitanie vyrazu, ktory je definovany na D, k obidvom strandm ne-
rovnice.

3. Vynéasobenie obidvoch stran nerovnice vyrazom, ktory na D nadobuda

e kladné hodnoty,

5My ststredime pozornost na pripad, ked O je mnozina redlnych é&isel R.
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e zaporné hodnoty a sicasne ,obratime* znak nerovnosti.
4. Ak obidve strany nerovnice nadobudaji na D nezaporné hodnoty, tak

e umocnenie obidvoch stran nerovnice na druhu, stvrta atd.,

e parne odmocnenie obidvoch stran nerovnice.

5. Neparne umocnenie a odmocnenie oboch stran nerovnice.

Vhodna metdda na rieSenie nerovnic v obore realnych ¢isel je tzv. metéda
nulovych bodov nazyvana tiez intervalovad metéda. Jednotlivé kroky al-
goritmu, podla ktorého postupujeme, st vysvetlené pri rieseni nasledujiceho
prikladu.

Priklad 8.4.1 Riesme v R nerovnicu
5—x 1+4x
+
r—1 2(z+2)

< 1.

Riesenie. Vysvetlime si jednotlivé kroky intervalovej metody.

1. ,,Vyrobime*“ si na jednej strane nerovnice nulu, t.j. prenesieme po-
mocou ekvivalentnej upravy (2.) vyrazy jednej strany nerovnice na druhi
starnu. V nasom pripade staci k obidvom strandm nerovnice pripocitat
¢islo (—1). Dostaneme nerovnicu s nulou na pravej strane

5—as+ 1+ 4z
r—1 2x+2)

—1<0.

Vi(z)
Va(x)
ze jednotlivé s¢itance dame na spoloény menovatel. V nasom pripade do-
staneme ekvivalentnd nerovnicu

x+ 23

2(r — 1)(z + 2)

2. Upravime nenulovt stranu nerovnice na jeden zlomok tak,

<0

¢o je nerovnica typu

_ V(=)

 Va(2)
kde Vi(z) =2+ 23 a Va(x)=2(x—1)(z+2).

3. Urcime nulové body vyrazov Vi(z) a V,(z), t.j. vyrieSime rovnice
Vi(z) = 0, resp. Va(z) = 0. Nech Ky, resp. Ky st ich rieSeniami. V nasom
priklade riesime rovnice:

r+23=0, 2(x —1)(z+2) =0,

V(z) <0, (15)

a teda Ky = {23} a Ky = {1;—2}. Je vhodné upravit pri tom vyrazy
na sucin korenovych cinitelov (vid podkapitola rovnice).
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4. Na ciselnej osi znazornime nulové body
~ Ky menovatela Va(x) prazdnymi krizkami
— Ky citatela Vi(x)

e prazdnymi krizkami v pripade ostrej nerovnice typu < alebo >;
e plnymi krizkami v pripade nerovnice typu < alebo 2.
V nasom pripade ide o ostrii nerovnicu, a preto zndzornime na c¢iselnej

osi vSetky body Ky = {—23} a Ky = {1; —2} prazdnymi krizkami (pozri

obr. :
© ® © ®

)
A N\
-2

3 9 1

Obr. 35: Tlustracia intervalovej metody

Vi(z

5. Vy¢islime hodnotu V(z) = Vl E ; v Tubovolnom vybranom vnu-
2(T

tornom bode konkrétneho intervalu (na ktoré nam rozdelili ¢iselni

os body v predchddzajicom kroku) a tak uréime znamienko vyrazu

V(xz) na danom intervale, ktoré vyznac¢ime znakom &, resp. ©.

V nasom priklade sme dostali otvorené intervaly (—oo; —23), (—23; —2),
(—2;1) a (1;+400). Z prvého intervalu (—oo; —23) vyberieme napr. ¢islo
—24 a vy¢islime v fiom hodnotu vyraz| V(z) = (z + 23)/[2(z — 1)(x +
2)]. Vyslo ndm zaporné c¢islo, a preto sme na obr. oznacili interval
(—o00; —23) znakom &. Obdobnym sp6sobom postupujeme aj pre ostatné
intervaly. Z druhého intervalu vyberieme ¢islo -3 a zistime, ze V(—3) > 0,
a preto je na obr. interval (—23; —2) oznaceny znakom @®. Z tretieho
intervalu vyberieme ¢islo 0 a zistime, ze V(0) < 0, a preto sme priradili
intervalu (—23; —2) znak ©. Zo Stvrtého intervalu vyberieme ¢islo 2 a
zistime, ze V' (2) > 0, a teda pre interval (—23; —2) mame .

6. Z cCiselnej osi ziskame samotné riesenie nerovnice. Ak dana nerov-
nica ma po kroku 2 tvar

e V(z)>0,resp. V(z) 2 (ﬂ tak jej rieSenim je zjednotenie vSetkych
intervalov, ktoré sme v kroku 5 oznacili znakom ;

6 Prazdny krizok“ znamens, Ze zodpovedajtice éislo nepatri do rieSenia danej nerov-
nice; ,plny krizok“ znamend, ze zodpovedajtce ¢islo patri do rieSenia danej nerovnice.

"Nezaujima nas presna hodnota V (—24); dolezité je to, ¢ tdto hodnota je kladna alebo
zaporna.

8V takom pripade patria do mnoziny riesen{ aj tie krajné body, ktoré sme v kroku (4.)
znazornili plnymi krazkami.
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o V(z) <0,resp. V(x) < (F] tak jej riesenim je zjednotenie vietkych
intervalov, ktoré sme oznacili znakom 6.

V nasom priklade na zaklade ([15]) chceme zistit, kedy je splnena nerovnica
V(z) < 0. Preto riesenim danej nerovnice je zjednotenie intervalov, ktoré
st oznacené znakom ©. Teda

K =(—00;—23)U(—2;1). v

Priklad 8.4.2 Riesme v R nerovnicu

2 1—x>1+x.

x 14z~ =z

RieSenie. Prvé dva kroky metédy nulovych bodov (pozri predchadzajici
priklad) su jednoduché: po preneseni vyrazu HTQZ na lava stranu nerovnice a
naslednej tprave lavej strany na spolo¢ny menovatel dostaneme ekvivalentni
nerovnicu

- %
x(l_i_a;) 0, ¢o je nerovnica typu V(z) = 122

1\

>0,  (16)

=

kde Vi(z) =1—1z a Va(x) = z(1 + z).

V trefom kroku urc¢ime korene Citatela, resp. menovatela, t.j. vyrieSime rov-
nicu 1 —x = 0, resp. a z(1 + x) = 0. Je zrejmé, zZe ich korene su Ky = {1},
resp. K0y = {0; —1}.

Vo stvrtom kroku zndzornime na ¢iselnej osi korene menovatela (¢isla 0 a
—1) prazdnym kriazkom a korer ¢itatela (¢islo 1) plnym krizkom (lebo dané
nerovnica je ,neostra®, t.j. je typu 2):

@ © ® ©

O L d
—1 1

o0

Obr. 36: Iustracia intervalovej metody

V piatom kroku vy¢islenfim hodnoty vyrazu V(z) = (1 — x)/[z(1 + )]
vo vhodne vybratych bodoch jednotlivych intervalov (napriklad —2; —1/2;
1/2; 2) ziskame oznacenie tychto intervalov znakom & alebo ©.

Na zaver si uvedomime, zZe rieSenim nerovnice je mnozina tych hodnot
x, pre ktoré je vyraz V(z) nezdporny. Tomu zodpoveda zjednotenie vsetkych
intervalov, ktoré sme na obr. [36 oznadili znakom @. Teda rieSenim danej
nerovnice je mnozina

K = (—o00; —1) U (0; 1). Q
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Priklad 8.4.3 Riesme v R nerovnicu

)5 =D +2)
= @r2pP(i-a)

Riesenie. Nerovnica mé na jednej strane nulu a na jej druhej strane je
Vi(x

zlomok V' (z) = Vlé ;, v ktorom Vi (z) = (z —4)*(z +2) a Va(z) = (z +2)*-

2(T

(1 — x)3 st uz v tvare sucinu koretiovych ¢initelov. Korene polynémov Vi,

resp. Va st Ky = {—2;4}, resp. Ky = {—2;1}. Pri ich zndzorneni na ¢iselnej

osi ozna¢ime body —2 a 1 prazdnym krizkom a bod 4 plnym kruzkom (ide
o neostrd nerovnicu).

© @ © ©

O O @
-2 4

Postupnym dosadenim zistime znamienka na jednotlivych intervaloch a na-
sledne ur¢ime riesenie danej nerovnice K = (—o0; —2) U (1; 00). @

Vyhody metédy nulovych bodov mézeme pouzit aj pri rieSeni roznych
algebrickych nerovnic, napr. kvadratickych nerovnic.

Priklad 8.4.4 Riesme v R nerovnice:

a) 3v —2?—2<0, b)a?—4r+4=0, c) 2t =322 —4 0.
Riesenie. Vo vsetkych troch pripadoch pouzijeme meté6du nulovych bodov,
pricom V,(x) = 1 a preto je Ky = 0.

a) Uréime mnozinu Ky, t. . vypocitame korene zodpovedajucej kvadratickej
rovnice —x? + 3z — 2 = 0:

a znazornime ich na ¢iselnej osi prazdnymi krizkami (nerovnica je ostrd)

© @ ©

O
2

Vy¢islenim hodnoty vyrazu P(z) = —2*4+3z—2 = (x—1)(xz—2) v bodoch
0, 3/2 a 3 dostaneme znamienka na jednotlivych intervaloch. RieSenim
danej nerovnice je zjednotenie intervalov, ktoré sme oznacili symbolom
6, t.j. mnozina

K= (—00;1)U(2;00).
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b) Zodpovedajica kvadraticka rovnica 2% —4x +4 = 0 m4 jediny redlny ko-
ren, a to ¢islo 2. Vyznacime ho na ¢iselnej osi plnym krazkom (nerovnica
je neostra). Ciselnt os rozdeli na dva intervaly.

) @

SY ]

Obr. 37: Intervalova metoda

Vyraz P(r) = 2? —4x + 4 = (x — 2)? je v tvare tplného Stvorca a preto
nadobida vo zvolenych bodoch 0 a 3 kladné hodnoty (obr. . Riesenim
danej nerovnice je zjednotenie intervalov, ktoré sme oznacili symbolom
©. Ziaden interval nie je takto oznaéeny. Ale bod 2 je s plnym kriizkom,
a preto riesenim danej kvadratickej nerovnice je mnozina K = {2}.

¢) Zodpovedajicu rovnicu z* — 322 — 4= 0 nazjvame bikvadratickou rov-
nicou a pomocou substitticie 2 = ¢ uréime jej redlne korene. Dostaneme
K = {£2}. Cisla +2 vyznacime na é&iselnej osi plnymi krizkami a zis-
time znamienka polynému P(z) = 2! — 32%> —4 = (z — 2)(z + 2)(z* + 1)
na ziskanych intervaloch.

@ © @

@
—2

@

Napr. P(—3) =50 > 0, P(0) = —4 < 0 a P(3) =50 > 0, ¢o vyzna¢ime
na obrazku. Riesenim danej nerovnice je mnozina K = (—2;2). Q@

Poznamka 8.2 Vsimnime si, Ze po rozklade P(x) na sucin koreriovych ci-
nitelov nad R vznikol vgraz (> + 1), ktory sa uZ nedd rozloZit nad R (je
v tvare suctu uplnych Stvorcov) a nadobida len kladné hodnoty, t.j. nemeni
znamienko.

8.5 Sustavy linearnych rovnic
8.5.1 Scitacia a dosadzovacia metéda

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat stustavami linearnych algebrickych
rovnic, ktoré budi mat niektory z nasledujtcich tvarov

anzr + apry = b
anT1 + axry = b,
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resp.
a1 T + a1pry + aizry = by
a1 T1 + ATy + asrs = by
as1T1 + asTy + agsrs = b3

V prvom pripade sa jedna o stistavu dvoch linearnych algebrickych rov-
nic o dvoch neznamych, v druhom pripade o stistavu troch linearnych
algebrickych rovnic o troch neznidmych. Cisla a;; nazyvame koeficien-
tami sustavy, x1, T, r3 nazyvame neznamymi a by, by, b3 absolitnymi ¢lenmi
(pravymi stranami) ststavy.

Definicia 8.9 RiesSenim sustavy linedrnych algebrickijch rovnic nazyjvame
také hodnoty x1, w9, x3, ktoré vyhovuju vsetkyn rovniciam siustavy.

Z hladiska riesitelnosti stistavy mozu nastat pripady:
e ststava ma prave jedno riesenie,
e sustava ma nekonecne vela rieseni,
e sustava nema riesenie.
Postup, ktorym dostaneme rieSenie stustavy linearnych rovnic, spoc¢iva oby-

cajne vo vyluceni jednej neznamej v niektorej z rovnic ststavy. Na to slizia
napriklad tieto metédy:

a) séitacia metdéda — rovnice ststavy nasobime vhodne zvolenymi ¢islami
tak, aby sa po s¢itani rovnic jedna neznama vylucila;

b) dosadzovacia metéda — vyjadrime jednu nezndmu z jednej rovnice
sustavy a dosadime do ostatnych rovnic ststavy, ¢im sa tato neznama
z tychto rovnic vyluci.

Priklad 8.5.1 Riesme v R?, resp. v R3, sistavy rovnic:

3r — 8y = 15 3r; — 4z9 = 6

2 9r — Ty = 0 b) 62y — 8my = 18
3r1 + x99 — 4dx3 = 1 r + 2y — 2z = 0
c) x — 2wy + x3 = 5, d) 3z + by + z = —10.
2¢1 — X9 — 3x3 = 4 r + y + 3z = —10
Riesenie.

a) Riesime séitacou metédou



140 8 APENDIX

3xr—8y = 15 /-2 prvi rovnicu nasobime ¢islom 2
2c—7y = 0 /-(—=3) druht rovnicu nasobime ¢islom —3
6x — 16y = 30
—6x+2ly = O obidve rovnice sc¢itame
by = 30
y = 6.

Ak dosadime napr. do druhej rovnice 2x — 7y = 0 za y ziskani hodnotu
6, tak dostaneme 2x — 7 -6 = 0, t.j. x = 21. Ststava mé prave jedno
riesenie. RieSenim ststavy je usporiadana dvojica [z, y] = [21, 6].

b) Riesime opét s¢itacou metdédou

3ry —4xy = 6 / - (—2) prva rovnicu ndsobime ¢islom -2
6r; —8ry = 18
—6x1 + 81y = -12
6x1 —8xy = 18 obidve rovnice s¢itame
0 = 6.

Dostali sme rovnicu, ktord pre ziadne hodnoty z; a xy nemdze platit.
Sustava preto nemé riesenie.

¢) Riesime dosadzovacou metédou. Napr. z druhej rovnice vyjadrime z3 =
5—x1+42x5. Po dosadeni za x5 do prvej a tretej rovnice dostaneme stistavu
dvoch rovnic o dvoch neznamych

35171 + Zo —4(5—371 +2$2) = 1
2I1 — T2 —3(5—1’1 +2$2) = 4
Ty —Te, = 21 /-1
5.%1 — 7.2132 = 19
r1—T9 = 3
S5r1 —Txy = 19

Pokracujeme dosadzovacou metodou a vyjadrime z prvej rovnice napr. xo
a dosadime do druhej rovnice

Ty = x1—3
5%1 — 7(£L'1 — 3) = 19
T = 1
) = I — 3 = -2
r3 = 5— xr1 + 2272 =0
Stustava ma prave jedno riesenie [z, xo, x3] = [1, —2,0].
d) Riesime dosadzovacou metédou. Napr. z prvej rovnice je z = z — 2y.

Po dosadeni za x do druhej a tretej rovnice dostaneme
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(z—2y)+5y+2z = -10
(z—2y)+y+32z = —10
—y+4z = -10 /- (=1) %
—y+4z = —-10
0 = 0.

Ststava ma nekonecne vela rieseni, ktoré vyjadrime pomocou tzv. volnej
premennej. Zvolime za volni premennu napr. z = t, kde t je Tubovolné
redlne ¢islo. Podobne ako v predchadzajicom priklade budeme postupne
dosadzovat. Z rovnice oznacenej symbolom *x dostaneme vztah y = 4t4-10.
Napokon z prvej rovnice danej sistavy je x = z — 2y =t — 2(4t + 10) =
—T7t — 20. VSetky rieSenia danej sistavy mozeme zapisat v tvare

[z,y, z] = [-7t—20, 4t+10, t], (17)
kde ¢ € R je Iubovolné redlne ¢islo. Sustava ma teda nekoneéne vela
rieSeni. @

8.6 Exponencialne a logaritmické rovnice

8.6.1 Exponencialne rovnice

Algoritmus rieSenia exponencialnych rovnic:

Pri rieSeni exponencidlnych rovnic (t.j. rovnic, v ktorych sa vyskytuju
mocniny s nezndmou v exponente) zvy¢ajne upravime rovnicu pomocou vety
B.4] podla typu na niektory z nasledujicich tvarov

e rovnosti dvoch vyrazov s rovnakym zakladom (pozri priklady a[8.6.2)
a potom pouzijeme tuto vlastnost exponencidlnych vyrazov: pre lubovolné
realne Cisla z; a z9 plati:

xr1

a™ =a" <= 1 =Ty (18)

e v ktorom moézeme pouzit substitiiciu — pozri priklad

e v ktorom moézeme obe strany rovnice ,logaritmovat® — k tomu potrebu-

jeme poznatky o logaritmoch (pozri priklad
Priklad 8.6.1 Vyriesme v R rovnice

a) 27 = 16, b) 20 =1, c) 2¢ = —16.
Riesenie.

a) Pravii stranu rovnice vieme prepisat do tvaru 16 = 2% a dostaneme ek-
vivalentni rovnicu 2% = 2%, Podla (18)) je z = 4.
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b) Podobne ako v predchédzajiicom pripade prepiSeme pravi stranu do tvaru
1 = 2% dostaneme ekvivalentni rovnicu 2% = 2°. Podla (18)) je z = 0.

¢) V tomto pripade si staci uvedomit, ze obor hodno6t exponencidlnych
funkcii je mnozina kladnych ¢isel a rovnica teda nemdze byt splnena
pre ziadne redlne ¢islo. Mnozina rieseni je prazdna K = (). Q@

Priklad 8.6.2 Vyriesme v R rovnicu
9v+2 4 5 . 9v+1 — 14

RieSenie. KedZze 9v+2 = 9V . 9% a 9**! = 9v. 9! moZeme lavi stranu danej
rovnice postupne zjednodusit

92 +5.9""1 =9".92+5.9".9' =9Y(9* +5-9') = 126 - 9"
a dostaneme ekvivalentnt rovnicu

126 - 9" = 14.

Po predeleni ¢islom 126 dostaneme rovnicu 9 = %. Prepiseme prava stranu
do tvaru ¢ = 97! a podla (18) dostdvame, Ze rieSenim danej rovnice je ¢islo

v=—1. Q

Priklad 8.6.3 Riesme v R rovnicu

(3 v (-5

RieSenie. Ak oznacime (%)m =t (teda zavedieme substiticiu), tak ziskame

rovnicu 5
gt+-=5
t

a odtial po vynésobeni premennou ¢ a preneseni vsetkych c¢lenov na lavia
stranu dostaneme kvadratickd rovnicu 3t — 5t + 2 = 0. Jej rieSenim je t = 1
a t = 2/3. Na zéklade pouzitej substiticie a podla prikladu je

(4)I 1 = 0
— = xr =
9

G- = @-6 = -1

Takto K = {0;1/2}. Q
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8.6.2 Logaritmické rovnice

Definicia 8.10 Ak a > 0, a # 1 a x je lubovolné kladné redlne ¢islo, tak
existuje jediné redlne ¢islo ¢, také Ze a* = x. Toto jediné redlne ¢islo nazjvame
logaritmom ¢isla = pri zaklade a, oznacujeme ho zdpisom log,x.
Je potrebné dobre si zapaméatat podstatu tejto definicie:

log,r =( <= d' =um. (19)

Teda ¢islo a vystupuje v zaklade logaritmu log,x a aj v zadklade exponencial-

neho vyrazu a’.

Priklad 8.6.4 Urcme hodnoty:
a) log,81, b) log,,0,001, c) log%S.
Riesenie.
a) Na zéklade ((19) je
log,81 = <«= 3‘=38l.

Ale 81 = 3%, a tak poslednii rovnicu moézeme zapisat v tvare 3¢ = 3%
Odtial ¢ = 4 a teda logs81 = 4. Vysledok sme mohli najst aj na zaklade
otazky: ,,3 na kolku je 81“7 Odpoved je: na stvrti. Preto logs81 = 4.

b) Kedze 0,001 = 1073, tak log;,0,001 = —3.

¢) Mohli by sme polozit otazku: % na kolku je 87 Ak by sme nevedeli odpo-
ved, tak by sme pouzili opét a dostali by sme

1€
log%8:€ — (2):8.

Ale

a teda log18 = —3. @
Zakladné vlastnosti logaritmu:
V1: Pre kazdé a > 0, a # 1, a pre vsetky kladné realne ¢isla r, s plati
log,(r - s) = log,r + log,s; (20)
10ga£ = log,r — log,s; (21)

log,r" =t -log,r. (22)
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V2: Nech a, b st lubovolné ¢isla mnoziny RT — {1} a r ¢islo z mnoziny R™.
Potom

log,r = : (23)

V3: Pre kazdé a € RT, a # 1 a pre vSetky z1, 29 € R plati:
T 7£ T2 <~ logaxl 7£ logax%
¢ize log,x1 =log,x0 <= 11 = 2.

Poznamka 8.3 Prechodu od rovnosti x1 = 9 k rovnosti log,x1 = log,xs
(vid V3) hovorime ,logaritmovanie rovnosti x1 = x2“. Tu je potrebné po-
zadovat, aby xr1 a xs nadobidali len kladné hodnoty. Ak teda logaritmujeme
nejaki rovnicu, tak je nevyhnutnd skiuska sprdvnosti pre vypocitané hodnoty
(indc¢ by sme museli ndjst mnoZinu, na ktorej si obe strany rovnice kladné).

Poznamka 8.4 V zdpise ,log,,x “ zvycajne vynechavame zdklad ,10“ a pi-
seme len logx, obcas sa moZete stretniul aj s oznacenim 1g x. Namiesto log,x
(tzv. prirodzeny logaritmus — logaritmus naturalis, ktorého zdikladom je Eule-
rovo ¢islo e =2,71828 ) zvykneme pisatlnx. A aby to nebolo uplne jednoduché,
informatici zvykni pisat log x namiesto log,x a vo viacerych programovacich
jazykoch (napr. C, Matlab, Maxima, ...) sa oznacenie logx pouziva pre pri-
rodzeny logaritmus!

Algoritmus riesenia logaritmickych rovnic:

Pri rieseni logaritmickych rovnic (t.j. rovnic, v ktorych vystupuje loga-
ritmus vyrazu s neznamou) zvycajne pomocou vlastnosti V1 a V2 upravime
rovnicu na tvar

e rovnosti dvoch logaritmov s rovnakym zékladom (pozri priklad a
potom na odstranenie logaritmov (tzv. ,odlogaritmovanie“) pouzijeme
vlastnost V3 (t.j. ,exponovanie®):

log,z1 = log,xs — T1 = T, (24)
e v ktorom mo6zeme obe strany rovnice ,logaritmovat“ (pozri priklad .
Priklad 8.6.5 Riesme nasledujice rovnice
a) log,8 =z, b) log,z = 3, c) log,8 =3.

Riesenie. Na zaklade a je

a) log,8 =1 <= log,2°=2 <+= 3log2=a2 <+= x=3.
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b) logax =3 <+ 2B=1 < z=8.
=

c) log,8=3 <+ 2*=38

Priklad 8.6.6 Riesme v R rovnicu
log(z — 2) + log(8z +4) = 3.

RieSenie. PretoZe 3 = log 102, tak tipravou lavej strany rovnice podla vlast-
nosti V1 vztahu dostavame

log[(z — 2)(8x + 4)] = log 1000.

,Odlogaritmovanim“ tejto rovnice dostaneme (x — 2)(8z + 4) = 1000, ¢o je
kvadraticka rovnica. Jej riesenim je x1 = 12 a xy = —21/2.

Kedze sme pouzili neekvivalentni tpravu rovnice, musime urobif skusku
spravnosti. Pre = 12 je hodnota lavej strany rovnice

L(12) =log(12 — 2) 4+ log(8 - 12 +4) = log 10 + log 100 = 1 + 2 = 3,

a teda 12 € .
Naopak z = —21/2 nie je rieSenim danej rovnice, lebo v tomto bode log(z—2)
neexistuje (dostdvame logaritmus zaporného ¢isla). Zaver: K = {12}. Q

Vo finan¢nej matematike sa mozeme casto stretnit s exponencidlnymi
rovnicami typu ako v nasledujucom priklade. Pri vypocte musime pouzit
logaritmovanie.

Priklad 8.6.7 Riesme v R rovnicu

0,08
1 .000(1 + 1 )4 =1 200.
Riesenie. Je to exponencidlna rovnica. Upravime jej lava stranu
0,08

1 000(1 +

1 ¥ =1 000 - 1,02*"
a po predeleni 1 000 dostaneme rovnicu
1,024 = 1,2

Poslednti rovnicu uz mozeme ,logaritmovat“. Zvolime za zdklad logaritmu
Eulerovo ¢islo e — potom logaritmus podla dohody oznacujeme In. Podla
vlastnosti V1 vztahu dostaneme

In1,02*" =1n1,2 — 4n-1In1,02 =1In1,2

odkial
~ In12
T A 1,02

Skusku spravnosti nemusime urobit, lebo sme pouzili ekvivalentné tpravy. ¢

= 2,3017.
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8.7 Goniometrické rovnice

Budeme sa zaoberaf len takymi tzv. goniometrickymi rovnicami, v kto-
rych nezndma vystupuje vylucne v argumente funkcii sinus, kosinus, tangens
a kotangens/’]

Zakladné vlastnosti goniometrickych funkcii:

e Pre kazdé x € R plati

sin®z + cos®z = 1. (25)

e Pre kazdé xq, x9 € R plati
sin(xy + x5) = sin xy cos x9 £ sin x5 o8 T1; (26)
cos(ry £ T3) = cosxy cos xo F sin xq sin . (27)

e Pre kazdé realne ¢islo x plati

sin 2z = 2sinx cos x, cos 2z = cos? & — sin® z, (28)
Sing _ 1—cosm7 cosf _ 1—}—005:10' (29)
2 2 2 2

Algoritmus riesenia goniometrickych rovnic:

e Pomocou vztahov az upravime rovnicu tak, Ze (pozri rieSené

priklady ag.7.3)

— v nej buda vystupovat len goniometrické vyrazy s rovnakym ar-
gumentom;

— v nej bude vystupovat len jeden goniometricky vyraz (musime
pritom zachovat rovnaky argument);

e zavedieme substitiiciu, dostaneme rovnicu znadmeho typu, ktort vyriesime;

e vratime sa k pévodnej premennej, ¢o nas dovedie k jednoduchym goni-
ometrickym rovniciam.

Na ziskanie vsetkych rieseni je potrebné vziat do ivahy periédy jednotli-
vych goniometrickych funkcii:

e pre kazdé k € Z a pre kazdé x € R plati:

sin(z+k-27) =sinz  a cos(x + k - 2m) = cos x; (30)

9Pod argumentom funkcie rozumieme jej nezavislt premenni.
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e pre kazdé k € Z a pre kazdé = # (2k + 1)Z plati

tg (x + km) = tgx;

(31)

e pre kazdé k € Z a pre kazdé z # krn

cotg (z + km) = cotg . (32)
V prvom rade je potrebné vediet vyriesit jednoduché goniometrické rov-

nice typu sinx = a, cosz = a, tgx = a, resp. cotg = a, kde a € R. Riesenie
takychto rovnic mézeme dostat bud pomocou grafov zodpovedajucich funkcii

(vid Obr. |38 a Obr. alebo z jednotkovej kruznice.

i\ y=sinx y=cosx
Y / f\
N\
\\ // \ // N
<=\ = /|0 g\\ WWQTF %\iﬂ%ﬁ T
\._/ + \./

N S
-1
Obr. 38: Grafy funkcii sinz a cosx
Y
: : : : :
| | | | | y:tgx
1 1 1 1 1
\ \ 1 1 1
\ 1 \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
N\ N\ N\ N\ N\
AN N AN AN AN
N\ N N N N
3m N TN (0 N T 3n N (2B N |3 Tn X
2 \ 2 \ 2 \ 2 \ \ 2
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ | \
\ 1 1 1 \
\ \ 1 1 V=
\ | | | |y_C(tg:U
] ] ] ] ]

Obr. 39: Grafy funkcii tgx a cotgz
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Je nepostradatelné poznat pri tom funkéné hodnoty minimélne sinusu a ko-
sinusu aspon v prvom kvadrante:

sin 0 7/6 w/4 | w/3 /2
Vo _og | A1 V2 V3 Vi_
2 2 — 2 2 2 2

cos /2 /3 /4 | 7/6 0

Tabulka 1: Tabulka funkénych hodndt sinusu a kosinusu

Priklad 8.7.1 Riesme nasledujiice rovnice

a) sinx:\f, b) sinx:—\ég, c) cosx:\;g, d) cosx = —

ol%

RiesSenie.
a) Funkcia sinus nadobida kladnt hodnotu @ v

e [. kvadrante pre x; = g,

T 2
e II. kvadrante pre xo =71 — 21 =7 — — = —7.

3 3
Na zaklade vztahu dostdavame potom vsetky riesenia pre k € Z

2
x:g+2k7r a x:§7r+2k:7r.

b) RieSenie druhej rovnice uréime na zéklade rieSenia 1 prvej rovnice. Fun-

kcia sinus nadobuda zapornd hodnotu —? v

4
e III. kvadrante pre z3 =7+ 2, =7 + g = gﬂ',

5
e IV. kvadrante pre x4 = 27 — 1 = 27 — T_ —TT.

3 3
Na zéklade vztahu dostavame potom vsetky riesenia pre k € Z

4 5
x:§7r+2k7r a x:§7r+2k7r.

¢) Funkcia kosinus nadobuda kladnt hodnotu § v

T
e [. kvadrante pre z; = 5
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11
e [V. kvadrante pre x4 = 27 — 11 = 27 — T_ —.

6 6
Na zéklade vztahu dostavame potom vsetky riesenia pre k € 7Z

11
xz%—l—?kﬂ a x:€7r+2k7r.
d) Funkcia kosinus nadobida zépornti hodnotu —§ v
T 5
e II. kvadrante pre xo =1 — 21 =7 — i 67,
T 7
e [II. kvadrante pre 3 =7+ 2, =7 + 5 = 67r.

Na zaklade vztahu dostavame potom vsetky rieSenia pre k € Z

x:27r+2k7r a x:gw+2k7r. Q

Poznamka 8.5 Pri zdpise rieseni sme v predchddzajicom priklade pouZili
indexy, ktoré zodpovedali kvadrantu, v ktorom sa nachddzali (napr. x4 je rie-
Senie zo IV. kvadrantu). Vztahy pre rieSenia xs, x3 a x4 sme urcili z grafov
funkcii sinus a kosinus a odporicame zapamdtat si ich.

Priklad 8.7.2 Vyriesme v R rovnicu

2

3cos“x —sinx +1=0.

RieSenie. Nahradime na zéklade vztahu (25)) vyraz cos®x, t.j. cos®’z =
1 — sin? z. Po dosadeni do rovnice a jednoduchej iprave dostaneme

3sinx +sinx —4 =0,

Co je rovnica, v ktorej neznama vystupuje len vo vyraze sin xz. Preto po sub-
stitiicii y = sin x nadobudne tvar kvadratickej rovnice 3y +y —4 = 0. Lahko

urcéime jej korene: y; = — 3 a 1o = 1. Vratime sa k substiticii:

4
e pre y; = — - dostavame rovnicu sinx = — -, ktord nemd rieSenie,

kedZe hodnoty funkcie sinus st z intervalu < —1,1 >;

e pre y; = 1 dostdvame sinz = 1. Této rovnica mé na intervale (0;2m)
R TRV ™ ) v 1w . .
jediné rieSenie x = 5 Vzhladom na 1) sa kazdé riesenie danej rovnice

da zapisaf v tvare x = g + 2k, kde k € Z. @
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Priklad 8.7.3 Vyriesme v R rovnicu
COS 2T = COS Z.

RieSenie. Mame rovnicu s roznymi argumentami: 2z a x. Na ziklade (28]
je cos 2x = cos? x — sin? z, To ndm umozni upravit dant rovnicu na rovnicu
s rovnakym argumentom x na tvar

cos® x — sin? x = cos . (33)
V ramci druhého kroku opéat pouzijeme zakladni goniometricku identitu ,
z ktorej je sin?z = 1 — cos? z. Odtial rovnica po jednoduchej tuprave
nadobudne tvar

2cos’x —cosz — 1 =0.

Ak tu polozime y = cos z, tak dostaneme kvadratickii rovnicu 2y?—y—1=0,
ktorej korene st y; =1 a yo = — % Vzhladom na pouzitu substitiiciu vyrie-
Sime rovnice

e cosx = 1. Z grafu funkcie y = cosx vidno, Ze jej rieSenim je mnozina

Ki={zeR: z=2kn}.

1
® coST=—3. Rovnicu vyriesime analogicky ako v priklade [8.7.1] Nacrt-

1
neme graf funkcie y = cos z a priamkuy = — 5 (vid Obr. ﬂ} Je zrejmé,

1
7€ T1esenlil nasej rovinice Cosxr = — — Su r-ove suradnice prlesecmkov

grafu a priamky. TYch je nekonecne vela. Z tabulky [T na strane by

C T 1 m R
sme mali vediet, ze cos — = —. Teda x; = 3 Ak sa lepsie prizrieme

na Obr. [40] tak lahko zistime, Ze na intervale (—; ) s z-ové strad-

. ., ., , 27 2m
nice spominanych priese¢nikov rovné x = 5 resp. To =T —T1 = —

3
4dm
axy=T+T = 3 (¢o je na zaklade periodickosti ekvivalent riesenia

2T
r= —?) S prihliadnutim na peridédu 27 dostaneme

. j:27r+2]€7T _ 273k +£ 1)

3 3

t.]. Ing{:ceR: x:%(?’];)il)}

Riesenim danej rovnice je teda mnozina K = Ky U KCy. Overte, Ze mnozinu K
mozeme zapisat v dspornejSom tvare

K:{xeR:xzzéﬁ}. Q
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Y
- 1
Yy = CcosSx -
1 //
21 5T ——— 21 s
R T3 ﬁ\ 37
~ 1 e 1
\\\_/ —3 \_,/’ Yy=—3

Obr. 40: Nacrt prieseénikov grafu funkcie y = cosx a priamky y = —1/2

8.8 Ulohy

8.1 Upravte (zjednoduste) dany ¢iselny vyraz

a) (—(=3) +5° — 42+ 37),
3VZ+VZ(1+v2) -2
(1+v2) - (1-v2)"

3 2\ 2
°) 1’“5—(5) )

0 (G

) V8 + 18 — /32
V2 V2T VS

8.2 Roznésobte

a) f(r) = —2(2® — 4z + 4),

b) f(z) =6 (;ﬁ + 3;@)

| |
¢) J(z)=Te (49a:5 N 21x4)
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8.3 Upravte na sucin vynatim pred zatvorku

a) f(z) = 3z%+ 6z,
b) f(z) = 1223 — 242% + 12z,

4, 2,

) flw) = 5ot - 22

d) f(z) = 4a®*b — 6al?,

8.4 Rozlozte na stéin v R

a) f(z) =a%-9,

b) f(x)=x®+ 27,

c) f(z)=x3-27,

d) f(z) =23 +322 + 32+ 1,
e) f(z) = 2%+ 122% + 48z + 64,
f) f(z) =23 — 322+ 2 — 3,

g) flz)=a3—32% —z +3,

h) f(z)=2*+2+2,

8.5 Doplitte dany vyraz na Stvorec

a) f(z) = a2 — 4z +5,

b) f(z) =2*+ 3z +1,

¢) flz) =222 — 122 + 18,
d) f(z) =2 — 6z — 322,
e) flz) =a2—2z+2,

f) f(x)=a2+42 7T,

e) f(x)=5vx —10Va?,
9 6
0 7)==+
g) fx)=(z—y)’+(@x—y)(z+y),
h) f($):(x+4)(x—1)—(x—1)2.

i) f(x) =2 — 922+ 272 — 27,
j) flx) = 2% — 622 + 122 — 8,
k) f(z)=a%—22% — 1 +2,

) flx) =23 — 22 + 4z — 4,
m) f(z)=a*+ 23+ 62% + 5x + 5,
n) f(r) = (6z+17)* — (z — 3)%,
o) flz)=(z+y)' —(z—y)"
p) f(x) = (x—=3)*+ (v +3)°.
g) f(z) =25z +1,

h) f(z) =2*+ 10z + 22,

i) fly) =6y —y°

i) fla) =8—Ta

) f(z)

) f(z)

8.6 Upravte (zjednoduste) dany vyraz

) T T+ 2
a .
22—4 3x’
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2=z 22(4 — 2?) — 2%(—2
¢) i g) a (I_)$2;E2( CU)’
z2+3x
d 2z -z — (22 + 1) h) 20(2% +4) —a® - 2
e EETT
)Qx(x—Z)—x2 ) 20 =12 =2z —1)-2(z — 1)
i
MCEP I (e =D |
f —2z(r +2) — (3 — 2?) i 322 -2(x + 1) — 2% - 4(x + 1)
(z +2)2 ’ ) Az 1 1)
8.7 Vyrieste v R rovnice:
) 3—x (7—90 x+3>+7—x 9+7:E+ 0
_ _ _ =0
2 3 4 6 8 ’
1-— 2 2—x/4
b) o — 3x/2 x/ _o.
4 3
x x+3
1 = :
O T Tt
2 1 1
d) - = :
y—3 y+2 y+6
) 2 1 1
e — = ;
1—22 1+2 1-—x’
2 1
£ —

1:3x—|—3 4

:L‘—2+2—x+ x—2+2—x;

1 1 x (x —1)?
g) - = + ;
3—x x+1 2x-3) a2—-2x-3
5 3 7
h -
)m—2+x—3 r—1"
) z n 1 _3r—1
Vw1 T4  6r—3
) (x+1>2_<23:—1>2_
Ve=1) “\a—3)°

k) Qo — 7 _2:75—4'
6r—13 3z -7’

I S B
r+1 43 -2
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5—x 15—4x
2v—1 3z+1"

m)

" T3 T a3

8.8 Vyrieste v R rovnice:

a) v —5x +6 =0;

b) z? +5x +6 = 0;
c) 22 —4x +4=0;
d) 22 — 62+ 9 = 0;

e) 22 =22 +5=0;

g) 422 + 42 -3 =0;
h) 622+ 7z +2 = 0;
i) 2 =0;

j) 22 —4=0;

k) 2%+ 4 = 0;

)
)
)
)
)
f) 22 — 4z +9 = 0;
)
)
1)
)
)

8.9 Vyrieste v R rovnice:
a) zt — 5% +4 = 0;
b) 2t —32% — 4 = 0;

8.10 Vyrieste v R rovnice:

a) x> —9 =0,
b) 2% + 27 =0,
c) ¥ —27=0,

d) *+322+3z+1=0,

e) z° + 1227 + 48z + 64 = 0,

f) 2* =322 +2—-3=0,

3z — 2 x—4_ 152 — 3

1) 22 + 7z + 10 = 0;
m) 22—z —6=0;

n) z? + 3z — 10 = 0;
o) > —8x+12=0;
p) z? 4 8z + 15 = 0;
r) 2° — 2z — 8 = 0;
s) 7%+ 2x — 8 = 0;

0,2p?

) — 20—,
)1080—0,1]92 ’

02p*>
750 — 0,1p2

u)
c) ' +5x% +4 = 0;
d) z* —182% +81 = 0.

g) * —3z* —x+3=0,
h) 23 +2z+2=0,

i) 2% — 92% + 272 — 27 =0,
j) ¥3 — 62?2 + 120 —8 =0,
k) a® =222 —1x 42 =0,

) 23 —a2? +42—4=0,
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m) z* + 23 + 622 +5x +5 =0, 0) (z+2)*— (z—2)*=0,
n) (6x+17)* — (z — 3)* =0, p) (x—3)?+ (z 43P =0.

8.11 Vyrieste v R rovnice:

) 36:30(1+ii); d) 16 630,77 = 15 000(1 + 4)*;
. .
b) 6 386,625 = 6 300(1 + 5i);  ©) 1299881 = (Hi)”;
n
c) 4 983,33 =5 000(1 —0,0855); f) 10 000 = (6 341,84 + x) - 1,025
8.12 Vyrieste v R nerovnice:
) 321 _13-w 7o 11(2+3) 1 _ 3
Y s 2 =3 6 = z+2-x-2
2
b) 32% — 22 +5 > 0; 2”457 + 4 0:
m) 22— 51 —6 <5
_2.2 _ > 0:
c) =3z —Tx+6 = 0; | _$3+$2_x+1>0
n 2 0;
d) 2% + 2z < 6z — 15; T+ 8 -
&) (42)(x+8) < (448)(dr—25); o) L EFt2 5.
- ’ 2+3x+2 77
fy 2*+2° —2—-1=0; ) 1 < 1
p = ;
rz—1)(z—2 r(r+1
g) '+ +x+120; ( ) ) ( )
x+1 > r—2
h) 2* + 1322 +36 < 0; a) r—5 " x—5
i) 2* — 1322 + 36 < 0; r)1—3x<2'
x+4 ’

N4 2 < (-
j) ot —122% + 36 < 0; s) #* — 0,22 + 0,01 < 0;

x4+ 2)328(1 — 22)3 5 — 144
CR Ut PSRN EE RS R T

N a2 Y3512

8.13 Urcte mnoziny, na ktorych st nasledujice vyrazy
1. kladné,

2. zaporné
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a) 15z* + 122%; h) 20 =1 = (22 —1)-2(x — 1)
(x —1)* ’
b) 5z* — 203, )
_ 2 _ (2 _ — .
¢) 124% — 24a? 4+ 121 p Br=d (”’4 v —2)- 2z
x
d) 122° — 12z;
o 2x(4 —2®) — 2?(—2x)
) 22— (3-a?) ) =) :
o )
(x 4 2)? ’
2z - (2% — 1) — 2% - 22
2z -1 — (2® + 1) k) ;
f) .TZ ) ($2—1)2
) 10(z +2)* = 10z - (z +2)2 ) 32 2(x +1)2 — 2% - 4(x + 1)
& (x+2)4 ’ 4z + 1)
8.14 VyrieSte v R?, resp. v R3, stistavy rovnic:
a)4x—3y——1’ b>7x1—x2:347
6r + 4y = 24 3r; + 229 = 0
C>2x+6y:46 d>3x1+4x2:5
Sr — 4y = 17 201 + 3x9 = 4
o) 10z + y = —26 f) 3x1 + 2z = 4
2br — 2y = —83° Sx1 — 4dzg = 14°
r1 + 319 4+ 2z3 = 4 2 + y + =z =1
g)2$1+6I2+ I3:2, h)x—y—i—Qz:O
4y + 8x9 — a3 = 2 r — 4y + 5z =0
4xy + 3z9 + 623 = 1 2 — 3y — 2z = 3
i) 31 + bxe + 4zz3 = 10, j) © + 2y + bz = -2
Ty — 2x9 + 223 = —9 3r — 8y — 9z = 8
Tx1 + 3x9 + 223 = 1 r+ y - z =3
k) —x; + 622 — 323 =2, 1) =z + 2y + 32 7.
—10x; 4+ 1529 — 1llz3 = 4 3x + 2y + z =5

8.15 Vyrieste v R rovnice:

1 3z—1 -
2

0 (5) +4-5-(5)

0,

c) 3°T — 3" — 162 =0,

d) <2>3x1: <2>21+47

e) 43—296 - 22—390 — 24—3:(: . 42—2:1:
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3\* 2\* 1
* - - * - - - 51‘—7-
f) 81 <2> +45 - 36 <3> 0.h) = + -

0 () e 3) =0

8.16 Vyrieste v R rovnice:

26

n 0,04
a) (1+0,04)" =2, e) 10 000 - (1 + ’2 )*" =11 000,
b) 20 000 - e 29 099, £) 10 000 - (1 + —=)* = 11 000,
0,04,
(14 20 4
c) 17000 (1 + 1 ) 18 500, g) 10 000 - (1 + O’g )5 =11 000,
4 0,04
d) 17 000(1+0’£ )4 =18 500e”%" h) 10 000 - (1 + 712 )12 = 11 000.
8.17 Urcte hodnoty logaritmov:
a) log 1 000, e) log,4,
b) log, 0,5, f) log, V4,
c) log7 1, g) Ine?,
1
d) log, 3 h) Ine™'.

8.18 Vypocitajte hodnoty vyrazov:

a) 5logh + 6log2 — log 20,

125
b) logs 250 + log; - - logs 571,
c) 4logg 3+ 5logg 2 — logg 12,

8.19 Vyrieste v R rovnice:

d) log1 500 — log 15,

1
e) 2lne® —1In —,
¢

f) Ine™* +1Ine’.
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k) log,(z* — 8z) = 2, 1) logg(4x +8) = 2.

8.20 Vypocitajte hodnotu sin x pre x rovné:

o . 13 23 17 . 93 42 38
a) 390 s —570 s Fﬂ—7 _g'fﬁ Fﬂ', d) 450 s ?W, Zﬂ', Z'ﬂ',
o . 95 53 . H 46 o
b) 210°, —1 830°, i e) 630°, 3T I 450°,
7 163 70 39 16
C) 84007 3 3600, §7T, ?’TF, —ETF, f) 72007 —54007 —Eﬂ', Zﬂ'.
8.21 Vypocitajte hodnotu cosx pre x rovné:
o . 47 110 . 121 37 34
a) 1 845 s _765 s Z'ﬂ', —?Tf, d) 450 s 771', ?71'7 Zﬂ',
11 122 18
b) —135°, 2 025°, 2" e) 900°, 37, 5
70 40 72
c) 480°, —1 320°, —m, —, f) 1.800°, 287, —.
3 6 6
8.22 Vyrieste v R rovnice:
27
V2 f) cosx = 1
b) sinx = —, 2’
2
1
c) SiHQS:—l, g) cosw = —,
2
2 2
d) Sinx:—i, h) cosx:—i.
2 2
8.23 Urcte najmensiu nezapornu hodnotu z, pre ktoru plati:
1 inxy = - _
a) sing = Y2 A cosz = =, d) sint =0 A cosz 1,
2 2
1 inr=1 A =0
b) sinx = 5 N cosu= —\f, ¢) sinz cosE ="

c) sinx=0 A cosx =1, f) sinx=—-1 A cosz =0.
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8.24 Vyrieste v R rovnice:

a) cos2r = sinz,

b

sin 2x = cos z,

d

)
)

¢) sin2z = sinz,
) sin®z = sinz,
)

e COS2.T = COSs T,

f) cos®x — sin®*z = 0,
g) 4cos® x+2sin® w45 cos(—x)-H = 0,

h) 2cos?z — 5sin(—z) +1 =0,

i) sin’x = 3 + 2sin,
j) 2cos’x = 3sinz + 2.

8.25 Nakreslite grafy oboch funkcii a vypocitajte hodnoty premennej p, kde

sa pretinaju:

a) D(p) =180 —4p — p?
S(p) =96 + 4p,

b) ¢ =18 —dp —p?
q = p*>+2p+ 10,

60
S(p) = 15+ 3p,
Vysledky:
8.1
a) 81,
b) 1,
41
L~ 164
Q) 5 = 164
35
d) ~57
V6
e) —,
9

d) D:ip-q—18=0
S:p—q+3=0,

21
e) D(p) = ;—I—?

S(p) =p+3,

f) D:10p-q— Tdp — 81 =0
S :10p — 10g + 35 = 0.
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8.2
a) f(z) = —22°+8x — 8,

b) f(z) = 22* + ;lx,

) @)=y~ g
8.3

a) f(x)=3x(x+2),

b) flx) =12z (x —1)%

Q) flz) = 2% (2r ~ 1),

d) f(z) = 2ab(2a — 3b),

8.4
a) f(z) = (z—=3)(z+3),
b) f(z) = (z + 3)(2* — 3z +9)
¢) f(z)=(x—3)(z*+ 3z +9)
d) f(z) = (z+1)°,
e) f(z) = (z+4)°,
f) fz)=(z=3)(@*+1)
g) flz) = (z=3)(z+1)(z—1)
h) f(z)=(z+1)(2* — 2z +2)
8.5

D) J@)=9+2,

e) f(x) =9Va? + 6z,

D @)=+

x oz

e) f(x) =5vx(1-2z),

3 2
D S = (3+2)
8) f(@) =20 (r ~y).

33

=
I
/Q

3

.
8
I
/Q
l\D

b

T

8

/\/‘\/\/‘\%\/\/\/\
~— S S~
—

3
Il
/Q

)%,

-2y

—2)(z + 1)(z — 1),
x —1)(2? + 4),

B
8

—~

2+ x +1)(2* + 5),

=
S
I

w

5(z +2)(z +4),

©)

Bry(z* +y?),
2z (22 + 27).

8

=
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i =—(y—3)*+9, _ 5\* 1
) f(y) (v ) + k) f<x)_3<$_6) ~
i) f(a) =8 —Ta? 1) f(z) = —2(z + 3)? + 20.
8.6
2) 1 f —(2®+42+3)  (z+3)(z+1)
3(x —2)’ (z+2)2 (r+2)2
8T
b) 5(3 — x) 8) (22 — 4)2’
z(z — 2) Sz
R TrY h) o
— z—1)(x . 2x
4 72 - = : 1;2 0 i) C(x—1)3
> —4r  x(r—4) 23 +32%2 2}z +3)

8.7
a) K= {1}
b) K = {2},
1
o k={3},
g r={-7)
e) K=R—{1;-1},
f) K =0,
2
9 K= {5}
8.8
a) K ={2;3},
c) K= {2},

) 2 +1)72  2(x+1)3

h) K ={-3++30},
6= 3)

i) lcz{—?l); 2},

k) K = {3},
) K= {17},
m) K = {2},
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5 3
o k={-33
1

W K= |-y

i) K =1{0;4}

j) K={=£2}

k) K =0,

) K ={-5-2}
m) K ={-2;3}
8.9

a) K = {+1;+2},

b) K = {+2},
8.10

a) K = {£3},

b) K ={-3},

c) K= {3},

d) £ ={-1},

e) K ={-4},

f) K={3},

g) K ={=£1; 3},

h) €= {-1},
8.11

a) i =08,

b) i = 0,033,

¢) n = 15,003,

c) K =0,

d) K = {+3}
i) K={3}

i) K={2},

k) K ={=£1; 2}
) €={1},

m) K =0,

n) K ={—4;-2}
o) K={0},

p) K ={0}

d) i = 0,035,

e) j =0,053; j = —8,0528,

f) =3 176,304.



163

8 APENDIX

8.12

~ ~—  ~— ~— =

a) K= (2;00),

~ R
..IA./ S
~
. D 8
= S *
© oo b= ho
— _ S _
_ S ~__
~—
) D) D)
D —~ —~ —~
— o\ — ~F
=< < -
— .- .~ N .~ —~ —
5 % 8 8 %3 8 2%
_ _ _ _ L3 _ o _
~— ~—r ~— — ~—
I Il Il I Il I I I
RORRR R
—~ —~ —~ —~ —~
S -
<~ &
U ~
- — D)
T~ O_O - —~ -
SR = . T @
e o .
o 8 = = ™
! D T
~— = ~— ~— —~— = ~— —~—
I I I I I I I I
ROR R ROR R
T T e e @mE = @

2. K= (—00;—2)U(2;00),

(0; 1),

2. K= (—00;0)U(1;00),

K

1.

13 =S =
$ § 5
U )(()
— 85 o 8
s o d g o2
- n.Uy o D
8 =im & 8 8 =
4 Lsl s
[ I Il Il
N = 2R R R
— ™ — —
. =g

Py —~ | =
P e

2 . R E &
>y 2 = 1 =
= ° =2 32
2 S o527 @
S 22 e s
BT = 8 S8 & 3
e sl oL L0
N [ N
2RRR RR R
N N T TP S A

(—o0;—3) U (—1;0) U

2. K =(-3;—1).

1. K= (=2;2),
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8.14

a) [z,y] = [2,3], b) [a1, w5] = [4, 6],

c) [z, y] = [5,6], d) o1, 25] = [=1,2],

e) [z, y] = [=3,4], £) [z, 2] = 2, 1],

g) [z1, xa, 3] = [3, —1, 2], h) ststava nem4 riesenie,

i) [21, 9, x3] = [H8t,3+2t,—2+11t], t € R, j) [z, y, 2] =[-11t,—1—12t, Tt],t €R,

k) ststava nem4 riesenie,

8.15
ax- {3
) K ={0},
) K ={4},
- {-5)
8.16

c) n=129,
d) n=28,62,
8.17
a) 3, c) 0,
1
_ d) —=
b) —1, ) —5
8.18
a) 4, c) 3,

D) [z,y,2] =
e) K={2},
f) K= {_2}7
g) K={=£1},
h) K = {£1}.

(—1,4,0].
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8.19
a) 16, d) 25,
b) 4, e) b,
1 1
il T
<) 61 ) 125
8.20
1 1
z b) —=
a) 27 ) 27
8.21
2 2
o V2 by V2
2 2
8.22
5)
a) % + 2k, &7 + 2k,
b) 4 %k, Sn 4 2k
1 T T,
7 11
c) 6" + 2k, <7 + 2k,
5 7
d) d + 2k, Y + 2k,
8.23
n 5)
a’) §7 b) 671',
c) 0,
8.24
12k+1 12k+5 4k+3
a) T, T, T,
6 6 2

b)

e, i) 2
e !, k) —1;9,
6, 1) 7
V3 e) -1,

2 )
1, f) 0
1 e) —1,

27
0, f) 1
2k,

5
g + 2km, §7r + 2km,
2 4
§7T + 2km, §7T + 2km,
3 5
Zﬂ' + 2k, ZT{' + 2k,
LB f) =m
il
27
126+1  12k+5 2k+1
, , ,
6 6 2
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6k 1+ 1 6k +1
c) km, 5T g) 5T
4k +1
Q) ke, 2L py 1267 121l
6 6
2k +1
e) 2km, i T, o 4k —1
2 i) 5T
4k +1
8.25
a) K= {-14;6}, c) K={-2;10}, e) K={-3;7},
b) K ={-3;1}, d) £ ={-6;3}, f) K ={-1,5;54}.
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