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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Riesenie sistavy linearnych rovnic

Pojem sdstavy linearnych rovnic

Nech m, n € N. Sastavu rovnic

alxy + apxo + ... + ainxn = b
aix1 + axxe + ... + aymxp = b

(1)
amX1 + amexo + ... + amnXn = bm

nazyvame ststavou linearnych algebrickych rovnic. Cisla aj;

nazyvame koeficientami sistavy, xi,x2, ..., X, nazyvame
neznamymi a by, by, ..., by, absolatnymi Elenmi (pravymi stranami)
slstavy.

Zapis v maticovom tvare:
A-Xx=b



Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
00000

Riesenie sistavy linearnych rovnic

Matica shstavy a rozsirena matica sustavy

Maticu utvorent z koeficientov

all a2 ... dln
A — ani a»o ... don
dml dm2 .- Amn

nazyvame maticou ststavy. Maticu utvoreni z matice sistavy A a
vektora pravej strany b = (by, by, ..., bm) "

aill a2 ... dln b1

— a a ... a b
A*:(A|b): 21 22 2n 2
ami am2 --- amn | bm

nazyvame rozSirenou maticou sistavy.
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Riesenie sistavy linearnych rovnic

Matica shstavy a rozsirena matica sustavy

2x1 + 2x0 — x3 + x4 = 4

dx1 + 3x — x3 + 2x4 = 6

8x1 + 5x — 3x3 + 4x4 = 12

3x1 + 3x — 2x3 + 2x4 = 06
2 2 -1 1 2 2 -1 1| 4
- 4 3 -1 2 . - 4 3 -1 2| 6
A= 8 5 -3 4 A= (] B) = 8 5 -3 412
3 3 -2 2 3 3 -2 2| 6
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Riesenie sistavy linearnych rovnic

Sdastava v maticovom tvare

2x1 + 20 — x3 + xa = 4
4x1 + 3x — x3 + 2x4 = 06
8x1 + b5xo — 3x3 + 4xu = 12
3x1 + 3x — 2x3 + 2xy4 6
2 2 -1 1 X1 4
4 3 -1 2 X0 - 6
8 b -3 4 X3 - 12
3 3 -2 2 X4 6
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
0oo0e

Riesenie sistavy linearnych rovnic

Riesenie sistavy

Riesenim sustavy linearnych algebrickych rovnic (1) nazyvame taky
vektor @ = (a1, az, ..., ) T, ktory vyhovuje rovnici A - @ = b.

2 2 -1 1 1 4
4 3 -1 2 1| | 6
8 5 —3 4 -1 |
33 22 ~1 6

Sastava (1):
@ ma prave jedno riesenie,
@ ma nekoneéne vela riegenti,

@ nema riesenie.
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Ekvivalentné Gpravy rovnic

Nech sastava S; vznikla zo sistavy S; niektorou z nasledujicich
aprav:

@ zmena poradia rovnic,

@ vynasobenie rovnice nenulovou konstantou,

© pripocitanie linearnej kombinacie inych rovnic k niektore;j
rovnici.

Potom siistavy S; a Sp maji rovnaki mnozinu rieseni.

Ekvivalentné Gpravy rovnic uvedené v predoslej vete sii totozné s
ekvivalentnymi riadkovymi Gpravami matic. Z toho plynie, ze staci
upravovat namiesto sistavy rovnic rozsireni maticu sdstavy.
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacnad metdda - algoritmus

Algoritmus

1. Nahradime sistavu linearnych algebrickych rovnic rozsirenou
maticou sdstavy.

2. Pomocou ekvivalentnych riadkovych dprav upravime maticu na
stupnovity tvar.

3. Ak existuje rieSenie ststavy, vyjadrime ho v tvare vektora.
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 1.

Priklad:

2x1 + 22 — x3 + x4 = 4

dx1 + 3x — x3 + 2x4 = 06

8x1 + 5x — 3x3 + 4x4 = 12

3x1 + 3x — 2x3 + 2xy 6
2 2 -1 1] 4

. | 43 -1 2,6

A= ()8 = 8 b —3 4|12
33 -2 2| 6
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 1.

2 2 -1 1] 4\-Ry /-1 -1 1 —-1]-2
| 43 -1 26 N 4 3 -1 2| 6 |+4R _
8 5 —3 4|12 8 5 —3 4] 12 |+8R;
33 -22|6 3 3 -2 2| 6/+3R
-1 -1 1 —-1]-2 -1 -1 1 -1]-2
| o -13 —2|-2 [ o -1 3 —2|-2 _
- 0 -3 5 —4|—-4 |-3R, 0 0 -4 2| 2 |s”
0 01 -1/ 0 0 0 1 —-1| 0/s
-1 -1 1 —-1|-=2 -1 -1 1 —-1]-2
| o -1 3 —2|-2 | o -13 —2]-2
“l o o0 1 -1] 0 “1 o 01 -1/ 0
0 0 —4 2| 2 /+4Rs 0 00 —2| 2
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 1.

X1 — X2 + X3 — X = —2
— X2 + 3X3 — 2X4 = -2
x3 — x4 = 0
— 2xq4 = 2 = x5 =—1
Z tretej rovnice dostavame x3—Xx4 =0 = x3=-—1.
Z druhej rovnice dostadvame  —xo +3x3 —2x4 = —2 = xp = 1.
Z prvej rovnice dostdvame —x3 —xo+x3— x4 = —2 = x3 = 1.

Riesenim sustavy je vektor x = (1,1, -1, 1) ".
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Frobeniova veta

Nech A je matica sustavy a A* je rozSirena matica sustavy (1).
Sastava (1) ma riesenie vtedy a len vtedy, ak h(A) = h(A*). Dalej
plati:
© Sdstava (1) ma prave jedno rieSenie vtedy a len vtedy, ak
h(A) = h(A*) = n.

@ Sastava (1) ma nekonecne vela rieseni vtedy a len vtedy, ak
h(A) = h(A*) < n.

V pripade ak h(A) # h(A*), sastava (1) nema rieenie.
V pripade, ak ma siistava nekonecne vela rieseni, je pocet volnych
premennych n — h(A).
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 1.

2 2 -1 1| 4 -1 -1 1 —-1|-2
A*— 4 3 -1 2| 6 - - 0 -1 3 —-2|-2
8 b —3 4|12 0 01 -1 O
33 -2 2|6 0o 00 -2 2

h(A) =4 =h(A*)=n = sGstava ma prave jedno rieSenie
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacnad metéda — Priklad 2.

Priklad:

4 — 3x + 2x3 — x4 = 8
3x1 — 2x0 + x3 — 3xq4 = 7
2x1 — X 4+ bxg = 6
5 — 3x 4+ x3 — 8x4 = 1

4 -3 2 —-118
. -~ | 3 -2 1 3|7
A= (1) = 2 -1 0 516

5 -3 1 -8|1
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacnad metéda — Priklad 2.

4 -3 2 —1|8\—-R, 1 -1 1 2|1
ar_ | 3 21 =37 ~| 3 21 -3]7 |-3R _
2 -1 0 5|6 2 -1 0 5|6 |-2R
5 -3 1 -8|1 5 -3 1 -8|1/-5R,
1 -1 1 2] 1 1 -1 1 2 1
o 1 -2 -9 4 o 1 -2 —9| 4
“lo 1 -2 1] 4| =R~ 0 0 o0 10 0
0 2 —4 —-18| -4 J-2R, 0 0 0 O0f-12

h(A) =3 # h(A*) =4 = sGstava nema rieSenie
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 3.

Priklad:

2x1 — X2 + x3 + 2x4 + 3xs 2
6x1 — 3% + 2x3 + 4x4 + bxs = 3
6x; — 3x + 4x3 + 8x4 + 13xs = 9
4x; — 2x + x3 + x4 + 2x5 1

2 -1 1 2 3|2

— 6 -3 2 4 5|3

* _ _
A= (]| 8 = 6 -3 4 8 13|9
4 -2 11 2|1
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 3.

A* =

2
0
0
0

&

&Q
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 3.
2
0
0
0

h(A) = h(A*) =3 == sGstava ma rieSenie

O O = =
O = NN
o O bW
O O W N

n=>5>h(A)=3 = sastava ma nekonecne vela rieseni

n—h(A)=5—-3=2 je pocet volnych premennych
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Gaussova eliminacna metéda

Gaussova eliminacna metéda — Priklad 3.

2x1 — X0 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2
x3 + 2x4 + 4xs = 3
X4 0 = x3=0

Nech x5 = t a x; = s, z druhej rovnice dostdvame
x3+x4+4x5 =3 = x3=3—4t
Z prvej rovnice dostavame

21— X0 +x3+2x4+3x5 =2 = xp=1—1t+2s

Riesenim sustavy je vektor

X =(s,1—t+2s,3—4t,0,t) pres,tcR
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Cramerovo pravidlo

Suastavy linearnych rovnic so Stvorcovou maticou sistavy

Pre n € N majme ststavu n algebrickych rovnic o n neznamych
aix1 + axe + ... + aixs = b
a1x1 + axxe + ... + amxs = b
(2)
anix1 + amxe + ... + amxp = by

Sastava (2) ma prave jedno rieSenie vtedy a len vtedy, ak je matica
sustavy regularna.

Monika Molnarova Ziklady linedrnej algebry



Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo

Nech D # 0 je determinant matice sastavy (2). Nech D; je
determinant matice, ktora vznikla z matice ststavy nahradenim
i-tého stlpca vektorom pravej strany. RieSenim sistavy (2) je vektor
X = (x1,X2, ..., %,) ", kde
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo — Priklad 1

Priklad:

6x1 + 3x — 2x3 = 2
X1 — 3x + 2x3 =
2x1 — 6x + 4x3 = 9

(6]

6 3 —2
D=|1 -3 2|=0
6 4

D=0 == matica sGstavy je singularna —
nemdzeme pouzit Cramerovo pravidlo

Monika Molnarova Ziklady linedrnej algebry



Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo — Priklad 2

Priklad:

X
&

\
w
S
4
N
&

Il
o

6 3 -2
D=|1 -3 2|=-35
2 1 1

D #0 = matica ststavy je regularna
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo — Priklad 2

6 3 —2 2

A=|1 -3 2 b=| 5

2 1 1 9
2 3 -2 6 2 -2 6 3 2
Di=|5 -3 2 D=|15 2 D;=|1 -3 5
9 1 1 2 9 1 2 19
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo — Priklad 2

Stistava ma prave jedno riesenie X = (x1, x0, x3) ', kde

D; —35 1
N =B e0emesm = — =
' D —35
D, —70 5
X = — = — =
"D —35
Dy _ 175 _
2o =—m — = ————— =
"D —35
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Riesenie sistavy ako maticovej rovnice

Riesenie sistavy ako maticovej rovnice

Priklad:
X1 — 4-X2 - 3X3 1
X1 — 5X2 — 3X3 =0
—x1 + 6xo + 4x3 1
1 -4 -3 X1 1
1 -5 -3 0 X2 0
-1 6 4 X3 1
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Riesenie sistavy ako maticovej rovnice

Riesenie sistavy ako maticovej rovnice

A-x=b
ak A je regulama = 3J A7l
= Al A.x=A1b
= E.-x=A"1.b
= x=A"1.b
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Nehomogénne sistavy linearnych rovnic
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Riesenie sistavy ako maticovej rovnice

Riesenie sistavy ako maticovej rovnice

1 -4 -3\ '/1
X = 5 -3 -
-1 6 4 1
2 23 1
= 1 -1 0 0| =
1 21 1
5
= 1
0
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

NEL ]

Priklad 1:

V tabulke je uvedena Easova narocnost na vyrobu troch modelov A,
B a C urcitého vyrobku na jednotlivych vyrobnych linkach:

I|nka ‘ B ‘ C

40 min. | 30 min. | 25 min.
2 25 min. | 20 min. | 20 min.
3. 10 min. | 10 min. | 5 min.

) Vypoéitajme, kolko kusov vyrobkov modelu A, kolko kusov
modelu B a kol'ko kusov modelu C je potrebné vyrobit za
tyzden, ked pre 1. linku mame tyzdenne k dispozicii 4 500
minat, pre 2. linku 3 050 minat a pre 3. linku 1 200 minat,
pricom chceme vyuzit celt ¢asovi kapacitu.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak odstavime 3. linku?
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — a)

40x + 30y + 25z = 4500
25x + 20y + 20z 3050
10x + 10y + 5z = 1200

40 30 25 | 4500
A*=(A|b)=| 25 20 203050
10 10 5| 1200
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — a)

40 30 254500
A*= 1 25 20 20| 3050
10 10 5 |1200

1l|—o| o =
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — a)

40 30 254500 % 8 6 5900
A*=| 25 20 203050 -§z 5 4 4[610 |-2R; =~
10 10 51200 /-% 2 2 11240
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — a)

40 30 2514500 \-i 8 6 5900
A = [ 25 20 203050 1. 5 4 4[610 |-2R; =~
10 10 51200 § 2 2 1240
1 0 21130
~| 8 6 5[900 |-8R;
2 2 1240 /2R,
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 - a)
40 30 254500 % 8 6 5900
A*=| 25 20 203050 §% 5 4 610 |—2R; ~
10 10 51200 /-% 2 2 11240
1 0 2130 10 2] 130
~| 8 6 5[900 |-8R;~| 0 6 —11|-140 | =~
2 2 1|240 /2Ry 0 2 -3| -20 /s
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 - a)
40 30 254500 % 8 6 5900
A*=| 25 20 203050 §% 5 4 610 |—2R; ~
10 10 51200 /-% 2 2 11240
1 0 2130 10 2] 130
~| 8 6 5[900 |-8R;~| 0 6 —11|-140 | =~
2 2 1|240 /2Ry 0 2 -3| -20 /s

10 2 130
~| 0 2 3| -20
0 6 —11|—140 /-3R»
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Ekonomické aplikacie siistav
00®0000000

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — a)

40 30 254500 % 8 6 5900
A*=| 25 20 203050 §% 5 4 610 |—2R; ~
10 10 51200 /-% 2 2 11240
1 0 2130 10 2] 130
~| 8 6 5[900 |-8R;~| 0 6 —11|-140 | =~
2 2 1|240 /2Ry 0 2 -3| -20 /s
10 2| 130 1 0 2| 130
~| 0 2 —=3| —20 ~[ 0 2 —-3|-20
0 6 —11|—140 /3R, 0 0 —2|-80
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Ekonomické aplikacie siistav
00®0000000

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — a)

40 30 254500 % 8 6 5900
A*=| 25 20 203050 §% 5 4 610 |—2R; ~
10 10 51200 /-% 2 2 11240
1 0 2130 10 2] 130
~| 8 6 5[900 |-8R;~| 0 6 —11|-140 | =~
2 2 1|240 /2Ry 0 2 -3| -20 /s
10 2| 130 1 0 2| 130
~| 0 2 —=3| —20 ~[ 0 2 —-3|-20
0 6 —11|—140 /3R, 0 0 —2|-80

h(A)=3=h(A")=n =
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 - a)
40 30 254500 % 8 6 5900
A*=| 25 20 203050 §% 5 4 610 |—2R; ~
10 10 51200 /-% 2 2 11240
1 0 2130 10 2] 130
~| 8 6 5[900 |-8R;~| 0 6 —11|-140 | =~
2 2 1|240 /2Ry 0 2 -3| -20 /s
10 2| 130 1 0 2| 130
~| 0 2 —=3| —20 ~[ 0 2 —-3|-20
0 6 —11|—140 /3R, 0 0 —2|-80

h(A)=3=h(A*)=n = x=(50,50,40)"
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

40x + 30y + 25z = 4500
25x + 20y + 20z = 3050

« _ nim (40 30 25]4500
A (A|b)<25 20 203050)
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

ax_ (40 30 254500 ).
~\ 25 20 203050

Q=01 =
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

25 20 20| 3050

A* — ( 40 30 254500 )

SIS
%
7 N\
(62 e0)
B O
B O
S ©
= O
o O
N—
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

25 20 20| 3050

A* — ( 40 30 254500 )

SIS
%
7 N\
(62 e0)
A~ o

5 | 900 _
41610 /8—5R;
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

25 20 20| 3050

v 40 30 254500 \.+ (8 6 5900 ~
- ~“\5 4 4|610 )]8—5R
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

1
A*_<4o 30 2545oo>?%
5

8 6 51900 ~
25 20 20 | 3050 5 4 4]610 /8—5R;
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Ekonomické aplikacie siistav
0000@00000

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 1 — b)

1
A*_<4o 30 2545oo>?%
5

8 6 51900 ~
25 20 20 | 3050 5 4 4]610 /8—5R;

x = (—30+2t,190 — 2¢t, t)" pre t €< 15,54 > pérne =
t € {16,18,...,54}
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Ekonomické aplikacie siistav
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Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2

Priklad 2:

V tabulke st uvedené naklady na pracovna silu, naklady na material
a néklady na reklamu pri vyrobe troch modelov hodiniek:

model pracovna sila ‘ material ‘ reklama

A 10€ 15 € 5€
6 € 2€
12€ 16 € 8 €

) Vypoéitajme, kolko kusov hodiniek modelu A, kolko kusov
modelu B a kolko kusov modelu C je potrebné vyrobit za
tyzden, ked na pracovni silu mame tyzdenne k dispozicii
620 €, na material 750 €a na reklamu 330 €, pri¢om chceme
vyuzit vietky na to vyhradené peniaze.

b) Ako by sa zmenila vyroba, ak peniaze na reklamu vyuzijeme na
iny acel?



Ekonomické aplikacie siistav
0000008000

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — a)

10x + 8y + 12z = 620
15x + 6y + 16z = 750
5 + 2y 4+ 8z = 330

10 8 12620
A*=(A|b)=| 15 6 16750
5 2 8(330
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Ekonomické aplikacie siistav
0000000800

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — a)

10 8 12 |620
A =1 15 6 16| 750
5 2 8330

Q
Q
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Ekonomické aplikacie siistav
0000000800

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — a)

10 8 12| 620 5 2 81| 330
A*=1| 15 6 16|750 | ~ ~ 0 1 —1|-10
5 2 81330 0 0 1 30
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Ekonomické aplikacie siistav
0000000800

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — a)

10 8 12| 620 5 2 81| 330
A*=1| 15 6 16|750 | ~ ~ 0 1 —1|-10
5 2 81330 0 0 1 30

h(A)=3=h(A")=n =—
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Ekonomické aplikacie siistav
0000000800

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — a)

10 8 12| 620 5 2 81| 330
A*=1| 15 6 16|750 | ~ ~ 0 1 —1|-10
5 2 81330 0 0 1 30

h(A)=3=h(A*)=n = x=(10,20,30)"
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Ekonomické aplikacie siistav
0000000080

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — b)

10x + 8y + 12z = 620
15x + 6y + 16z = 750

e nim (10 8 12620
A(Ab)(w 6 16750)
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Ekonomické aplikacie siistav
000000000e

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — b)

10 8 12620

*
A= 15 6 16| 750

Q
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Ekonomické aplikacie siistav
000000000e

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — b)

Ar_ (10 8 12[620) (5 4 6]310
~\15 6 166|750 ) "7 L0 3 1| 9
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Ekonomické aplikacie siistav
000000000e

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — b)

Ar_ (10 8 12[620) (5 4 6]310
~\15 6 166|750 ) "7 L0 3 1| 9

h(A)=2=h(A")<n=3 =—
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Ekonomické aplikacie siistav
000000000e

Ekonomické aplikacie sistav

Priklad 2 — b)

Ar_ (10 8 12[620) (5 4 6]310
~\15 6 166|750 ) "7 L0 3 1| 9
h(A)=2=h(A*)<n=3 —

(—46 + Xt £, 90 —3t)" pre t €< 17,30 > delitelné 5
= t € {20,25,30}

Y:
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Homogénne sistavy
©000000
Homogénne sistavy linearnych rovnic

Riesenie homogénnej ststavy

Pre n € N majme ststavu m algebrickych rovnic o n neznamych
aitx1 + anxe + ... + aipxp = 0
anxy + axmxe + ... + ayxp = 0
(3)
amix1 + ampx> + ... + amnxp = 0

Kedze v tomto pripade h(A) = h(A*), ma ststava (3) vzdy aspon
jedno (trivialne) riesenie. Podla Frobeniovej vety mézu nastat
nasledujtce pripady

O h(A)=n = x=(0,0,...,0)" je jediné riesenie sastavy (3).
@ h(A) < n = ma sustava (3) nekoneéne vela rieseni.
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Homogénne sistavy
0®00000

Homogénne sistavy linearnych rovnic

Homogénna sastava — priklad 1.

Priklad:

X1 + x — x3 + xx = 0
2x1 + x2 + x3 — 3x4 = 0
x1 + 2 — 3x3 + x32 = 0
2x1 + 3 4+ 4x3 — x4 = 0

-1 1 -1 1

-2 1 1 -3

A= 1 2 -3 1

2 3 4 —1
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Homogénne sistavy
00®0000

Homogénne sistavy linearnych rovnic

Homogénna sastava — priklad 1.

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
A | 21 1 -3 |-2R 0 -1 3 -5 9
12 -3 1| +R 0 3 —4 2 |+3R,
2 3 4 -1 /42R; 0 5 2 1/+45R,
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
B 0 -1 3 -5 ~ 0 -1 3 -5
- 0 0 5 —13 - 0 0 5 —13
0 0 17 —24 /5—17R;s 0 0 0 101

h(A) = n =4 = sustava ma jediné riesenie X = (0,0,0,0)"
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Homogénne sistavy
000@000

Homogénne sistavy linearnych rovnic

Homogénna sastava — priklad 2.

Priklad:

3xq — x0 — 2x3 + x3 + 8xs = O
91 — 3% + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0
3x1 — X2 4+ 2x3 + 3x4 + 2x5 = 0
3x1 — X0 4+ 4x3 + 4x4 — x5 = 0

3 -1 -2 1 8

9 -3 4 8 9

A= 3 -1 2 3 2

3 -1 4 4 -1
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Homogénne sistavy linearnych rovnic

&Q

Q

Homogénna sastava — priklad 2.

-1 -2 1
-3 4 8
-1 23
-1 4 4
-1 -2 1
0 10 5
0 4 2
0 6 3
-1 -2 1
0 21
0 21
0 21

8
=&
=8
=&

Homogénne sistavy
0000000

%

W=\ O =

R
—R,
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Homogénne sistavy
000000

Homogénne sistavy linearnych rovnic

Homogénna sastava — priklad 2.

3 -1 21 8
o o 21 -3
“lo o 00 o

0 0 00 O

n=5>h(A)=2 = sistava ma nekonecne vela rieseni

n—h(A)=5—-2=3 je pocet volnych premennych
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Homogénne sistavy
000000@

Homogénne sistavy linearnych rovnic

Homogénna sastava — priklad 2.

3x1 — x» — 2x3 + x4 + 8xs = 0
2x3 + x4 — 3x5 = 0

Nech x; = s, x3 = t a x5 = u, z druhej rovnice dostavame
2x3+x4 —3x5 =0 = x4 =3u—2t
Z prvej rovnice dostavame

3x1 — X0 —2x3+x4+8x5 =0 = xo=3s—4t+ 11lu

Riesenim sistavy je vektor

T

X =(s,3s —4t+ 11u,t,3u —2t,u) pres,t,u e R
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Siastavy s parametrom
©0000000000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastavy s parametrom v Stvorcovej matici ststavy — algoritmus

Algoritmus

Vypocitame determinant matice siistavy.

2. Polozime determinant rovny nule a vyriesime vzniknuta
algebricki rovnicu.

3. Korene tejto rovnice postupne dosadime do sistavy, ktori
nasledne vyriesime pomocou Gaussovej eliminacnej metddy.

4. Pre vsetky ostatné hodnoty parametra je determinant rézny
od nuly a teda sistava ma prave jedno riesenie. Toto riesenie
najdeme pomocou Cramerovho pravidla.
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Siastavy s parametrom
0@000000000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 1.

Priklad:
X1 + Xo + axz =
x1 + ax + x3 = 1
axy + X2 + X3 =
1.
1 1 a
D=1 a 1|=-3a>+33a-2
a 11
2.

—a°4+3a-2=0 & (a—1*)a+2)=0 <

& a=1 V a= -2
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Siastavy s parametrom
00®00000000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 1.

3. o Necha=1

x1 + Xo 4+ axz3 = 1
x1 + axx + x3 = 1 — x1t+x+tx3=1
axis + x + x3 =1

n=3>h(A)=1 = sistava ma nekonecne vela rieseni

n—h(A)=3—-1=2 je pocet volnych premennych
Nech x; =saxx=t = x3=1—s—1t
RieSenim sustavy je vektor

X=(s,t,1—s—1t)" pres tcR
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Siastavy s parametrom
000@0000000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 1.

@ Nech a = -2
x1 + x — 2x3 =1
x1 — 2% + x3 =1
2x1 + x2 + x3 =1
1 1 —2|1 1 1 -2 |1
A* = 1 -2 1)1 —R =~ 0 — 310 ~
-2 1 11 /2R 0 3 3|3 /+R
1 1 2|1
~ 0 -3 310
0 0 0|3

h(A) =2 # h(A*) =3 = sustava nema rieSenie
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Siastavy s parametrom
0000@000000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 1.

4. Necha#1laa# -2

X1 + Xo + axz = 1

x1 + axx + x3 =1

axy + Xxo + X3 = 1

1 1 a 1

A=|1 a1 b= 1

a 1 1 1
1 1 a 1 1 a 1 1 1
D1: 1 a1 D2: 1 1 1 D3: 1 a1
1 11 a1l 1 a 11
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Siastavy s parametrom
00000@00000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 1.

Stistava ma prave jedno riesenie X = (x1, x0, x3) |, kde

D, —(a—1)? 1
)G = — = fr—
T D —(a—12(a+2) a+2
D, —(a—1)? 1
O — fr—
"D —(a—12(a+2) a+2
D —(a—1)? 1

D —(a—1)2(a+2) a+?2
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Siastavy s parametrom
00000080000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 2.

Pomocou Gaussovej eliminacnej metddy rieSime shstavy
@ parameter vystupuje len vo vektore pravej strany

@ matica slstavy nie je Stvorcova

Priklad:

127 — 6x0 + 9x3 + 21lx4 = 3+a
11x; — 5% + 10x3 + 24x4, = 1+a
1 — 3x + 7Tx3 + 17xq = a
8X1 — 6X2 — X3 — 5X4 = 9
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Siastavy s parametrom
0000000e000

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom - priklad 2.

12 -6 9 21|3+a\-R
ar_ | 11 -5 10 24|1+a N
7 -3 7 17| a
8 6 -1 -5| 9

1 -1 -1 -3| 2
11 -5 10 24|1+a |-11R
7 -3 7 17| a | -TR
8 6 -1 5| 9/ -8R
1 -1 -1 -3 2
0 6 21 57|a-21 |5
0 4 14 38|a-—14
0 2 7 19 7 )5
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Siastavy s parametrom
00000000800

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 2.
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Siastavy s parametrom
00000000080

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 2.

@ Nech a#0

h(A) =2 # h(A") =3 == sGstava nema rieSenie
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Siastavy s parametrom
0000000000@

Sastava linearnych rovnic s parametrom

Sastava s parametrom — priklad 2.

@ Nech a=0

h(A) =h(A*) =2 == s(stava ma rieSenie
n=4>h(A)=2 = sistava ma nekonecne vela rieseni

n—h(A)=4—-2=2 je pocet volnych premennych

X1 — X2 — Xx3 — 3x4 = 2

2xp + x3 + 19 = -7
Nechxz3=saxs=t = xo=2%(—7—7s—19t)
= x3=1(-3—5s—13t)

Riesenim sustavy je vektor

1 1
x = (5(-3-5s—131), 5(~7~7s—191),s, t)! pres,teR
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Dakujem za pozornost.

Monika Molnarova Ziklady linedrnej algebry
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