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Uvod

Tato ucebna pomocka je uréena pre studentov druhého roc¢nika bakalarskej formy studia na
Fakulte elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity v Kosiciach (FEI TU), ale moze
posluzit aj studentom inych fakult.

Ucebnica je rozdelend do piatich kapitol, ktoré obsahuju zakladné teoretické poznatky
potrebné k rieSeniu prikladov, vzorové rieSené aj neriesené ulohy k ucivu, ktoré je preberané
v predmete Matematika III.

Cielom tejto u¢ebnej pomdcky nebolo podat uceleny teoreticky prehlad rieSenej proble-
matiky, preto je vhodné kombinovat pouzivanie tejto ucebnice s vysokoskolskou ucebnicou
Matematicka analyza II autorov Jozef DZurina, Anna Grincova a Viktor Pir¢ aj s volne do-
stupnymi e-learningovymi materidlmi Katedry matematiky a teoretickej informatiky FEI TU
v Kosiciach.

Na zéaver dakujeme RNDr. Miriam Andrejiovej, PhD. a doc. RNDr. Viktorovi Pir¢ovi CSc.
za starostlivé precitanie rukopisu a za cenné pripomienky, ktorymi prispeli k zlepSeniu textu
tejto ucebnice. Zaroven sa chceme vopred ospravedlnit za mozné jazykovo-Stylistické chyby,

pretoze dany text nepresiel redakénou ani jazykovou tpravou.
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1 Nekonecné ciselné rady

1.1 Pojem nekonec¢ného ¢iselného radu a jeho siicet

Definicia 1.1. Nech {a,}32, je postupnost redlnych ¢isel. Potom vijraz

oo
g an:a1—|—a2+...+an+...
n=1
nazyvame nekonecény c¢iselny rad, kde cislo a, nazgvame n—tym clenom nekonecného cisel-

ného radu.

Definicia 1.2. Postupnost {s,}°°, definovani s; = a1, so = aq + az, S3 = a; +as +as, ...,

Sy = a1 + as + - - - + a, nazyvame postupnost éiastoénijch sidctov.

Definicia 1.3. Ak ezistuje koneénd limita s = lim s, tak ¢islo s nazijvame suctom radu
n—oo

[e.e] oo oo
> a, a hovorime, Ze rad »_ a, je konvergentny. Oznacujeme s = Y a,.
n=1 n=1 n=1

o0

Definicia 1.4. Ak neexistuje koneénd limita lim s,, tak je rad > a, divergentny.
n—oo n=1

Definicia 1.5. Ak je nekonecny ciselny rad Y |a,| = |a1|+|az|+- - -+|an|+- - - konvergentny,

n=1

o
tak hovorime, Ze nekoneény ciselny rad Y a, je absolitne konvergentny.
n=1

Definicia 1.6. Ak je nekonecny ciselny rad . a, konvergentny a rad Y |a,| je divergentny,
n=1 n=1

o
tak hovorime, Ze nekoneény ¢iselny rad . a, je relativne konvergentny.
n=1

Veta 1.1. Ak je rad ) a, absolitne konvergentny, tak je rad > a, konvergentny.

n=1 n=1

Veta 1.2. Nutnd podmienka konvergencie nekonec¢ného ciselného radu

Ak je rad ) a, konvergentny, tak lim a, = 0.
n=1 n—oo
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[e.9]

1
Priklad 1.1. Ndjdime siucet radu Z e ——T
“—~n°+ 3n +

o s . v - 1 . . . . . . ,
RieSenie: n-ty clenradu a, = ;575,75 je v tvare rydzoracionalneho vyrazu a preto je vhodné

rozlozit ho na sucet elementarnych zlomkov. Dany rad je potom mozné upravit na tvar

- 1
Zn2+3n+2 Z<n+1 n+2)’

Na zaklade Definicie vytvorime n—ty ¢lasto¢ény sucet s, = a; + as + -+ - + a, a v iom

vy¢éislime niekol'ko prvych a niekolko poslednych ¢lenov.

Vsimame si rovnaké menovatele a vidime, ze niektoré ¢leny sa odéitaju (oznacené farebne).
Druhy ¢len zatvorky sa odcita s prvym ¢lenom nasledujicej zatvorky. K tomu, aby sme ¢leny
odcitali, potrebujeme dve po sebe idice zatvorky. Dalsie skrtnuté Cleny sa od¢itaju s ¢lenmi v
nasledujucich, resp. predchadzajicich zatvorkach. Preto po tprave n—tého ¢iasto¢ného sictu

(ostavaju iba tu¢né ¢leny) dostaneme

Na zéklade Definicie [I.3] je sucet radu

. . 1
s=lims,= lim | - — = —.
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> 4
Priklad 1.2. Ndjdime sicet radu Z T dn 3 — 3
n n —

n=2

RieSenie: n-ty clen radu a, = ;

vhodné rozlozit ho na sucet elementarnych zlomkov. Dany rad je potom mozné upravit na

m je v tvare rydzoraciondlneho vyrazu a preto je

tvar
dn? +4n -3 —\2n-1 2m+3)°

Na zéklade Definicie vytvorime n-ty ¢iasto¢ny sucet s, = a; + as + -+ + a, a v hom

vy¢islime niekol'ko prvych a niekolko poslednych ¢lenov.

Vsimame si rovnaké menovatele a vidime, Ze niektoré ¢leny sa odéitaju (oznacené farebne).
Druhy ¢len prvej zatvorky sa od¢ita s prvym ¢lenom tretej zatvorky atd. K tomu, aby sme
¢leny odcitali, potrebujeme tri po sebe idtce zatvorky. Dalsie gkrtnuté Cleny sa odcitaju s
¢lenmi v nasledujicich, resp. predchadzajicich zatvorkach. Preto po uprave n—tého ¢iastoc-
ného suctu (ostavaju iba tucné ¢leny) dostaneme

1 1 1 1
T3 E T 1 213
Na zaklade Definicie [1.3] je stcet radu
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[e.9]

Priklad 1.3. Ndjdime siucet radu Z

n=3

—2
nd—n’

—2
n3—n

RiesSenie: n-ty ¢len radu a, = je v tvare rydzoraciondlneho vyrazu a preto je vhodné

rozlozit ho na stcet elementarnych zlomkov. Dany rad je potom mozné upravit na tvar

= =2 > 1 2 1
nzzgn?’—n:nzzzs(_n—l—i_ﬁ_n—l—l)'

Na zaklade Definicie vytvorime n—ty ¢iastoény sacet s, = a; +as + -+ + a, a v hom

vy¢islime niekol'ko prvych a niekolko poslednych ¢lenov.

(33D

(D)
+(-f+3-D)+
SRR

n 1 +2 1
—1 n n+1)°

Vsimame si rovnaké menovatele a vidime, zZe niektoré éleny sa odéitaju (oznacené farebne).
Treti ¢len prvej zatvorky sa odéita s druhym ¢lenom druhej zatvorky a s prvym c¢lenom tretej
zatvorky, atd. K tomu, aby sme ¢leny odéitali, potrebujeme tri po sebe idice zatvorky. Dalsie
skrtnuté cleny sa odcitaju s ¢lenmi v nasledujucich, resp. predchadzajicich zatvorkach. Preto

po tprave n—tého ¢astoéného suctu (ostavaji iba tuéné cleny) dostaneme

1 2 1 1 2 1 1 1 1 1
sn=—5+t3 -3~ += - =——+
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Na zéaklade Definicie je sucet radu
0 0

n—oo n—o00 2 3

. . 1 1 1 1
s=lims,=lm | ——+ =+ — = ——.

Neriesené tulohy:

V nasledujucich tlohéch najdite sicet radu:

> 1

L nz_:l(n+1)(n+2)
> 1

2 ;(5n—4)(5n+1)
> 1

5 ;(zn—m(gnﬂ)
> 1
> 1

g ;n2+7n+12
> 1

6. ;n2+9n~|—20
> 1
> 1
> 1

9 ;n2+8n+15
> 1

10- ;n2+10n+24

- ;nz—?-?m

12. ;n2+§n+4
> 2

13- ;4n2+8n+3
= 3

14. ;9n2+3n—2
- 3

1o- ;9712—371—2

o0

7
16.
Z 49n? —Tn — 12

n=1

%l: %lqj Hl\il\] Slm Gl = Wl N~ O N

—_
—_

—_
w &

—
A}

—_

N | —

Wl
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17 z:: 4902 — ;m —10 %
18, g 49n? + ;171 - 10 %

- 3 7
9D G s %
20. ; ﬁ 5

- 6 5
2D G ens i

= 12 4
22 Z 36n2 — 12n — 35 5
23. ; n21_ : z
24 2 4n26— 9 %

- —1
2. ;(n—S)(n—ll) -1
20. nz n(n T 1;(711 ey %
T e ;
28. HZ::I (n2+3nj2)(n+3) é

- 1 1
D T i

- 2 1
0D m >
LS T 1

> 2 3
2 Y e 5

1.2 Harmonicky a geometricky rad

[ee]
Zovseobecneny harmonicky rad méa tvar ) ,%a pre a > 0. Tento rad je divergentny pre

n=1

a £ 1 a konvergentny pre o > 1. Specialnym pripadom zovseobecneného harmonického radu
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o0
pre o = 1 je harmonicky rad a méa tvar » % Tento rad je divergentny.
n=1

Geometricky rad ma tvar > a1q" = a; +aqtar?+- - +a "+, kde a; # 0. Tento rad
n=0
je konvergentny pre |¢| < 1 a divergentny pre |¢| = 1. Stucet nekoneéného geometrického

radu je s = {2, kde [¢| < 1.

o0

Priklad 1.4. Ndjdime sicet radu Z

n=>5

5
4n73'

Riesenie: Pre dany rad urc¢ime prvy ¢len a; a kvocient ¢. Prvy ¢len a; ziskame dosadenim

n = 5 do n-tého ¢lena radu

Kvocient g ur¢ime takto

5 5 -3
an+1 . An—2 An4—2 4 ]_

B an B 471573 B 4ni)73 B 4_2
Pretoze plati |¢| = ’}l‘ < 1, sucet tohto geometrického radu je
1—¢ 1-1 12

(e o] 2 n
Priklad 1.5. Ndjdime sicet rad -2 .
rikla djdime sucet radu Z( ) (3)

n=2

RieSenie: Pre dany rad urc¢ime prvy ¢len a; a kvocient ¢. Prvy ¢len a, ziskame dosadenim

2\* 4
ar=(=1) (3) 9
Kvocient g urcéime takto

_ten _ CD™E)TCDEDPE) ()2
N e O e U O N

Pretoze plati |¢| = ’—%’ < 1, sucet tohto geometrického radu je

n = 2 do n-tého ¢lena radu
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14
] o = 4" — 10"
Priklad 1.6. Ndjdime sucet radu g _
16n

n=1

RieSenie: n—ty c¢len radu je vhodné rozdelit na dve ¢asti a takto vytvorit dva nové jedno-

duchsie geometrické rady.

4" — 10" o= 47 10" = /1\" X /5\"
21—6"221_6"_;1_”:”:1(1) —Z(g)

n=1 n=1

V kazdom novom rade ur¢ime prvy ¢len a; a kvocient q.

o 1 n
Pre rad Z (Z) prvy ¢len a; ziskame dosadenim n = 1 do n-tého ¢lena radu
n=1

Kvocient ¢ ur¢ime takto

n+1 n 1
R OO
awn (3) (3) 4
Pretoze plati |q| = |i| < 1, sucet tohto geometrického radu je
1
_ w1 1
T T 1-173

Kvocient ¢ urcéime takto

Cam_ (7 @@ s

= 5\ 5\ - .
a (3) (2) 8
Pretoze plati |¢| = |§| < 1, sucet tohto geometrického radu je

5
aq 3 _5

S = = .
: (@ 3

|
|
[SIFN

~4n— 10"
Stucet povodného radu Z ST

n=1

wlot

urcime ako rozdiel s; — sy = %
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NerieSené tlohy:
V nasledujucich tlohéch najdite stucet radu:
=1 1
33. ;3—” 5
=5 5
34. ;3—” 5
% (1 1
35. nzl ( 3n) -3
% (o 9
36. ; ( 3n) -
37. i471192 g
n=0
38. i in 1
n=0 3n+
39. 3 i:j 27
= 5\" 5
40. ;(—1)” (?) -
= on+1 8
A1. 712%(—1)"3711 -
00 1\t 9
42, ;(—2)"—1 <§> =
- 1
B2 (- 5
/1 1 1
44, ; (37 T 5
= /1 1 5
45. ; (z_n ST S
4 — 3n 1
46. nzl = S
=\ 30— 2n 1
AT. ; - 5
=\ 5" 4 3" 3
48. ; 1‘5: y
© on | an 39
49. ZQ ;;3 =
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1.3 Kritérid konvergencie ciselnych radov

Veta 1.3. D’Alembertovo podielové kritérium
[e.e]

Nech > a, je nekoneény ciselny rad a nech ¥n € N plati, Ze a, # 0.
n=1

(a) Ak lim [*| < 1, tak je rad ) a, absolitne konvergentny.
n—00 m n=1

(b) Ak lim |*22L] > 1, tak je rad ) a, divergentny.
n— 00 " n—1

=1 /1\"
Priklad 1.7. Vysetrime konvergenciu radu Z — <—> .

—~n 2
RieSenie: n-ty ¢len radu je rovny a, = 1 ()" a (n+1) ¢len radu je rovny a,41 = 1 (%)HH.
Na zaklade D’Alembertovho kritéria dostavame

G ()" I n 1 ot
Z toho vyplyva, ze dany ¢iselny rad konverguje.
; . . = 3(n +2)!

Priklad 1.8. Vysetrime konvergenciu radu Z =

n=1
Riesenie: n—ty ¢len radu je rovny a, = 3(’;2)! a (n+ 1) ¢len radu je rovny a,.; = %
Na zaklade D’Alembertovho kritéria dostavame

3(n+3)(n+2)!
: an+1 T N5 T n+3_
Ji (T = Jim, —gy— = Jim —g = oo > 1
571
Z toho vyplyva, ze dany ¢iselny rad diverguje.
. s , = 20"

Priklad 1.9. Vysetrime konvergenciu radu Z —_—

— (n—1)!

2

2(n+1)"+1

o o . P . . o nn - . . o
RieSenie: n-ty clen radu je rovny a, = oty @ (n+ 1) ¢len radu je rovny a,, 1 = —

Na zaklade D’Alembertovho kritéria dostavame

2(n+1)"(n+1) n n
nn— . 1 1 . . 1
:hm%:hmn—i_ (n+ ) :hmn7—Z lim (1+—) =le > 1.
n—oo =171 n—00 n n n— 00 n n— 00 n

Ap+1
G,

lim
n—oo
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7 toho vyplyva, ze dany Ciselny rad diverguje.

1 n
Pozndmka: Vztah lim <1 + —) = e pozname z predmetu Matematika I.
n

n—oo

NerieSené tulohy:

V nasledujucich tlohéch vysetrite pomocou D’Alembertovho kritéria konvergenciu radu:

50. Z n (g) lim [“2£2] = 2 konverguje
n n—oo
n=1
= 1 [2\" o , _
51. Z 13 lim [*2+2] = £, konverguje
n n—oo n
n=1
N 1 )" a 5 .
52. Z a1\ 7 lim [*2] = 2, konverguje
n— n—o00
n=1
N 1 6 ! a 6 1: .
53. Z 53 lim [*2£] = 2, diverguje
n n—oo
n=1
N 1 3 " a .
o4 Z (n+2)! 1 lim | "+1| = 0, konverguje
n . n—00
n=1
N 2 7 ' a 7 9 .
55. Z a1 \5 lim [=2£] = £, diverguje
n— n—00
n=1
>~ 3 [(3)" . \ _
56. Z 2\ lim [*] = £ konverguje
n n—oo
n=1
— 1
57. Z 3 lim || = 3 konverguje
n.a" n—00
n=1
N i . a 1 .
58. Z o lim |*2£4| = 7, konverguje
" n—oo 9In
n=1
- 1
29. Z n2+3 lim |#24| = 5, konverguje
n=.am n—00
n=1
o~ 2.3" .
60. Z 1 lim | ”+1| = 3, diverguje
n n—oo
n=1
- 3
61. Z 2n —1)2 lim 2] = 1, konverguje
n— " n—00
n=1
~ 2n—1 o ) _
62. Z (n?+1)2 lim |*2£| = 3, konverguje
n " n—oo 9In
n=1
= 4)2n
63. Z (n—; >1 lim |74 | = 2, diverguje
ns — n—00
n=2
=1
64. Z o Tim. | “2£4] = 0, konverguje
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

4.

75.

76.

e

78.

79.

80.

81.

82.

83.

lim [*2£] = 0, konverguje
n—oo

im [#£L] = 10, diverguje
li
n—o0
lim |a”“| = 2 konverguje
n—oo
lim |“£| = oo, diverguje
n—oo
lim |[*2£] = 0, konverguje
n—oo
im |22 = oo, diverguje
1 :
n—oo
lim [*2] = 0, konverguje
n—oo
lim |2t = 2 konverguje
n—oo 4n 7
lim [**| = 0, konverguje
n—oo
lim |%| = i,konverguje
n—oo
lim |“£| = 0, konverguje
n—oo
lim [*25] = 0, konverguje
n—oo
lim |#2+] = oo, diverguje
Y
n—oo
lim || = 1, konverguje
n—oo
lim ] = 0, konverguje
n—oo
lim |[*2£] = 0, konverguje
n—oo
lim |4+ = 2 konverguje
a 7
n—00 n
im |21 = 3 diverguje
1 - 2,
n—00 n
lim [*24| = oo, diverguje

n—o0
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—2.10".n!
84. Z (2—)'77/ lim |[#] = 0, konverguje
n). n—00
no—ol n2 ) |
85. Z 5 lim =] = 1 konverguje
677/ n—oo
TLO:OI o ) |
86. Z B lim [*2£] = £ konverguje
ntam n—00
n=1
= 3" (n+1)!
87. Z R —— lim |*24| = 6, diverguje
= () (n+2)! e
oo 1)
88. Z ET>1; lim |[#244| = 0, konverguje
n : n—00
n=1
0 1" n2
89. 2(2& lim |25 = 1 konverguje
en n—00
n=1
°° 1
90. Z % lim |[#] = 0, konverguje
n n — ! n—oo
n=1
— (n—1)!
91. Z (TOTR lim |22 | = oo, diverguje
n—oo
n=1
— (n—2)!
92. Z % Tim. | “2£4] = oo, diverguje
n=1

Pozndmka: Ak jednotlivé limity pri D’Alembertovom podielovom kritériu st rovné 1, potom
pomocou tohto kritéria nevieme rozhodnit, ¢i dany rad je konvergentny alebo divergentny.

Musime teda pouzit iné kritérium.

Veta 1.4. Cauchyho odmocninové kritérium

Nech > a, je nekonecny ciselny rad.
n=1

(a) Ak lim {/|a,| <1, tak je rad Y a, absolitne konvergentny.
n—00 ne=1

(b) Ak lim {/|a,| > 1, tak je rad > a, divergentny.
n—oo n=1

oo} 271, 3n+2
Priklad 1.10. VysSetrime konvergenciu radu .
y penciu s 3 (27)
RieSenie: n—ty ¢len radu je rovny a,, = ( 5211)3n+2 > (. Na zaklade Cauchyho odmocninového
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kritéria dostédvame
O N on n o \*th
1. n n — 1~ n — l- — 1- —
Mim /an| = Jim, \/(5n+1) nzzz(5n+1) nggo(mﬂ)
3 2 3 2
. 2n 2n n . 2n . 2n n
= lim . = lim . lim =
n—oo \ bn + 1 5n + 1 n—oo \ On + 1 n—oo \ bn + 1

_2320_i<1
\5 5/ 125 '

Z toho vyplyva, ze dany ¢iselny rad konverguje.

(S} n?
4
Priklad 1.11. Vysetrime konvergenciu radu E (ni 1) .
n

n=1

2
RiesSenie: n—-ty ¢len radu je rovny a, = (Z—fll)n . Na zéklade Cauchyho odmocninového

kritéria dostavame

2 n
n 4\" : 4\ 4\"
lim {/|a,| = lim (n+ ) = lim (n—l— ) = lim <n—|— > =
n

n—o00 n—00 +1 n—oo \ N + 1 n—oo \ N + 1
n(l1+4)\" 1+ 4 et
o (MUY g, U

Z toho vyplyva, ze dany ciselny rad diverguje.

]{: n
Pozndmka: Vztah lim (1 + —) = ¢* k € R pozname z predmetu Matematika I.
n

n—oo

NerieSené ulohy:

V nasledujtcich dlohach vysetrite pomocou Cauchyho odmocninového kritéria konvergenciu

radu:
= 1
93. Z 531 lim {/|a,| = 1, konverguje
n—oo
n=1
& 1 1
M. Z <22n—1 - 3%) lim {/ |a,] = 32, konverguje
n=1
00 9 n
95. Z <2n il 1) lim {/]a,| = 1, konverguje
n— n—00
n=1
= (An+1\"
96. Z <2n i 5) lim {‘/]a_n| = 2, diverguje
n— n—+00
n=3
= /3n—2\" o , '
97. Z pr— nh_g)lo \/]a_n| = 5, konverguje
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

=, /5n—3\"
Z(2n+1)

n=1

o
1
g arctg” —
n
n=1
o

[~}
7
AN

(]
N\
5

3
i
o W
S 3
+ o+
N
N3
+
w

M]3
g
L

i
I

2n+1

M
[\
3
+
—_
y
1

hE

3
I
—_

n+3

=~ W
S 3
ot
_ DN

Lls
||+
[\301
~ O~ N~

Al

5 Y
S
+ -
W

WK

3
Il
N

i
I

WE

i
I

hE

[~
e Y Y N Y Y Y Y Y W N

w
3

N3

[\&]
)

~ —

s

+

[\]

S
Il
—

- 1
()
0o n?
n+95
; n—2)
> —3\"
; n—l—l)
n+3>2n2

i
I

BN
7~ N N
:wg’f
‘|‘+M[\3
=l =
—

[

ﬁ
—_
N

TNt
%)=

-
S|+
N——
3

3

~— ~— ——
3
/‘\/D +
_I_
— 3N
~_
3

[M]¢

3
’l
7 N N

NN ol o

S
S|+
S~

3

3
Il
—

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lan| = 3, diverguje
V/|an,| = 0, konverguje
/|an| = §, konverguje
Vlan| = 2, diverguje

, konverguje

Nl

Vlan| =

Vl]an| = 2, konverguje

Ol

Vlan| = 3, diverguje

V\an| = 103, diverguje
Vlan| = %,konverguje
Vlan| = %,konverguje
Vlan| = +/3, diverguje
/lan| = 1, konverguje
V/\an| = €7, diverguje

/lan| = %, konverguje
Va,| = et diverguje
Van| = oo, diverguje

V/|an| = 5, konverguje
Vlan| = %, diverguje

/|an| = 2 e, konverguje



292 1 NEKONECNE CISELNE RADY

oo . 2 'I’L2
117. Z (ngn—nl 7112210 {/]an| = 55, konverguje
n=1 n )
oo 1 n
118. Z % nh_{rolo {/lan| = §, konverguje
n=1
oo 2
2n 2)"

Pozndmka: Ak jednotlivé limity pri Cauchyho odmocninovom kritériu si rovné 1, potom
pomocou tohto kritéria nevieme rozhodnit, ¢i dany rad je konvergentny alebo divergentny.

Musime teda pouzit iné kritérium.

Veta 1.5. Cauchyho integrdlne kritérium

Nech pre rad ) |a,| existuje spojitd funkcia f(x) nerastica na (K,00) a nech ¥n > K:
n=1
f(n) = lan|.

(a) Ak [ f(zx)dx < oo, tak je rad Y |a,| absolitne konvergentny.
K n=1

(b) Ak [ f(z)dx = oo, tak rad je Y |a,| divergentny.
K n=1

(e.9]

Priklad 1.12. Vysetrime konvergenciu radu Z

n=4

1
nz—9

RieSenie: Polozme f(z) = —'. Defini¢ny obor tejto funkcie je D(f) = R — {+3}. Funkcia
1

je teda spojita na intervale (4,00). Je zrejmé, ze pre kazdé n 2 4 je f(n) = 5 = |an|.
Pretoze f'(x) = @ 295)2 < 0, je funkcia f(z) klesajica na intervale (4,00) a mozno teda
pouzit Cauchyho integralne kritérium. Plati
1 1 3+z|]”
— lim dr = —— lim |In =
/ / —x2 a—oo | 9 — g2 6a—>oo|: 3—x:|4
1 4 4

1 4 1 1 1
=——lim | In % ‘3+ :—g(ln\—l\—ln]—ﬂ):—6(1n1—1n7):éln77éoo.

Integral je konvergentny. Z toho vyplyva, ze dany ¢iselny rad takisto konverguje.

o0

3
Priklad 1.13. Vysetrime konvergenciu radu E o
nilnn
n=2
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(f) = (0,00)—{1}. Funkcia

RieSenie: Polozme f(x) =

je teda spojitd na intervale (2,00). Je zrejmé, ze pre kazdé n = 2 je f(n) = nl?m = |ay|.
Pretoze f'(z) = —% < 0, je funkcia f(x) klesajuca na intervale (2,00) a mozno teda

pouzit Cauchyho integralne kritérium. Plati

a

i . 1 . “
/ lnxdx—?)ah_{glo xlnxdx—?)hm[lnllnx”z—
2

a—00
2

Ina

2 =3.00 = 00.

=3 lim(In|lna| —In|ln2|) =3 hm In|—
a—r 00

Integral je divergentny. Z toho vyplyva, ze dany ¢iselny rad takisto diverguje.

Poznamka: 7 Matematiky II vieme, ze ak vysledok nevlastného integralu je vlastné ¢islo, tak
je integral konvergentny a ak vysledok nevlastného integralu je nevlastné ¢islo, tak je integral

divergentny.

NerieSené tulohy:

V nasledujicich tulohach vysSetrite pomocou Cauchyho integralneho kritéria konvergenciu

radu:
120 i L diverguje
' £~ dn +3 &
= 2
121. Z diverguje
o 3n —9H
=~ 3
122. Z diverguje
— 2n+1
2
123. di j
; yr— iverguje
= 2n
124. di j
; T iverguje
125. Z 2n 5 diverguje
n=2 n®+
= 3
126. Z 5 n 1 diverguje
n=2 ne =
= 1
127. Z konverguje
2
“n+n
=~ 2
128. k j
; 3 onverguje
= 2
129. Z RO konverguje
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= 2
130. - diverguje
nz::l vn?2+1 &t
= 3
131. —_— diverguje
- n
132. —_— diverguje
= 2n2 +9
133. Zl nnj— konverguje
2 nt—Tn?+2
134. Z — konverguje
n=1 n
= 1
135. Z 5y o diverguje
n=2
= 1
136. konverguje
; nn®n W
1
137. nn diverguje
n=1 n
1
138. 11_271 konverguje
n
n=1
> lnn
139. — diverguje
2 Vi
X e Vn
e
140. Z konverguje
n=1 \/ﬁ
Definicia 1.7. Rad a1 —ay + a3 — -+ + (=1)""a, +--- = > (=1)""a,, kde a, > 0 pre
n=1

Vn € N, nazgvame radom so striedavymi znamienkamsi (alternujicim radom).

Veta 1.6. Leibnizovo kritérium

oo
Nech > (—=1)"*a, je rad so striedavymi znamienkami. Nech postupnost{a,}52, je nerastica.
n=1

Potom rad " (—1)""a, je konvergentny prdve vtedy, ak lim a, = 0.
n=1 n—00

- 1
Priklad 1.14. Vysetrime konvergenciu radu » (—1)""——.
; V2n
RieSenie: 7;1(—1)"“\/#271 je rad so striedavymi znamienkami, kde a,, = \/LTH Naviac plati
1 1

Vne Nin<nt+l=2n<2n+l)=vV2n<+2n+1)= = Qp > G-

Van V2(n+1)
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Postupnost {a,}> ;| pre a, = \/LT” je klesajuca, z ¢oho vyplyva, Ze je aj nerastica. Na zaklade
toho je mozné pouzit Leibnizovo kritérium. Kedze lim \/LT = 0, podla Leibnizovho kritéria
n—00 n

je rad 7;1(—1)”“\/% konvergentny.

o
—1)"
Priklad 1.15. VysSetrime konvergenciu radu Z (2—>g
n _—
n=2

_n__

Clen a,, vieme upravit

[e.e]
* w . —1)" . . . . . .
Riesenie: ) (-1)n je rad so striedavymi znamienkami, kde a,, =

=h 2n—3 2n—3"

na tvar a, = 55 = n(;%) = 2_1%. Naviac plati

1 1 3 3 3 3
VneNn>l:n<n+1=—> = —— < — =2——-<2-— =
n n+1 n n+1 n n+1
1 1
= 3 > 3= = Qp > Qpyl-

T T ontl

Postupnost {a, };_, pre a, = 57 je klesajica, z ¢oho vyplyva, Ze je aj nerasttca. Na zaklade

toho je mozné pouzit Leibnizovo kritérium. Kedze lim 5= = % # 0, podl'a Leibnizovho kri-
n—oo

oo
téria je rad % divergentny.
n=2

Neriesené tulohy:

V nasledujtcich tlohéch vySetrite pomocou Leibnizovho kritéria konvergenciu radu:

© (1)

141. nz:l <2 \/)ﬁ nangO a, = 0, konverguje

142. ni; % nlljr;(} a, = 0, konverguje

143. i % nh_g)lo a, = 1, diverguje
n=0

144. i F;# nh_}n;) a, = 0, konverguje
n=2

145. il % nh_}r{)lo a, = 0, konverguje

146. io: % nlggo a, = 1, diverguje
n=1

147. Z % T}Lnolo ap = %, diverguje
n=1

148. i fz_lil):b nh_{go a, = 0, konverguje
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149 EOO (E)™n? lim a, = 0,k i
p> T lim_a,, = 0, konverguje
iyt T . B .

150. 5_1( 1) sin o 7}1_)120 a, = 0, konverguje

Definicia 1.8. Majme rady > a,, Y b,, pricom b, = 0 pre vSetky n € N. Rad > b,

n=1 n=1 n=1

oo o

nazgvame magjorantny rad k radu > a, a rad Y a, nazjvame minorantny rad k radu
n=1 n=1

o0

by, ak pre kaZdé n € N |a,| < by,.

n=1

Veta 1.7. Majorantné porovndvacie kritérium
Magme rady > ap a > by, kde 0 S a, S b, pren=1,2,....

n=1 n=1

Ak majorantny rad > b, konverguje, tak konverguje aj rad . a,.

n=1 n=1

Ak minorantng rad " a, diverguje, tak diverguje aj rad _ by,.
n=1 n=1

Veta 1.8. Limitné porovndvacie kritérium

Nech pre kazdé n € N je a, =0 a b, > 0.

(a) Ak existuje vlastnd limita nh_)nolo 3> a rad nZ::l b, konverguje, tak konverguje aj rad nZ=:1 Q.

(b) Ak existuje vlastnd limita lim $* rozna od nuly alebo je tdto limita nevlastnd a rad
n—oo “m

> by, diverguge, tak diverguje aj rad Y ay.
n=1 n=1

Pozndamka: Pouzitie porovnévacieho kritéria vyzaduje sktisenosti na skonstruovanie majorant-
ného resp. minorantného radu na zaklade hypotézy o konvergencii, resp. divergencii vysetro-

vaného radu. Casto sa pouziva na toto porovnavanie zovSeobecneny harmonicky rad.

e}

n—+1
Priklad 1.16. Vysetrime konvergenciu radu —_.
g g ; n? + 4n
Riesenie: n-ty ¢len radu je rovny a, = n?iin Skusime porovnat dany rad s harmonickym

o
radom ) %, o ktorom vieme, Ze je divergentny. Teda polozime b, = % Kedze plati

n=1
n+1
. Qp, . n24-4n . n2 +n
lim — = lim ~—4— = lim ——— =1 #0.
n—o00 0y, n—00 = n—oo N2 +4n
n
o0
s .. L L . e . . n+1 . L
Podla limitného porovnavacieho kritéria je aj rad 21 1, divergentny.
n—
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oo 2
n® +4n
Priklad 1.17. Vysetrime konvergenciu radu _
Y J ;1 25 — 3n + 2
RieSenie: n—ty ¢l du j 7 — _n’Hin QL t dany rad d il
ieSenie: n—ty ¢len radu je rovny a, = 535 "= Skusime porovnat dany rad s radom 25

o ktorom vieme, Ze je konvergentny. Teda polozime b, = n% Kedze plati

.y _ % . n3(n®+4n) , n® + 4n? 1
lim — = lim === = lim ——F—% = I ——
Téato limita je vlastna a podla limitného porovnavacieho kritéria je rad ) % konver-
n=1

gentny.

NerieSené tlohy:

V nasledujtcich tlohéch vySetrite pomocou porovnavacieho kritéria konvergenciu radu:

=~ 1
151. di j
; T iverguje
= 2
152. Z diverguje
o 3n —5H
=~ 3
153. Z 1 diverguje
n
= 2
154. di j
; T iverguje
= 2n
155. di j
; T2 iverguje
156. Z r diverguje
— n?+3
= 3
157. Z 5 n 1 diverguje
n=2 =
= 2
158. Z 713 konverguje
n
159. Z > konverguje
n=3 =
—~2n? +9
160. Z n j_ konverguje
n
n=1
0 4 2 9
161. Z r 7? + konverguje
n
n=1
162. =% konverguje
’n/ )
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) —~ 5 " :
63. Zﬁ onverguje
n=1
= 2
164. Y —— diverguje
vn
n=1
1
165. Z 7re diverguje
n=1
o0 2 n
166. Zg (g) konverguje
n=1
167. 25 (g) diverguje
n=1
=3 /1\" .
168. 25 (5) konverguje
n=1
o0 1 2n+1
169. Zé T konverguje
n=1
1 3"
170. Zgzn—l diverguje

3
Il
—
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2 Funkcionalne a mocninové rady

Definicia 2.1. Nech {f,(x)}>2, je postupnost funkcii definovanyjch na intervale {a,b), potom

vgraz Y, fo(x) nazgvame nekoneény funkciondlny rad.
n=1

Pozndmka: Pre vySetrenie konvergencie funkcionalnych radov moézeme pouzit D’Alembertovo
podielové alebo Cauchyho odmocninové kritérium v upravenom tvare.
Teda ak lim ff:—(lg)| < 1, resp. 7}1_{20 Y| fu(2)| < 1, tak funkcionalny rad konverguje v z.

n—oo

Definicia 2.2. Ak f,(x) = an(x — a)"”, rad ) a,(z — a)" nazgvame mocninovy rad so
n=0
stredom v bode a.

o, ¢]
Pre kazdy mocninovy rad ) a,(z — a)"™ nastava jeden z pripadov:
n=0

e rad konverguje len v bode x =a = p =0,
e rad konverguje pre Vo € R = p = 00,

e dp > 0, Ze na intervale (a — p, a+ p) dany rad konverguje a na mnozine R/(a — p, a+ p)

dany rad diverguje.

Cislo p sa nazyva polomer konvergencie a interval (a — p,a + p) oznacuje interval kon-
vergencie (IK).

Ak existuje lim |*£1| = X, resp. lim {/|a,| = A, tak pre polomer konvergencie mocninového
n—00 n n—00
o0
radu Y a,(x — a)™ plati
n=0

e p=1pre0 <\ < oo,
e p=o00pre A =0,
e p=0pre \ =o0.

Pozndmka: Interval konvergencie (a — p,a + p) je otvoreny. Ak vySetrime konvergenciu aj v
krajnych bodoch, méze tento interval ostat otvoreny, moze sa zmenit na polouzavrety, resp.
uzavrety. V takom pripade novovzniknuty interval budeme oznacovat ako obor konvergencie
(OK).
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o0

2 n
Priklad 2.1. Ndjdime polomer konvergencie mocninového radu Z (z+2)

3n(n+ 1)(n +2)

n=1

RieSenie:

Na urcenie polomeru konvergencie mocninového radu pouzijeme D’Alembertovo kritérium.

P2 & _ 1 _ 1
VIdlme, ze a, = m A Apy1 = m Potom
1
A= lim |2 Z gy TR o, L]
= = 1 = = —.

Podl'a Definicie je polomer konvergencie p = % = 3.

o0

n 4TL
Priklad 2.2. Ndjdime polomer konvergencie mocninového radu Z T

n

n=1

RieSenie: Na urcenie polomeru konvergencie mocninového radu pouzijeme Cauchyho odmoc-

ninové kritérium a vyuzijeme vztah lim /n = 1. Plati
n—0o0

- : n _ : n
*= i, Vel = g

o0

4—‘:11111 4 =4 lim ! 4.
n

Podla Definicie je polomer konvergencie p = % =

1
1

Neriesené ulohy:

V nasledujucich tlohéch urcéte polomer konvergencie mocninového radu:
1 n
171 ) —a 1
1
172. —(x=1)" 1
2 G- @Y
x
173, ) — 00
174. Y “nla"
175. Z nb"z"

176. Z =

e}

3
G = N = Ol =

177. Z S
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178.

2" n

179.

]2

VR

Wl N
N———

3

s|&
oo Mol w

g (n+1) 3"
> 1
180. 1)™ 3
g(n+1)(n+2)3n(x+ )
181. Z—‘x” 00
n!
n=1
X plgn
182. U
2 (2n — 1) >
n=1
= 10" , 1
= 100" 1
R P 00

185.

|M8
«
3

<[

186. Y n"(x+3)" 0
n=1
= (n—1)!
187. Z (n ) " e
nn
n=1
o0 n 1
188. Zn—‘m” -
n=1 n
.l
189. Y (x—2)" e
n
n=1
= (3n)! 4e
190. n e
; (2n)!nn ’ 27
= ()2 "
191. ; )] 4

. : : = (x4+2)"
Priklad 2.3. Ndjdime obor konvergencie mocninového radu E .
= 3M(n+1)(n+2)

RieSenie: Riesenie tejto tlohy urobime dvoma spoésobmi.

RieSenie sposobom A: Pouzijeme D’Alembertovo kritérium pre konvergenciu funkcional-

T T n+1
nych radov. Vidime, ze f,(z) = m a for1(z) = % Potom

(z42)n !
fn+1($)‘ _ iy |00 | ‘ (n+1)
- n (o) & B n o0
fal®) A Iy ey Ty o |3(n +3)

lim

n—o0

1
(z+2)‘ = Slz+2|.
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Jnt1(z)

e < 1. Pre

Podl'a D’Alembertovho kritéria je rad konvergentny vtedy, ak plati lim

n—oo
dany rad teda musi platit podmienka %|x + 2| < 1, z ¢oho dostavame

1 1
§|x—|—2]<1<:>—1<§($+2)<1<:>—3<x+2<3<:>—5<a:<1.

v z+2 .
Pre vSetky x € (=5,1) rad Z W)gmz) konverguje.
Z toho vyplyva, ze mterval konvergencie je IK = (=5, 1). Este musime vySetrit konvergen-
ciu radu v krajnych bodoch intervalu konvergencie. K tomu pouzijeme kritéria konvergencie

¢iselnych radov.

1. Pre x = —5 dostaneme c¢iselny rad
n:13"n—|—1 n+2 n:13”n—|—1 n+2 — n+1 +2)
Dostavame rad so striedavymi znamienkami, kde a,, = Wl(nw) a podla Leibnizovho

kritéria zistime, ¢ dany rad konverguje. O postupnosti

o
1 . - .
(n+1)(n+2)} o vieme, zZe je

nerastica a pretoze hm =0, rad Z n+1—n+2) je konvergentny.

(n+1)(n+2)

2. Pre x = 1 dostaneme ¢iselny rad

n

23”(71—1— (n+2) Z (n+1) n+2).

n=1 n=1

Dany c¢iselny rad mé stucet s = % (pozri Priklad 1.1) a teda je konvergentny.

o0

: (x4+2)"
Obor konvergencie radu g ~
~3 (n+1)(n+2)

je interval (—5,1).

Riesenie spésobom B: Vysetrovany rad je mocninovy. Vidime, Ze stred radu je a = —2.

Na urcenie polomeru konvergencie mocninového radu pouzijeme D’Alembertovo kritérium.

ey 5 _ 1 _ 1
Vidime, ze a,, = FTOmTy @ Ontl = T mia) Potom

1

\ = lim a“:hmwzlmL:_.
n—oo | n—00 T TD) n—0o0 3(n + 3) 3

Polomer konvergencie je p = % =3.
Interval konvergencie je (a — p,a + p) = (—2 —3,—2+ 3) = (=5, 1). Konvergenciu radu v

krajnych bodoch intervalu konvergencie ur¢ime rovnako ako v Rieseni spdsobom A.

(x +2)"

Obor konvergencie radu Z 500+ 1)(n £ 2)
" n n

je interval (—5, 1).




33

o0

n 4n
Priklad 2.4. Ndjdime obor konvergencie mocninového radu Z L

n

n=1

* v . . . . 2 n . 2
RieSenie: Dany mocninovy rad mé stred v bode a =0 a a, = 4?. Cauchyho odmocninové
kritérium pouzijeme na urcenie polomeru konvergencie mocninového radu a vyuzijeme vztah

lim /n = 1. Plati

n—oo

Polomer konvergencie p = % = i.
Interval konvergencie je (a — p,a+p) = (0— 1,04+ 1) = (=3, 3)-
Este musime vySetrit konvergenciu radu v krajnych hodnotach a k tomu pouzijeme kritéria

konvergencie ¢iselnych radov.

1. Pre x = _411 dostaneme ¢iselny rad

0o _1)n
e

n=1

Dostavame rad so striedavymi znamienkami, kde a,, = % a podla Leibnizovho kritéria

. , [ . . . o . « . P v
zistime, ¢i dany rad konverguje. O postupnosti {%}n_l vieme, Ze je nerastica a kedze

lim 1 =0, rad > % je konvergentny.
n—oo n=1

2. Prex = i dostaneme ¢iselny rad
oo

1

Tento rad je harmonicky rad, preto je divergentny.

2" 4" 11
Obor konvergencie radu E z je interval <_Z’ Z)
n
n=1

NerieSené tulohy:

V nasledujucich tlohéch néjdite obor konvergencie funkcionalneho radu:

T
no:ol
193. > nl(z+2)" {-2}
n=1
[eS) "
194. -3,3
n 3" (=3,3)



34 2 FUNKCIONALNE A MOCNINOVE RADY

> nT

195. ) o (—3,3)
> nT

196. ) - (—2,2)
> x

197 » — (—1,1)

198. Zn = (—1,1)
= 13

199. > n2"(x—1)" <§,§>

200. » (3—a%)" (=2, —v2) U (v2,2)

201. i(@)n (-1,1)
202. Y ne ™ (0, 00)

203. Z nre " (0,00)

- 1
204. In" -
Y s ()

205. Zﬁx” (—1,1)
1

206. — _(z—1) 2

207. Zx—‘ (—o0,00)
mn.

208. Zn!x" {0}

209. Zn5” z"
27'L

210. Z—:}:”
n
5'I’L

211. Z—x"
n

9212. <2> r
3 n

/\/\/\/—\
|

N|Ww O~ N~ O =

| W O~ N~ Ot =

N N N
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= 2"n 3 3
213. Y S gn _22
Z(n+1)3”x ( 2’2)

n=1
> 1
214. 1" 4.2
;(n+1)(n+2)3"(x+ ) (—4.2)
215, » —a" (=00, 00)
n=1 '
X plgn
216. T _
;(271—1)! (=00, 0)
=, 10" 1 1
217. " - =
Y n " 10’ 10

=, 100" 1
218. n _—
nz:\/n+1x < 100’100)

219. ;\/2_”1* _T’?>
220. > n"(x+3)" {-3}

Veta 2.1 (Veta o derivovani a integrovani mocninového radu). Nech p > 0 je polomer konver-
gencie mocninového radu y, a,(x—a)™ a nech funkcia s(z) = > a,(xr—a)", x € (a—p,a+p).

n=1 n=0

Potom pre kazdé x € (a — ;), a+ p) plati

o 5'(z)= i nap(r —a)" !,

n=1
o [s(t)dt =737 2u(r—a)"
a n=0

Priklad 2.5. Derivovanim alebo integrovanim vhodného radu ndjdime sucet radu

o0
E nz" ' na vhodnom intervale.
n=1

Riesenie: KedZe plati (z") = nz""!, m6Zeme napisat

oo oo /
n=1 n=1
Rad ) 2™ je geometricky rad, kde a; = z, ¢ = x, a teda tento rad je konvergentny pre
n=1

oo

|z| < 1. Potom sucet tohto geometrického radu je s = 1% = 15 Teda sucet radu S nan!
n=1

je rovny

5= (igj:ﬁ pre z € (—1,1).
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NerieSené ulohy:
V nasledujtcich tlohach derivovanim alebo integrovanim vhodného radu néajdite stcet daného

radu na vhodnom intervale:

o

1
221, ;(n +1)2" (1—2)

= 2
222. nz;(n+2)(n+ 1)z" (EE

>0 5
223, nz::l 5% a"! (5 — z)2
224. g(zn + 1)z %
295. g%(x_g)% ln|x—3]+%ln|1—(x—3)2‘

2.1 Taylorov rad

Definicia 2.3. Nech funkcia f(x) md v bode a derivdcie vsetkych radov. Mocninovy rad

00 (n)a "(a "(a (n)a
Zf '( )(x—a)”:f(a)—i-f( )(x—a)—i-f ( )(x—a)2—|—---+f ( )(x—a)”—l—---

n 1! 21 n!

nazyvame Taylorov rad funkcie so stredom v bode a.

Uvedieme rozvoj niektorych funkcii do Taylorovho radu so stredom v bode a = 0:

OOJ;n
T __
e—E . pre © € R,

n=0
In(1 + ) = i(_l)nﬂ%n pre z € (—1,1),
sinx = g(—l)"% pre x € R,
cosx = i(—l)” x2n. pre = € R.
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Priklad 2.6. Rozvirime funkciu f(x) = zIn(1 + 22) do Taylorovho radu.

Riesenie: Ak namiesto z dosadime 2? do vztahu In(1 + ) = Y (—1)""'£- dostaneme

n=1
> 2n
x
In(1 4 2?) = D L p—
) =3
Potom vynésobime obe strany x a tpravou dostaneme
™ 22 00 g T2
rIn(l+2?) =2 )" —1)""—— pre z € (—1,1).
S =S e e (1)

n=1

Priklad 2.7. Ndjdime prvé tri cleny rozvoja funkcie f(x) = x e* do Taylorovho radu v bode
a=0.

Riesenie: Z definicie Taylorovho radu vyplyva

T o f (O> ([E _ 0)3‘

2
(x —0)*+ i

flz) = f(0) + (z —0)+

KedZe plati
flx)=wze" = f(0) =0,
fl(z)=€e"+xe" = f(0) =1,
['(x)=¢"+e* +axe” =2e"+xe” = f7(0) =2,
f"(x)=2e"+e"+xe” =3e"+ze” = f(0) =3,
rozvoj funkcie f(z) = xe” do Taylorovho radu v bode a = 0 je

0 1 2 3
zet ~ +F$+§$ +§LE

NeriesSené tulohy:
V nasledujtcich tlohach pomocou zakladnych mocninovych radov urcte Taylorov rad danej

funkecie so stredom v bode a = 0:

226 = f o
. flx)=e> — 2" n!
o 2”
— 2T n
227. f(z)=e E v
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228. f(x)=e % i(—l) = "
n=0 nl
09 & ol
9. f(zx)==xe HZ:O oy
230. = 3we*” 2
f(z) = 3ze nz:; 3 o
oo 2n
231. =gl 2 _ )il pnt2
fla) = e S
22 o0 x2n+1
232. =2ze?
32. f(z) =2xe> ; S ip
233. flz) =a2%2e ™ i (=1) pnt?
' B — nl
934 3 ST
. flz)=2a"e HZ:O -
235. f(a)=ae i (=1)" s
: = D
236. f(x) =2z In(1+x) i (=pm*t !
' n=1 n
2 - (_1 H +2
237. =z° In(1 "
f(z) =2 In(1 + 2) ; .
5 a (_1 n+1 5
238. = In(1 "
Fw) = (1 + %) S
3 S (-1 i 3n+1
239. =z In(1 "
39. f(z) =z In(1+ 2°) nz:; R
240. f(z) =x sinx i (=1)" g2
‘ B £~ (2n+1)!
240. f(z) = 2? cosx i (=1)" 2?2
“— (2n)!
241.  f(x) = sin z? i (ZD" anso
' — (2n+1)!

2.2 Fourierov rad

Definicia 2.4. Nech f(x), x € (=l,1) je po castiach spojita, periodickd funkcia s periddou

T = 2l. Trigonometricky rad

oo
ao ™I . TNT
—+ g a,, oS — + b,, sin ——,
2 - l [
n=
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kde
X I
ag = 7/]”(3:) dz,
2
l
ay = 1/f(ac) cosﬂdex,
=
I
b, = %/f(x) Sinﬂdex,
1
n=1,2,..., nazyvame Fourierov rad funkcie f(z) a piseme

flz) ~ %jL; (ancos#—kbnsin#).

Koeficienty ag, a, a b, nazgvame Fourierove koeficienty.

Definicia 2.5. Nech f(x), © € (=1,1) je po castiach spojitd, parna, periodickd funkcia s pe-

riodou T' = 2l. Trigonometricky rad

kde

n=0,1,..., nazgvame kosinusovy Fourierov rad funkcie f(z).

Definicia 2.6. Nech f(z), x € (—I,l) je po castiach spojitd, nepdrna, periodickd funkcia

s periodou T = 21. Trigonometricky rad

kde

n=1,2,..., nazjvame sinusovy Fourierov rad funkcie f(z).
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V praxi sa stretavame s dejmi, ktoré sa pravidelne opakuju. Su to tzv. periodické deje,
ktoré mozno popisat periodickymi funkciami. Ak f(x) je periodickd funkcia s periodou T
tak Va € D(f) plati

a+T

/f(x)dx:/Tf(x)d:c.

a
Fourierove rady sa funkcionélne rady, ktorymi popisujeme periodicky sa opakujtice deje. Ak
chceme pomocou kosinusového resp. sinusového Fourierovho radu vyjadrit po ¢astiach spojitu
funkciu f(x), ktora nie je ani parna ani neparna, musime ju najprv parne resp. neparne

predlzit:
e Pdrne prediZenie funkcie f(x) z intervalu (0,1) na interval (—I,1) sa nazyva funkcia

) flx)  pre x€(0,1),
ful) = { f(=z) pre z € (—1,0).

e Nepdrne prediZenie funkcie f(z) z intervalu (0,1) na interval (—[,[) sa nazyva funkcia

f(x) pre z € (0,1),
fa()=4¢ 0 pre x =0,

—f(—=xz) pre z € (-=1,0).

Pozndamka: Pri vypocte koeficientov Fourierovho radu ¢asto pouzivame tieto integracné vzorce
[ cos(kz)dz = %, resp. [ sin(kx)dz = —%, ke R.

Priklad 2.8. Ndjdime Fourierov rad funkcie f(x) = x + 1 na intervale x € (—1,1).
RieSenie: Zo zadania vyplyva, ze perioda je T'=2 = [ = 1. Funkcia f(z) = 2 + 1 nie je na

intervale x € (—1,1) ani parna ani neparna a pre n = 1,2, ... plati

2 10 1 1
(x—l—l)da::{——l—a:} :§+1—§+1:2
—1

—

!
1

ap =~ [ f(z)dx =
l[

-1

u=x+1 u =1

sin(mnz)
™

!
1
a, = i/f(x) coS ﬂlﬁ dr = /(m + 1) cos(mnz) dx =
2

-1

v' = cos(mnz) v=

™ ™ m2n2 m2n2 m2n2

- [y’ /gd [t st s

-1
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1

I
1
by, /f ) sin m dr = /(x + 1) sin(mnz) dx =
%

-1

u=x+1 u =1

cos(mnx)
™

v =sin(mnz) v=—

1

= [—(as+ 1) ML +/de _ 2 [Sm(mx)];

™ ™ ™ m2n2

™ ™
Dosadenim do predpisu Fourierovho radu dostavame

5+ Z <an cos % 1 p, sin %) — 14 Z {%ﬂ} sin(mnz).

NerieSené tulohy:

V nasledujtcich tlohéch najdite Fourierov rad funkcie na danom intervale:

0 2 n+1
242, f(z) ==z, z € (—1,1) Z sin(nmr)
n=1
243. f(z) =, x € (0,27) W—sz
n=1
Ul f(z) =2, € (=77 3 %(—1)"+1 sin(nz)
n=1
x = (1)t
245, f(x) = 5 TE€ (—m,m) Z p sin(nx)
n=1
246. f(x) = g, € (0,m) % - nz_:l %sin(?nm)
_J 0, pre x € (-m,0) 1 - 1.
247. f(x) = { L pre ze (0.1) 5 + nz:; — [1—(—=1)"]sin(nz)
) m—=x, pre x€ (~m,0)
28, Jla) = { 0, pre z € (0,m)
%TW i [(_;);2_ ! cos(nx) + 2(_1nn -1 sin(nx)
n=1
249, f(x) = |a], x € (—m,7) sy % [(—=1)" — 1] cos(ne)
n=1
250. f(z) =22 z € {—m, 7 %24— Z %( 1)™ cos(nz)
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Priklad 2.9. Rozvifime funkciu f(z) = 4 —z, © € (0,m) do kosinusového Fourierovho

radu.

Riesenie: Pretoze hfadame kosinusovy Fourierov rad, musime funkciu f(x) najprv dodefino-

vat tak, aby bola na rozsirenom intervale parna. Dostavame parnu funkciu

4—a pre x € (0,m),
fo(x) =
442 pre x € (—m,0).

yﬂ
4

Obr. 1: Graf funkcie f,(z)

Takto dodefinovana funkcia mé periéodu T'=27 = [=wapren=1,2,... plati

T T 0o T
0
2 | 2 [ 2 [
an = —/f(a:)cos@dx = —/(4—z) cos 7% gy = —/(4—$) cos(nz) dr =
l [ 7 T T
0 0 0
_ u=4—ux u’:.—(l | :2{<4_x)sin(nx)r_i_z/ﬂsin(nx)dx:
v/ = cos(nx) v=1" @ nodoo Ty n
2 [ cos(nz)]™ 2 ([ cos(mn) = cosO 2
N DN - (1)
7?[ n? L 7r< n?2 + n?2 7m2[ (=171,
b, = 0.
Dosadenim do predpisu kosinusového Fourierovho radu dostavame
f(z) = 4 ia e S + i 2 [1— (=1)"] cos(nx)
T2 " I 2 n? '

n=1 n=1
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NerieSené tlohy:

V nasledujucich tlohach rozvifite funkciu f(z) do kosinusového radu:

251, f(z) =, x € (0,1) % + nf; (Wi)Q [(—1)" — 1] cos(nmz)
2% fr)=%, xe0m T+ i #[(—1)” 1] cos(nz)
253. f(z) = % - g z e (0,7) ni: %[(—1)%” + 1] cos(nx)

%4, flz) =22, z € (0,7) %2 + il %(—1)” cos(nz)

255, f(x) = a(m —x), x € (0,7) %2 - g; %[(—1)”+1 1] cos(nz)
256, f(z) = o — %2 v e (0,2) % 5 (wiy (-1 — 1 cos ™27

3
Il
—

Priklad 2.10. Rozvifime funkciu f(z) =4—x, x € (0,7) do sinusového Fourierovho radu.

RieSenie: Pretoze hladdme sinusovy Fourierov rad, musime funkciu f(x) najprv dodefinovat

tak, aby bola na rozsirenom intervale neparna. Dostavame neparnu funkciu

4—x  pre x € (0,7),
falx) =< 0 pre z =0,
—4—a pre z € (—m0).

P

Obr. 2: Graf funkcie f,(z)
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Takto dodefinovana funkcia mé periédu T'=27 = [ =mapren=1,2,... plati

a, =0,

b, =

~| N

2

™

2=

™I

u=4—zx

v =sin(nx) v =

n

cos(nm)

™

u = -1

__cos(nx)

4
n

l
/f(.il?) sin Tda: _2
0

g

n

0

™

/

2

™

|

(4—2x) Sin o dy = =

|

™

0

™

i / (4— 2) sin(nz) dz =
colnr)]_2 /gd_

0

Dosadenim do predpisu sinusového Fourierovho radu dostavame

[(m—4) (—=1)" + 4] sin(nz).

V nasledujucich tlohéch rozvinte funkciu f(z) do sinusového radu:

257.

258.

259.

260.

261.

262.

f(x)

=z, v €(0,1)

i 2 (_nlﬁm sin(n7z)

n§ HIH sin(nz)

ni: %[(_1)’1 + 1] sin(nz)
§i%{%_2:_2—W%;1nSmW@
f:l 01— (1) sinna)
ii(ﬁipﬁ—1W””—+ugnﬁgf
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3 Diferencialne rovnice

Definicia 3.1. Diferencidlnou rovnicou n—tého rddu nazjvame rovnicu

F(l’,y,y,,y”, cee 73/(”)) = Oa

pricom y = y(x) je nezndma funkcia.

Definicia 3.2. Rie§enim diferencidlnej rovnice F(x,y,y,y",...,y"™) = 0 na intervale

I nazyvame kazdi n—krdat diferencovatelni funkciu y = o(x), x € I, pre ktord plati

F(z, ¢(x),¢'(2),¢"(2),...,¢")(x) = 0.

Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice n—tého radu mozZeme napisat v tvare

y=@(x,c1,Co,...,¢y), kde c1,¢a, ..., cp st nezdvislé konstanty.

Pozndmka: Pocet konstant je rovnaky ako rad diferencidlnej rovnice. Ak za jednotlivé kon-
Stanty dosadime konkrétne ¢isla, hovorime o partikuldrnom riesent diferencidlnej rov-

nice.

3.1 Diferencialne rovnice prvého radu so separovatelnymi

premennymi

Definicia 3.3. Diferencidlna rovnica tvaru

U(y) dy = p(z) d,

kde funkcie p(z), ¥(y) si spojité na intervale I, sa nazgva diferencidlna rovnica so se-

parovanymi premennyms.

Diferenciélnu rovnicu so separovanymi premennymi forméalne riesSime nasledovne:

[owady= [ o) as

(za predpokladu, Ze tieto integraly existuji).
Po vypocitani integrélov dostavame rieSenie danej diferencialnej rovnice, ktoré moézeme vyjad-
rit v explicitnom (y(z) je jednoznaéne vyjadrené) alebo implicitnom tvare (y(x) nie je mozné

jednoznaé¢ne vyjadrit).
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Definicia 3.4. Diferencidlna rovnica tvaru

p2(x) 2 (y) dy = 1 (z) Y1 (y) d
sa nazyva diferencidlna rovnica so separovatelnymi premennymi.

Pozndmka: Ak plati ¢ (y) p2(x) # 0, tak sa predchadzajuca diferenciélna rovnica da upravit

na separovanu diferencialnu rovnicu

Pa(y) dy = p1(x) do.
U1(y) P2(z)
. o . PP . . p 1
Priklad 3.1. Ndjdime vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice —vy = et
x x

s v e . . ; dy
RieSenie: Najprv nahradime y' = 22, teda

1dy 1
rdr 1422

Danu diferencidlnu rovnicu rieSime metédou separacie premennych, t.j. obycajne na Tava
stranu diferencialnej rovnice presunieme vsetky vyrazy s premennou y a na pravej strane
ponechame zvysok

dy = dx.

1+ £E2
Diferenciélnu rovnicu sme upravili na pozadovany tvar a obe strany moézeme integrovat, ¢im

x
/dy/1+ 5 dx,
/y_ /1+x2

Po vypocitani integralov dostavame vSeobecné rieSenie danej diferenciélnej rovnice v tvare

y=sn(®+1)+c¢ ceRr

dostéavame

Priklad 3.2. Ndjdime partikuldrne riesenie diferencidlnej rovnice cos®>xy' =y Iny, ak
y(3)=e

RieSenie: Najprv najdeme vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice. Postupujeme rovnako
ako v Priklade , t.j. nahradime 3/ = j—z. Pomocou separacie premennych upravujeme

diferencialnu rovnicu, ktori nésledne integrujeme

cos?z ZY — y Iny,
dx
1 1
Y= B
ylny COSs* T

1 1
/ dy :/ dx.
yIny cos? x

dx,
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Vypoctom integralov dostavame vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice v tvare
In|ln|y|| =tgxz+¢c, ceR.

Dosadenim zaciato¢nej podmienky y (%) = e do v8eobecného rieSenia diferenciélnej rovnice

vypocitame konkrétnu hodnotu konstanty c
v
In |In |e]| :tgz—l—c = 0=1+¢ = c=-1.

Partikularne riesenie danej diferencialnej rovnice je In|ln|y|| —tgz +1 = 0.

Neriesené tulohy:

Rieste nasledujuce diferencialne rovnice metédou separacie premennych:

1. oy =32 +4x y =123+ 22% +c
_ L2z _621
2. Yy =e y="55% +c
3. Y =xe” y=xe* —e*+c
4. wxy =Ilnx y:%qLc
5 Y =y-1 y=1+ce"
6. Yy =e? y=In|x+¢|
7. Yy =3y y=ce®
8. Yy =€ y =1Inle” + |
®+ 2 R
9. y'= 1 Cty=2 4+ +c
/
10. yil—xyjil_ 322 4+ 2% — 3y2 — 2P + ¢ = 0
62 — 922
11. y’:‘;—i y? 4+ 4y =322 — 323 + ¢
Y
12. yy +ax=1 y? =22 — 2% +c
13. 1+e")yy =e€" % =In(l1+e")+c
14. y'sinz —y cosz =0 Yy = csinx
15. y'siny cosx — cosy sinx = 0 COSY = CCOS T
1+y° /
16. T Y =0 y = tg(c+ arctg z)
17, 2(1+2y) + (22 + 1)y =0 y=35 (=57 -1
18. x\/1+y2—|—yy’\/1—|—x2:0 \/1+I2+\/1+y2:c
/
19. y—+ey:0 y=—1In %—i—c
x
y 6—295
20 y/:(y+1)€2x y+1n|y|:— 2 +C
1
21 y—y*+ay =0 Y=1a
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22. (P+a2)y —y—1=0 y=5-1

2.y =2y y=2-up

24, x2e¥y = 2% + 2de¥ y:ln‘ce%—l‘

25. zyy =1 +2H)(1+y? In(1+y*) =Inz*+2%+c

26 ylny+azy' =0 y=er

27. Yy =2ylnx y=(rInz—z+c)?

28 4 vy _ V-2 +V1-a22=c
V1= 12

29. (z+ 1)y +2y=0 y=clz+1)e™

30. e®sin®y + (14 e*)cosyy’ =0 arctg e’ — QSiiQy =c

31. sinz cosy+y' tgy cosx =0 L —1In|cosz|+c

cosy

V nasledujicich tlohach najdite metédou separacie premennych partikularne rieSenie rovnice,

ktoré splha danu zaciato¢ni podmienku, :

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

47.

48.

Y =3y, y(0) =2
y=e"v yl)=1
/

(1+e")yy =€, y(0) =v2In2

y'siny cosz — cosy sinx =0, y(0) =

y—yi+ay =0, y(2)=1

Y =(2-y)%", y(0)=3
ylny+azy =0, y(3)=e
(x+ 1)y +2zy=0, y(0)=1
y'sinz —y cosx =0, y(g)zl

1+y*

—y =0, y0)=1
e y/ , y(0)
x yy

1+y 1+2

=0, y(0)=1

s
4

y = a3 + 222
—62_14_1
¥y=7 2
y=xe* —e*+2
_ In%z
y="5+3
y=14¢"

y =In|z|
y=2e%

y=x

2
L= 1In(1+ %)

CoSsYy = 72(3085(7
1

Y= 1
_ 1
y=2-oq
3
y = €=
y=(x+1)e"
Yy =sinx

y =tg (% + arctg:c)

3224+ 22% — 3> — 292 +5=0
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3.2 Linearne diferencialne rovnice prvého radu

Definicia 3.5. Linedrnou diferencidlnou rovnicou prvého rdadu s pravou stranou

nazyvame rovnicu
v+ @)y =q(x),

kde p(z), q(z) su funkcie spojité na intervale I.

Pozndmka: Ak q(x) = 0, tak diferenciadlnu rovnicu y' + p(z)y = 0 nazyvame linedrnou di-
ferencidlnou rovnicou prvého radu bez pravej strany. Linearna diferencidlna rovnica

prvého radu bez pravej strany sa riesi separaciou premennych.

Riesenie linearnej diferenciélnej rovnice s pravou stranou pozostava z rieSenia rovnice bez pra-
vej strany a nejakého partikularneho rieSenia rovnice s pravou stranou. Uk4dZeme dva spodsoby

rieSenia uvedenej diferencialnej rovnice.

Sposob A: RieSenie hladame nasledujicim spésobom:

1. Vyriesime linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu bez pravej strany (t.j. polozime
pravu stranu rovnia nule). Jej rieSenie vyjadrime v tvare y = ¢ f(x), kde ¢ je integra¢na

konstanta, c € R.

2. Pouzijeme metodu variacie konstanty, t.j. konstantu ¢ nahradime funkciou ¢(x), a hla-

dame riesenie v tvare y = c(x) f(x).
3. Zderivujeme y, ¢im dostavame y' = (x) f(z) + c(z) f'(z).

4. Dosadime y, ¢y do poévodnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou a vypocitame jej

vSeobecné riesenie (potrebujeme urcit ¢(z)).

5. V pripade, Ze diferencialna rovnica bola zadana pomocou zaciato¢nej podmienky, uréime
konstantu ¢ (podobne ako v Priklade|3.2]) a zapiSeme partikularne rieSenie diferencialnej

rovnice.

Sposob B: Diferencialnu rovnicu

Y +p(x)y = q(x),

vynasobime tzv. integraénym faktorom IF = e/?P®dr o dostaneme

yl.efp(x)dx +p(l’) .efp(a:)dmy _ Q(l') _efp(m)d:p.
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Vsimnime si, Ze lava strana takto upravenej rovnice predstavuje derivaciu suc¢inu hladaného

rieSenia a integra¢ného faktora

[ p(x) dm]/ . efp(z) dm'

[y-e = q(z)

Integrovanim oboch stran vzniknutej rovnice dostaneme

yelmw = o) elids s cer

Prenasobenim oboch stran rovnice vyrazom e~/ ?(®) @ climinujeme hladané riesenie y

y = e JP@dz. /q(x) el P@dT g o om IP@)d e R

Priklad 3.3. Ndjdime vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice y' — by = 2x.

RieSenie sposobom A: Najprv rieSime diferencialnu rovnicu bez pravej strany 3’ — 5y = 0
vyuzitim separéacie premennych

d d d
dx Y Y

Po vypocitani integralov dostavame

5x+cy

Inly|=5z+c,ceR = [yl=e¢ = |yl =e""e" = y=ce cecR.

V&eobecné riesenie diferenciilnej rovnice bez pravej strany je y = ce®®. Riegenie diferencialnej
rovnice s pravou stranou najdeme metdédou varidcie konStanty. RieSenie hladame v tvare
y = c(x) e, pricom takto zvolené riefenie a jeho prva derivacia v = ()€™ + c(x)5e>®
musia vyhovovat zadanej diferencialnej rovnici. Dosadenim tychto vyrazov do diferencialnej

rovnice a naslednymi upravami dostaneme hladanta funkciu c(x)

d(x) e + c(x) 5’ — 5c(x) e’ = 2u,
c(x)
/

Cc

e’ = 2z,

(1) = 2we ™,
clx) = /21’ e dz.

Integral [ 2z e *dx vypocitame pomocou metody per partes, pricom vysledok je

1
c(x) = -2 (% + %) +k, keR
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Vseobecné rieSenie diferencialne rovnice s pravou stranou je v tvare

1 2x 2
— 5x — -9 -5z E L 5x - _ k 5x L R.
y=-c(r)e { e o) thle = —gp theT, ke

Riesenie spdésobom B: Diferencialnu rovnicu

y — by =2z

z)de _ ef—de —

vynasobime integra¢nym faktorom IF = e/ P e~ a dostaneme

yl.€—5x_5.6—
V&imnime si, Ze Tava strana takto upravenej rovnice predstavuje derivaciu su¢inu hladaného

rieSenia a integracného faktora

—590] 51"

"=92x-e”

Integrovanim oboch stran vzniknutej rovnice dostaneme

y-e O = /Zx e dx.

Integral [ 2z e *dx vzniknuty na pravej strane vypocitame pomocou metody per partes

1
2 ey = —2¢ (T 4 — eR.
/xe x e <5+25 +c c

Rovnica je teraz v tvare

1
y-e T =277 (%4—%) +c, ceR

Pren4sobenim oboch stran rovnice vyrazom e°® eliminujeme hladané rieSenie y. Vieobecné

rieSenie diferencialne rovnice je v tvare

1 2 2
Y = {—26_5”” (%“‘%) —l—c] e5$:——$——+ce5x, ceR.
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NerieSené ulohy:

V nasledujucich dlohéch nédjdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice:

49.
20.
ol.
02.

93.
o4.

95.

96.
o7.

o8.

99.

60.

61.

62.
63.
64.

65.

66.

67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
4.
75.
76.
77.

y1_2y2621‘
y+2y=e"
y—2y=x
)3y _
y/+y:e3z
y +ay =2’

2
y’——y:x—i—l

x 1
xy —2y=xe =
Yy
y =Inz

x
y’+y:x5+2

T

1

?J"f‘g——z

r T

2 1
y,+_y:_3

r

3 e’
y,+_y:_2

r
Y +y=222-2r+1

Y + 4y = 162
xy +y=uaxsinz

2y

/I — 1 5
Voo (1+2)
/ )

__ 9 rx1
Y omyn VT
xy +y=1+Inz

2y +y=xlnzx

vy —y=(z—1)°
ny/_'_xy:_l

22y + oy =323+ 222+ 1z

4, —x

22y — xy = ate”
2%y + 2xy = 2% + 2
2%y — 2xy = 2% Ilnx
Yy cosz+ysine =1
y' cosz — ysinx = sin(2z)

Yy —ytgr = 2cos’x

y = ce* + xe*®

y=ce ® fe®

— 20 _ T _
Yy = ce B

NI

y=crd—x

3z
— e 4 &
Yy = ce 2—1— 7]
_z
y=ce 7 +a?—2
y=cr? —z+2%In|z|
1
y=cx?+ x’e >

x
y=cr+=In*z

_c 8
y—;—l—x%—?
In|z|+c

y:T
_Infz[+c
2
c e¥ e
VemtE e

y=ce *+222—6x+7
y=ce 44 —1

ctsinx

Y= —CoST+ =

2
y=clz+1)2+=y/(z+1)7

3
y=cvr+1l+zvr+1
y=<+Inz

z

_c 1 _
—z—|—2xlnx 1

y=cr+z*—2zln|z| -1

— ¢ _ Infz
y=<+22+z+1
2, ,—x T

Yy=cr—zxe” —zxe

yzx%(g—s+2x+c>
y=cr’—zlnr—ux

Yy =ccosx+sinx
y =
3y = 2tgx (3 —sin’x) + &

Cos T
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78.

79.

80.

81.

82.

/4 xy 1
Y 1+22  z(1+2?2)
4x 1
Yot =

2 4+1 (224 1)3

2 1
Y+ =

2+1 22+1
/ Y 2

= 1

y+x+1 v

3y
/+?__4

_ 1 1—v1+4a2

Y= i (hl ‘ 1+ 1422 T C)
__ arctgz+c

Y= @y
__ x+c

y - $2+1

1 z* x3 x?
y:—(z+§+7+x+c>

_ 3 njz|+c
Y= —"

V nasledujtcich tlohach néajdite partikularne riesenie diferencialnej rovnice, ktoré splia dant

zaciatocnu podmienku:

83.
84.

85.
36.
87.

88.
89.

90.

91.
92.
93.
94.
95.

3

y - =2 y(-1) = -1
x 1

vy —2y=we v, y(l) =1
2

= =r+1 y1)=0

2y +y=1+Inz, yle)=2
y’—%:lnx, y(1)=3

Y- =Vt 1, y(3) =

2z +1)

22y +ay =323 + 222+, y(2) =2

22y —ay = ate ™, y(1) = -2

y' cosz — ysinx = sin(2z), y(0)
Y —ytgxr =2cos’x, y(0) =0
Yy —ycosz =coszx, y(0) =1

2

0

_%€2$+l’€2x

S22 _xz _ 1

= 1€ 2 1
y=2x%—1x
1
y:xQe_E

y=1x?—x+z%In|z|
y=:t+Inz

L2
y:3x+§ln x

y=—-2vVr+1+ayx+1

y=—2+2"+z+1

Y= —xle ® — pe

y = Ly

3y = 2tgw (3 —sin’ )
Y = 2 esin:v -1

3.3 Linearne diferencialne rovnice druhého radu s kon-

Stantnymi koeficientmi

Definicia 3.6. Linedrnou diferencidlnou rovnicou druhého rddu s konstantnymsi

koeficientmi bez pravej strany nazjvame rovnicu

y' +ay +by =0,

kde a, b € R.
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Riesenie danej linearnej diferencidlnej rovnice druhého radu budeme hladat v tvare y = e’*,
kde A je rieSenim charakteristickej rovnice diferencidlnej rovnice A\?> 4+ a\ + b = 0. Charak-
teristicki rovnicu dostaneme z diferencialnej rovnice tak, 7ze prislusné derivacie y nahradime

mocninami premennej A. Mo6zu nastat tri pripady:

1. Ak A\, A2 € R, A\ # \g, tak korenu A; prislicha rieSenie diferencialnej rovnice v tvare
y1 = eM? a korefiu A\, prislicha riesenie diferencialnej rovnice v tvare y, = €*2*. Potom
vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice zapiSeme ako linedrnu kombinaciu rieseni y; a
Yo V tvare

Y= eMT 4 e ey 00 € R

2. Ak A, Ay € R, A\ = )y, tak korentu \; prislichaju dve rieSenia diferencialnej rovnice

A1

v tvare y; = eM® a yy = x eM?. Potom vieobecné riegenie diferencialnej rovnice zapiseme

ako linedrnu kombinéciu rieseni y; a ys v tvare

y=c1eM% +cexeM® ¢, e € R

3. Ak A\, e € Co N =a+fiad=a—pFi, taky; = e**cos(fx) ays = e**sin(fx). Po-
tom vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice zapiseme ako linedrnu kombinaciu rieseni
Y1 & Yo Vv tvare

y=cpe*®cos(fx)+ coe*sin(fx), c1,c0 € R.

Priklad 3.4. Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice y" — 6y’ + 5y = 0.

Riesenie: Nahradenim derivacii y mocninami A zapiSeme charakteristicka rovnicu danej di-

ferencialnej rovnice

A2 —6)\+5=0.

Jej korenmi st A\ = 5, Ay = 1. Teda A\, Ao € R a Ay # )y, a tak im odpovedaji rieSenia

y1 = eMT = ey, = 2% = 7. Potom rieSenie diferencialnej rovnice je v tvare

y=ci1e” +cye”, ci,c0 €R.

Priklad 3.5. Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice y" — 6y’ + 9y = 0.

Riesenie: Nahradenim derivacii y mocninami A zapiSeme charakteristicka rovnicu danej di-

ferencialnej rovnice

A —6A+9=0.
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Az Mx

Jej 2-nasobnym korefiom je A = 3 a tak mu odpovedaju rieSenia y; = e e3% yy = e

x e**. Potom rieSenie danej diferencislnej rovnice je v tvare

y=c1e¥ +cyxe’, cp,c0 €R.

Priklad 3.6. Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice y" — 2y + 2y = 0.

Riesenie: Nahradenim derivacii y mocninami A zapiSeme charakteristicka rovnicu danej di-
ferencialnej rovnice
A —2X+2=0.

Jej korenmi st komplexné zdruzené ¢isla \y = a+ fi=1+1i, Ay =a — i =1—1, ktorym
odpovedaju rieSenia y; = e** cos(fx) = e* cosx, ya = e**sin(S ) = e” sinz. Potom riesenie

danej diferencialnej rovnice je v tvare

y=cre’cosx+ cpe’sinx, ¢, co € R.

NerieSené tulohy:
Rieste nasledujice linearne diferencialne rovnice druhého radu:

x

96. o' —y —2y=0 y=cre +cye”

97. ' —2y —8y =20 y=rcre 2+ cyel?

98. ' +3y —4y=0 y=cre®+cyet®

99. y'+y —6y=0 y=cre +cpe

100. ¢" —4y' +3y=20 y=cie®+cye’

101. 3" —6y +8y=0 y=cre¥ +cypel®

102. y" =5y +6y =0 y=cpe* + e’

103. y"+4y' +3y=0 y=cre T +cpe

104. " 4+3y' +2y=0 y=cre+ce

105. 4" +2y =0 y=cre ¥ 4y

106. y" =3y =0 Y= 163 + ¢y

107. y" =6y +9y =0 y=c1 e +cyxe’

108. ¢" — 8y + 16y =0 y=rc e +cyret®

109. " +2y +y=0 y=cre*+cre”

110. y"+4y +5y =0 y=-cre ®cosx +cye sinx
111, " +2¢y +2y=0 y=-cre  cosx+cpe Fsinx
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112. o' =2y +5y =0 y = c1 €” cos(2x) + co € sin(2x)
113. ¥"4+y=0 Y = 1008 + cosinx
114. " — 4y +5y =0 Yy =c; e cos + cp e sinx

Definicia 3.7. Linedrnou diferencidlnou rovnicou druhého rddu s konstantnymsi

koeficientmi s pravou stranou nazyvame rovnicu

v'+ay +by = f(x),
kde a, b € R a f(x) je spojitd funkcia.

Riesenie danej linearnej diferencialnej rovnice s pravou stranou dostaneme ako siicet riesenia
rovnice bez pravej strany a partikuldrneho rieSenia rovnice s pravou stranou. Budeme sa

zaoberat dvoma typmi linedrnych diferencialnych rovnic druhého radu:

1) Linearne diferencidlne rovnice druhého radu, kde na pravej strane rovnice

si1 nasledovné funkcie:

a) f(x) = Py(x)e*®, kde P, (x) je polyném stupnia m a a € R je k—néasobnym
korenom charakteristickej rovnice danej diferencialnej rovnice bez pravej strany,

b) f(x) = (P,S)(x) Cosﬁx—l—Pg)(x) sinﬁx) e kde PY(L})(x), P,(Lz)(x) st polynoémy
stupna ny, ng, a,f € R, 8 # 0 a a + [i je k—nasobnym korenom charakteris-

tickej rovnice danej diferencialnej rovnice bez pravej strany,
¢) f(z) = fi(z) + fo().
Potom partikularne rieSenia rovnice s pravou stranou su v tvare v pripade

a) y* = (bo + b1z + box® + -+ + bpz™) e*® 2%, kde o € R je k—nasobnym korefiom
charakteristickej rovnice danej diferencialnej rovnice bez pravej strany,

b) y* = (Q%)(x) cos B + Qg)(az) sinﬁx) ek kde o, € R, B # 0 a o+ Bije k-
nasobnym korenom charakteristickej rovnice danej diferencialnej rovnice bez pravej
strany a Q%) (x), Q) (x) st polyndémy stupnia m = max{n, ns},

c) y* =y +ys, kde yi, y3 st rieSenia diferencidlnej rovnice s pravymi stranami f;(z),

fg(fE)

2) Linearne diferencialne rovnice druhého radu, kde na pravej strane rovnice
nie je ziadna z predchadzajicich funkcii, rieSime pomocou Lagrangeovej metody

variacie konstant:
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1. Vyriesime linearnu diferencialnu rovnicu druhého radu bez pravej strany (t.j. po-

lozime pravi stranu rovnd nule). Jej rieSenie dostavame ako linedrnu kombinéciu

dvoch linedrne nezavislych rieseni y; a ys v tvare y = c1 y1 + c2ys, ¢1,¢c2 € R.

c1(x), co(x), a hladame rieSenie v tvare y = ¢;(z) y1 + co(2) yo.

. Funkcie ¢;(z) a c2(z) dostaneme rieSenim systému rovnic

@)y + cy(x) ya =0
(@) yy + ch(x) yy = f(x).

Ak tento systém riesime pomocou Cramerovho pravidla, tak

. Wl(ﬂf) . WQ(J?)
cl(a:)—/W(x) dr a CQ(.CE)—/W(x) dz,

kde

Y1 Y2

W(z) = o
Y1 Y

Priklad 3.7. Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice y" — 8y’ + 16y = x 2.

Riesenie: Najprv riesime diferencidlnu rovnicu bez pravej strany

y" — 8y’ + 16y = 0.

. Pouzijeme metédu variacie konstant, t.j. konStanty c;, c¢o nahradime funkciami

Nahradenim derivacii ¥ mocninami A zapiSeme charakteristickt rovnicu danej diferenciélnej

rovnice

A2 — 8\ +16 = 0.

Jej 2-nasobnym koretiom je A = 4, ktorému odpovedajt rieSenia y; = e*®, y, = z **. Potom

rieSenie danej diferencialnej rovnice bez pravej strany je v tvare

4 4
y=cre’+cre” c,co €R.

Riesenie diferencialnej rovnice s pravou stranou je v tvare

4 4
y=cre+cere+y", c,c0 €R,

kde tvar y* uréime podla funkcie na pravej strane zadanej diferencialnej rovnice. Kedze prava

strana rovnice je rovna x €**, mame typ f(z) = P,(z) e, kde m = 1 a a = 2. Potom

y* = (by + bz + bya® 4 - - - + bypa™) e 2* = (azx + b) 2 2° = (ax + b) 27,
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lebo @ = 2 nie je koreniom (teda je 0-nasobnym korefiom, t.j. & = 0) charakteristickej rovnice

diferencialnej rovnice bez pravej strany. Zderivujeme y*

(y*) = ae* + 2(ax + b) €**,
(y*)" =2ae® +2ae* + 4(ax + b) * = 4ae* + 4(azx + b) €**

a nasledne dosadime y*, (y*)', (y*)” za y, v/, y" do zadanej diferenciélnej rovnice s pravou

stranou

4ae** + 4(ax + b) e** — 8 [a e* 4+ 2(ax + b) 6296} + 16(az +b) e* = x e**,

1

Upravou a porovnanim koeficientov polynémov na oboch stranéch rovnice dostaneme a = b = ;

a teda y* = 1(x + 1)e*”. RieSenie danej diferencialnej rovnice je v tvare

1
y=cie tere’+yt = e + et + Z<x+ 1)e*, c1,c2 € R.

Priklad 3.8. Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice y" +y = 2sinx — cos x.
Riesenie: Najprv riesime diferencialnu rovnicu bez pravej strany
y'+y=0.

Nahradenim derivacii ¥ mocninami A zapiSeme charakteristicka rovnicu danej diferenciélnej

rovnice
M 4+1=0.

Jej korenmi st A\; = 7, Ay = —1, ktorym odpovedaji rieSenia y; = coszx, y; = sinx. Potom
b 9 b

rieSenie danej diferencialnej rovnice bez pravej strany je v tvare
Yy =c1cosT + cosinx, c1,co € R.
Riesenie diferencidlnej rovnice s pravou stranou je v tvare
Y =c1cosx + cosinx + y*, ¢1,c0 € R,

kde tvar y* ur¢ime podla funkcie na pravej strane zadanej diferenciélnej rovnice. Kedze prava
strana rovnice je rovna 2 sin x — cos z, mame typ f(z) = (PT(L})(x) cos B + PT(L? (x) sin ﬁx) e,
kde ny =ny =0, a =0 a [ = 1. Potom

Y= (Q%)(:C) cos B + QP (x) sin Bz) e 2* = (acosz + bsinz)z,
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lebo m = max{ni,ne} = max{0,0} = 0, a + fi = i je jednoduchym korefiom (teda je
l-nasobnym korenom, t.j. k = 1) charakteristickej rovnice diferencialnej rovnice bez pravej

strany. Zderivujeme y*

—
<
*
~—
~
I

(—asinz + bcosx)r + (acosxz + bsinz),

(y*)" = (—acosz — bsinz)x + (—asinx + becosx) — asinz + beos x,

a nasledne dosadime y*, (y*), (v*)"” za y, ¢/, ¥’ do zadanej diferencidlnej rovnice s pravou

stranou
(—acosz—bsinx)r+(—asinx+bcosz)—asinx+bcosxr—(acosz+bsinx)r = 2sinx —cos .

Upravou a porovnanim koeficientov polynémov na oboch stranach rovnice dostaneme a = —1,

b= —% a teda y* = (— cos T — % sin x) x. RieSenie diferencialnej rovnice je v tvare

. . 1.
y:clcos:l:—i—cgsmx—i—y*:clcosq:—i—czsmx— <cosa:+§sm:c x.

Priklad 3.9. Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice y" — vy — 2y = 4x — 2¢€*.
Riesenie: Najprv riesime diferencidlnu rovnicu bez pravej strany

y//_y/_2y:0.

Nahradenim derivécii ¥ mocninami A\ zapiSeme charakteristicki rovnicu danej diferencialne;j
rovnice

AN —\A—2=0.

Jej korenimi st A\; = 2, Ay = —1, ktorym odpovedajui riesenia y; = €**, y, = e~ *.

Potom riesenie danej diferencidlnej rovnice bez pravej strany je v tvare
y=cre® +ce® 1,0 €R.
Riesenie danej diferencialnej rovnice s pravou stranou je v tvare
y=cre* +cye " +y* c,0 €R,

kde tvar y* ur¢ime podla funkcie na pravej strane zadanej diferencialnej rovnice.

Ked7ze prava strana rovnice je rovna 4z — 2e®, mame typ f(x) = fi(z) + fo(z), kde
file) = 4z a fola) = —2¢%.

Potom y* = yi + y3, pricom y; je rieSenie diferencialnej rovnice y” — v/ — 2y = 4x a y3 je

rieSenie diferencialnej rovnice y” — ¢y — 2y = —2¢".
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ax

Vypo¢itame najprv yi. V tomto pripade méme prava stranu fi(z) = Py, (z) e*z = 4z,

tedam=1a o =0. Potom
y; = (ax + b) e 0 = (az +b),

lebo o = 0 nie je koreniom (teda je 0-nasobnym korefiom, t.j. k = 0) charakteristickej rovnice

diferencialnej rovnice bez pravej strany. Kedze (yf)' = a a (y})” = 0, dostavame
—a —2(ax +b) = 4x.

Upravou a porovnanim koeficientov polynémov na oboch stranach rovnice dostaneme a = —2,
b=1atedayf = —2x+ 1.

ax

Podobne vypoéitame aj y5. V tomto pripade mame prava stranu fo(x) = P, (x) e*x =

—2e*, tedam =0 a a=1. Potom

ys =ce® 2’ = ce”,

lebo av = 1 nie je koreniom (teda je O-néasobnym korefiom, t.j. k = 0) charakteristickej rovnice
diferencialnej rovnice bez pravej strany.
Kedze (y5) = ce” a (y3)" = ce”, dostavame
ce® —ce® —2ce” = —2e".

Upravou dostaneme ¢ = 1 a teda y; = e”. RieSenie danej diferenciélnej rovnice je v tvare

y20162$+02€_$+yik+y;20162z+026_z—2$+1+6$, c1, 0 € R.

1

coszT

Priklad 3.10. Ndjdime rieSenie diferencidlnej rovnice y" +y =

RieSenie: Najprv riesime diferencialnu rovnicu bez pravej strany
1/
y +y=0.

Nahradenim derivacii ¥ mocninami A zapiSeme charakteristickt rovnicu danej diferenciélnej

rovnice
AN +1=0.

Jej korenmi st A\; = i, Ay = —1i, ktorym odpovedaji rieSenia y; = cosz, y, = sinz. Potom

rieSenie danej diferencialnej rovnice bez pravej strany je v tvare

Yy =, COST + Cy sinx, c1,c € R.
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KedZe na pravej strane danej diferencialnej rovnice nie je ani jedna z funkeii typu

f(x) = Pp(z) e, f(x) =

p! )( ) cos fx + Pm)( ) sin ﬁx) €“* a ani ich sucet, tato diferen-

cidlnu rovnicu budeme riesit pomocou Lagrangeovej metddy variacie konstant. Jej rieSenie

budeme hladat v tvare

y = c1(x) cosz + co(x) sinz,

kde potrebujeme urcit funkcie ¢;(z) a co(z). Pre funkcie ¢;(z), ¢z

(x) plati
Wg (ZU)

=cos’x +sin*zx =1,

sin x

cosz’

dr =1In|cosz| + ki,

Wl ZU
kde
() cosx sinx
W(z)=|" " |= .
Yy Yo —sinx coszx
0 0 sinz
W(z) = Y2 1
f(z) v —— COST
0 cosT 0
Walz) = | 7! o
yl f(l‘) —Ssmnx cos T
Po dosadeni dostédvame
Wl(x)dx _ / —sinx
W(z) CoS T
Wg(ilf) /
dr= | 1ldx = ko.
W(:E) x T =T+ Ko

Riesenie danej diferencialnej rovnice je v tvare

y = c1(x) cosz + co(x) sinx = (In|cosz| + k1) cosx + (z + ko) sinz =

= ki cosx + kg sinz + In|cosz| cosz + x sinz, ki, ky € R.

NerieSené tulohy:

Rieste diferencialnu rovnicu y”

115, f(z) = e*(6x + 1)
116, f(o) = 1222 — 22 + 1
117. f(z) =5e2

118.  f(x) = 39sin(3x)
119. f(z) =3e*

120.  f(z) =z

"— 5y + 6y = f(x), ak:

y=c1e¥ + e’ + e*(3z +5)
Yy =c1e* +cped® + 222 +3x + 2
y=c1e* 4+ e3“”—|—§e§

Y= 6217_'_6 e3T _ sin(3xz)— 5cos(3x)
y=cpe* + e’ — 3z e

y—cle%—l—c e 4 (2 )
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Rieste diferencialnu rovnicu y” —y' — 12y = f(x), ak:

121.
122.
123.
124.
125.
126.

flz) =4

f(z) = cos(2x)

f(x) =e (522 — 1)
flax) =Te"

f(z) =Twe3®

f(z) =sinx — cosz

— 4x -3z __ 1
y=crer+ce 3
3z __ 8cos(2z)+sin(2z)

130
— 4x 3z _ (22 _ 3z 9 —x
y=c e’ +ce (2 10+100>€

y=-cre® +cye”

y=cr e +cye 3 4 pel”
_ 4x —3x x2 x —3x
y=ce’ +tce —(74—7)6

— Ax —3z 7cosx—6sinx
y=c e’ +ce + s

Rieste diferencialnu rovnicu y” + 6y’ + by = f(z), ak:

127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.

y=cire*+ce ™ —1+x

_ - —bx e5
y=ce +ce + 5

y=cre T +cpe " — }Lx e
_ _ 3 cos(5z)+2sin(5
y=rcie T4 cye 50 3cos( x)l—; sin(5x)

y=cre ¥4+ cpe ™ +cosT+ %Sinx
y=cre "+ cpe ™ +e "(4dsinz — cosx)

— — 1 —
y=ocpe T 4ege 5x+$(;m)e T

Rieste diferencialnu rovnicu y” + 4y’ = f(x), ak:

134. f(z) =sinz

135.
136.

f(z) =32%+ 3z +2
flz

)=e

—4x

Rieste diferencidlnu rovnicu y” + 4y = f(z), ak:

137.
138.
139.
140.
141.
142.

x)=2

x) = e”sin(27)
T) = CcoSxT

x) = sin(2z)

r) = —bre”
r)=12>—6x+5

Y =0 + cyeiv — deosatsing
y=c, +epe i+ 8x2+?fi2a:+13 T
y=c1+cpe - tae "

y = c1c08(2x) + ¢ sin(2z) + 1

y = ¢1co8(2x) + co8in(2x) + Sm(zx)_licosm) v

y = c1cos(2x) + cpsin(2z) + %7

y = ¢y cos(2z) + cosin(2x) — “OZ@I)

y = c1c08(2x) + ¢osin(2z) + 22%e”

y = ¢1 cos(2z) + cosin(2x) + 2z2_§2‘”+9

Rieste diferencialnu rovnicu y” — 2y + 5y = f(z), ak:

143.
144.
145.

flz) =bx—2
f(x) = e(4x + 6)

f(z) =5z*+x+15

y = c1 €” cos(2x) + o e”sin(2z) +

y = ¢y €% cos(2x) + ¢y e®sin(2z) + 2 + x + 3

y = ¢y " cos(2x) + ¢y € sin(2x) + x

xT

2x+3
5 e
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146.
147.
148.

Rieste diferencialnu rovnicu y” — ' — 6y

149.
150.
151.
152.

f(z) = 34sin(2x)
f(z) = —cosx
f(z) = [sin(2x) + cos(2x)] e”

y = 1 €% cos(2x) + ¢z €” sin(2x)

y = c1 €” cos(2x) + co €” sin(2x) + 8 cos(2x) + 2 sin(2z)

_ 2cosx—sinz

10
y = 1 €¥ cos(2x) + cp €% sin(2z) + w T et
f(z), ak:
y201€3x+626_2x—1}2—x+1_ie%:
Yy =c, e + cye 4 cos(2r) — Hsin(2x) — xe®
y=c1e" +cpe —631(5?2_%) —2re

y=c1 e+ cpe 4+ cosx — Tsinx + 5cos(2z) + sin(2z) — 2

Rieste nasledujuce linearne diferencialne rovnice druhého radu:

153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.

163.

164.
165.
166.

y'+2y =er

Y — 2y = 3e*

y' + 4y + 5y =52? — 322 +5
y' + 2y + 2y = 22% — 162 + 2
y' —1y — 2y =3sinx + 1lcosx
y" — 6y + 9y = 2sinx + 36 cosx
y" — 8y + 16y = 3z e”

y" — 2y =25sinx

' — 2y +5y =5z +x—5

y' =5y = (xr+1)e ™ +e*

y//_5y/:5_§e&v_ 5x

2ze
V' +y=a—1-2x¢"

y'+y=—x+cosz+sinz
y" — 4y + 5y = e?* + 4cosx

Y= cre ™ 4y —e "

_ 2x 3z e
Y = c1€*" 4 cp + L

2

y=cre *®cosT+coe @sine+a2 -8z +7

y=cre*cosx+cye sing +x? — 10z + 10

T —2sinx — 3coszx

3x

y=cie?* +cye”
y=c e +cpred —2sinx + 3cosx

= e tore+ (L4 2)e”
y=c +ce*® —5sinz + 10cosx
y = c1 €% cos(2x) + ez e®sin(2z) + 2% + x — 1
Y= +0265x+%6” — %

— 5z .. x2edT
Y = C] + g€ T —
y:clcosx+0251na:+x3—6:16—1—6’”(3:— 1)

z(sin z—cos x)
2

sinz + e**

Yy=1c1Co8T+ cosine —x +

y=c 6290 6290 + cosx—sinx

COS T + Co 3

Rieste nasledujuce linearne diferencialne rovnice metédou variacie konstant:

167.

168.

169.

170.

171.

/! _ ]'
Yty =<
S T
1
Yty =—
COS° X
" _ 2
Yy +y=——=
S~ T
y' =2ty =—
e.’E
" _ _
A

Y =C1Co8T + casinx — x cosx + sinz In | sin x|

1
2 cosx

Y = C1COST + CoSINT — +sinztgx

1

sin x

Y = Cc1C08T + cysinx 4 2 cos x cotgx —
y=cre*+cyre® —xe’ +xe’ln|z

y=cre®+cre’ — < n(z?+ 1) + ze”arctgr



64 3 DIFERENCIALNE ROVNICE

172. o' +4y +4y=e *Ilnx y=ce *+cyre 4+ ’”7426*2:”(3 —2Inx)
173. ¢y 4+ y = cotgx y:clcosx+025inx+Sigxln}:é%‘

174,y + 2y +2y = —
e* sin x

y=cire cosr+ e sine —xe Pcosx + e Psinzx In|sin x|
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4 Funkcia komplexnej premennej

Definicia 4.1. Na mnozine M komplexnijch cisel je definovand komplexnd funkcia f kom-
plexnej premenney, ok ku kaZdému komplexnému cislu z € M je priradené prdve jedno kom-
plezné cislo w = f(z). MnoZinu M nazjvame definiénym oborom funkcie f a mnoZinu
L vsetkyjch cisel f(z), z € M nazjvame oborom hodnét funkcie f. Komplexni funkciu f

komplexnej premennej s definicngm oborom M madZeme zapisat aj v tvare

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

kde z=x+ iy au(z,y), v(xz,y) si redlne funkcie dvoch redlnych premennyjch x a y.

4.1 Analyticka funkcia a derivacia funkcie komplexnej pre-

mennej

Definicia 4.2. Funkciu f komplexznej premennej nazijvame analytickou v bode a, a # oo,

ak existuje také okolie bodu a, Ze v kaZdom jeho bode md funkcia f spojiti derivdciu.

Definicia 4.3. Bod a sa nazyjva reguldrny, ak je v danom bode funkcia f analytickd. Bod

a, v ktorom funkcia f nie je analytickd, sa nazyjva singuldrny.

Veta 4.1. Funkcia komplexnej premennej f(z) = u(x,y) + iv(z,y), kde z = x + iy, md
v komplexnom cisle a derivdciu f'(z) prdave vtedy, ked funkcie u(x,y), v(z,y) si v éisle a
diferencovatelné a platia Cauchy—Riemanove vztahy

Ju v ou ov

dr — dy’ dy  Or
Ak funkcia komplexnej premennej f(z) md v komplexnom ¢isle a derivdciu, tak

_8u ,81}_8@ Ou

Priklad 4.1. Ukdzme, Ze funkcia f(z) = 2% — 3zy® + i (32%y — y?) je analytickd.

RieSenie: Aby funkcia f(z) bola analytickd, musia pre fiu platit Cauchy—Riemanove vztahy

ou B ov ou ov

ooy " oy ox

70 zadania funkcie vyplyva, ze

u(z,y) = - 3aty2 a ou(r,y) = 3x2y — y3.
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Vypocitame parcialne derivacie

ou ov
_:32_32 _:3 2_32
ou ov

— =6 — =6

KedZ7e platia Cauchy-Riemanove vztahy, tak funkcia f(z) = 2® — 3zy* + i (322 — y?) je ana-
lyticka.

Priklad 4.2. Ndajdime funkciu v(x,y) tak, aby funkcia f(z) = u(z,y) +iv(z,y) bola ana-
lytickd, ak u(z,y) = 2zy + 3x.

Riesenie: Ak chceme, aby funkcia f(z) bola analyticka, musia pre fiu platit Cauchy—Riemanove

vztahy. Kedze a—u = 2y + 3, z prvého Cauchy—Riemanovho vztahu dostaneme
x

a 2
a—Z—2y—i—3 = v(x,y)—/(2y+3)dy—2%+3y+c(x)—y2+3y+c(x).
Pretoze 5 5 8[2 ()
U v Y+ 3y +c(x ,
9 T - _
dy v . Ox Ox ¢(@)

vyuzitim druhého Cauchy—Riemanovho vztahu dostédvame

20 = —c(x)

2

c(:v):—/(Qx)dx:—2%+k:—x2+k.

Teda
v(x,y) =y +3y—2>+k

f(2) =u(z,y) +iv(e,y) = 2oy +32) +i(y* +3y — 2> + k), k€ R.
Priklad 4.3. Ndjdime funkciuv u(x,y) tak, aby funkcia f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) bola

analytickd, ok v(z,y) = 2xy + 3z a je dand zaciatocnd podmienka f(0) = i.

RiesSenie: Postupujeme rovnako ako v Priklade . Ak chceme, aby funkcia f(z) bola ana-
lyticka, musia pre nu platit Cauchy—Riemanove vztahy. Kedze a_v = 2x, z prvého Cauchy—
Y

Riemanovho vztahu dostaneme

2
?:295 = u(:c,y):/2xdx:2%+c(y):$2+c(y).
T
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Pretoze

2

vyuzitim druhého Cauchy—Riemanovho vztahu dostavame

2y + 3 = —(y),
%
c(y):—/(2y+3)dy:—25—3y+k:—y2—3y+k.
Teda
u(z,y) =a* —y* =3y + k
a

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) = (* —y* =3y + k) +i(2xy + 3z), k€ R.

Kedze f(z) = f(x + yi), zaciatoént podmienku f(0) = i mdzeme prepisat do tvaru
f(0 + 0i) = i. Na zaklade zadanej zaciatoénej podmienky vypocitame presni hodnotu k

dosadenim do funkcie f(z)
f(2) = (@*—y*=3y+k)+i(2zy+32) = f(0+0i) = (0*—0*-3.0+k)+i(2.0y+3.0) = 1.

Z toho vyplyva

Teda

f(z) = (&% —y* = 3y +1) + i (2zy + 3z) = (¢ — y* — 3y) + i (2zy + 3z + 1).

NerieSené tulohy:
Rozhodnite, ¢i funkcia f(z), kde z = « + iy, je analyticka:

1. f(2)=2%—3zy* — 2y +1i (32%y — y* + 2x) je analyticka
2. f(z) =23 — 15xy® + i (322 — ¢?) nie je analyticka
3. f(z)=2€"siny — 2ie* cosy je analyticka
4. f(z)=22+22 je analyticka
5. f(2) =Rez nie je analyticka

Néjdite funkciu u(x, y), resp. v(z, y) tak, aby funkcia f(z) = u(z,y)+iv(x,y) bola analyticka,
ak:
u(z,y) = 32* — 3y* — 2xy + 2y v(z,y) = 2% —y?> + 6y — 2z + ¢
u(z,y) = 2° — 3xy® — 2y v(z,y) = 32y — y° + 27 + ¢
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l‘2 2
8. w(x,y) =2 -y +ay v(z,y) =% + %5 + 2y +c
9.  wv(zr,y) = —22% — y* + 3%y + 6xy? u(x,y) = 23 + 62%y — 3zy* — 2% + ¢
10.  wu(z,y) =4e"siny v(z,y) = —4e® cosy + ¢

Néajdite funkciu u(z, y), resp. v(x, y) tak, aby funkcia f(z) = u(z, y)+iv(z,y) bola analyticka,

ak je dana zaciatoéna podmienka:

11. wu(z,y) = 32% — 3y* — 2zy + 2y, f(0) =1 v(z,y) =a2? —y? + 6y —2x + 1
12. wu(x,y) =2® —3zy* — 2y, f(i)=—-2—1 v(z,y) = 3z%y — y> + 22

13. wu(z,y)=2>—y* 4y, f(1+1i)=2 v(x,y):—x;—{—%—{—?xyjti

4. wv(x,y) = =223 — y3 + 322y + 6292, f(0)=0 u(x,y) = 23 + 62%y — 3zy? — 2¢°
15. wu(z,y) =4e*siny, f(mi)=>5i v(z,y) = —4e® cosy + 1

4.2 Reziduum funkcie

Definicia 4.4. Nech zy je izolovany singuldrny bod funkcie f(z), ktord je na medzikruzi
M :0 < |z — z0| < R analytickd. Nech Laurentov rad funkcie f(z) v bode zy pre dané medzik-
ruzie je

flz) = Z an(z — zo)".

n=—oo
Koeficient a_y v Laurentovom rade sa nazjva reziduum funkcie f(z) v bode zy a oznacu-

jeme ho res f(2).

Pre reziduum funkcie f(z) v bode 2 plati

res f(z0) = 5= [ ()

c

kde C' je jednoduché uzavreta kladne orientovana po ¢astiach hladké krivka, ktora lezi v me-
dzikruzi M a v jej vnutri lezi bod z.

V dalsom texte sa budeme zaoberat iba racionalnymi funkciami. Pély m—tého stupna budua
body, v ktorych menovatel racionéalnej funkcie ma m-nasobny nulovy bod a stucasne Citatel

je v tychto bodoch rozny od nuly.

Veta 4.2. Nech funkcia f md v bode zy k—ndsobny pdol, potom plati

1 dk—l

res f () = oy I e (2 = 20" (2)]




4.2 Reziduum funkcie 69

Priklad 4.4. Vypocitajme reziduum funkcie f(z) = 5 v jej poloch.

1
z(z —1)
RieSenie: Funkcia f(z) ma jeden jednoduchy pol z; = 0 a jeden trojnasobny pol z; = i. Pre

reziduum funkcie f(z) v jednoduchom (k = 1) poéle z; = 0 plati

res f(z1) = lim [(z — 2z1) f(2)],

zZ—r21

teda

BN CO

Pre reziduum funkcie f(z) v trojnasobnom (k = 3) pole z, = i plati

ﬁ} 1 1 1

res £(0) = iy |Gz ~0)

res f(zg) = L lim % [(z — 2)°f(2)],

! Z—rZ22

teda

L1 g1 1. /1y
resf@—i?i%@[(z—’) m]‘i?ﬂ%(;) =

1. 1\’ 1. 2 1 1
=—-lim|(—-——=) =z-lm—=—<=—-=1.
j 2z5iz3 43 i

Neriesené tulohy:
Vypocitajte reziduum funkcie f(z) vo vSetkych jej poloch:

16. f(z) = 213 res (—3) = 9

7 ()= o res (~i) = — 5 1es (i) = &

18 f2) = i42)3 res (2) = 24

19. f(z) = ﬁ res (—i) = f—é,res (i) = —f—é

2. f(z) = (z_lz,>3 res (i) = 0

21, f(2) = Si:; res (0) = 1

2. () = ﬁ ves (i) = i, res (0) = —i

58 16 = o res (1) = — . ves (i) = &

2. f(z) = m res (0) = 0,res (i) =~ res (i) = &
2. f(z) = % res (0) = 2,res (1) = 5, res (~1) = —
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4.3 Integral funkcie komplexnej premennej

Veta 4.3. (Cauchyho integrdlna veta) Nech G je otvorend mnozina. Nech funkcia f(2)
je analytickd na oblasti G. Nech C je uzavretd kladne orientovand po castiach hladkd krivka,

ktord lezi so svojim vnitrom v oblasti G. Potom plati

ff(z)dz = 0.

C

Veta 4.4. Nech C,Cy,Cs, ..., C, st uzavreté kladne orientované krivky a nech C1,Cs, ..., C,
lezia vnaitre krivky C tak, Ze Ziadne dve a ani ich vnitra nemaji spolocné body. Nech krivka
C' a jej vniitro, bez vnitra kriviek Cy,Cs, . .., C, leZia v oblasti G. Nech f(z) je analytickd na
oblasti G. Potom plati

]{f(z)dz = %f(z)dz—kj{f(z)dz—l—-"+j<1{f(z)dz.
C & o &

Veta 4.5. (Cauchyho integrdlna formula) Nech na oblasti G je funkcia f(z) analytickd.
Nech C' je uzavretd kladne orientovand krivka, ktord leZi so svojim vniutrom v oblasti G. Nech
bod zy lezi vnitri krivky C. Potom plati

Fen) = 1.]{(f(z) .

2ri | (2 — 2o)
C

Veta 4.6. Nech na oblasti G je funkcia f(z) analytickd. Nech C' je uzavretd kladne orientovand
krivka, ktord lezi so svojim vnitrom A v oblasti G. Potom funkcia f(z) md v kaZdom bode
20 € A derivdciu lubovolného radu, pre ktori plati

f<”><zo>—”’.7§ 1) 1o

(Z _ 20>n+1

Veta 4.7. (Zdkladnd veta o rezidudch) Nech C' je uzavretd kladne orientovand krivka. Ak
je funkcia f(z) spojitd a analytickd s vgnimkou konecného poctu singuldrnych bodov zy, potom

plati

n

%f(z)dz = 27rinesf(zk),k: =1,2,...n.
C

k=1

2
1
Priklad 4.5. Vypocitajme ¢ ( z
2 2

————————dz po uzavretej krivke |z| = 1.
—3)(z+2) "t 4 12
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RieSenie: Funkcia f(z) = (Z_Z;)% ma dva singularne body (jednoduché poly) zp = —2 a

2o = 3. Ani jeden z nich vSak nelezi vnutri krivky C, teda kruznice so stredom v bode [0, 0]

a polomerom r = 1. Preto na zaklade Vety 4.3, je vysledny integral rovny nule,

Obr. 5: Znazornenie krivky a singuldrnych bodov z Prikladu

2241
Priklad 4.6. Vypocitayme ¢ ———— dz po uzavretej krivke |z — 3| = 1.
ypocitaj 2(2_3)(%%) p ] |2 = 3|
RieSenie: Funkcia f(z) = (Z_Z;)% mé dva singularne body (jednoduché poly) z; = —2 a

2o = 3. Vnutri krivky C, teda kruZnice so stredom v bode [3,0] a polomerom r = 1 lezi len

jeden pol, zo = 3. Preto na zaklade Vety 4.7, vysledny integral vypocitame takto,

2241 }_2 3241

241 =271 =2melim | (2 = 3) —57——=
]f(—dz—%wreS[f(S)]—? ! {( 3)(z—3)(2—|—2)

z—3)(z+2) z—3

Im A

mc
—5 !3/4 R'e

Obr. 6: Znazornenie krivky a singularnych bodov z Prikladu [4.0]

2

1

Priklad 4.7. Vypocitajme ¢ ( vt dz po uzavretej krivke |z| = 6.
o (2

—3)(z+2)
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RieSenie: Funkcia f(z) 2241 7 A dva singularne body (jednoduché poly) z; = =2 a

= -3)(z+2
zo = 3. Vnutri krivky C, teda kruznice so stredom v bode [0,0] a polomerom r = 6 lezia
obidva poly. Preto na zaklade Vety 4.7, vysledny integral vypocitame takto,

2241

gmdz = 2mires|f(—2)] + 2mires[f(3)] =

22 +1 2 +1
O ] ] (G Temeees
—2)24+1 241
S ) L P W e AL S NP S
—-2-3 342

1y
NV

Obr. 7: Znazornenie krivky a singularnych bodov z Prikladu [4.7]

Im
5i

dh

Obr. 8: Znazornenie krivky a singularnych bodov z Prikladu

23 —422-10

z—2p dz po uzavretej krivke |z —i| = 4.

Priklad 4.8. Vypocitajme ¢
c

Riesenie: Funkcia f(z) = % mé jeden singularny bod (trojnasobny pol) z; = 2. Pdl

21 = 2 lezi vnutri krivky C, teda kruznice so stredom v bode [0, 7] a polomerom r = 4. Preto

na zaklade Vety 4.7, vysledny integral vypocitame takto,

23— 422 — 10 _ o 320 — 422 — 101"
gwdz = 27 ZI'GSf<2) = T E_)H% (Z — 2) w =
= 7ilim[2® — 422 —10]" = wilim [32% — 82) =
z—2 z—2

= 7ilim[6z—8] =7i(6.2—8)=4mi.

z—2
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NerieSené tlohy:
Vypocitajte integral funkcie po kladne orientovanej uzavretej krivke C.

22

2. j{—dz,C:|z+1|:1 0
z2+3
c 2 |
27. Z+3dz,C’:\z+2|:2 187
c
22+ 222-10
28. j{—dz,C:\z|:1 0
z—2
c
23 +222-10
29, 7{—2dz,0:\z|:4 127
z_
c
2
30. ]{Zz+9dz,01|z—2|:1 0
C
31. j{f dz, C': |z + 4i] = 2 i
22 +9
c
2 , :
32. 7{22+9dz,0:\z—32]:1 i
c
33. ]{Zigdz,01|z|:5 211
2
c
34 7{ SZ O led =1 0
S A S T
c
sin z 2
35. ————dz, C :|z] =3 ——misin2
}{22—72—1-10 z, || 57 isin
c
sin z 2
36. %md270|2—6|:2 §7TZSII15
C
i 2
37. j{%dz,C:]z—éﬂzél Smilsin5 — sin2)
c
38. }{e;joﬂdz,(?:]z—%\zl 0
242z
c
39. fMdZ,C:M:l T
22+ 22
c
e cosmz T
40. ——dz, C: 2l =1 -
fZQ-f-QZ = [2+2] e?
c
e cosmz 1, .
41. %m—%dz,(?]z+1]:3 (1—6—2)7'('2
c
67'('2
42. j[22+1dz,0:|z—3|:1 0
c
67'('Z ]
43. %z2+1dz,02|z—z|:1 -7
c
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44, ]{f dz, O : |z +i| = 1 ™
22 +1
¢ Tz
e
45. f22+1dz,0:|z|:2 0
C .
46. ?{51112zd270:’z_4’:2 0
2
C .
47, ]{Slnjdz,O:]z\:2 o i
z
C
24 .
48. ]{(Z_2)3dz,0:|z+2z\:1 0
C
24 .
49. ]{(2_2)3dz,6’:|z—3\:2 487 i
3 222 — 10
50. ]{Ldz,C:]zlzél 167
(z—2)°
“ 1
51. j{(z_i)3dz,0:|z+2i|:2 0
y 1
52. %(Z_i)3dz,0:|z+i|:3 0
o .
53. ]{Z _,Zdz,C':|z—2|:1 0
(z —1)?
c o .
54. f’z %0z, O |z — 20 =2 207
(z —1)?
y 1
95. ——dz, C: |z —=3| =1 0
]{(224—1)3 »Crlz-d
y 3
y 3
y 1
o8. —dz, C :|z] =2 0
§ s O 14
“ 1
29. ——dz, C: 2/ =1 0
]gz(z—i)i” = l2+2]
N 1
60. ———=dz, C: |z| =1/2 2
s Ol = m
y 1
61. fde,CLZ—”:l/Q —27
“ 1
62. ]{—36[2,01|Z’:2 0
C

—i)
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Q\@\QKS\Q\@\QKS\QKS\QKS\QKS\QKS\QKS\QKS\Q\@\QKS\QKS\QKS\

(2 +1)?
(2 +1)?
(2 +1)?

(2 +1)2

22

22

22

2

1

mdz, C :

dz, C:|z| =1/2

dz, C: |z —i| =1

dz, C: |z+1 =1

dz, C:|z| =2

|z —2| =1

ezl =1/2
de—idl=1/2
dlz4i =1/2
dlzl =2

|z +3] =1
Dz =1/4
z—1=1/4
x4+ 1 =1/4

|zl =3
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5 Laplaceova transformacia

5.1 Laplaceova transformaéacia

Laplaceova transformécia je transformacia, ktord umoznuje zjednodusit riesenie niektorych
typov tloh tykajucich sa predovsetkym diferencialnych rovnic. Kazdej funkeii f(¢) z urcitej
triedy funkcii, budeme ju nazyvat predmetom (originalom, vzorom), uré¢ime na zéaklade ur-
¢itych pravidiel jej obraz F(p), p € C, pricom zloZitejsim operaciam v mnoZzine predmetov
{f()} by mali odpovedat jednoduchsie operacie v mnozine obrazov {F(p)}. Uvedenua vlast-
nost zapisujeme v tvare f(t) = F(p) a hovorime, Ze predmet f(¢) koresponduje s obrazom

F(p). Laplaceov obraz F(p) je pritom dany pomocou vztahu

Fo) = [ fye e

V dalsom texte je uvedené zhrnutie koreSpondencii zakladnych funkcii a viet, ktoré mo-

zeme vyuzit pri zlozitejsich funkciach. Celé znenie viet je uvedené v ucebnici [3].

Tabul'ka koresSpondencii zakladnych funkcii

Predmet Obraz
1
1 = —
p
1
eat -
p—a
. n!
t = pn+1
. . w
sin(wt) | = e
. p
cos(wt) | = 2+

Zakladné vety koreSpondencii f(t) = F(p)

n n

L. Z cefr(t) = Z cxFr(p) (veta o linearnosti)
k=1 k=1

Ll (p :

2. f(M) = )\F (A) , A>0 (veta o podobnosti)

3. ef(t)=F(p—a) (veta o tlmen)
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of(t,\) . OF(p,\)

4. Ak f(t,\) = F(p, ), tak (veta o o derivovani podla parametra)

ox T oA
5. ft—=71)n(t—7)=€e"PF(p), >0 (veta o posunuti)
6. f(t+71)nt)=€e?|F(p /f ye Phdt (veta o predstihu)
7. fl(t)=pF(p) — f(0+) (veta o derivovani predmetu)
”)( ) =p"F(p) —p"Hf(04) — ... = fD(04)
F
8. / f(r (p) (veta o integrovani predmetu)
p
9. —t f(t) = F'(p) (veta o derivovani obrazu)
t o0
10. Q = / F(z)dz (veta o integrovani obrazu)
P
11. (f=*g)(t)=F(p)G(p) (veta o nasobeni obrazov)

12. pF(p) G(p) = f(0+) g(t) + (f' * g)(t) = g(0+) f(t) + (¢' * f)(t)

(Duhamelov integral)

13. (f=g)(t)=h(t) = /f(T) gt —7)dr (veta o konvoluénom suéine, konvolicia)

Pozndmka: Funkcia 7n(t) sa nazyva Heavisideova (jednotkova) funkcia a je definovana nasle-

0 pre t <O,
n(t) =
1 pre t=0.

dovne

cos(2t)
=

RieSenie: Vyuzitim vety o linearnosti (1) (nasobit predmet f(¢) konstantou ¢ znamena néa-

Priklad 5.1. Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = 4t? — 2 + Te3t —

sobit obraz F(p) rovnakou konstantou ¢) mozeme zapisat

2t 1
417 — 2 4 Tt — %() =447 - 214 7% — £ cos(2t).

Podla tabulky koreSpondencii plati

2 1 1

== 1=- =" cos(2t) P ,

P’ p p—3 p*+4

preto po uprave dostavame
g2 2 Gl L L p 8 2, 7 P

5 P Tp 'p—3 5p2+4 pP p p-3 5(p2+4)
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Priklad 5.2. Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = 8te .

t

RieSenie: K sucinu te™! vieme podla zékladnych viet najst obraz dvoma spdésobmi a to

vyuzitim vety o tlmeni (3) alebo vyuzitim vety o derivovani obrazu (9).

1. Podla tabulky koreSpondencii plati

t= L
=7
Vyuzitim vety o tlmeni (3) (nasobit predmet f(¢) vyrazom e, a = —1, znamena od¢itat

od argumentu p obrazu F'(p) konstantu a) mozeme zapisat

te b= —1
S (p+1)?

a nakoniec vyuzitim vety o linearnosti (1) (nésobit predmet f(¢) konstantou ¢ = 8

znamena nasobit obraz F'(p) rovnakou konstantou ¢ = 8) dostavame

8
Ste !l = ———.
(p+1)?
2. Podla tabulky korespondencii plati
—t 1 ‘
T p+1

Vyuzitim vety o derivovani obrazu (9) (nasobit predmet f(t) vyrazom —t znamena

derivovat obraz F(p)) plati

B 1) -1
—teti = .
p+1 (p+1)

Nakoniec z vety o linearnosti (1) (nasobit predmet f(¢) konstantou ¢ = —8 znamenéa

nasobit obraz F'(p) rovnakou konstantou ¢ = —8) dostavame

8
Stet= -
(p+1)2

Citatel si moze vybrat jednoduchsi postup.

Priklad 5.3. Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = t*cost.

Riesenie: Podla tabulky korespondencii plati

cost = .
p*+1
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Vyuzitim vety o derivovani obrazu (9) (néasobit predmet f(¢) vyrazom —t znamena derivovat

obraz F(p)) mozeme zapisat

! 2

. P I—p
—tcost = = .
pP+1) (PP +1)7?

Opétovnym vyuzitim vety o derivovani obrazu (9) (nésobit predmet f(¢) vyrazom —t znamena

derivovat obraz F(p)) dostaneme

1—p’ )' _ 2p(p* - 3)

t?cost = —t (—tcost = .
oo = (i) = Ty

sin(2¢t)
a

Priklad 5.4. Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) =

Riesenie: Podl'a tabulky korespondencii plati

2
PP t+4

sin(2t) =

Vyuzitim vety o integrovani obrazu (10) (delit predmet f(¢) vyrazom ¢ znamena integrovat
obraz F(p) na intervale (p, c0)) mdzeme zapisat

in(2t o2 f 1 ¢
sin(2¢) = / dz =2 lim dz =2 lim |— arctg i
t 2244 a—oo | 2244 a—oo | 2 2 »
P P

a s
= lim (arctg 5~ arctg B) =—— arctgg

a—r 00 2 2 2
Teda
in (2t
Smi ) = g — arctgg.

t

Priklad 5.5. Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = /7‘36_2TdT.
0

RiesSenie: Podla tabulky koreSpondencii plati

6
73$—4.
p

Vyuzitim vety o tlment (3) (nasobit predmet f(t) vyrazom e*, a = —2, znamena od¢itat od
argumentu p obrazu F(p) konStantu a) moézeme zapisat

7_36—27' : 6 )
(p+2)*
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Nakoniec pouzijeme vetu o integrovani predmetu (8) (integrovat predmet f(t) na intervale
(0,t) znamené predelit obraz F'(p) argumentom p) a dostaneme

t

6
3 _—27 .
e Tdr = ————.
0/ p(p+2)4

Priklad 5.6. Najdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = (t —1)cos(t — 1) n(t —1).

RieSenie: Na zaklade Prikladu [5.3] plati

p*—1

tcost = ——.
(p* +1)?

Vyuzitim vety o posunuti (5) (od¢itat od argumentu ¢ konstantu 7 = 1 v predmete f(t) a
takto vzniknuty vyraz vynasobit jednotkovou funkciou v tvare n(t — 7) znamené vynéasobit

obraz F(p) vyrazom e~ "?) dostaneme

p*—1

—-p
(p? +1)2

(t—1)cos(t —1)n(t —1) =

Priklad 5.7. Ndjdime Laplaceov obraz F(p) ku predmetu f(t) = €3t cost cos(2t).
RieSenie: Prvym krokom bude prepis sucinu cost cos(2t) pomocou vzorca

cosa cos 3 = % [cos(a — [B) + cos(a + )],

teda
1
cost cos(2t) = cos(2t) cost = 3 [cost + cos(3t)] .

Preto

1 . 1 .
e tcost cos(2t) = 5 e’ tcost + 5 e* t cos(3t).

Na zaklade Prikladu plati

2

—1
tcost = S
(p?+1)°

a podla tabulky koreSpondencii
. p

3t) = ——.

cos(3t) 19

Vyuzitim vety o derivovani obrazu (9) (nasobit predmet f(¢) vyrazom —t znamena derivovat

obraz F(p)) moéZeme zapisat

/
9 — 2
_tcos(?)t)#(2p ): b
rP+9/)
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Vyuzitim vety o linearnosti (1) (nasobit predmet f(t) konstantou ¢ = —1 znamena nasobit

obraz F'(p) rovnakou konstantou ¢ = —1) mozeme zapisat

p*—9

tcos(3t) = o

Nakoniec vyuZitim vety o tlmeni (3) (nasobit predmet f(¢) vyrazom e, a = 3, znamena
odéitat od argumentu p obrazu F(p) konstantu a) a nasledne vyuzitim vety o linearnosti (1)
(nsobit predmet f(t) konStantou ¢ = 1 znamena nasobit obraz F(p) rovnakou konstantou

¢ = 3) dostaneme

1 (p—332-9
2 [(p—3)2+9°

1 1 -3)2 -1 1
—eYtcost = ~ (p=3) s a  —etcos(3t) =
2 2p—sp+if " 2

Preto
1 (p-32-1 1 (p-3?*-9

e* tcost cos(2t) = 311 Z(p 3P of

N |

NerieSené tlohy:
V nasledujucich tlohach najdite Laplaceov obraz F'(p) ku predmetu f(t):

24 2 5)
1. t) = 4t3 — 2t + He¥ Flp)=2" -2 4 2
0 o ) PR p—3
. 6 7 3p 15
2. f(t) =3t* — 7+ 3cos(2t) — 5sin(3t) F(p) = Bl e e
2 3 2  p
3. t) =t* — 3t + 2 + cos(2t Flp)= =~ - 4+Z2
f(t) (2) (p) p*op* p pP+4
2 3 2 4
4. f(@t)=(t —1)(t — 2) + sin(4t) (p) il R I T:
. p 12p
5. f(t) = cos?(2t) — sin®(2t) — 3cos & (p) = 16 B 1
2 L2 - Flp) — 2 p+16
6. f(t) =4cos’t+ 2sin“t + 8sin(2t) — 5 (p)__]_)+m
2—-p
7. t) = 2sin®t 4 2sintcost — 1 F(p) =
f(t) si”t + 2simnt cos (p) E
8. f(t) = 2cos(2t) cos(3t) F(p) = P _L_ 2P
‘ P+25 Pl
9. f(t) = cos(51)sin(31) — sin’(31) ST S N
. = in(3t) — sin = — i
coS S S p p2+64 p2+4 2 22+ T2
6
6 4
L f(0) = (¢~ e F(p) =

(p+2)4_p+2
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2 p+3
12. = s 3t -3t F(p) = +
f(t) =sin(2t) e?* + cos(2t) e (p) p—372+4 (p+3r+d
. 1 p—2
13. f(t) = [sin®t 5t) cos(3t)] 2e* F(p) =
f(t) = [sin®t + cos(5t) cos(3t)] 2e (p) =2 o220
2
. pe—4 6p
14. t)=t 2t 3t F(p) =
f(#) [cos(2t) + sin(3¢)] () (p? + 4)? + (p® +9)2
. . 2 4p 6p* — 2
15.  f(t) = (t + 1)sin(2t) + t*sint F(p) =
f(@) = ( ) sin(2¢) S () P2+ 4 + (P2 + 4)2 T P2+ 1)
6(p — 2)
16.  f(t) = te* sin(3t F(p) =
2t
17 fy = 2 F(p) =In—2
t p—2
o2t _ o3t p—3
18. t) = F(p)=In——
f(t) . (p) =In"—
in”(2¢ VP2
19. f(t)="2 t( ) Flp) = 21 Y2210
p
1—e 3t p+4
20. = F(p)=In——
0. f(t) — (p) nT
-1
o0, f(t) = Costtet Fip) =i P +1)12 1
p+1)°+
: : 2
2. f(t) sm(4t)tsm(2t) Fp) = iln ];2—:_346
sin(5t) cos(3t 1
23. f(t) = ( )t (3) F(p) = 5 <7r - arctgg — arctg g)
72t .
24. f(t) =" :mt F(p) = 5 — arctg (p+2)
sin’ ¢ T 3 1
25. f(t) = ; F(p) = i Zarctgp + Z—larctgg
sin(6t) sin(3t) 1. (p+3)2+81
26. =7 7 F ) Pl
f(@) + o3t Q T (p+3)2+9
pe”?
27.  f(t) =cos(t —1)n(t—1) F(p) = P
—2p
2. f(t) =2t —2) Flp) =
p—1
t
T 1 4 6
29. t) = — e ) Fip) = — —
f(®) O/(T cos g Hermdr W) =5~ 1 o)
t
1 p?> —9
30, f(t) = O/(T +1) cos(37)dr 1) = 5+ SE o
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t

—27 _1—1 — 1

31. f(t)zo/e e’ tdr F(p) = (p+2)(p+1)
/ 2T 3 = 5

32. f(t) = /e sin(37)dr F(p) = p(p—2)2+ 9p

0

5.2 Spatna Laplaceova transformaéacia

Obréateny postup, teda ak ku znamemu obrazu F(p) priradime korespondujici predmet f(¢),
nazyvame spatna Laplaceova transforméacia. Pomocou nej mozeme najst rieSenie niekto-
rych diferencidlnych rovnic resp. systémov obyc¢ajnych diferencialnych rovnic ovela jedno-
duchsie a rychlejsie. K danému obrazu spatna Laplaceova transformécia priradi predmet f(t)

v tvare
a-+1i00

1
t) = — F(p)ePtdp.
f(t) o ) (p) edp

Ak funkcia F(p) je analyticka az na kone¢ny pocet singularnych bodov ap € C, k=1,...,m
a ay su poly funkcie F(p), tak k danému obrazu F'(p) mozeme najst predmet f(t):

1. pomocou rezidui v poloch
Y. res[F(p)er] _, ~pre t>0,
k

0 pre t <0,

ft) =

2. rozkladom F(p) na parciadlne zlomky a naslednym pouzitim tabulky korespondencii

zékladnych funkcif a zédkladnych viet.

Priklad 5.8. Pomocou spdtnej Laplaceovej transformdcie ndajdime predmet f(t) k obrazu

p— 2
Fo) = ooray

RieSenie: Ulohu vyriesime pre porovnanie oboma sposobmi.

1. Ak chceme najst predmet f(¢) pomocou rezidui, musime najprv najst poly funkcie

F(p) = pgj;i). Funkcia F'(p) ma dva jednoduché poly (k = 0) a to a3 = 0, ay = —4.

Podla Vety [£.2] rezidué v tychto poloch st nasledovné

¢ _ ¢ T P—2 |l _ Lo 1
res [F(p)e”] _  =res [F(p)ep}pzo—}g% [(p—())mep} =-5¢ =-3
res [F0) ], =168 [Fp) ], = iy |(-+0) L2 ] = S



84 5 LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Teda ;
1
_, Fres[F(p)e”] =—+-e ™

f(t) = res [F(p) e”] 1= 515

p

2. Rozkladom F'(p) na parcialne zlomky dostaneme

N

1

p—2 _ —3
Flp)=—°"_ =24 .
(») pp+4) p p+4

Z tabulky korespondencii vyplyva

Vyuzitim vety o linearnosti (1) (nésobit predmet f(t) konStantou ¢ znamené nésobit
obraz F(p) rovnakou konstantou c¢) dostéavame

)= —=+4 2™

Priklad 5.9. Pomocou spatnej Laplaceovej transformdcie ndajdime predmet f(t) ku obrazu

p+3
o) = (p+1)%

Riegenie: Ulohu vyriesime pomocou rezidui. Funkcia F(p) mé prave jeden trojnasobny pol
(k=3) atoa= —1. Podla Vety [£.2 reziduum v pole a = —1 je

"

I p+3
. B " . 3 t _
res [F(p) "], = res [Fp) "],y = 7 lim, |(p+1)" 5| =
1 " 1 !
L pt]” _ Loy pt pt]’
_2pli>n_l1[(p+3)e } 21)1—1>H—11[e +p+3)te }
1
_ - . pt pt 2 pt f—
=5 lim, [te +te + (p+3)t*e”]
1
=5 (@te +280e ) =teT(140).
Preto
f(t) =res [F(p)e”] | =te ' (1+1).

NerieSené ulohy:
V nasledujucich alohéch najdite pomocou spétnej Laplaceovej transformécie predmet f(t) ku
obrazu F(p):

33, F(p) = Ft) = 2 ey ; ¢
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4p? 4+ 16p — 8
5 F(p):% flt)y=2-3e 2 +5e
2
p +p+1 1 i o 7 4
35. F(p) = t) == -3 -
) p*+6p?+11p+6 flt)y=3e e t5e
3p? — 10p+4
3. Flp)= 3 flt) = et — e 4o
]_ 2t eit — eft + e*?)t
37. F(p) = 5 =
W) =12 F#) 1
1 1—e* +2te*
38. Flp)= ——-= F(t) =
B = o ) 1
2
p*—2p+2
39. F(p):p—3—2p2+p f(t):tet—et—i—Z
p 3 1 B
40. F(p) = )= —et 4 et — = o3t
() (p+3)(p—1)?2 f(#) 16¢ +4 T
2
p — —
41. F = t) = t—4t 2t
) PP+ 5p? +8p+4 ) =e ¢
2
p°—3p+ 2 B
42. F(p):p—3—|—2p2-|-p f(t)=2+6t€t—et
1 22t — et f et — e 3t
v = o (1) 3
p+1 3 0t 2 1
44. F(p) = N2 by o
®) p*(p—1)(p+2) JW=—3-3t3¢ e
p t?et
45. F(p):(p—1)3 f(t)zT—f—tet
1
16. F(p):pz(p+1>2 f(t)=2e""+te "+t -2
3 2 2 2
p°—2p +4 1 2 e te
47. F(p) = —————— S o=
() P (p—2)? f(@t) it = 5
? —2 5
48. F(p):psp_pz_f;_l f(t)=5¢€"+2cost
1 1 —elcost +elsint
®) p(p? —2p+2) Uy 2
4 t__ —t : —t
50. F(p) = p+3 f(t):7e Tcos(2t) et 9sin(2t)e
(p—1)®*+2p+5) 8 8
p 2 1, 1 ,
51. F = 1) = — 2t - t =
() (p—2)p+1)(p>+1) f(t) 156 +66 10(300st—|—smt)
2 » iy
50. F(p)— P TS f(p) = 326 cos(2t) e sin(21)
p(p* +2p+5) 5
2p° +2p% + 3p + 2 e~t — cost -+ sint
(p) p(p+1)(p2+1) f() 7
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54. F(p) = I _1 DI, £(t) = _%% N el_z N costl—gsint
5. F(p) = iz(—;pi ;pp;i F) =L+ et eost — L et sins
= (P* +2p + 2)1(192 +2p+5) S = e_tgint — S;n(2t>

. )= o 1)—21(’; — ft) = tezt ~ cost

5.3 Riesenie diferencialnych rovnic pomocou spatnej Lap-
laceovej transformacie

Spatnu Laplaceovu transforméciu moézeme vyuzit na zjednodusenie rieSenia diferencidlnych
rovnic vyssich radov. Dolezité je, aby pre dana diferencialnu rovnicu n—tého radu bolo k dis-
pozicii n podmienok. Pri tomto spésobe vychadzame z predpokladu koreSpondencie vyrazu
x(t) = X (p). Diferencialnu rovnicu v zavislosti na realnej premennej ¢ prevedieme pomocou
Laplaceovej transformacie na tzv. operatorovy tvar, na rovnicu v zavislosti na komplexnej
premennej p, a takto ziskant rovnicu vyrieSime. Takéto riesenie bude obrazom riesenia povod-
nej diferencialnej rovnice a najdeme ho obratenym postupom pomocou spétnej Laplaceovej

transforméacie. Postupujeme nasledovne:

1. Aplikiciou vety o derivovani predmetu (7) a vyuzitim danych podmienok diferencialnej

rovnice najdeme obrazy k 2'(t), 2”(t), 2" (t), ..., 2™ (t).

2. Pomocou tabulky koreS$pondencii a viet ndjdeme obraz pravej strany diferencialnej rov-

nice.

3. Porovnanim oboch stran dostaneme operatorovi rovnicu pre X (p) a p, z ktorej vyjad-
rime X (p) a pomocou spéitnej Laplaceovej transformécie k nej najdeme prislichajici

predmet z(t), ktory je rieSenim pdvodnej diferenciélnej rovnice.

Priklad 5.10. Riesme diferencidlnu rovnicu x"" —3z'+2x = 8te™", ak z(0) =0, 2/(0) = 0,
z"(0) = 1.

Riesenie: Predpokladame, 7e x(t) = X (p). Podla vety o derivovani predmetu (7) a vyuZzitim



5.3 Riesenie diferencialnych rovnic pomocou spatnej Laplaceovej transforméacie 87

danych podmienok plati

2'(t) =pX(p) —x(0) = (p)—O pX(p),
2"(t) = p*X(p) — pa(0 ) 2'(0) =p* X(p) —p0 — 0 =p°X(p),
2" (t) = p’ X (p) — p*z(0) — p:v(O) 2"(0) = p*X(p) —p*0—p0—1=p’X(p) — 1.

Obrazom funkcie na pravej strane diferencialnej rovnice je podla Prikladu

8
Stetl= >
(p+1)2

Vyuzitim vztahu z(t) = X (p) dostaneme operatorovi rovnicu

8
X(p)—1-3pX(p)+2X(p) = ———.
p°X(p) p X(p) (p) TENIE
Z toho si vyjadrime
9+ 2p + p? B P +2p+9

X(p) = (p+12(p3=3p+2) (p+1)2(p—1>2%p+2)

RieSenie diferencialnej rovnice z(t) moézeme najst pomocou rezidui alebo rozkladom na par-

cidlne zlomky. Rozlozime X (p) na parcialne zlomky

1 1 1 2
X(p) = — + + .
W= o1 T o Tt

Pomocou tabulky koreSpondencii plati

1 —2t 1 t 1

_— —:6’ —:t

p+2

a vyuzitim vety o tlmeni (3) (nasobit predmet f(t) vyrazom e znamena od¢itat od argumentu
p obrazu F'(p) konstantu a) dostavame
1, 2
T e te PSERT)
(p—1) (p+1)

Nakoniec vyuzitim vety o linearnosti (1) (nasobit predmet f(t) konstantou ¢ znamena nésobit

= ote7t

obraz F'(p) rovnakou konstantou ¢) moézeme pisat

r(t)=e2 —e +tel +2te?

NerieSené tulohy:
V nasledujtcich ulohach pouzitim Laplaceovej transformacie najdite rieSenie x(t) diferencial-

nej rovnice:
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58. 2" — 52’ +6x =2, z(0)=0, 2/(0) =0 z(t) = % — e 4 § et
59. 2"+ 42’ +3x=e", 2(0) =0, 2/(0) =0 z(t) = 2te” = Z_t +e
60. 2" — 22’ = e, 2(0) =0, 2/(0) =0 () = 1= 62t4+ 2te”
61. 2’ —a' =€, x(0)=1, 2/(0) =0 z(t) =te — et +2
62. 2’ +22' —3zx=¢€" x(0)=0, 2/(0)=1 z(t) = %et + it el — % e 3t
63. 2’ =22 +xz=¢€" x(0)=0, 2/(0)=1 x(t) = 7527@t +tef
64. 2" +22' +x=t, z(0)=0, 2/(0) =0 x(t)=2e"'+tet+t—2
65. o — 22/ +2z =1, 2(0) = 0, 2/(0) = 0 o(t) = 12 COS; st
66. 2" —a' —2x =cost, (0) =0, 2/(0) =0 z(t) = % e* + é et — 1—10(3 cost + sint)
67. 2"+ 20 + 5z =3, 2(0) = 1, 2/(0) = 0 2(t) = 3+2et cos(2§) + e 'sin(2t)
68. "+ 2’ =cost, x(0) =2, 2/(0) =0 x(t) =2+ - co;t st
69. " — 52’ + 6z =sint, z(0) =0, 2/(0) =0 2(t) = —%% + 61—?; + %Jgsmt
70. 2" 422" +x =sint, 2(0) =0, 2/(0) = —1 x(t) = - te; — cost

V nasledujucich tlohéch rieste diferencidlne rovnice iba v mnozine obrazov:

71.

72.

73.

" 4+ 22" + 1’ =27 2(0)=2, 2/(0)=1, 27(0)=1 X(p) =

¥’ 4+ =t cos(2t), x(0) =0, 2/(0) =0

2"+ 22" +2x =2e tsint, x(0) =1, 2/(0) =1

_2p° +9p* 4 15p + 12
p(p+2)(p+1)
24

o=

X(p) =
¥ = T D T ap
X(p):p3+5p2—|—8p—|—8
(p* +2p +2)?
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