Kapitola 9

Pouzitie derivacie funkcie

9.1 L’Hospitalovo pravidlo

Diferencialny pocet funkcie jednej realnej premennej mozeme vyuzit aj pri vypocte niekto-
rych typov limit, ktoré su v tvare neurcitych vyrazov. O tychto moznostiach vypoctu limit
hovori L’ Hospitalovo pravidlo (veta 9.1).

Limitu podielu £ e ) nejakom bode vieme urc¢it pomocou viet pre pocitanie s limitami.
Pouzitie tychto viet afe nie je mozné v nasledujucich pripadoch:

xli_)ngo flz)=0 a mlLngclOg(x) =0,

resp.
lim |[f(z)]=00 a lim |g(z)| = oc.

T—T0 T—T0

V tychto pripadoch hovorime, zZe hm )) je limitny typ (resp. neurc¢ity vyraz):

0 00
6, resp. g

Limity tychto typov je mozné pocitat roznymi ,fintami“, vac¢sinou sa zlomok upravi. Nie
vzdy je to jednoduché, navyse to robi studentom problémy. Ukazeme, ako je mozné tieto
2 typy limit vypocitat jednoduchsim sposobom. Plati pre nich veta, ktorej sa hovori
L’Hospitalovo pravidlo.

Veta 9.1 (L’Hospitalovo pravidlo) Nech funkcie f: y = f(z) a g: y = g(z) maju deri-
vacie v okoli bodu a € R U {£o0}. Nech lim f(z) = lim g(z) = 0 alebo lim |g(z)[ = +oc.

Ak existuje (vlastné alebo nevlastnd) limita glcli)TclL 5 :((;Cg , tak existuje aj limita glgli)TclL % a plati:

W
M) ) oy
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Poznamka 9.1.1 L’Hospitalovo pravidlo plati aj pre jednostranné limity a aj limity v ne-
vlastnych bodoch. L’Hospitalovo pravidlo si mézeme zapamatat lahko, ak si uvedomime,

o 0 +00 . o
ze Jlimitné typy“, t.j. ,neurcité vyrazy“ maju tvar [6] alebo [:I:_] Takéto typy limit
00

pocitame tak, ze limitu podielu funkcii nahradime limitou podielu ich derivacii.

Poznamka 9.1.2 Je potrebné si uvedomit, ze derivovanie sa urobi zvlast v ¢itateli a zvlast
v menovateli, nie ako podiel funkecii f(z) a g(x). L'Hospitalovo pravidlo je mozné pouzit
opakovane, kym st splnené prislusné predpoklady vety 9.1.

Poznamka 9.1.3 Pri vypocte limit inych neurcitych vyrazov sa neda priamo pouzif vys-
sie uvedené L’Hospitalovo pravidlo. Ukazeme ako je mozné tieto neurcité vyrazy malymi
upravami previest na typ % alebo i% a pouzit L’Hospitalovo pravidlo pri zachovani pred-

pokladov vety 9.1. Ide zvacéSa o neurcité vyrazy typu [0 - +00], [co — o], {1*"0], [ooo} a
0°]-

Poznamka 9.1.4 Vzdy sa musime presvedcif, ¢i si splnené predpoklady uvedenych viet,
lebo inak lahko dojde k chybnym vysledkom. Napriklad formalnym pouzitim tohto pravidla
dostaneme:

oo+l 2«

lim = lim — =0,

z—=0 £+ 1 z—0 1

pricom spravnym rieSenim je
|
lim =
z—0 ¢+ 1

K nespravnemu vysledku sme dosli preto, ze nebol splneny predpoklad:

lim f(z) = lim g(z) =0.

T—TQ T—TQ

Priklad 9.1.1 Vypocitajte limitu:

et —1
lim — .
z—0 sinx

Riesenie:

. T z o © 1. . o . . et 1 - 0
Vieme, ze glc% (e* —1)=0aaj 9161_% sinx = 0. Teda limita glclg(l) S je typu {0] Predpoklady
vety 9.1 su splnené, a teda plati:

e? —1 [i] lim (e —1) . e 1

z—0 sinx @=0 (sinz)’ «=0cosz 1
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Priklad 9.1.2 Vypocitajte limitu:

) e?x
lim —-.
T—r00 x3
Riesenie:
Ozna¢me f: y = e?® a g: y = 23. PretoZe lim e = lim 23 = 00 a limity derivéacii f'(z) =
x oo Tr—r00

2% f"(x) = 4e*®, f"(x) = 8e**, ¢'(x) = 32 a ¢"(x) = 6z su taktiez nevlastné a ide o
limitny typ {%} Tiez plati, ze ¢"'(x) = 6. Pouzijeme vetu 9.1 a aplikujeme L’Hospitalovo
pravidlo 3-krat za sebou. Dostaneme:

2x % / 2 2x % " 4 2x %
tim L8 gy B S@ gy 2B L), A
T—00 g(x) z—oo 3 T—00 g’(x) z—00 32 T—00 g”(x) Tz—00 O
) f//l(x) ) 8821 [%]
= lim = lim =" 0.
T—00 g’//(:)j) I §)
\/
Priklad 9.1.3 Vypocitajte limitu:
. et —e " =22
lim - .
=0 g —snx
Riesenie:
Aj v tomto pripade dostavame limitu typu {%}. Pouzijeme vetu 9.1 a dostavame:
et —e®=2r (8], (e*—e®—2z) . e+e®—-2[8 . (e*+e*-2)
lim ———— = lim - =lim — = lim =
20  x —sinx =0 (z —sinx) =0 1 —cosx =0 (1 —coszx)
r _ AT [0 T _ AT/ T —x [2
:lime - ¢ [é] llmw:limi [é]Q.
=0 sinx =0 (sinx) z=0  cosw

Uvedieme niektoré postupy pri vypocte limit:

Typ (1) [0- £o0]: Nech limita lim f(z) - g(x) je typu [0 - £o00]. Potom upravime vyraz

f(@) - glw) = L2 90)
g(x) (z)

Potom za predpokladu, Ze lim f(x)=0a lim g(z) = *oo, dostavame lim flx)-g(z) =

lim @ = lim %x), ak vSetky tieto limity existuju. Takouto ipravou sme ziskali limity
r—a m Tr—a f(:v)
+oo

typu [g] alebo {5}, na ktoré moézeme pouzit vetu 9.1. Pozri priklady 9.1.4.




138 9.1. L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

Typ (2) [0o — o0]: Nech limita lim (f(z) — g(z)) je typu [oo — 00]. Potom upravime vyraz

f(@)-g(z)
Potom za predpokladu, Ze lim f (x) =00 a lim g(x) = oo, dostédvame
L1
lim (f(z) - g(x)) = lim £ L,
(z)-g(x)

pricom predpokladam, ze vsetky uvedené limity existuju. Takouto tpravou sme ziskali

limitu typu {g] Pozri priklady 9.1.5.

Typ (3) [1i°°], [ooo} a {00]: Viraz (f(x))?® upravime na neuréity vyraz typu [0-+o00], za
predpokladu, Ze f(x) > 0. Plati: (f(z))9®) = 9@ /@ Potom pre limitu dostavame:

i 9(2) _ i og(@)In f(z) _ Jm g(@)Inf(z)
lim (f(2))7® = lim e e |

Dostali sme limitu typu [0 - £oc]. Na tento typ limity pouZijeme uz vyssie popisany
postup [Typ (1)]. Pozri priklady 9.1.6 a 9.1.7.

Ukazky riesenych prikladov s vyuzitim L‘Hospitalovho pravidla st na stranach 136 —
139 v prikladoch 9.1.1 — 9.1.7.

Priklad 9.1.4 Vypocitajte limitu:

. 1
lim (ew - 1) - .
T—r00
Riesenie:
. . 1 . . s
Vieme, ze lim (er —1) = 0 a lim x = oco. Dostdvame neurcity vyraz [0 - oc], ale tento
’ =00 500 ’

vyraz nespliia podmienky vety 9.1. Preto vyraz upravime na neurdity vyraz typu {g]
Dostavame:

lim
T—r00

(e% — 1) R o —<eE _ 1) d

Priklad 9.1.5 Vypocitajte limitu:

) 1
lim (tgx — >
a—Z COS X
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Riesenie:
Limita je typu [co — 00|, ¢o je neurcity vyraz, ktory nespliia podmienky vety 9.1. Vieme
tento vyraz upravit na typ [%} a potom budeme moct pouzit L’Hospitalovo pravidlo 9.1.

, 1\ oo . [SinT 1 . /sinz—1\ [8] .. [(sinz—1)
lim (tgx — ) = lim ( — ) = lim (—) = lim (———— | =
T cos e—T \COST  COST a2\ COoST 22\ (coszx)

— lim ( o8 T > =1

z—Z \ —sinx

2

Priklad 9.1.6 Vypocitajte limitu:
lim (1 + 22)% .
z—0
Riesenie:
Této limita je typu [1°°]. Postupne ju upravime na typ [0 - o] a potom na typ {g]. Potom
uz budeme méct vyuzit L’Hospitalovo pravidlo 9.1.

1 00 im L. . In(142z) [0 . (In(142x))’
lim (14 20)% 1) Jipy e in(20) _ QJmyasin (20 _ tim B (5] g (it
x—0 x—0
a 12 72 T2
lim 1F22 2 2
—= ezHO 3 [é] e§ — 3 62.
Priklad 9.1.7 Vypocitajte limitu:

) 1

lim z=.

T—00

Riesenie:
Limita je typu [00?]. Upravime ju na limitu typu {%} a potom pouzijeme vetu 9.1. Vieme,

1

. . , o1 1,
ze lim x =oc a lim — = 0. Pre z > 0 plati rovnost: z= = ez Iz

T—r00 T—r 00
1
0 . 1 . Inz |2 B (lnx)l s z 0
1 |%© 1 lim =:Inx lim =% lim ~—F lim &
T—00 T—00

v

Poznamka 9.1.5 (O vypocte limit postupnosti L’Hospitalovym pravidlom) L’Hospitalovo
pravidlo je mozné niekedy pouzit na vypocet limit postupnosti. Vyplyva to priamo z Hei-
neho definicie limity funkcie, lebo plati implikacia:

i f@) = A= lim f(n) = A
POZOR! Obratena implikacia neplati. Limita postupnosti { f(n)}52, moze existovat i ked
lim f (x) neexistuje. Napriklad pre funkciu f(z) = sin(mx) je Jim sin(mn) = lim 0 =0,

ale lim sin(7z) neexistuje.
T— 00



