Kapitola 10

Priebeh funkcie

Pojem priebehu funkcie nie je ziadnym presnym matematickym pojmom ako napriklad
pojem limity ¢i derivacie funkcie. V tejto kapitole sa pokisime zaujat praktické hladisko.
Chceme sa naucit ako prehladne popisat podstatné vlastnosti funkcii, najmé takych, s kto-
rymi sa moézeme stretnit pri aplikaciach.

10.1 Derivacia a vlastnosti funkcie

Nasledujuce vety a pojmy nam posluzia pri vysSetrovani priebehu funkcie. Na zaklade nich
budeme moct rozhodnuf o ddlezitych bodoch a vlastnostiach skimanej funkcie. Pri vyset-
rovan{ funkcie nds zaujima monoténnost funkeie, t.j. hladdme intervaly najvicsej dizky, kde
je dana funkcia rydzomonoténna, resp. nerastiica alebo neklesajica. Tiez nas budi zauji-
mat najviacsia a najmensia hodnota funkcie f na celom jej definicnom obore D(f). Tieto
hodnoty budeme nazyvat absoliitne extrémy funkcie f. Ak ur¢ime extrém len v neja-
kom jeho okoli, tak budeme hovorif o lokalnych extrémoch funkcie f. Tiez sa budeme
zaujimaf o intervaly, kde je funkcia konkavna, resp. konvexnd, ¢i funkcia ma asymptoty a
aké ma vlastnosti v okoli bodov nespojitosti, ak také body funkcia f ma.

Dosledkom Lagrangeovej vety 8.5 je nasledujiica veta 10.1, ktord hovori o monoténnosti
funkcie na intervale I.

Veta 10.1 Nech funkcia f: y = f(z) je spojitd na intervale I a mé derivaciu vo vsetkych
vnutornych bodoch intervalu /. Potom plati:

(1) Ak funkcia f je na intervale I neklesajtica, tak f’(z) = 0 pre kazdy vnttorny bod
intervalu 1.

(2) Ak funkcia f je na intervale I nerastica, tak f'(x) < 0 pre kazdy vnitorny bod
intervalu 1.

(3) Ak funkcia f je na intervale I rasttca, tak f'(x) = 0 pre kazdy vnitorny bod intervalu
I a f’ je nenulova na kazdom otvorenom podintervale intervalu I.
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150 10.1. DERIVACIA A VLASTNOSTI FUNKCIE

(4) Ak funkcia f je na intervale I klesajica, tak f'(x) < 0 pre kazdy vnitorny bod
intervalu I a f’ je nenulova na kazdom otvorenom podintervale intervalu 1.

Veta 10.2 Nech funkcia f: y = f(z) je spojitd na intervale I a mé derivaciu vo vsetkych
vnutornych bodoch intervalu I. Potom plati:

(1) ak f'(z) > 0 pre kazdy vnitorny bod intervalu I, tak f je rastica na intervale I,

2) ak f'(x) < 0 pre kazdy vnatorny bod intervalu I, tak f je klesajica na intervale I,

(2) (x)
(3) ak f'(x) = 0 pre kazdy vntutorny bod intervalu I, tak f je neklesajica na intervale I,
(4) ak f'(z) < 0 pre kazdy vnitorny bod intervalu I, tak f je nerastica na intervale I.

Definicia 10.1 Hovorime, ze funkcia f: y = f(z) ma vo vnitornom bode xy € I, kde
I C D(f), lokdlne maximum, ak existuje okolie bodu xz, také, ze pre vsetky body
z tohoto okolia plati: f(x) < f(xo).

Hovorime, ze funkcia f: y = f(z) ma vo vnutornom bode xy € I, kde I C D(f),
lokalne minimum, ak existuje okolie bodu z také, ze pre vsetky body z tohoto okolia
plati: f(z) = f(zo).

Hovorime, ze funkcia f: y = f(z) ma vo vnitornom bode zy € I, kde I C D(f), ostré
lokalne maximum, ak existuje okolie bodu x( také, ze pre vsetky body z tohoto okolia
plati: f(x) < f(xo).

Hovorime, ze funkcia f: y = f(z) ma vo vnitornom bode xy € I, kde I C D(f), ostré
lokalne minimum, ak existuje okolie bodu z také, ze pre vsetky body z tohoto okolia
plati: f(z) > f(zo).

Hovorime, ze bod z( je stacionarny bod funkcie f: y = f(z), ak existuje f'(z9) a
plati: f'(z) = 0.
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Obr. 10.1: Ostré lokdlne extrémy.
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Obr. 10.2: Neostré lokalne extrémy.

Veta 10.3 (Nutnd podmienka existencie lokdlneho extrému) Nech existuje f'(xo).
Ak funkcia f m4 v bode xq lokdlny extrém, tak f’(zo) =0.1!

Veta 10.4 (Postacujiica podmienka existencie lokalneho extrému) Nech f’'(zg) =
0 a stcasne f”(xg) # 0. Potom funkcia f ma v bode xy ostry lokdlny extrém. Ak navyse
vieme, ze f"(x¢) < 0, tak v bode z¢p ma funkcia f ostré lokdlne maximum a ak f”(xy) > 0,
tak v bode xg ma funkcia f ostré lokalne minimum.

Veta 10.5 Nech funkcia f je definovana a spojita v okoli bodu zy. Ak existuje také okolie
bodu z, ze v lavom okoli bodu xg je funkcia f rastica a v pravom okoli bodu x je funkcia
f klesajuca, tak funkcia f ma v bode xg ostré lokalne maximum. Ak existuje také okolie
bodu zg, ze v lavom okoli bodu z( je funkcia f klesajica a v pravom okoli bodu zq je
funkcia f rastica, tak funkcia f ma v bode z( ostré lokalne minimum.

Poznamka 10.1.1 Lokalne maximé a lokalne minimé nazyvame spolo¢ne lokalne extrémy
funkcie. Ukéazka ostrych lokalnych extrémov je na obrazku 10.1. Priklad neostrého lokal-
neho maxima, resp. neostrého lokalneho minima funkcie f v bode z( je zobrazeny na ob-
razku 10.2. Na zaklade vety 10.3 vieme, ze funkcia f moze mat lokdlny extrém len v tych
bodoch, v ktorych sa derivacia funkcie f rovna nule alebo v ktorych derivacia neexistuje.
Pozri obrazok 10.3.

Podmienka f'(x¢) = 0 je len nutnou podmienkou pre existenciu lokdlneho extrému. Z tejto podmienky
nevyplyva automaticky, ze funkcia f ma v bode zy lokdlny extrém.

Funkcia f mdZe mat lokalny extrém aj v bodoch, ktoré nie st stacionarnymi bodmi funkcie f, t.j. aj
v bodoch, v ktorych funkcia f nema derivaciu.
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Obr. 10.3: Existencia extrému funkcie f v bode, v ktorom neexistuje jej derivacia.

Definicia 10.2 Funkcia f: y = f(z) sa nazyva konvexnd na intervale I C D(f), ak pre
kazdu trojicu bodov xy, x5, x3 € I taki, ze 1 < x9 < x3, lezi bod [xa, f(22)] pod priamkou,
ktora je urcend bodmi [z1, f(z1)] a [z3, f(x3)], alebo lezi na tejto priamke.

Funkcia f: y = f(x) sa nazyva konkédvna na intervale I C D(f), ak pre kazdu trojicu
bodov 1, zy, 3 € I taki, Ze x; < x9 < w3, lezi bod [za, f(x2)] nad priamkou, ktord je
urcend bodmi [z, f(x1)] a [x3, f(23)], alebo lezi na tejto priamke.

Funkcia f: y = f(z) sa nazyva rydzo konvexna na intervale I C D(f), ak pre kazdu
trojicu bodov x1, x9, x5 € I taki, ze x1 < x3 < w3, lezi bod [z3, f(x2)] pod priamkou, ktord
je uréend bodmi [zq, f(x1)] a [z3, f(x3)].

Funkcia f: y = f(x) sa nazyva rydzo konkavna na intervale I C D(f), ak pre kazda
trojicu bodov xy, z9, x5 € I taki, Ze x; < xy < x3, lezi bod [x9, f(x2)] nad priamkou, ktora
je uréend bodmi [z1, f(z1)] a [z3, f(x3)].

Veta 10.6 Nech funkcia f: y = f(x) ma deriviciu f’ vo vSetkych vnutornych bodoch
intervalu I C D(f). Ak pre kazdu dvojicu bodov xg, 21 € I takd, Ze z¢ # x1, lezi bod
[z1, f(z1)] nad dotycnicou ku grafu funkcie f v bode T' = [zo, f(x0)], tak funkcia f je
rydzo konvexna.

Veta 10.7 Nech funkcia f: y = f(x) ma derivaciu f’ vo vsetkych vnitornych bodoch
intervalu I C D(f). Ak pre kazda dvojicu bodov zg,z; € I takid, Ze xy # x1, je bod
[z1, f(x1)] pod dotycnicou ku grafu funkcie f v bode T' = [xq, f(z0)], tak funkcia f je
rydzo konkavna.

Veta 10.8 (Postacujica podmienka konvexnosti resp. konkévnosti) Nech funkcia
f:y = f(x) je spojitd na intervale I a méa druht deriviciu vo vSetkych vnutornych bodoch
intervalu /. Potom plati:

(1) ak f"(x) > 0 pre kazdy vnutorny bod intervalu I, tak funkcia f je na intervale [
rydzo konvexna,
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(2) ak f"(x) < 0 pre kazdy vnutorny bod intervalu I, tak funkcia f je na intervale [
rydzo konkavna,

(3) ak f”(x) = 0 pre kazdy vnutorny bod intervalu I, tak funkcia f je na intervale [
konvexna,

(4) ak f"(x) = 0 pre kazdy vnitorny bod intervalu I, tak funkcia f je na intervale I
konkdvna.

Definicia 10.3 Nech funkcia f: y = f(z) je spojitd na intervale I C D(f). Bod xy € I
nazyvame inflexnym bodom funkcie f, ak funkcia f je v nejakom lavom okoli bodu z
rydzo konkavna (rydzo konvexnd) a v nejakom pravom okoli bodu z¢ je rydzo konvexna
(rydzo konkavna).

Veta 10.9 (Nutna podmienka pre inflexny bod) Nech existuje f”(xy). Ak bod zy je
inflexnym bodom funkcie f, tak plati f”(zq) = 0. 2

Veta 10.10 (Postacujica podmienka pre inflexny bod) Nech pre funkciu f: y =
f(z) plati: f"(xo) =0 a f"(x0) # 0, potom funkcia f ma v bode z, inflexny bod.

Veta 10.11 (ZovsSeobecnené podmienky pre lokdlny extrém a inflexny bod)
Uvazujme funkciu f: y = f(x), ktord ma vo vnitornom bode zq intervalu I C D(f) ne-
nulovii n-tt derivaciu f (zg) # 0, pre n = 2. Nech f'(xq) = f"(x0) = --- = f(zg) =
f Y (z9) = 0. Potom plati:

(1) Ak n je parne éislo a f(™ (x4) > 0, tak funkcia f ma v bode z¢ ostré lokdlne minimum.
(2) Ak n je parne &fslo a f(™(z4) < 0, tak funkcia f mé v bode g ostré lokalne maximum.

(3) Ak n je neparne d¢islo, tak funkcia f ma v bode z( inflexny bod.

10.2 VysSetrenie priebehu funkcie

V zavere tejto kapitoly mozeme zhrnut vsetky predchadzajice poznatky do jedného celku
pri vysSetrovani priebehu funkcie jednej realnej premennej. Ak chceme prehladne uviest a
zapisat zakladné vlastnosti funkcii, s ktorymi je nutné pracovat v roznych disciplinach, je
potrebné vyuzit diferencidlny pocet a dalSie poznatky z matematickej analyzy, pricom sa
staci sustredit na tychto par bodov:

(1) Vlastnosti, ktoré vyplyvaji a sivisia priamo s definicnym oborom funkcie f. Sku-
mame parnost, neparnost, periodickost, body nespojitosti, nulové body a limity v kraj-
nych bodoch defini¢ného oboru funkcie f.

2Podmienka f”(x¢) = 0 je nutnd podmienka pre existenciu inflexného bodu. Z tejto podmienky auto-
maticky nevyplyva, ze bod zq je inflexnym bodom funkcie f.
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(2)

(3)

(4)

()

Vlastnosti, ktoré vyplyvaju z prvej derivacie funkcie f. Uréime intervaly monoton-
nosti, stacionarne body a lokédlne extrémy funkcie f.

Vlastnosti, ktoré vyplyvaju z druhej derivacie funkcie f. Uréime intervaly konvex-
nosti, konkavnosti a inflexné body funkcie f.

Zistime vSeobecné rovnice asymptot so smernicou a asymptot bez smernice ku grafu

funkcie f.

Nacrtneme graf funkcie f na zdklade zistenych vlastnosti funkcie f vo vyssie popisa-
nych bodoch (1) az (4).

Uvedieme struc¢ny postup vysetrovania priebehu funkcie, aby sme na ziadnu vlastnost
funkcie f nezabudli:

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)

(9)

(10)

Uréime definiény obor funkcie f: D(f) ={...}.

Uréime body nespojitosti (BN) funkcie f: BN = {...}.

Uréime nulové body (NB) funkcie f: NB = {...}.

Vypocéitame prvi derivaciu funkcie f: ¢ = f'(z).

Vypocitame druhi derivaciu funkcie f: y” = f"(z).

Uréime staciondrne body (SB) funkcie f vyriesenim rovnice f'(z) =0: SB ={...}.
Uréime inflexné body (IB) funkcie f vyriesenim rovnice f”(z) =0: IB={...}.

Uréime intervaly monoténnosti funkcie f vyrieSenim nerovnic f’'(z) < 0 — funkcia je
klesajtca a f'(z) > 0 — funkcia je rastica.

Uréime intervaly konvexnosti a konkdvnosti funkcie f vyriesenim nerovnic f”(x) < 0
— funkcia je konkdvna a f”(z) > 0 — funkcia je konvexna.

Urcéime lokalne extrémy funkcie f v stacionarnych bodoch funkcie f a bodoch, v kto-
rych prva derivacia funkcie f nie je definovand pomocou nerovnosti: f”(z;) > 0, kde
x; € SB — funkcia f ma v bode z; lokdlne minimum a f”(z;) < 0, kde z; € SB —
funkcia f ma v bode z; lokdlne maximum.

Vypocitame limity v krajnych bodoch definicného oboru, asymptoty bez smernice
a asymptoty so smernicou.

Vytvorime tabulku, v ktorej prehladne vyznac¢ime vsetky zistené vlastnosti.

Nakreslime graf funkcie f. Postupujeme tak, Zze najprv nakreslime do stradnicového
systému vsetky asymptoty, potom vSetky dolezité body (BN, NB, SB, IB) a nakoniec
postupne nacrtneme graf funkcie f zlava doprava.

Néavod je mozné néajst aj v rieSenych prikladoch 10.3.8 a 10.3.9 na stranach 159 a 163.
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10.3 Absolatne extrémy

Definicia 10.4 Nech je dand funkcia f s definiénym oborom D(f). Hovorime, Ze funkcia f
méa v bode xy € D(f) absoltitne maximum, ak pre vetky x € D(f) plati: f(z) < f(xo).
Hovorime, ze funkcia f ma v bode xy € D(f) absoliitne minimum, ak pre vsetky
x € D(f) plati: f(x) = f(xo). Absolitne minimum a absolitne maximum funkcie f nazy-
vame absolitne extrémy funkcie f.

Popiseme postup zistovania najvicsej a najmensej hodnoty spojitej funkcie f na uzav-
retom intervale (a, b). Nech je dana funkcia f s definiénym oborom D(f) a nech f je spojita
na (a,b) € D(f).

(1) Vypocitame staciondrne body funkcie f. Nech st to body 1, ..., x,.

(2) Vypocitame v tychto bodoch z1, ..., z, a v koncovych bodoch intervalu (a, b) funkéné
hodnoty funkcie f, t.j. f(z1),..., f(xn), f(a), f(b).

(3) Uréime najvacsiu a najmensiu hodnotu funkcie f na intervale {(a,b) (,m* a ,M*),
kde m = min{f(x1),..., f(z,), f(a), f(b)} a M = max{f(x1),..., f(zn), f(a), f(D)}.
Dostali sme absolitne minimum m funkcie f na intervale (a, b) a absolitne maximum
M funkcie f na intervale (a,b).

Poznamka 10.3.1 Ak je interval otvoreny, tak absolutne extrémy funkcie f na intervale
(a, b) nemusia existovat. Ak absolitne extrémy existuju, tak je to vzdy najvacsia hodnota
z lokdlnych maxim funkcie f na (a,b) a najmensia hodnota z lokalnych minim funkcie f na
(a,b). Tento postup nebude vo vseobecnosti pouzitelny aj v pripade, ak by sme vynechali
podmienku spojitosti funkcie f. Pozri priklad 10.3.4 na strane 157.

Pri rieseni akychkolvek slovnych tloh na extrémy, je potrebné popisat redlnu situaciu
matematickym aparatom, teda urcit matematicky model. Zo zadania tlohy je potrebné
pomenovat nezavisli premennt a definovat funkciu zavisli na jednej redlnej premennej
presnym pravidlom, t.j. funkénym predpisom.? Potom je potrebné rozhodnif, aky druh
extrému mame pocitat a naozaj ukazat, ze najdené extrémy su riesenim uvazovanej realnej
situacie. NajcCastejSie ide o absolutne extrémy na vhodne urcenej mnozine. Pozri rieseny
priklad 10.3.5.

Priklad 10.3.1 ObdlZnikovy kus plechu m4 rozmery 60 cm a 28 cm. V rohoch odreZeme
stvorce a zvySok ohneme tak, ze vznikne otvorend krabica. Aka velka musi byf strana
odrezanych stvorcov, aby objem krabice bol maximalny?

Riesenie:
Ak x je velkost stran odrezanych stvorcov (pozri obr. 10.4), tak objem je vyjadreny rovnicou

V = (60 — 2z) - (28 — 22) - x.

3Niekedy je mozné uvazovat aj funkciu jednej redlnej premennej s redlnym parametrom, resp. redlnymi
parametrami.
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Obr. 10.4: Zobrazenie vyrezov na obdlZnikovom plechu.

Mame najst absolitne maximum funkcie
V(z) = (60 — 2x) - (28 — 27) - v = 42* — 1762* + 1680z,

pre z € (0,14) (skiste sa zamyslief, preco je tomu tak). Zderivujeme funkciu V(z) a
polozime prvi derivaciu rovna nule. Dostavame

V'(z) =4 - (32* — 88z + 420) = 0.
Stacionarne body su:
r1=6€(0,14) a xy= ? ¢ (0,14).
Vypocitame druhu derivaciu a dosadime do nej hodnotu x = 6.
V" (x) = 8(3x — 44).

V"(6) = —208 < 0.

odtial dostdavame, ze funkcia mé v ¢isle 6 absolitne maximum V(6) = 4608. Hodnota
funkcie v krajnych bodoch intervalu je V(0) = V(14) = 0. Zistili sme, ze ak velkost strany
odrezaného Stvorca je 6 cm, tak objem krabice V = 4608 cm?® je maximalny. vV

Priklad 10.3.2 Urcte intervaly, na ktorych st funkcie f a ¢g rydzomonoténne, ak

a) fiy=223432* — 122 — 12,

Riesenie:

a) Definiénym oborom funkcie f je mnozina vSetkych redlnych ¢isel, t.j. D(f) = R a je
spojitd na svojom definicnom obore. Hladdame také intervaly I C D(f) maximélnej
dizky, kde je prva derivdcia kladna, resp. zdporna. Vypocitame deriviciu funkcie f.
y = 622 + 62 — 12.
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L fl(z) >0 62°+62—-12>06-(2*+2—-2)>0& (z+2)-(z—1)>0&
x € (=00, -2) U (1, 00),

2. fllz) <0< 62°+62—12<06-(2°+2-2)<0& (z+2)-(z—-1) <0<
xr € (—2,1).

Zaver: Funkcia f je rastiica na intervaloch (—oo, —2) a (1, 00). Funkcia f je klesajiica
na intervale (—2,1).

b) Definié¢nym oborom funkcie g je mnozina vsetkych redlnych ¢isel, t.j. D(f) =R a je
spojitd na svojom definicnom obore. Hladdame také intervaly I C D(f) maximélnej
dlzky, kde je prva derivacia kladna, resp. zaporna. Derivacia funkcie g je

Yy =2r-e"+a?-e " (~1)=x-¢" (2—1)

r)>0cz-e? 2-2)>0z-2-2) >0 [(z>0)A2—2 >
(

g'(
0)]
2.7 <0z 2-2)<0 - 2-—2)<0&[z>0)N2-2<
O]V(z<0)A2—2>0)]<xe(—00,0)U(200).

Zaver: Funkcia g je rastica na intervale (0,2). Funkcia g je klesajica na intervaloch
(—00,0) a (2, 00).

\/
Priklad 10.3.3 Urcte lokédlne extrémy funkcie f:

fry=—a*+22*+3.

Riesenie:

Defini¢ny obor funkcie f je mnozina vsetkych realnych ¢isel, kedze f je polynomicka funkcia
stvrtého stupna, t.j. D(f) = (—o0, 00). Vypocitame prvi a druhi derivaciu funkcie f, t.j.
Yy = —4r*+4zr ay’ = —1222+4. Vieme, ze ¢y =0 & —4a’3+4r =0 —4z- (22 —1) =0 &
x1 =0, 29 = 1 alebo x3 = —1. Body x4, x5 a x3 st stacionarnymi bodmi funkcie f a v tychto
bodoch funkcia f méze mat extrém. Na zdklade druhej derivacie a vety 10.4 dostavame:
f"(0) =4 > 0= v bode [0, 3] mé funkcia f lokdlne minimum,

(1) = =8 < 0 = v bode [1,4] m4 funkcia f lokdlne maximum,

f"(—1) = =8 < 0 = v bode [—1,4] mé funkcia f lokdlne maximum. v/

Priklad 10.3.4 Je dana funkcia f:
fry=22%—32" — 120 + 1.

Urcte absolutne extrémy funkcie f na uzavretom intervale (—2,4).
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Riesenie:
Funkcia f je kubickd funkcia s definicnym oborom D(f) = (—o0,00). Funkcia f je na
intervale (—2,4) C D(f) spojitd, teda mdzme pouzit postup pre hladanie absolitnych
extrémov spojitej funkcie na uzavretom intervale. Vypocitame lokalne extréme funkcie f
a (—2,4). Vypod¢itame prvii derivdciu funkcie f: 3 = 62% — 6x — 12. Vieme, ze y =0 &
622 — 62 —12=0<6- (22 —2—2) =0< z; = —1, alebo z = 2. Staciondrne body x,
x9 funkcie f patria do intervalu (—2,4), preto aj v nich vypoc¢itame funkéné hodnoty.
f(—1) =8, f(2) = —19, f(—2) = =3 a f(4) = 33. Usporiadame tieto hodnoty a dostavame:
f(2) < f(=2) < f(—1) < f(4). Preto najvacsou hodnotou funkcie f na intervale (—2,4)
je 33 a najmensou hodnotou funkcie f na intervale (—2,4) je —19. Odtial lahko vidiet, Ze
absolitne minimum f na (—2,4) je v bode x = 2 a absolitne maximum f na (—2,4) je

v bode z = 4. V

Priklad 10.3.5 Usilovny, sikovny a solventny student externého studia Leteckej fakulty
sa rozhodol, zZe si postavi v zahrade rodicov bazén v tvare pravouhlého rovnobeznostena
s objemom 200 m?. DiZka bazéna md byt Styrikrat vacsia nez jeho Sirka. TieZ vieme, Ze
1 m? dna je dvakrat lacnejsf ako 1 m? boc¢nej steny. Aké musia byt rozmery bazéna, aby
pre majitela bola vystavba bazéna ¢o najlacnejsia?

Riesenie:

(1) Pomocné tivahy — matematizacia — rozbor tlohy (pripadne je vhodné urobit si
nacrt situdcie): Vieme, zZe ide o kvader, ktorého rozmery oznac¢me nasledovne:
d — dl7ka, § — sirka a v — vyska.
Pre objem kvadra plati: V' = d-§-v a sicasne objem bazéna pozname, t.j. V = 200m?.
Odtial dostavame, ze 200 =d-§- v Ad =45 =200 =48 - v = v = 3.
cena 1 m? dna stoji ...c — zndma redlna konstanta
cena 1 m? bo¢nej steny stoji ... 2c
cena celého bazénu sa da vyjadrit v tvare: C' =d-S-c+2-(d-v+wv-8§)- 2.
Do vyrazu C dosadime za d = 45 a v = ‘2—8 a dostavame: C' = ¢ - (4%2 + %).

(2) Matematicky model — extrém funkcie jednej redlnej premennej: Ak sa pozrieme na
vyraz C, tak vidime, Ze tam figuruje len jedina premennd, ktorti nepozname. Preto
sirka bazéna § je nezavislou premennou, pri volbe ktorej vieme vy¢islit naklady na
vystavbu bazéna.

(3) Definicia funkcie — funkény predpis a definiény obor: Funkény predpis méa tvar:
C:y=C()=c- (4§2 - %),
kde ¢ je realna konstanta a D(C) = R*.

(4) Chceme vypocitat lokdlne minimum funkcie C(8). Funkcia C' je spojitd na svojom

definicnom obore a krajné body nepatria do definicného oboru. Staciondrne body

funkcie C'(8) ur¢ime pomocou prvej derivacie, t. j. % =0.
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€)= (o (45 + 1220)) —c- (35— 192) = C'(3) = 0] & [e (55— 2) =0 =
§ = 125] = staciondrnym bodom je bod § =5 m.

/
c"(s) = (c- (8§ — 1280)) =c- (8 + %) = C"(5) > 0, ak ¢ je kladna konstanta.
Preto funkcia C' ma v bode § = 5 lokalne minimum.

Zaver: Stavba bazéna bude za uvedenych podmienok najlacnejsia, ak rozmery bazéna budi:
dlzka d = 20 m, sirka § =5 m a vyska v = 2 m. v/

Priklad 10.3.6 Zistite, na ktorych intervaloch je funkcia f: y = 23 — 32 konvexn4 a kon-
kavna. Urcte inflexné body funkcie f.

Riesenie:

Funkcia f je kubicka funkcia (polynomicka funkcia tretieho stupria) s definiénym oborom
D(f) = R. Uréime prva a druht derivaciu funkcie f:

f'(z) = 32? = 3,

f"(x) = 6x. Pre druht derivaciu funkcie f plati: f”(z) > 0 pre x € (0,0c) a f"(x) < 0
pre x € (—00,0). Preto funkcia f je konkdvna na intervale (—oo, 0) a konvexna na (0, 0o).
Tiez vieme, ze f"(x) =0« 62 =0 < z = 0. Bod [0, 0] je inflexnym bodom funkcie f. +/

Priklad 10.3.7 Uk&zte, ze funkcia f: y = Inx je konkdvna na D(f).

Riesenie:

Definicnym oborom funkcie f je mnozina kladnych redlnych ¢isel, t.j. D(f) = (0,
Mame ukézat, ze druhd derivicia funkcie f je zaporna na celom definicnom obore D(f).
f'x) =4,

f(x) = _?12 < 0 pre vsetky = € D(f).

Funkcia f: y = Inz je konkdvna na celom defini¢nom obore D(f). v

).

Priklad 10.3.8 Vysetrite priebeh funkcie f, ak

2z
2 —1

fry=x+ )
Riesenie:

Defini¢ny obor funkcie f je mnozina D(f) = (—oo, —1)U(—1, 1)U(1, c0). Body nespojitosti
siz=—-laz=1,t.j BN ={-1,1}. Vypocitame nulové body funkcie f, t.j. vyrieSime
rovnicu f(x) = 0.

2z 20+ 2% —x

. 2

— e =0 x=0.
2 —1 2 —1 2 —1 v

T+

Nulovym bodom funkcie f je bod O = [0, 0]. Graf funkcie f pretina os o, v tomto bode O.
NB = {0}. Overime parnost, resp. neparnost funkcie f:

f=2) = (=) + ey = = (o +2) = —f@)
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To znamen4, ze funkcia f je neparna a jej graf je stredovo symetricky podla bodu O = [0, 0].
Funkcia f nie je periodicka.

Vypocitame prvii a druht derivaciu funkcie f. Tieto derivacie ndm poslizia pri zistovani
monoténnosti funkcie f a rozhodovani o konvexnosti a konkdvnosti.

, 2z \ 2-(z*—1)—4a? rt — 4% -1
y:(x+x2_1> - (22 —1)2 1= (x2—-1)2

yo (=422 -1\ A (-2 4+ 14202 +2) 4z (a2 +3)
V= (Tt ) = e =

Urcime stacionarne a inflexné body funkcie f. Riesime rovnice f'(x) =0 a f"(z) = 0.

b rt—4r? -1
f('r)_0<:> (x2—1)2

44++/16+4
o= SEVIOHA o Bat—2- VB =245, ak—2— VF =

’ 2
= || = V2 + V5, |:(:2|:\/2—\/5:>:>SB:{\/2+\/_,—\/2+\/5}.

4z - (22 4 3)

@ 17
Ur¢ime monoténnost funkcie f: ak f'(z) > 0, tak funkcia f je rastica, a ak f'(x) <0,
tak funkcia f je klesajuca.

4 4x? -1
fllx) >0 & T s 0edt—4?-1>0e 1€ (—oo,—\/2+\/5>u

(27 —1)?
( 2+/5, oo> = funkcia f je rastiica na intervaloch (—oo, —\/2+ \/5) a (\/2 + /5, oo).
442?11
fllz) <0< ﬁ <0er'—4?-1<0e0xc (—\/2+\/5,\/2+\/3) -
{£1} = funkcia f je klesajica na intervaloch (—\/ 2 + /5, —1) a (—1,1) a (1, V2 + \/5)
Urcéime lokalne extrémy funkcie f. Funkcia moze mat lokalny extrém v stacionarnych bo-
doch. Vypocitame hodnoty druhej derivacie funkcie f v bodoch z € SB. f"(—\/2 + V/5) <
0a f’(y/2+/5) > 0 = funkcia f ma v bodoch A a B lokilne extrémy a to:

A= [—\/2 + /5, —\/2 +5- ﬁi ﬂ lokdlne maximum a

V5 + 3]
B= |2+ \/3, 2+V5- lokdlne minimum.
[\/ \/ V5 +1

Zistime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie f. Musime zistit, kde je druha
derivacia funkcie f kladna a kde je zaporna.

=0eat -4 -1=0ct>—4t—1=0, subst. t = 22 &

f'z) =0« =0« 2 = 0 = inflexny bod je bod [0,0] = IB = {0}.

4z - (2% + 3) 4z 4x
"r)>0 ——>>08 ————=>0 ———>0=2€ (—-1,0)U(1,00).
x-(r°+3 x x
f//($)<0@w<0@m<0@m<0$1’6(-0@,—1)u

(0,1). Na zaklade riesenia vyssie uvedenych nerovnosti vieme, ze funkcia f je konvexnd na
intervaloch (—1,0) a (1,00) a f konkdvna na intervaloch (—oo,—1) a (0, 1).
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Vypocitame este asymptoty funkcie f a limity v krajnych bodoch defini¢ného oboru
funkcie f. Vieme, ze body nespojitosti si BN = {—1,1}. V tychto bodoch vypocitame
jednostranné limity a limity v 4-o0.

2 =21 2 =2-1
lim ( * +x> [Oz ]—l—oo, lim ( v —|—:L°> [°+: ] —00,
2 -1 2 —1

z——17+ r——1—
241 2 241
lim < —|—:L°) [°+: ]—l—oc, lim ( +x> [Oz ] —00,
a—1+ \ 2?2 — 1 e—1- \x? — 1
. < 2x ) [0—o0] . ( 2z ) [0400]
lim +x)] = —o0, lim +x|] = 40
oo \ 2 — 1 z—=too \ 2 — 1
Asymptoty bez smernice s dané bodmi nespojitosti, preto mame dve asymptoty bez
smernice: as; : x = —1 a asy : x = 1. Pre asymptotu so smernicou plati: as : y = kx + ¢,
— nim {® — 1 _
kde k = xll)rinoo = aq xll)rinoo (f(x) — kx).
2x
+x
ky = lim & = lim M = lim < + 1) (021 1,
T—oo0 T—00 T z—oo \ 2 — 1
2x
e 2
by = lim %) — i M — lim (2—+1> 01
T——00 T T——00 T z——oo \ 2 — 1

Dostali sme: k1 = ko =k = 1. 123reto: )
o0 = Jug, (100) — ko) = g (52 +o) —10) = i () =0

¢ =t (f(z) =ke) = lim <<9c22f 1 +x> -b a:) B zl—i>I—noo <x22f 1) =0

T—r—00 T—r—00

Plati, ze ¢ = ¢ = ¢ = 0. Vidime, Ze funkcia f ma prave jednu asymptotu so smernicou,
ktorej vSeobecna rovnica ma tvar: asz : y = x.

Tabulka 10.1: Prehlad ziskanych vlastnosti funkcie f z prikladu 10.3.8.

— | (—o0,—¢) | —c |(=¢,=1)| =1 | (=1,0)| 0 |(0,1)| 1 |(Le)| c | (c,00)

Y — —d - + 0 - + d +
BN NB BN

Y + 0 - - -1] - — 0 +

/! SB N\ N\ N\ N | SB |

% - - - + 0| - o+ ]+

~ el - B P72 S R P
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Vytvorime tabulku 10.1, v ktorej prehladne zobrazime vsetky dolezité body, vsetky
dolezité hodnoty funkcie f a jej derivacii. Pre prehladnost tabulky st ozna¢mé hodnoty
stacionarnych bodov a funkénych hodnét v tychto bodoch ako:

c:\/2+\/5

V5 +3
d=\/2+\/5-\/5+1.

Na zdklade idajov v tabulke 10.1 nacrtneme graf funkcie f (pozri obrdzok 10.5) a to
tak, ze postupne prekreslujeme tabulku zlava doprava po jednotlivych stlpcoch, pricom na
zaciatku si nakreslime sturadnicovy systém a v nom vsetky asymptoty a dolezité body.

Y

Obr. 10.5: Graf funkcie f: y = (% + x)
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Priklad 10.3.9 Vysetrite priebeh funkcie f, ak

Riesenie:

Defini¢nym oborom funkcie f je mnozina D(f) = (—oc,0) U (0, 00). Funkcia mé jeden bod
nespojitosti a to z = 0, t.j. BN = {0}. Funkcia f je spojitd na svojom definicnom obore.
Uréime nulové body funkcie f, musime vyriesit rovnicu f(z) = 0.

flx)=0s z- er = 0. Této rovnica nemd riesenie na definicnom obore funkcie f, preto
NB = {). Overime parnost (neparnost) funkcie f:

1
f(=x) = (—x)-eta = —x - e+ = funkcia f nie je parna ani neparna. Funkcia f nie je
periodicka. Vypocitame prvi a druhia derivaciu funkcie f:
= (o) =) e ey =1 bt (1) =ebyaned () = T ol
=(x-ex) =(x)-ez4x-(ex) =1-es+x-ex-(—) =ez+x-ez-(— | = L
4 T x2 T ’

” z—1 1 ! r— 1\ 1 z—1 1\/ 1 1
i i i i

Urcime staciondrne a inflexné body funkcie f. Riesime rovnice f'(x) =0 a f"(z) = 0.

-1
fl(z) =0 < : e = 0 < z = 1. Dostali sme jeden stacionarny bod [1,é€], t.j.

1
SB={1}. f'(z) =0 — - ¢t =0 = IB = (). Funkcia f nem4 #iadne inflexné body.
x
Ur¢ime monoténnost funkcie f. Vieme, Ze ak f'(x) > 0, tak funkcia f je rastica, a ak
f'(x) < 0, tak funkcia f je klesajuca.

fla)>0e 2= et >0 it

. >0 e (—00,0)U(1,00),

—1 -1
: -e%<0<:>x—<0<:>xe(0,1).

f'(r) <0<
T
Funkcia f je rastica na intervaloch (—o0,0) a (1,00) a klesajica na intervale (0, 1).

Urcéime lokalne extrémy funkcie f. Funkcia moéze mat lokalny extrém v stacionarnych
bodoch. Vypocitame hodnoty druhej derivacie funkcie f v bodoch x € SB.

(1) = It el =e > 0= funkcia f mé v bode [1,e] ostré lokdlne minimum.
Zistime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie f. Musime zistit, kde je druha
derivacia funkcie f kladna a kde je zaporna.

1
f”(x)>0<:>—3-e%>0<:>—3>0:x€(0,oo),
X T

1 1
f”(:c)<0<:>;-e% <0©§ < 0=z € (—,0).
Funkcia f je konvexnd na intervale (0, c0) a konkdvna na intervale (—oo, 0).

Vypocitame este asymptoty funkcie f a limity v krajnych bodoch defini¢ného oboru
funkcie f. Vieme, ze body nespojitosti st BN = {0}. V tomto bode spoéitame jednostranné
limity a limity v £o0.

lim (a: . e%) 0] 0,

r—0~

. 1y [000] . ev \ [=] (e%)/ . e%‘(;_zl) . 1y [
zli%l* (xez) - zli%l* g - xli}lg)lJr (l)/ :xli%%r B :2711{(1)1+ (ez) -
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Asymptoty bez smernice st dané bodmi nespojitosti. Mame jednu asymptotu bez smer-
f(z)

nice: as; : x = 0. Pre asymptotu so smernicou plati: as : y = kx + ¢, kde k = ll}IjIzl = a
g= lim_(f(z) ~ ka).
Cex 0
ky = lim M = lim 2% = lim (e%) [:] 1,
Cex 0
ko = lim M = lim 2% = lim (e%) [:] 1.
T——00 o T——00 x T—>—00
Dostali sme vysledky ky = ko = k = 1. Teraz mozeme vypocitat parameter ¢:
1
L L L o 1 o] .. (ez —1) [g]
o = Jim (fl@)—ke) = Jim (@-e¥ —1o) = lig (v-(ex = 1)) *=" lim ==— =
lim (e%) [i] 1
T—00 ’ )
o L 1 o 1 o0 . (ex —1) [§]
= Jim ()~ k) = i (et —12) = i (o (ef — 1) 2 S50 R
lim (e%) [ﬂ 1
T —00 o

Plati, ze ¢; = ¢ = ¢ = 1. Vidime, ze funkcia f ma prave jednu asymptotu so smernicou,
ktorej vSeobecna rovnica ma tvar: asy :y = x + 1.

Vytvorime tabulku 10.2, v ktorej prehladne zobrazime vsetky ddlezité body, hodnoty
funkcie f a jej derivacii.

Tabulka 10.2: Prehlad vypocitanych vlastnosti funkcie f.

y - + | e | +
BN
Y + - 0 +
f N | SB |
I + |+ | 4+
s — Lok. —
MIN

Na zaklade tdajov v tabulke 10.2 na¢rtneme graf funkcie f (pozri obrazok 10.6) a to
tak, ze postupne prekreslujeme tabulku zlava doprava po jednotlivych stlpcoch, pricom na
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zaciatku si nakreslime sturadnicovy systém a v nom vsetky asymptoty a dolezité body.

Y

z=0

, a81!

Obr. 10.6: Graf funkcie f: y = x - es.
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10.4 Neriesené ulohy
10.1 Co znamens, ze funkcia f je konvexnd, konkavna, ze mé inflexny bod?
10.2 Vysvetlite rozdiel medzi lokalnymi a absolitnymi extrémami funkcie f.

10.3 Urcte intervaly, na ktorych je funkcia f: y = f(x) rydzomonoténna (rastiica, klesa-
juca), ak:

a) f:y=22"—1Inx,

b) fry=2a"—152%+3,
) £y =Tn(x)— 27,
) [

C

d y=2+x—2°
2
x

e) f-y—m-

10.4 Urcte intervaly, na ktorych je funkcia f: y = f(z) konvexnd, resp. konkdvna, ak:

fiy=In (1+$2),

10.5 Urcte vSetky lokalne extrémy funkcie f: y = f(z), ak:

a) fry=2a®(x—6),
b) f:y=xz—In(l+2),
c) fry=a®-e7",

d) fiy=z -’z

1
e) f:y:arctgx—é-ln(1+:c2),

1
fy fry=a+—,
X
2x
g) f-y—x+1+xz,
x
h) fry=—
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10.6 Urcte najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f: y = f(x) na intervale I, ak:
a y=12? — 62+ 10, kde I = (—1,5),

b y=12° — 32+ 20, kde I = (-3, 3),
c y=(r—2)-Inz, kde I = (1,¢),

e y = 2? — 62+ 10, kde I = (—1,5),

) [
) [
) [
d) f:y=2"—=b52"+52° + 1, kde I = (—1,2),
) [
f) f-

y=2"Inz, kde I = (1,e),
- %+ 4

g) [y , kde I = (0,3).

10.7 Urcte intervaly, na ktorych je funkcia f konvexna a konkavna a vypocitajte inflexné
body funkcie f, ak je dana predpisom:

a) fy:l'(llf—l)z,
b) f:z—In(z*—9),

c) f:arctg (é)

10.8 Zistite, ¢i funkcia f: y = f(z) vyhovuje danej rovnici, ak:
a) fry=c"+2 " ay’ — 13y — 12y =0,
b) f:y=¢e"-sinza f’(x) —2f'(x) +2f(x) =0.

10.9 Vysetrite monotonnost, konvexnost, konkavnost, lokdlne minimum, lokalne maxi-
mum a inflexné body danej funkcie f:

T
a‘)f’y_x2+17
2
T
b Ty =
) fry gt
Q) friy—a'-8
1
d RTES T
) fry o
. .2 1
e)fy—x+—2,
1
f) fry=
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10.10 Zistite priebeh funkcie f a nacrtnite jej graf, ak je danéd funkcia f:

X
a)fy_l—{—l"
X

b Ty =

) [y =
1

. _ 2
C)fy x_*—ﬁa

3r—1
 fry=—m
1
g)f:yz—lﬁg,
1
h Yy = ——

S) f:y:ﬁa
2¢ — 1
t) f:y—(f_l)g,
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3112

2 -1

v) fry=

10.11 Vysetrite priebeh funkcie f a nacrtnite jej graf, ak je dana funkcia f:

a) f:yzxx 3

b) f:yzxffl,
c) f:yzxngl,
d) f:yzlafx,

e) f:yzln?x,

f) f:yzﬁ

g) f:y=1+;nx,

) z+1
i) fry= ,
r—1
241
k) fry= ,
x
) fry=x-Inz,
m) fry=z-vVa+3,
n) fry=z+vV4—uz,

1
o) fiy=a2%In—,
x

p) f:y=2a+3z.

10.12 Vypoditajte o kolko sa zmeni objem kocky, ked sa dlzka hrany kocky zmeni zo 6
cm na 6,1 cm. Vypocet urobte presne a aj priblizne pomocou diferencialu.
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10.13 Vypoditajte hodnoty parametrov a,b € R tak, aby funkcia f: y = 2® +az®> — 32 +b
mala inflexny bod A = [1,1].

10.14 Vypocitajte hodnotu xy € R tak, aby platilo
a) f'(xo) =0,
b) f'(xo) = =2,

pricom funkcia je dana predpisom f: y = %3 + %2 — 2z.

10.15 Dokazte, ze vsetky inflexné body funkcie f: y = ;2111 lezia na priamke so vseobec-
nou rovnicou p: x — 4y = 0.

10.16 Aké rozmery musi mat obdlznik daného obvodu d, aby jeho uhlopriecka bola ¢o
najkratsia?

10.17 Plagat velky 500 cm? mé4 mat okraj 6 cm hore a 4 cm na kaZdej strane vpravo,
vlavo a dole. Aké ma mat rozmery tlacena plocha plagitu (bez okrajov), ktord moze byt
vyuzita na reklamu, aby plocha vytlaceného plagatu bola ¢o najvicsia a vyuzila sa cela
plocha, ktora je k dispozicii?

10.18 Vypoditajte rozmery obdlZnika s obsahom 25, ktorého obvod je minimélny.
10.19 AKk& je najkratsia vzdialenost bodu A = [1, 2] od paraboly y = ’%f?

10.20 Najdite také kladné redlne cislo, aby stucet toho cisla a jeho prevratenej hodnoty
bol najmensi.

10.21 Cislo 28 rozlozte na dva séitance tak, aby ich st¢in bol najvidsi.

10.22 Aké ma mat rozmery otvoreny bazén so stvorcovym dnom, aby na jeho vymuro-
vanie bolo potrebné minimalne mnoZstvo materidlu? Vieme, %e objem bazéna je 32 m?>.

10.23 7 plechu tvaru stvorca, ktorého strany maju velkost 2 m méame zhotovit otvorena
krabicu maximalneho objemu, ktora bude mat tvar kvadra. Vypocitajte rozmery krabice.

10.24 Podla definicie rozhodnite, aky extrém mé funkcia f: y = 2® v bode zy = 0.
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10.5 Vysledky neriesenych iloh

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.9

a) funkcia je na intervale (0, %) klesajuca a na intervale (%, oo) je rastiica b) funkcia
je klesajtca na intervale (—3, 3) a rastiica na intervaloch (—oo, —3) a (3, 00) ¢) funkcia
rastie na intervale (0,3) a klesd na intervale (3,00) d) funkcia rastie na intervale
(—00, 3) a klesd na intervale (3,00) e) funkcia klesé na intervaloch (0,1) a (1,/e) a
rastie na intervale (y/e, 00)

a) funkcia je konvexnd na intervale (—1,1) a konkdvna na intervaloch (—oo,—1) a
(1,00) b) funkcia je konvexnd na intervaloch (—2,0) a (2,00), konkdvna na inter-
valoch (—oc, —2) a (0,2), inflexné body st IB = {-2, 0, 2} ¢) funkcia je konvexna
na celom definicnom obore, t.j. D(f) = (—o00,00) d) funkcia je konvexna na in-

tervaloch (—oo, —‘/75) a (‘/75, o0), konkdvna na intervale (—‘/75, */75), inflexné body st
TSN

IB = {_727 72}

a) [0, 0] — ostré lokdlne maximum, [4, —32] — ostré lokdlne minimum b) [0, 0] — lokélne

minimum c) [0,0] — lokdlne minimum, [2, ;12] — lokdlne maximum d) [e™2,4e™?] —

lokdlne maximum, [1,0] — lokdlne minimum e) {1,% —1In \/5] — lokalne maximum
f) [—1,—2] — lokélne maximum, [1,2] — lokdlne minimum g) funkcia nemé lokélne
extrémy, je rastica na (—oo,00) h) [e, e] — lokdlne minimum

a) [—1,17] — absolitne maximum, [3,1] — absolitne minimum b) SB = {-1,1},
[—3, 2] — absolitne minimum, [3,38] — absolitne maximum c) [1,0] a [2,0] — nulové
body, v intervale (1,2) — absolitne minimum, [e,e — 2] — absolitne maximum d)
SB ={0,1}, [1,2] — absolitne maximum, [—1, —10] — absolitne minimum e) [—1, 17]
— absolitne maximum, [3, 1] — absolitne minimum f) [e, €?] — absoltitne maximum g)
2, 4] — absolitne minimum

a) funkcia je konvexné na intervale (%, o0) a konkdvna na intervale (—oo, %), [%, %} -
inflexny bod b) funkcia je konvexna na celom definicnom obore, nemd inflexné body
c) funkcia je konvexnd na intervale (0, 00) a konkavna na intervale (—oo, 0), funkcia
nem4 inflexny bod

a) D(f) = R, funkcia je N\, na (—oc, —1) a (1, 00), funkcia je  na (—1,1), funkcia
je konkdvna na (—o0, —v/3) a (0,+/3), funkcia je konvexnd na (—+/3,0) a (v/3, 00),
[1, %] — lokalne maximum, [—1, —ﬂ — lokélne minimum, inflexné body su [0, 0],
[—\/_,—‘/Tg}, [\/g, \/Tﬂ b) D(f) = (—o0,—2) U (—2,00), funkcia je \, na (—4, —2)
a (—2,0), funkcia je  na (—oo,—4) a (0,00), funkcia je konkdvna na (—oo, —2),
funkcia je konvexna na (—2,00), [—4, —8] — lokdlne maximum, [0, 0] — lokdlne mini-
mum, nemd inflexné body ¢) D(f) = R, funkcia je / na R, funkcia je konkdvna na
(—00,0), funkcia je konvexnd na (0, 00), nemé lokdlne extrémy, inflexny bod [0, —§]
d) D(f) = (—o0,—1) U (—1,00), funkcia je \  na (—2,—1) a (—1,0), funkcia je
na (—oo,—2) a (0,00), funkcia je konkdvna na (—oo, —1), funkcia je konvexna na
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10.10

(-1,
e) D(
(1,0 00),
[—1, 2] —lokdlne minimum, nem4 inflexné body f) D( f ) (—
funkcia je  na (—oo,—1) a ( 1, - ) funkcia je N\, na (
(—

konvexna na (—oo, —1) a (0, 00), funkcia je konkavna na
maximum, nema4 inflexné body

a) D(f) =R, BN ={-1}, NB={0}, SB={-1,1}, IB={-3,0,3}, as; : y =0,
[1,1] - lokdlne maximum, [—1,—1] — lokdlne minimum b) D(f) = (—oo,—1) U
(—-1,1) U (1,00), BN = {-1,1}, NB = {0}, SB = {0}, IB = 0, as; : v = —1,
asy : x = 0, asz : x = 1, nemé lokdlne maximum, [0, 1] — lokdlne minimum c)
D(f) = (—0,0) U (0,00), BN = {0}, NB =0, SB = {-1,1}, IB = 0, as; :
z = 0, nemd lokdlne maximum, [—1,2] a [1,2] — lokdlne minimum d) D(f) = R,
BN =0, NB = {0}, SB = {0,2}, IB = {2 — /2,2 + 2}, as; : y = 0, [2,4¢7?]
— lokdlne maximum, [0, e] — lokdlne minimum e) D(f) = (-2,2), BN = (), NB =
{—v/3,0,4/3}, SB = {0}, IB = 0, as; : © = —2, asy : * = 2, [0,In4] — lokdlne
maximum, nemé lokdlne minimum, N\, - (0,2), /- (-2,0), — —(0,2), ~—(=2,0) f)
D(f) = (—00,0) U (0,00), BN = {0}, NB= {3}, SB={3}, IB={1}, as; : y =0,
asy : x = 0, [2, 9] - lokdlne maximum, nemé lokdlne minimum, \, - (—00,0) a (2, c0),
S =1(0,2), — = (1,00), ~ = (—00,0) a (0,1) g) D(f) =R, BN =0, NB = 0,
SB = {0}, IB = (), [0, 1] — lokdlne maximum, nema lokdlne minimum, N\, — (0, o),
e (_9090)’ ~ (_OO’ _\/Lg) a (\/L;@OO)’ - ( \f \f) h) D( ) (O>1) U (1’00)7
BN ={1}, NB=0,SB =0,IB =10,as; : y =0, asy : * = 1, nema lokélne
maximum, nemd lokdlne minimum, \, — (0,6_2), S = (a,b), — — (a,b), ~ — (a,b)
i) D(f) = (—00,0) U (0,00), BN = {0}, NB=10,as; :y =0,as2 : x =1, \,—
(—O0,0) a (07 OO>7 /( - @, - (0700>7 T (—O0,0) .]) D(f) = (_0070> U (0,00),
BN ={0}, NB=0,SB={1}, IB=10,as; :y=x+1, ass : © = 0, nem4 lokélne
maximum, 1, e] —lokdlne minimum, \, - (0,1), /- (—00,0) a (1,00), — — (0, 00), ~
~ (=00,0) k) D(f) =R, BN =, NB = {0}, SB=1{0,2}, IB = {2 /2,2 + 2},
as; : y = 0, [2,4e7?] — lokdlne maximum, [0, 0] — lokdlne minimum, \, — (—o0, 0)
a (27()0)7 = (072>7 ~ - <_0072 - \/5) a <2+ \/§700)v - (2 - \/§72+ \/§> l)
D(f) = (—00,0) U (0,00), BN = {0}, NB =0, SB=10,IB ={—3}, as; : y = 1,
asy : x = 0, nem4 lokdlne maximum, nem4 lokdlne minimum, N\, — (—00,0) a 0, o0,
~ (_%>0)’ = (_OC’_%) a (0> OO) m) D(f) = (0’00)7 BN =0, NB = {1’%}7
SB = {\/ié}, IB = {/e}, nemd lokdlne maximum, [\/Lév_ﬂ — lokdlne minimum,

\l o (07%5% /‘ o (\/LE,OO), ~ = (07 \/é)v — T <\/év OO) Il) D(f) =R (Gaussova
krivka), f je parna, BN = (), NB =0, SB = {0}, IB = {—\%,\%}, as; :y = 0,
0, 1] — lokdlne maximum, nem4 lokdlne minimum, N\, — (0,0), /= (—00,0), — —

(—o0,—5) a (5, 00), ~ ~ (5, 35) 0) D(f) = (—o0,0) U (0, nb)ty), BN = {0},
NB = {-1,1}, SB = {—V2}, IB =0, asy : y = —x, asy : x = 0, [—\3/5,%] —

lokalne minimum, nemé lokélne maximum, \, - (—o0, —v/2) a 0,00, / — (—+v/2,0),

00),
f)
) a

2, —3] — lokdlne maximum, [0, 1] — lokdlne minimum, nemd inflexné body
(—00,0) U (0,00), funkcia je N\, na (—oo,—1) a (0,1), funkcia je  na

-
(1, ) funkcia je konvexnd na (—o0,0) a ( [1,2] — lokalne minimum,

OO—) ( 1,0)U(0, ),
z, ) 00), funkcia je
1,0), [ %,—4} — lokélne
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10.11

— — (—00,0) a (0,00) p) D( )=(-1,1), BN =0, NB = {0}, SB = {0}, IB =0,
as; : x = —1, asy : 1, [0,0] - lokallle maximum, nemd lokdlne minimum,
N (0,1), - (10)“ (=1,1) 1) D(f) = (=00, =1) U (1,00), BN = 0,
NB—{\/_\/_}SB—@,]B:(Z),CLS:x——lasgzle,\—(—oo,—l),
S = (1,00), ~ = (=00,—1) a (1,00) s) D(f) = R, BN =0, NB = {0}, SB =
{-1,1}, IB = {—/3, \/_}, asy =y =0, [1, 3] — lokdlne maximum, [—1, —3] — lokdlne
minimum, N, — (=00, -1) a (1,00), /" = (=1,1), — = (=V/3,0) a (V/3,00), ~ =
1

)
0,

(—00,—V3) a (0,v/3) t) D(f) = (—00, )U(1,%0), BN = {1}, NB = {1}, $B = {0},
IB ={—3},as1:y =0, asy : x = 1, [0,—1] - lokdlne minimum, \, - (—o0,0) a

(1,00), /- (0 1) u) D(f) = (—00,0)U(0,00), BN ={0}, NB = (Z), SB = {—1, 1},
IB =0,as :y =x, asy : * = 0, [-1,—2] — lokdlne maximum, [1,2] — lokdlne
minimum, \, - (=1,0) a (0,1), /= (o0, =1) a (1,00), — = (0,00), ~ = (—00,0) v)
D(f):(_ooa_l) ( 11) ( )7 N:{ 1’1} NB:{O},SB:{O},]B:@,
as;y :y = 1, asy : ¢ = =1, asg : = 1, [0,0] — lokdlne maximum, nem4 lokélne
minimum, \, - (0, ) a (1, ), —(—o00,—1)a (—1,0), — = (=00, —1) a (1,00), —

- (_17 1)

a) D(f) = (—00,3) U (3,0), BN = {3}, NB = {0}, SB = {0,6}, IB = 0, \, —
(0,3) a (3,6), /' — (—00,0) a (6oo)v—(3oo)m—( )[612] lokalne

minimum, [0,0] — okalne maximum, as; Yy = ¢+ 3, asy 1 r = b) D(f) =

(=50, —1) U (=1,1) U (1,00), BN = {—1,1}, NB = {0}, SB_(ZJ {0},\—
(—o0,—1)a(—1,1)a(1,00),——(—1,0)a(1,00), ~—(—00,—1) a (0, 1) cy =0,
asy :x = —1,as3 : x =1c) D(f) = (—o00,0) U (0,00), BN = {0}, NB = {—1},
SB = {\675}7 IB = (Z)v \l - (07 \3/§>7 /( - (—O0,0) a (\3/5700% ~ <_OO70> a (07()0)7
[V/2,23/2] - lokélne minimum, as; : y =, asy : 2 =0 d) D(f) = (—o0,1) U (1, oo),
BN 2 {1}, NB = {0}, 5B = 0,3}, IB = {0}, \, - (3100), 7~ (—o0, 1) a (1, 2),

— = (0,1), ~ = (=00,0) a (1,00), [3,—2]] — lokdlne maximum, as; : = 1 e)

D(f) = (0,00), BN = {0}, NB = {1}, SB = {e}, IB = {ez}, \, - (e,0), /' —
(0,e), — — (e2,00), —~ — (0,e2), nem4 lokalne minimum, e, 2] — lokélne maximum,
as; :y=0,asy :x=0f) D(f) =(0,1) U (1,00), BN = {1}, NB =), SB = {e},
IB = {e*}, \\— (0,1) a (1,e), /' — (e,00), — — (1,e?), ~ —(0,1) a (e?, 00), [e, €] —
lokdlne minimum, nemé lokdlne maximum, as; : x = 1 g) D(f) = (0,00), BN = 0,
NB = {1}, SB = {1}, IB = {ez}, \, - (1,o0), S - (0,1), — - (e%,00), —~ —
(O,e%), nemé lokdlne minimum, [1,1] — lokdlne maximum, as; : y = 0, asy : x = 0
h) D(f) = (—oo,—1) U (1,00), BN = {~1,1}, SB = {—V/2,V2}, IB = ), \, -
(_OO’ _\/ﬁ) a (1a \/5)7 /‘ - (_\/Qa _1) a (\/5’ OO)> = (_OO’ _1) a (LOO)’ [_\/Z 2]
— lokalne minimum, [\/5, 2] — lokdlne minimum, as; : * = —1, asy : * = 1 i)
D(f) =R, BN =0, NB = {0}, SB = {0}, IB = {-1,1}, N\, — (—00,0), /-
(0,00), — = (—1,1), ~ = (=00, —1) a (1, 00), [0, 0] — lokdlne minimum, nem4 lokdlne
maximum j) D(f) = (1,00), BN = {1}, NB =0, SB = {3}, IB = {7}, \y —
(1,3), /= (3,00), — — (1,7), ~ — (7,00), [3,2v/2] — lokdlne minimum, nemé lokélne
maximum, as; : © = 1 k) D(f) = (—o0,0) U (0,00), BN = {0}, NB =0, SB =0,
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10.12
10.13
10.14
10.15
10.16
10.17
10.18
10.19
10.20
10.21
10.22
10.23

10.24

IB =0, - (—00,0) a (0,00), — — (0,00), ~ — (—00,0), nem4 lokalne minimum,

nemé lokdlne maximum, as; : y = —1, as2 : y = 1, as3 : = 0 1) D(f) = (0,00),
BN = {0}, NB = {1}, SB = {;}, IB =0, \,— (0,5), /* — (3,00), — — (0,00),
[2, —1] — lokédlne minimum, nemd lokdlne maximum m) D(f) = (—3,00), BN =)
NB = {-3,0}, SB—{2} IB =0, - (-3,-2), /= (—-2,00), — — (—3,00),
[—2, —2] — lokdlne minimum, nem4 lokdlne maximum n) D(f) = (—oc,4), BN =0,
NB = {—0}, SB = {2}, 1B = 0, \ = (,4), /' = (=00, 8), ~ = (=00,4),
nema lokalne minimum [, 41] - lokzilne maximum o) D(f) = (0,00), BN = {0},
NB = {1}, SB = {e” 2}, IB = {e 2}, N\~ (e72,00), /= (0,072), — — (0,072),
~ — (e” 3 ,00), nemé lokdlne minimum, [e~ 2,2—] lokdlne maximum p) D(f) = R,
BN =0, NB={0}, SB=1), IB = {0}, = (—00,0), — = (0,0), ~ — (—00,0),

nema lokalne minimum, nema lokalne maximum

a) 10,981 b) 10,8

a=-3ab==6
a)ry=laxzy=-2b)r;=—laz=0
Ani jeden inflexny bod nelezi na priamke p.
a=%ab=1

298 cm X 35 c¢m, 12 cm X 15 cm, cely plagat ma rozmer: 20 cm X 25 cm
dX D

V2

SB ={—-1,1}, [1,2] — lokdlne minimum
Sc¢itance su 14 a 14.

Dno: 4 m x 4 m, hibka: 2 m.

rozmery krabice st g m, g m, % m

Funkcia f nemad lokalny extrém v bode z,.



