Matematika Il — pomocny 3



DIFERENCIALNE ROVNICE

a) Diferencialne rovnice prvého radu bez pravej strany

Rovnice typu: f(x).y" + f(y) =0 pomocné vzorce:

. , R . , IneY =y eln* =y
prvého radu = najvyssia prva derivacia - y

elnx+c — elnx_ec — x. e = x.C
bez pravej strany = na pravej strane rovnice nula e2X+tC — p2X oC — o2X

Ina+Inb =In(a.b)

a
. Ina—Inb =In—-
Uprava rovnice: na— D

.. 4
1. nahradime y = —>

2. separujeme premenné (oddelime y, dy na jednu stranu a x, dx na druhu, tak aby
dy a dx boli v Citateli)

3. upravené strany integrujeme (Uprava pomocou per partes, substitucia alebo
obycCajny integral)
4. vo vysledku vyrazy s rovnakou premenou nechame na tej istej strane



b) Diferencialne rovnice prvého radu s pravou stranou

pomoché vzorce:

Rovnice typu: y ~+ p(X)y = q(x)

—Inx =Ilnx1
prvého radu = najvys8ia prva derivacia - y 2Inx =Inx?,  Zlnx= s
S pravou stranou = na pravej strane rovnice je funkcia q(x) elnx* = 2
elnx_lz elnglc _1
X

Uprava rovnice: 2. spdsob:
1. upravime rovnicu tak, aby ¢len y ~ bol osamoteny (nasobime alebo delime celd rovnicu)

X
Napr.: rovnicu xy’ + 4y = % , predelime x, potom y~ + 473, =

2. upravenu rovnicu vynasobime integraénym faktorom IF = e/ P®9% (najprv uéime p(x),
potom vypocitame [ p(x)dx a nakoniec IF)

Napr.:
, 4y e
+—==—, kde n(x) =
FelrEdr (I)-EIPKI}M = (:E}.Efp{rjdx y4 x  x* p(x) .
—-'?:L——\;/—\/\ P : U=4q : . f; dx:lnx‘l-’IF:e]nx :_'X,'4

3. lava strana rovnice predstavuje sucin derivacie funkcie y a IF (pri jej Uprave z prvého Clena
ranval 3 " . rv . r . -_———————
sucinu na favej strane rovnice opiSeme y bez derivacie a IF)

K Is

Napr.:
- 3 _ ,x
yx*+4yx® =e
[y - o p(@) d:c]r — g(z) - ol pla)dr Uprava lavej strany: prvy ¢len je y a druhy je x*
(yx*) = e*




3. integrujeme obe strany rovnice

y - el P@de ]q(:r:) el P@ T gy e

kde vyuZzijeme, Ze [(y. efp(x)dx)' dy = y. ol P(X)dx

Napr.:

Uprava lavej strany:  y.x* = [e* dx

j(y.x‘*)' =Jex dx

4. upravime lavu stranu rovnice (vynasobime alebo delime vhodnym vyrazom, aby

na lavej strane zostalo len y)

y = e p@d fq(ﬂ,_) eI P@ i g o [r@ds o

Napr.:
y.x4=fex dx =e*+c

Uprava rovnice (predelime cell rovnicu x*4):




c) Diferencialne rovnice druného radu bez pravej strany
Rovnice typu:y “+ay + by =0

druhého radu = najvysSia druha derivacia- y ™
bez pravej strany = na pravej strane rovnice nula

Uprava rovnice:
1. vytvorime charakteristicku rovnicu A24+al+b=0
(nahradime v rovnici y” - 1%,y" - 4, y - vynechame)

2. rieSime charakteristicku rovnicu ako kvadraticku rovnicu a ur¢ime diskiminant

a)akD>0,1,,4, ER, A, # 4,

/11 /12x

potom dve rieSenia charakteristickej rovnice yi=e"%,y, =e

vSeobecné rieSenie dif. rovnice je y = ¢ eM* 4 ¢ et2¥

Napr. D=9, A,=2, 1,=-1

VSeobecné rieSenie dif. rovnice je y = c;e?* + c,e™*




b) akD:O,Al,AZ ER,Alzlz :A

potom riesenia charakteristickej rovnice W = @ G = e

vSeobecné rieSenie dif. rovnice je y = cie?® + c xel*

Napr. D=0, A1=41,=-1

VSeobecné rieSenie dif. rovnice je  y =cie™ + c,xe™

C) ak D<O, /11,/12 € C,/’{l = a+,3l,/12 = a_ﬁl
potom rieSenia charakteristickej rovnice y1 = e* cosfx,y, = e sinfx

vSeobecné rieSenie dif. rovnice je y = c1e“*cos fx + c e sin Bx

Napr.. D = —4 = 4i?, A, =—-1+3i, 1, =—-1—3i

porovnanim vysledkov zo vSeobecnym zapisom, a = -1, =3

vSeobecné riesenie dif. rovnice je y =cie *cos3x + cpe *sin 3x




c) Diferencialne rovnice druhého radu s pravou stranou
Rovnice typu: y "+ ay” + by =1 (X)

druhého radu = najvysSia druha derivacia- y ™
bez pravej strany = na pravej strane rovnice funkcia f(x)

Uprava rovnice:
1. rieSime rovnicu bez pravej strany (mo6zu tri pripady rieSenia)

2. riesime rovnicu s pravou stranou
rieSenie dif. rovnice = vSeob.rieSenie DR bez pravej strany + partikularne rieSenie y*
3. urcime partikularne rieSenie y* podla pravej strany DR
a) ak na pravej strane funkcia typu f(x) =P,,(x)e**
kde B, (x) — polyném m — tého stupna

a € R, a je k — nasobny koren DR bez pravej strany

partikularne rieSenie y* = (bg+bix + byx?+..+b,, x™)e**x¥



Napr.: 1) f(x) = (5x1 + 2)e?*, a = 2 je 1- nasobny koreri DR bez pravej strany,
teda jeden koren charakteristickej rovnice je = 2

porovnanim s y* = (by+byx + byx?+.. +b,x™)e * xk
a =

k=1
potom y* = (a + bx)e**x?!

2) f(x) =(—8x)e™™*, a nie je koren DR bez pravej strany

a=-1
m=1
k=20

potom y*=(a+ bx)e™™

3) f(x) =x*+3x—5, anie je koren DR bez pravej strany

a=20
m=2
k=20

potom y*=ax?*+bx+c

Poznamka: pri uCovani k musi byt a« korenom DR bez pravej strany



b) ak na pravej strane funkcia typu

f(z) = (Pm( )cos B+ Pz )Eiﬂﬁfﬂ) 2 kde P\V(z), P\Y(z) st polynémy
stupiia ny, ny, o, € R, f # 0 a a+ [i je k-nasobnym korefiom charakteris-

tickej rovnice dane] diferencialnej rovnice bez pravej strany,

partikularne riedenie  y* = QW _ (x)(cos fx +Q?_ (x)sin fx) e x*

kde QW (x), Q®_ (x) - sti polynémy stupfia m = max {n,;, n,}



Napr.:1) f(x) =8cosx, a+ Binieje koren DR bez pravej strany,

porovhanims y* = Q(l)m(x) (cos Bx + Q(Z)m(x) sin fx) e**x*

a=0[=1
m = 0 (8x%=8)
k=0

potom y* = acos x + bsin x

2) f(x) =4cos2x+ sin2x,a+ Binie je koren DR bez pravej strany

a=0,=2
m=20
k=20

potom y*= acos 2x + bsin2 x

3) f(x)=sin(3x)e™*, a+ Bi nie je koren DR bez pravej strany

a=-1,=3
m=20
k=0

potom y*= (acos 3x + b sin 3x)e™

Poznamka: pri uCovani k musi byt a + fi koreiom DR bez pravej strany



4. vypocitame prvu a druhu derivaciu partikularneho rieSenie y* a dosadime do DR's
pravou stranou (y*) "+ a(y*) "+ by * = f (x)

5. po uprave rovnice porovname koeficienty (a, b c, ...) pri rovnakych ¢lenoch na pravej
a lavej strane DR a vypocCitame ich hodnotu

Napr.: upravou DR vySlo
—4a cos 2x — 4b sin 2x — 6a sin 2x + 6b cos 2x = 4 cos 2x + sin 2x

porovnanim koeficientov pri cos 2x a sin 2x

COS 2X: —4a+6b =4
sin2x;. —4b —6a=1

6. dosadime vypocitané hodnoty koeficientov do partikularneho rieSenie y* a zapiSeme
vysledok DR s pravou stranou v tvare

rieSenie dif. rovnice = vSeob. rieSenie DR bez pravej strany + partikularne riesSenie y*



