. MNOZINY A CELE CISLA g

DM
1. Typy dékazov
Veta. P = Q. (Ak plati P, tak plati aj Q.)
P — predpoklad
() — tvrdenie
1. Dokaz priamy:
P=P=PFP= ---=P, =@
2. Dékaz nepriamy:
Vyuzijeme tautolégiu (P=Q)< (-Q = —P).
Namiesto P = () dokizeme - = —P.
44
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3. Dékaz sporom: oM
Predpokladame, ze P — plati (aj vsetko, ¢o uz bolo dokazané)
a uvazujeme, ze () — neplati .
Po dovolenych apravach to vedie k sporu, ktory je v matematike zaka-
zany. Takze nie je mozné, aby () neplatilo.
4. Dékaz matematickou indukciou:
Nech P(n) je nejaké tvrdenie pre prirodzené &islo n.
1) Nech plati P(1).
(zakladny krok)
2) Predpokladame, ze plati P(n) pre n > 1.
(indukény predpoklad)
Ukazeme, ze z platnosti P(n) vyplyva aj platnost P(n + 1). «
(indukény krok) »
Potom je tvrdenie dokazané pre vsetky prirodzené cisla. <
4
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2. Mnoziny a mnozinové operéacie

AB,C ..., XY, ... mnoziny
a,b,c,...,x,y,... prvky mnozin
reA x je prvkom mnoziny A

A={-1,0,1,2,3,4,56,7,8,9}

B={xeZ —-1<x<9} A=B

Ciselné mnoziny:

N=1{1,2,3,4,5,6,...} prirodzené ¢&isla
Z=A...,-2,-1,0,1,2,3,...} celé ¢isla
Q={}z,ycZ} racionalne ¢isla
R = (—oo; 00) realne Cisla

I — vsetky realne, ktoré nie s racionalne iracionalne Cisla
C={a+ib; a,b e R} komplexné Cisla
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3. Niektoré vlastnosti celych &isel

Veta. Nech M je [ubovolna mnozina obsahujtca prirodzené &isla. Nech
plati:

1) 1eM,

2) Akne M, takaj(n+1)e M.

Potom M = N.

Definicia. Nech a,b € Z. Hovorime, Ze Cislo b je delitelné cislom a,
ak existuje Cislo g € 7Z také, ze

b=a-q.

Hovorime tiez, ze «a deli b.

Teda: albe3dgeZ; b=a-q

Veta. (Veta o deleni so zvyskom.)
Nech a,b € Z, b # 0. Potom existuje prave jedna dvojica Cisel ¢, r € Z
taka, ze plati

a=b-q+r a zaroven 0<r<|b.
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Definicia. Nech a, b, ¢,d € Z. Cislo d je najvacsim spoloénym delite- 2123

lom ¢&isel a, b, ak platia podmienky: DM
1) dla A d|b,
2) ak dceZ, ze cla N c|b, tak ¢<d. (c|d)

Zapisujeme: d =nsd(a,b) .

Veta. Necha,b€Z,b#0 aplati a=b-gq+r a 0<r<|b.
Potom  nsd(a,b) = nsd(b, 7).

Euklidov algoritmus

Definicia. Prirodzené &islo p je prvocislo, ak ma prave styroch celo-
ciselnych delitelov.

Veta. (Zakladna veta algebry.)

Nech a € Z\ {—1,0,1} Potom ::
a=-+(—=)p1-p2-... Do, ¢

b

pricom Py, P2, ...,P, SU prvocisla. Back

Close



4. Kongruencie na mnozine celych cisel

Definicia. Nech a,b € Z a nech m € N. Hovorime, ze ¢isla a a b su
kongruentné modulo m , ak po deleni ¢islom m davaju rovnaky zvysok.
T.j.,

a=m-q +r1, b=m-q +r, 0<r<m.
Zapis: a = b(modm)
Definicia.(Rovnocenna s predchadzajicou.)
a =b(modm) < m|(a—b).

(Je ovela vyhodnejsia pri dokazovani réznych vlastnosti kongruencii.)
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Veta. Nech a,b,q,x € Z a nech m,k € N. Potom platia nasledujtce

tvrdenia.

1) Ak a=m-q+k, tak a =k (modm).

2) Ak mja, tak a=0(modm).

3) Ak a=b(modm), tak ( +2) = (b+ ) (modm).

4) Ak a =b(modm), tak a-x=b-x(modm).

5) Ak a=b(modm) a c=d(modm), tak
(a+c)=(b+d)(modm).

6) Ak a=b(modm) a c=d(modm), tak
a-c=b-d(modm).

7) Ak a=b(modm), tak a® = b" (modm).

Veta. (Fermatova mala.)
Ak a € Z a p je prvocislo, tak a? = a (modp).
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Definicia. Karteziansky st¢in A x B mnozin A a B je mnozina vset-
kych usporiadanych dvojic (a, b), pricoma € A a be B.

RELACNE STRUKTURY

1. Binarne relacie

Ax B={(a,b);a€ A, be B}

Definicia. Nech A a B s [ubovolné mnoziny. Binarna relacia z A

do B je lubovolna podmnozina R mnoziny A x B.

RCAxB

(a,b) € R aRb

Definicia. Inverznou relaciou k relacii R je relacia
R ={(b,a); (a,b) € R}, pricom a€ A abeB.

aRb < bR la

RY) =R
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Definicia. Nech A, B, C su [ubovolné mnoziny. oM
Nech R C AXx B,
SCBxC.
Potom relacia R o S definovana vztahom
a(RoS)b <= Fbe B : (aRb) AN (bSc)

nazyvame stcinom (kompoziciou, zlozenim) relacii R a S

Veta. Nech RCAx B, SCBxC a T cC x D sabinarne

relacie. Potom

(RoS)oT =Ro(SoT).

44
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R C A x A —binarna reldcia na mnozine A 10/123

DM

Veta. Binarna relacia R C A X A sa nazyva:

reflexivna & Yae A aRa,

symetricka & Va,be Ao aRb = bRa,

antisymetrickd < Va,be A : aRbOADRa = a=0D,

tranzitivna < Va,bce A aRbANDRc = aRec.

Veta. Nech RC Ax A anech M CA M#0D.

Relaciu Rjs nazyvame zazenim relacie R na mnozinu M, ak pre

kazdé (a,b) € M x M plati, ze aRy b = aRD.

Definicia. Binarnu relaciu R C A x A, ktora je reflexivna, symetricka

a tranzitivna, nazyvame ekvivalencia na mnozine A. «
44
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Definicia. Nech A je neprazdna mnozina. Rozklad mnoziny A je
systém mnozin A;, A,, ..., A, , pre ktory plati:

1) 0£A CA Vie{l,2,...,n},

2) AZHAJZQ, \v’z#j,z,jé{l,Z,,n},

3) AUA,U---UA, =A.

Veta. Kazda ekvivalencia na neprazdnej mnozine A definuje rozklad

tejto mnoziny a naopak, kazdy rozklad mnoziny A definuje relaciu ek-
vivalencie.
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2. Zobrazenia 12/123

DM
Definicia. Zobrazenie z X do Y je bindrna reldcia f C X xY
s vlastnostou
rfy Naxfy =y=y.
D(f)y={zx e X:;3yeY, (x,y) € f} — obor definicie
H(f)={yeY;3xe X, (x,y) € f} — obor hodnét
Zapisy:  (w,y) € f z [y y=[f(z)
Ak D(f)= X hovorime, ze f je zobrazenie X do Y .
44
Zapisujemeto f : X =Y. "
4
>
Teda f: X =Y znamend, ze Vee X, FyeY y= f(z). Bl
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Definicia. Zobrazenie f : X — Y nazyvame surjektivne, ak
VyeY dee X, ze y= f(z).

Definicia. Zobrazenie f : X — Y nazyvame injektivne, ak
Va,zy € X, 21 # a9, plati fz1) # f(2a).

Definicia. Zobrazenie f : X — Y nazyvame bijektivne, ak je
injektivne aj surjektivne.

Veta. Nech f : X — Y je zobrazenie X do Y. Potom inverzna
binarna relacia f~! je zobrazenim Y do X prave vtedy, ak zobrazenie
f je bijektivne.

Definicia. Nech f : X - Y a ¢g: Y — Z st zobrazenia.
Sacinom (zlozenim) zobrazeni f a ¢ je zobrazenie h : X — Z
definované predpisom h(xz) = g(f(xz)), pre kazdé = € X .

Zapisujeme h=f o g. Plati teda (f o g)(x) = g(f(x)).
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3. Mohutnost mnozin 14/123

DM
Definicia. Mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B préave vtedy,
ak existuje bijektivne zobrazenie f : A — B
Hovorime tiez, ze mnoziny A a B maju rovnakt mohutnost.
Zapisujeme to: |A| = | B] #A=#B card A = card B
Veta. Nech A, B, C st lubovolné mnoziny.
Potom: 1) |A|=|B| < |B| =]4],
2) [Al=[B] A |B]=[C] = |A]=|C].
Definicia. Mnozina A je konecna prave vtedy, ak existuje n € N
také, ze A je ekvivalentna s mnozinou {1,2,3,...,n}.
Mnozina A je nekonecna, ak nie je konec¢na. o
Definicia. Nekone¢nd Mnozina A je: »
spocitatelna prave vtedy, ak  |A| = |N], ‘
nespocitatel'na prave vtedy, ak |A| # |N]. B’k
ac
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lIl. ZVAZY A BOOLOVSKE ALGEBRY

1. Ciasto¢ne usporiadané mnoziny

Definicia. Ciastocnym usporiadanim na mnozine A # () nazy-
vame taki binarnu relaciu R C A x A, ktora je reflexivna, antisymet-
rickd a tranzitivna.

Definicia. (rovnocenna) Nech A # (). Potom binarna relacia R
na mnozine A je Ciastocné usporiadanie, ak

1) YVae A : aRa,

2) Ya,be A: aRbADRa = a=0,

3) Va,b,ce A: aRbAbDRc = aRec.
Usporiadana dvojica (A; R) sa nazyva Ciastocne usporiadana mno-
Zina.
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Definicia. CUM (A; R) sa nazyva retazec (linearne usporia- o
dana mnozina), ak
Va,be A : aRb V bRa.

Hovorime, ze prvky a,b € A st porovnatelnév (A; R).

Definicia. Hovorime, ze prvok b pokryva prvok a,ak aRb, a #b,

pricom neexistuje x € A také, ze x #a,x #b aplatiaRx AN xRDb.

Definicia. Nech (A; R) je Ciastocne usporiadana mnozina.

Prvoka € A jeminimalnyv (A; R),ak iz € A,z #a,2e xRa,

Prvok b € A jemaximalnyv (A; R), ak fz e A, 2 #b, 22 bR, 4«
44

Prvok ¢ € A je najmensi v (A; R), ak Vx € A, plati cRz, <
4

Prvok d € A jenajvacsi v (A; R), ak Vz € A, plati xR d. Back
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Definicia. Nech (A; R) je Ciastoéne usporiadand mnozina a nech

D+4MCcCA.

MnoZina

h(iM)={xe€ A, (Vae M: aRz)}

je mnozina vsetkych hornych ohraniceni mnoziny M a mnozina
dM)={x € A; (Vae M: xRa)}

je mnozina vsetkych dolnych ohraniceni mnoziny M.

Najmensi prvok mnoziny h(M), ak existuje, sa nazyva suprémum

mnoziny M a zapisuje sa  sup M .

Najvacsi prvok mnoziny d(M), ak existuje, sa nazyva infimum mno-

ziny M a zapisuje sa

inf M .
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2. [Lvazy 18/123
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Poznamka. V tejto kapitole symboly V' a A nebudd znamenat

logické ,a zaroven”, resp. alebo” .

inf{z,y} = x Ay priesek prvkov x a y

sup{z,y} = zVy spojenie prvkov x a v

Definicia. Zvaz je taka Ciastocne usporiadand mnozina, v ktorej pre

kazdé dva prvky existuje priesek aj spojenie.

Veta. Nech (A; R) je Ciastocne usporiadanad mnozina. Potom pre [u-

bovolné prvky x,vy,z € A plati:

rNVNr =ux, TNT =2 idempotentnost,

xVy=yVux; tANy=yANzx komutativnost, W\

rV(yVz)=(xVy)Vz;, xA(yAz)=(xAy)Az asociativhost, »

zV(yANz)==x rAyVe)=ux absorbcia. ¢
>
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Definicia. (Ekvivalentna definicia zvazu.) Nech (L;V,A), oM
L # (), je algebraicky systém, v ktorom pre binarne operacie V a A
platia vlastnosti:
1) idempotentnost,
2) komutativnost,
3) asociativnoat,
4) absorbcia.
Potom (L;V,A), je zvaz.
Definicia. Nech (L;V,A) a (M:;V,A), 0 # M C L, st zvazy.
Potom (M;V,A), sa nazyva podzviaz zviazu (L;V, ), ak
Ve,y e M je Ny=axVy
aj TAy=x Ay,
44
44
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Definicia. Zvéz (L;V,A) sa nazyva distributivny, ak pre kazdé
x,y,z € L plati:
rA(yVz)=(@Ay)V(rAz),
aj xzV(yAz)=(@Vy A(xVz).

Definicia. Zvazy (L;V,A) a (L*;V,A) st izomorfné, ak existuje
bijektivne zobrazenie ¢ : L — L* také, ze pre vietky z,y € L
plati:
plzVy)=p()Vely),
aj  plzAy)=plx)Aely).

Takéto zobrazenie ¢ : L — L* sa nazyva izomorfizmus zvazov
(L;V,N) a (L5 V,N).

Zapis:  (L;V,N) = (L% V,A)
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V kazdom konecnom zvize existuje:
najvacsi prvok I — horné univerzalne ohranicenie |
najmensi prvok 0 — dolné univerzalne ohranicenie .

Definicia. Nech (L;V,A,0,1) je (konecny) zvdz. Prvok a' € L na-
zyvame komplementom k prvku x € L prave vtedy, ak

Vo =1 a xANT =0.

Definicia. Zvaz (L;V,A,0,1) sa nazyva komplemenarny prave
vtedy, ak kazdy jeho prvok ma komplement.

Definicia. Zviz, ktory je distributivny aj komplementarny nazyvame
boolovskym zvizom.

Veta. V boolovskom zviaze (L;V,A,0,1) ma kazdy prvok prave jeden
komplement.
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3. Boolovské algebry 22/123

DM
— unarna operaciaz L do L

V, A\ — binarne operaciez L x L do L

0,1 - konstanty (univerzalne ohranicenia)

(L;V, A, 0,1) —boolovsky zviz ~ (L;V,A,",0,1)—boolovska algebra

Definicia. Boolovska algebra je algebraicky systém

B=(L;Vv,A\,",0,1), L#0,v ktorom pre [ubovolné x,y, z plati:

(1) xVy=yVz 2) zAhy=yAz

3) zv(yVvz)=(zxVy Vz (4) zA(yANz)=(xAy) Az

(5) xV(yAz)=(zVy)AN(zVz) (6) zA(yVz)=(zAy)V(zAz) “«

(7) vO0==zx 8) xAl==x N

9) zva =1 (10) x N2’ = )
>
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Veta. Nech B = (L;V,A,’,0,1) je boolovska algebra. Potom pre
kazdé x,y,z € L plati:

l)xVex=axANz==x 8) xV(¥ANy)=zVy

2)  AN0=0 N xzA@Vy =xAy

3) zVvI= 10) zVy=0< z=y=0

4) (2') == 1)90/\y—1<:>x—yzl

5) (zVy) = a'Ay 12) z=y & (z/Ay)V(z'Ay) =0
6) (xAy) =a'Vy 13) z=y < (z2Vy)A(z'Vy) =1
NzVyAz)=zAyVe)=z

4
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4. Boolovské funkcie 24/123
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Definicia. Nech (D;V,A,’,0,1) je boolovska algebra, pricom

D = {0, 1}. Kazda funkcia

f:D"—D

sa nazyva boolovska funkcia n premennych.

Zapis:  y = f(x1,29,...,x,), kde x;,y€D.

Veta. Existuje prave 22" réznych boolovskych funkcii n premennych.

Doékaz.
44
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n =2 f:D?*— D
Fo{01) x 0,1} - {0,1)
(351,5752) i o s s s fe 7 f8 fo fio fu  fiz fis fuu fis o fie
©) |o o 1 1 0o o o 1 o0 1 1 1 0 1 0 1
01) | o 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0
0) |1 o o 1 o 1 0 0o 1 1 o0 1 0 1 1 o0
(1,1) 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1
=21 fs=xiANxe fo=21V fis=x1 N2}
Jo = 29 Jo = 21 A\ 24 Jo=xVry, fu=zVI) «
fginil f7:$11/\513/2 fllzxil\/lljlg f15:<ZU1/\ZU/2)\/(SC;1/\CU/2) N
fi=my  fs=2\ANay,  fu=2iVay,  fie= (21 Axa) V(2] A ) y
4
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L x; CL
Definicia. Nech z} = { , , prekazdé 1=1,2,...,n.
L;
Boolovska funkciu
k(xi, @, ...,x,) =27 ATy N - AN
nazyvame elementarna konjunkcia.
Boolovski funkciu
d(xy,Toy ..., x,) =27V Iy V-V,
nazyvame elementarna disjunkcia.
Veta. Existuje prave 2" roznych elementarnych konjunkcii (elementar- «
nych disjunkcii) z D" do D. b
N 4
Doékaz. ,
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Definicia. Nech ki, k... k;, 0 < 5 < 2", s0 rozne elementarne
konjunkcie.
Funkcia

je boolovska funkcia s n premennymi v normalnom disjunktivnom
tvare. (NDT, resp. NDF)

Nech di,dy,....d,, 0 < r < 2" si rozne elementarne disjunkcie.
Funkcia

je boolovska funkcia s n premennymi v normalnom konjunktiv-
nom tvare. (NKT, resp. NKF)

Veta. Kazda boolovska funkcia sa da zapisat v NDT aj v NKT.
Doékaz.
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IV. VYROKOVA LOGIKA 28/123
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1. Vyroky a formuly vyrokovej logiky
Matematicka logika:
— Nastroj na presni formulaciu a spravny spésob uvazovania.
— Zaobera sa jazykom matematiky s cielom presne formulovat tvrdenia
tak, aby nedochadzalo k rozporom a nedorozumeniam.
— Pri formalnom zépise abstrahuje od vyznamu pouzitych symbolov.
Sémantika:
— V jazykovede — vyznam slov, viet, textu.
— V logike — vyznam a zmysel symbolov a formal z nich zlozenych.
Syntax: <«
— V jazykovede — pravidla spajania slov do viet a vetnych celkov. 4
— V logike — zostavovanie retazcov symbolov podla danych pravidiel. <
— odvodzovacie pravidla na vytvaranie novych retazcov >
symbolov (logickych formal). Back
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Definicia. Vyrok (zlozeny vyrok) je oznamovacia veta, pri ktorej ma oM
zmysel uvazovat, Ci je alebo nie je pravdiva.
Elementarny vyrok je vyrok, ktory prestava byt vyrokom vynechanim
akejkolvek jeho casti.
symboly pre elementarne vyroky: p.q,7,... A, B,C,...
p — je pondelok
g — dnes mame prednasku z diskrétnej matematiky
r — chce sa mi ucit
Zlozeny vyrok vznikne spajanim elementarnych vyrokov pomocou logic-
kych spojok
44
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Logické spojky: oM
— negacia nie je pravda, ze"
A konjunkcia ,a (a zaroven)
V disjunkcia »alebo”
= implikacia ak .., tak "
& ekvivalencia .prave vtedy, ak”
44
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Definicia. Abeceda vyrokovej logiky je mnozina symbolov: oM
1) Dyq,Ty ..., L1, Lo, . .. — vyrokové premenné
2) LAV, =& — logické spojky
3) () L] - — pomocné symboly
Slovo nad abecedou vyrokovej logiky je lubovolna postupnost symbolov
vyrokovej logiky.
Poznamka. Nie kazdé slovo dava zmysel. Napriklad slovo
a: p=>q=r,
nedava zmysel.
Ale slova
B:p==r), v:p=q¢=r
uz zmysel davaju. «
44
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Definicia. Slovo o nad abecedou vyrokovej logiky sa nazyva formula
vyrokovej logiky prave vtedy, ak existuje postupnost slov

ap, Ao, ..., 0

taka, ze «, jeslovo « apre kazdé ¢ < n je splnena jedna z podmienok:
1) «; je vyrokova premenna,

2) «; je negacia niektorého zo slov vy, g, ..., 1,

3) a; jetvaru (o Aay), (a;Vayr), (=), (< ap),

pre nejaké 7.k < 1.

Postupnost «ajy, aw, ..., q, sa nazyva vytvarajlca postupnost
formuly « .
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Definicia. Podformula formuly « je formula vyrokovej logiky, ktora
sa vyskytuje vo vetkych vytvarajucich postupnostiach formuly o .

Slovo
o A)—p=q

nie je formula vyrokovej logiky, ale slovo
B:pVr)e((g=—p)AT)

je formula vyrokovej logiky.

Postupnost

P, ¢, PV, ¢ = ", (¢ = —p) AT, (pVT) & ((¢= —p)AT)

je minimalna vytvarajica postupnost formuly 5.
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2. Ekvivalencia formal vyrokovej logiky

Zaujimaja nas formuly vyrokovej logiky z hladiska syntaxu, t.j. zaujima
nas vyznam, ktory davaju z pohladu toho, ¢&i st pravdivé alebo neprav-
divé.

KedZze formuly sa skladaju z elementarnych vyrokov, tak nas zaujima
ako zavisi ich pravdivost, resp. nepravdivost od toho, ako si pravdivé,
resp. nepravdivé elementarne vyroky, z ktorych ta formula pozostava.

Vyrokové premenné st symboly, ktorymi oznacujeme elementarne
vyroky.
Napriklad: p,q,r, ..., 2, y,2,..., 21, T2, X3, ...

Definicia. Pravdivostné ohodnotenie wu vyrokovych premen-
nych je priradenie hodnoty 0 alebo hodnoty 1 kazdej z vyrokovych
premennych.

u(p) =1 znamena, ze p je pravdivy elementarny vyrok.
u(p) =0 znamena, ze p je nepravdivy elementéarny vyrok.
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O kazdej formule vyrokovej logiky vieme potom rozhodnat, ¢i je pravdiva oM
alebo nepravdiva na zaklade nasledujicich pravidiel:
e je pravdiva prave vtedy, ak « je nepravdiva,
a A B je pravdiva prave vtedy, ak a aj g stcasne sl pravdivé,
aV [ je pravdiva prave vtedy, ak aspon jedna z a, [ je pravdiva,
a = [ je nepravdiva prave vtedy, ak « je pravdiva a 3 je nepravdiva,
a < 3 je pravdiva prave vtedy, ak obe a aj [ su pravdivé,
alebo obe « aj [ s nepravdivé.
44
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Definicia. Ak u(a) = 1, hovorime, ze formula « je pravdiva pri o

ohodnoteni u vyrokovych premennych.

Ak u(a) = 0, hovorime, ze formula «a je nepravdiva pri ohodnoteni

vyrokovych premennych.

Definicia. Formula vyrokovej logiky sa nazyva tautoldégia prave vtedy,

ak je pravdiva pri kazdom ohodnoteni vyrokovych premennych.

Formula vyrokovej logiky sa nazyva kontradikcia prave vtedy, ak je

nepravdiva pri kazdom ohodnoteni vyrokovych premennych.

Oznacenie: T' — tautoldgia
F' — kontradikcia
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DM
01, V9,03, ..., — formuly vyrokovej logiky
S ={p1,02,03,...,px} — systém formal vyrokovej logiky
Definicia. Formula vyrokovej logiky sa nazyva splnitel na prave vtedy,
ak je pravdiva pri nejakom ohodnoteni vyrokovych premennych.
Systém formal S sa nazyva splnitel ny prave vtedy, ak existuje ohod-
notenie vyrokovych premennych, pri ktorom je pravdivad kazda formula
ZO systému.
Zaujima nas, ¢i z pravdivosti nejakych formul vyplyva aj pravdivost inych
formal. “
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Definicia. Hovorime, ze formula ¢ je sémantickym doésledkom
systému formal S (vyplyva z tohto systému) prave vtedy, ak je pravdiva
pri vietkych tych ohodnoteniach vyrokovych premennych, pri ktorych je
pravdiva kazda formula zo systému S

Zapiss. Sk

Definicia. Hovorime, ze systém formal T je sémantickym doésled-
kom systému formal S prave vtedy, ak kazda formula z T je pravdiva
pri vietkych tych ohodnoteniach vyrokovych premennych, pri ktorych je
pravdiva kazda formula zo systému S

Zapis. SET
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Poznamka. oM
Ak S ={v1, 0, ...,0r}, tak mézeme pisat aj
{ov oot B, resp. {on oo ET
Ak S ={¢y}, tak mézemepisataj Y E ¢, resp. v ET.
Ak S =1, tak mdézemepisataj E ¢, resp. ET.
Plati.
{p1,00,. .., oi} E Y prave vtedy, ak @i Apa A A A
je kontradikcia.
<4
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Vlastnosti vyplyvania.
Veta. Ak S je systém formala p € S, tak S E .

Myslienka dokazu: Ak st pravdivé vietky formuly v S, tak je zrejmé,
ze je pravdiva aj formula .

Veta. Tautolégia je sémantickym désledkom kazdého systému formal.
(A ET)

Myslienka dékazu: Neexistuje ohodnotenie vyrokovych premennych, pri
ktorom by bola pravdiva kazda formula systému, ale tautolégia nie.

Veta. Formula ¢ je tautolégia prave vtedy, ak | .

Myslienka dokazu: Vzhladom na predchadzajicu vetu staci ukazat, ze
ak | ¢, tak ¢ je tautolégia. Ak by ¢ nebola tautolégia, tak
existuje ohodnotenie u vyrokovych premennych, ze u(p) = 0. Potom
ale nemdze platit = ¢, pretoze aj pri tomto ohodnoteni vyrokovych
premennych st vietky formuly prazdnej mnoziny pravdivé.
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Veta. Kazda formula je sémantickym désledkom systému formil oM
S = {907 _'90} :
Myslienka dokazu: Ak by nejaka formula 1 nebola sémantickym désled-
kom systému {p, ¢}, tak by musela byt nepravdiva za predpokladu,
ze obe formuly v aj = si pravdivé. To je nemozné.
Veta. Pre [ubovolné systémy formal S, T, R plati:
a) ak S je podsystém systemu T, tak T E S,
b) ak TES a SER, tak TER.
44
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Veta. Pre [ubovolny systém formal S a pre formulu ¢ plati S = ¢
prave vtedy ak S U {—=p} je nesplnitelny systém.

Myslienka dékazu: Nech S |= ¢. Potom pri kazdom ohodnotena vy-
rokovych premennych, pri ktorom st pravdivé vietky formuly z &, je
pravdiva aj formula ¢ . Teda —p je nepravdiva a S U {—p} je nespl-
nitelny systém.

Naopak, nech SU{—} je nesplnitelny systém. Potom pre ohodnote-
nie, pri ktorom je pravdiva kazda formula z & je = nepravdiva. Teda
¢ je pravdiva formula a plati S = ¢.
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Definicia. Hovorime, ze formuly ¢ a 9 st sémanticky ekviva-

lentné prave vtedy, ak
@ =1 azaroven .

Tj. © a 1 s0sémanticky ekvivalentné, ak pre kazdé ohodnotenie
u vyrokovych premennych plati u(y) = u(e).

Zapis:  p H
Veta. ¢ H 1 prave vtedy, ak ¢ < 1 je tautoldgia.

Dosledok. Pre kazdé dve tautolégie Ty a Ty plati Ty HT5 .
Pre kazdé dve kontradikcie Fy a F; plati F} H F;.

Veta. Relacia H je ekvivalencia.
F — systém vsetkych formal vyrokovej logiky

F. — mnozina tried ekvivalencie
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Veta. Pre [ubovolné formuly vyrokovej logiky «, 3,7 a pre lubovolni o

tautolégiu T ako aj pre lubovoln kontradikciu F' plati:

(1) aABHB A (2) avBHBVa

(3) an(BAy) H(aAB) Ay (4) aV(BVy)H(aVB)Vy
(5) an(BVy) H(anB)Viany)  (6) aV(BAY) H(aVE)A(aVy)
(7) TAhaHa (8) FVaHa

9) aN-aHF (10) aV-a HT
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Zaver.

Nech F je systém vietkych formal vyrokovej logiky pre m vyrokovych

premennych. Potom (F.;V, A, =, T, F) je boolovska algebra.

Veta. Pre [ubovolné formuly vyrokovej logiky «, 3,7 a pre lubovolna

tautolégiu 1" ako aj pre lubovolnia kontradikciu £ plati:

1.

2.

alNaHa
aA(BVa)Ha
——a Ha

(@A B) H-aV =B
a=fH-aVp

a= [ H-0=a

aVaHa

aV(fANa)Ha

—(aVp) H-aAN-p
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7. as BH(@AB)V (—aAp) DM
8. aNf H-(a= —p)
9. aVEH-a=p

10.asepfH@=0)ANB=aq)
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3. Realizacia formal vyrokovej logiky pomocou boolovskych funkcii 47/123

DM
D1, P2, - .., Pn — Vyrokové premenné
u — ohodnotenie vyrokovych premennych, tj. u(p;) € D = {0, 1}
©(p1, P2y - - -, Pn) — formula vyrokovej logiky
K usporiadanej n — tici vyrokovych premennych (p1, ps, ..., pn) existuje
usporiadana n — tica (u(p1),u(pa), ..., u(p,)) ich ohodnoteni, pricom
(u(py), u(pa), ..., ulp,)) € D"
Potom pre formulu vyrokovej logiky @(p1, pa, ..., p,) je
u(p) = u(p(pr, pay - - -, pn)) prvok z mnoziny D ={0,1}. «
Takze u : D"— D. »H
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Veta. Ku kazdej formule o(p1,ps, ..., p,) vyrokovej logiky existuje
boolovska funkcia f : D™ — D, ktora ju realizuje.
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. Grafy 49/123

) ] DM
1. Definicia grafu
V' — lubovolna kone¢na mnozina (aj prazdna)
(‘2/) ={A CV : |A| =2} — mnozina v3etkych dvojprvkovych
podmnozin mnoziny V
Definicia. Nech V' je ubovolna koneéna mnozina a nech H C (‘2/)
Potom usporiadana dvojica (V, H) sa nazyva graf.
Zapis. G=(V,H)
V' sa nazyva vrcholova mnozina, jej prvky sa nazyvaja vrcholy.
44
H sa nazyva hranova mnozina, jej prvky sa nazyvajia hrany. >
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Nech V' ={vy,vq,...,v,} a nech H={hy,ho,..., hp}. oM

Ak hy = {v;,v;}, tak hovorime, Ze hrana Ay inciduje s vrcholmi v; a v;,
resp. vrcholy v; a w; inciduju s hranou Ay, .
Tiez hovorime, ze vrcholy v; a v; st koncové vrcholy
hrany h;. .

Hrany h; a h; sa nazyvaja susedné, ak inciduja s tym istym vrcholom.

Vrcholy v; a w; sa nazyvaju susedné, ak incidujd s tou istou hranou.
44
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K, = (V, (‘2/)) — kompletny graf na n vrcholoch, tj. |V|=mn. o

D, = (V,0) - diskrétny graf na n vrcholoch, t.j. |[V]|=mn.

G=(0,0) - prazdny graf.

Definicia. Graf G, = (V}, H;) je podgrafom grafu G = (V, H),

ak Vi cV a HHCH.

Zapis. G, C G

(g1 je vlastnym podgrafom grafu G, ak G, C G, ale G| # G

Definicia. Podgraf G, = (V, H,) grafu G = (V, H) sa nazyva «“«

faktor grafu G =(V,H). >
4
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Nech G = (V,H), nech u,v € V(G) anech h e H(G). oM
G—v= (V' H), pricom V' =V \{v} a H = H\{{u,v}; u eV}
— vynechanie vrchola v z grafu G.
G—h=(V,H'), pricom H = H\ {h}
— vynechanie hrany h z grafu G .
G+h=(V,H), pricom H = HU{h} a zaroveh h = {u,v}
— pridanie hrany h ku grafu G .
44
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Definicia. Nech G1 = (‘/1, Hl) a G2 = (‘/2, Hg) oM
Zjednotenim grafov G a Gy je graf G = (ViU V,, H U H,) .
Prienikom  grafov G a Gy jegraf G = (ViNVy, H N H,).
Zapis. G, UGy, resp. G NGy
Definicia. Nech G; = (Vi, H;) je podgrafom grafu G = (V, H).
Rozdielom grafu G a G nazyvame taky minimalny graf Gy, C GG,
pre ktory plati, ze G = G, UG5
Definicia. Komplementom grafu G' = (V, H) nazyvame graf
G=(V.(;)\H).
_ 44
Grafy G a G s navzajom komplementarne. b
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Definicia. Nech G1 = (‘/1, Hl) a G2 = (‘/2, Hg) oM
Hovorime, ze grafy GG; a Gy st izomorfné, ak existuje bijektivne zo-
brazenie ¢ : Vi — V;, také, Ze
Vu,v € Vy  plati {u,v} € Hi < {p(u),p(v)} € Hy.
Zobrazenie ¢ sa nazyva izomorfizmus grafov G; a G.
ZépIS Gl = G2
44
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2. Savislost grafu

Definicia. Nech G = (V, H) anech u € V je [ubovolny vrchol grafu
G.

Nech T'(u)={v €V : {u,v} € H} je mnozina susedov vrchola u.
Cislo dg(u) = |T'(u)| nazyvame stupen vrchola u v grafe G.

Ak dg(u) =0, vrchol u je izolovany.

Veta. Pre [ubovolny graf G = (V, H) plati
> ba(v) =2-|H]|.

veV

Do6sledok. Pocet vrcholov s neparnym stupinom je v kazdom grafe &islo
parne.

Definicia. Graf G = (V, H), ktory ma vsetky vrcholy stupha % sa
nazyva pravidelny graf stupna k.
(Niekedy tiez regularny.)
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Definicia. Postupnost nezapornych celych &isel sa nazyva grafova, oM

ak existuje graf s odpovedajicimi stupnami vrcholov.

Veta. (Havlova, 1955)

Nech pre postupnost s, Ss, ..., S, nezapornych celych &isel plati

S§] = 89> 8322 S, .
Tato postupnost je grafova prave vtedy, ak je grafova aj postupnost
S9 — 1,83— 17---7331—1—1 — 17881+27---7Sn .
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Definicia. Nach pre dant dvojicu vrcholov u a v existuje striedajica oM
postupnost vrcholov a hran
Vo, hl) Uy, h27 U2, h37 ceoy Up—1, hna Up
kde v, € V pre 1 =0,1,2,...,n, pricom vg=u, v, =v
a hi—i—l = {Uiavi—{—l} pre 1= O,l,.. Lo — 1.
Takuto postupnost nazyvame sledom dlzky n medzi vrcholmi u a v.
Ak u =wv (u # v), tak sled je uzavrety (otvoreny).
Obvykle na urcenie sledu zapisujeme iba postupnost vrcholov,
teda vy, v, V9, . .., 0,
44
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Specialne sledy:

tah — sled, v ktorom si vsetky hrany rézne

cesta — tah, v ktorom st v3etky vrcholy rézne (aj hrany)

kruznica — uzavreta cesta dlzky aspon 3.

Dlzka tahu, cesty P,, kruznice C, je rovna poctu hran.

Definicia. Hovorime, Ze graf G je savisly, ak pre kazdé dva jeho
vrcholy ze u a v existuje v hom sled (cesta) z v do v.

Graf, ktory nie je savisly, sa nazyva nesivisly.

Definicia. Komponent grafu G je kazdy jeho maximalny savisly
podgraf.

Taky savisly podgraf, ktory nie je podgrafom ziadneho iného podgrafu
tohto grafu.
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Veta. Nech G = (V. H), |V| = n, je graf, v ktorom sacet stupiov o
[ubovolnej dvojice nesusednych vrcholov je aspon n — 1.
Potom graf GG je savisly.
Veta. Nech G = (V,H), |V| > 2, je stvisly graf.
Potom v (G existujd aspoh dva také vrcholy, Ze vynechanim [ubovolného
z nich sa savislost grafu G neporusi.
Veta. Nech G = (V, H) je konecny savisly graf. Potom
v
VI-=1<[H[<[()].
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3. Vzdialenost v grafe

Definicia. Nech G = (V, H) je savisly graf.

Vzdialenost d(u,v) vrcholov u a v v grafe G je dlzka najkratse;

cesty spajajicej vrcholy u a v .

Na vzdialenost v grafe sa mézeme pozerat ako na zobrazenie
d:V xV — NU{0}, ktoré ma nasledujtce vlastnosti:

du,v) =0 u=mu,

u,z) +d(z,v) prevsetky zeV.

Tieto vlastnosti st axiéomy metriky, preto usporiadana dvojica (V,d) je

metricky priestor.
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Definicia. Nech G = (V, H) je suvisly graf. oM
Excentricita vrchola u v grafe G je Cislo

e(u,G) = max {d(u,v)}.

Priemer grafu G je Cislo

P(G) = max{e(v,G)}.

veV

Polomer grafu G je ¢islo

r(G) = min {e(v, G)}.

veV

Stred grafu G je mnozina vrcholov, ktorych excentricita je rovna
polomeru.

44
Poznamka. Priemer grafu G moézeme definovat aj vztahom 4
4
P(G) = :
() = max {d(u,0)} :
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Veta. Nech G = (V, H) je suvisly graf. Potom oM
r(G) < P(G)<2-r(G).
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4. Maticova reprezentacia grafu 63/123

DM
Definicia. Nech G = (V, H), pricom V = {vy,v9,...,v,}
a H= {hl,hg,.. 7hm}
Maticou incidencie grafu G nazyvame maticu A = (a;;) typu
n X m, ak pre jej prvky plati
~_ | 1, akhrana hy je incidentna s vrcholom v,
Gij = 0, v ostatnych pripadoch.
Veta. Dva grafy s izomorfné prave vtedy, ak ich matice incidencie sa
stotoznia po kone¢nom pocte permutacii riadkov a stlpcov jednej z nich.
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Definicia. Nech G = (V, H), pricom V ={vy,v9,...,0,}. oM

Maticou susednosti grafu G nazyvame maticu B = (b;;) typu

n X n, ak pre jej prvky plati

1, ak {v,v;} € H,
bi' — y P
J 0, v ostatnych pripadoch.

Veta. Dva grafy st izomorfné prave vtedy, ak ich matice susednosti sa

stotoznia po koneZnom pocte rovnakych permutacii riadkov aj stlpcov

jednej z nich.
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B — matica susednosti grafu G = (V. H), |V|=n 65/123

DM
BU — B +1
B® =BM.BO P =7 b -bY Pozorl 14+1=1
B® = B¢-D.BM
Veta. Nech B je matica susednosti stvislého grafu G = (V, H),
V| =n.
Potom pre [ubovolné k € {1,2,...,n— 1} je prvok bz(-? matice B®
rovny jednej prave vtedy, ak d(v;,v;) < k.
Dosledok 1. Graf G = (V. H), |V| = n, je savisly prave vtedy, ak
vaetky prvky matice B™~Y sg rovné 1.
44
Désledok 2. Pre kazda dvojicu vrcholov v; a v; grafu G = (V, H) b
plati  d(v;, v;) = min{k; b§f§> =1}. y
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Veta. Nech A je matica incidencie grafu G = (V, H) a A’ je trans- oM
ponovana matica k A. Nech B je matica susednosti a nech D je

diagonalna matica. (Na hlavnej diagonale st stupne vrcholov a ostatné
prvky st nuly.) Potom plati

A-AT=B+D.
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. STROMY

1. Stromy a ich vlastnosti

Definicia. Strom je neprazdny suvisly graf, ktory neobsahuje kruz-
nicu. Les je graf, ktorého komponenty st stromy.

Veta. Nech T'= (V,H), |H| > 1, je strom. Potom v T existujd
aspon dva vrcholy stuphna jeden.

Veta. Nech T'= (V, H) je strom. Potom
[H|=[V]-1.

Do6kaz. Matematicka indukcia vzhladom na pocet vrcholov.

1. Zakladny krok:
Nech n=1.
Potom strom T" = (V, H) obsahuje jediny vrchol a ziadnu hranu. Teda
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plati  [H| = |V] - 1. 68/123
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Indukény predpoklad (I.P.):
Nech pre nejaké n > 1 tvrdenie vety plati pre kazdy n—vrcholovy strom.
2. Indukény krok:
Uvazujme lubovolny strom T'= (V, H) s |V| = n+1 vrcholmi. Podla
predchadzajicej vety, T obsahuje aspon dva vrcholy stupna jeden. Nech
5T(U) =1.
Potom strom Ty = (V}, Hy) =T — v ziskany z T' vynechanim vrchola
v (a hrany s nim incidentnej) obsahuje n vrcholov. Takze podla I.P.
pren veta plati. Teda
|Hy| = [Vi| — 1.
Kedze |H|=|H|—-1 a |Vi|=|V|—1, dostavame
1= (V] -1 -1 %
>
teda <
H|=|V][-1 >
a veta plati aj pre (n + 1)-vrcholovy strom T = (V, H). Back
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Veta. Graf G = (V, H) je stromom < ak medzi [ubovolnou dvojicou oM
jeho vrcholov existuje prave jedna cesta.
Lubovolné tri z nasledujiacich vlastnosti implikuja zvysna:
(a) T je suvisly graf,
(b) T neobsahuje kruznicu,
(c) T ma |V|=n vrcholov,
(d) T"ma n—1 hran.
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Priemer a polomer stromu: oM

Veta. Nech T'= (V, H) je strom.

Ak priemer stromu P(T') je Cislo parne, tak stredom stromu je jeden

vrchol a plati

P(T)=2-r(T).
Ak priemer stromu P(T') je ¢islo neparne, tak stredom stromu st dva
vrcholy a plati
PT)=2-r(T)—1.

«
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2. Kostry a kruznice

Definicia. Kostra grafu G = (V, H) je taky jeho faktor, ktory je

stromom.
T.j., podgraf, ktory obsahuje vietky vrcholy, je sivisly a neobsahuje

kruznicu.

Veta. V grafe G = (V, H) existuje kostra < ak G je savisly.

Veta. Nech G = (V) H) je savisly graf a nech T je jeho podgraf
s |V| —1 hranami, ktory neobsahuje kruznicu.
Potom T je kostra grafu G.
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Definicia. Nech G = (V, H) je savisly graf a nech T'= (V, H,) je o
kostra grafu G.
Hrany grafu G patriace kostre T su vetvy grafu G vzhladom na
kostru T'. (H,)
Ostatné rany grafu G su tetivy grafu G vzhladom na kostru 7.
(Hl, = H — Hz)
Graf G = (V, H) obsahuje
V| —1 vetiev a
|H| —(|V]|=1) = |H| = |V]+1 tetiv.
Veta. Nech G = (V, H) je savisly graf a nech T' je jeho kostra.
Nech A je lubovolna tetiva grafu G vzhladom na kostru T'. «“
Potom graf 1"+ h obsahuje prave jednu kruznicu. b
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Definicia. Nech Hy = {hy, ho, ..., hjg—jv+1} je mnozina tetiv svis- oM

lého grafu G = (V| H) vzhladom na kostru T

Nech C; je kruznica, ktord vznikne v kostre T pridanim tetivy h;.

Systém kruznic {C4,Cy, ..., Ciy—jvj+1} sa nazyva fundamentalny

systém kruznic grafu G vzhladom na kostru T

Poznamka. Rézne kostry grafu G davaju rézne fundamentalne

systémy kruznic.
44
44
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Pocet r6znych kostier grafu. oM

G = (V,H) jesavisly graf, |V|=mn

B je matica susednosti grafu G

D je diagonalna matica

D;—B; je matica ziskana z D — B vynechanim i-tého riadku a i-tého

stlpca pre ubovolné i € {1,2,... n}

Potom pocet réznych kostier grafu G je Cislo
44
4
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1. PLANARNE GRAFY

1. Eulerova veta a jej dosledky

Definicia. Graf G = (V, H) sa nazyva planarny, ak jeho diagram v
rovine je mozné zostrojit bez pretinania sa hran.
Ak graf nie je planarny, nazyva sa neplanarny.

Definicia. Diagram planarneho grafu bez pretinajacich sa hran nazy-
vame rovinny diagram.

Casti roviny rovinného diagramu planarneho grafu ohranigené vrcholmi
a hranami nazyvame oblasti rovinného diagramu grafu.

Pozor! O oblastiach nemézeme hovorit, ak sa hrany diagramu grafu
pretinaja.
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Veta. (Eulerova veta o planarnosti.) o
Nech G = (V, H) je suvisly planarny graf a nech r je pocet oblasti
jeho rovinného diagramu. Potom
\H| —|V|+2=1r.
Dékaz. Matematicka indukcia vzhladom na pocet oblasti 7.
1. Zakladny krok:
Nech r=1.
Potom graf G = (V, H) je stromom a teda plati |H|=|V|—1.
Po jednoduchej Gprave dostadvame
H| - |V|+2=1,

44
¢o znamenad, ze veta plati pre kazdy savisly planarny graf s jednou ob- »
lastou. <

4
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Nech pre nejaké r > 1 tvrdenie vety plati pre kazdy savisly planarny
graf s r oblastami.

2. Indukény krok:

Uvazujme [ubovolny savisly planarny graf G = (V,H) s r = n+ 1
oblastami. Kedze r > 2, graf G obsahuje aspon jednu kruznicu C'.
Nech A je hrana kruznice C'.

Potom graf G, = (Vi, H)) = G — h ziskany z GG vynechanim hrany
h obsahuje r oblasti, je stvisly a planarny. Takze podla |.P. pren veta
plati. To znamena, ze

Hy| — [Vi|+2=r.
Kedze |Hi|=|H|—1 a |Vi| =]|V|, dostavame
(H=1)=[V|I+2=r,
¢o po malej Gprave dava
H| —|V]|+2=r+1.
To znamena, zZe veta plati aj pre nas graf G = (V, H) s r+1 oblastami.

77/123

DM

<
44

Back

Close



Dosledok 1. Ak kazda oblast rovinného diagramu plandrneho grafu
G = (V, H) je ohrani¢ena kruznicou dlzky &, tak

V-2
k-2

[H| =k

Dosledok 2. Ak G = (V, H) je suvisly planarny graf, tak

H| <3-V|—6.

Dosledok 3. Ak G = (V, H) je suvisly planarny graf bez trojuholni-
kov, tak

H| <2-|[V]|—4.

Désledok 4. Kazdy planarny graf obsahuje vrchol, ktorého stupen nie

v
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Désledok 5. Grafy K5 a Kj3 st neplanarne. oM

rozpolovanie hrany

Definicia. Grafy GG; a GGy st homeomorfné, ak st izomorfné, alebo

konecnym poctom rozpolovania ich hran sa daja upravit na izomorfné

grafy.

Veta. (Kuratowski, 1930)

Graf G je planarny prave vtedy, ak neobsahuje podgraf homeomorfny

S K5 ani s K373. 44
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IV. FARBENIE GRAFOV 80/123

DM
1. Farbenie vrcholov grafu
— farbenie politickej mapy — farbenie vrcholov grafu
Regularne farbenie vrcholov — priradenie farieb vrcholom grafu
tak, ze susedné vrcholy maja rézne farby.
Definicia. Graf G = (V, H) sa nazyva k—chromaticky, ak na jeho
regularne zafarbenie vrcholov staci k farieb.
Chromatické cislo x(G) grafu G = (V, H) je také najmensie k,
ze graf G je k—chromaticky.
Veta. Pre kazdy strom T = (V. H), |H| > 1 plati x(T) = 2. “
44
4
X(Co) = 2, X(Coys1) =3, k>1 S
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Veta. Nutna a postacujica podmienka na to, aby graf mal chromatické oM
Cislo dva.
Graf G = (V, H) ma chromatickeé cislo dva prave vtedy, ak neobsahuje
kruznicu neparnej dlzky.
Tj.: x(G) =2 < G neobsahuje Cy 44
Doékaz.
Definicia. Graf G = (V, H) sa nazyva bipartitny, ak x(G) = 2.
kompletny bipartitny graf - K,,,,
Veta. Nech A(G) je maximalny stupen vrcholov v grafe G = (V, H). W\
Potom »
4
X(G) <AG)+1. g
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2. Iné farbenia 82/123
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Regularne farbenie hran — priradenie farieb hranam grafu tak, ze
susedné hrany maju rézne farby.
Definicia. Chromaticky index X(G) grafu G = (V, H) je také
najmensie k, pre ktoré existuje regularne zafarbenie hran grafu k far-
bami.
Veta. Nech A(G) je maximalny stupen vrcholov v grafe G = (V, H).
Potom
AG) <x(G) <AG)+1.
44
44
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Regularne farbenie vrcholov a hran — priradenie farieb vrcholom
a hranam grafu tak, ze:

— susedné vrcholy maja rozne farby,

— susedné hrany hrany maja rézne farby,

— ak vrchol a hrana inciduja, tak maju rézne farby.

Definicia. Totalny chromaticky index x;(G) grafu G = (V, H)
je také najmensie k, pre ktoré existuje reguladrne zafarbenie vrcholov
a hran grafu k farbami.

Veta. Nech A(G) je maximalny stupen vrcholov v grafe G = (V, H).
Potom

A(G) +1 < x(G) -

Hypotéza.
AG)+1 < (@) <AG) +2.
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Veta. Veta o Styroch farbach.
Nech G = (V, H) je planarny graf. Potom x(G) <4.
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V. EULEROVSKE A HAMILTONOVSKE GRAFY

1. Eulerovské grafy

Definicia. Hranové pokrytie grafu je taky rozklad jeho hranove;
mnoziny H na triedy Hy, Ho, ..., H;, v ktorom st hrany kazdej triedy
H; usporiadané do tahu.

Minimalne hranové pokrytie grafu G je pokrytie s najmensim
poc¢tom tried.

Veta. Graf G = (V, H) bez izolovanych vrcholov ma vietky vrcholy
parneho stupha prave vtedy, ak ho je mozné vyjadrit ako zjednotenie
ststavy navzajom hranovo disjunktnych kruznic.

Definicia. Graf G = (V, H) sa nazyva eulerovsky, ak existuje jeho
pokrytie jednym uzavretym tahom.

85/123

DM

4
44

Back

Close



86/123

Veta. Graf G = (V, H) je eulerovsky prave vtedy, ak je stvisly a v3etky oM
jeho vrcholy maju parny stupen.
Veta. Graf G = (V, H) je mozné pokryt jednym otvorenym tahom
prave vtedy, ak je savisly a prave dva jeho vrcholy maji neparny stupen.
Poznamka. Graf G = (V, H) ma pokrytie p (p > 1) otvorenymi
tahmi prave vtedy, ak ma 2p vrcholov s neparnym stuphom.
44
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2. Mosty a artikulacie

Definicia. Nech G = (V, H) je graf. Hrana h € H sa nazyva most
grafu G, ak v grafe neexistuje kruznica, ktord obsahuje hranu A .

Veta. Nech G = (V, H) je suvisly graf a nech hrana h je mostom v
GG. Potom graf Gy = G — h je nesavislym podgrafom grafu G.

Veta. Kazda kostra savislého grafu G = (V, H) obsahuje vietky mosty
grafu G.

Veta. Ak graf G = (V, H) ma vsetky vrcholy parneho stupha, tak
neobsahuje most.
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Definicia. Nech G = (V, H) je graf. Vrchol v € V' je artikulaciou oM
grafu GG, ak graf G — v ma viac komponentov ako graf G .
Veta. Vrchol v € V je artikulaciou grafu G = (V, H) prave vtedy,
ak v grafe G existuju dve rozne hrany {v,u},{v,w}, ktoré nie sa
hranami tej istej kruznice grafu G .
44
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3. Hamiltonovské grafy 89/123

DM
Definicia. Hamiltonovska kruznica grafu G = (V, H) je kruz-
nica, ktora obsahuje vsetky vrcholy grafu G'.
(Savisly kvadraticky faktor grafu.)
Definicia. Graf sa nazyva Hamiltonovsky, ak obsahuje aspon jednu
hamiltonovskl kruznicu.
Veta. Nech G = (V,H), |[V|=n, n>3.
Ak stupen kazdého vrchola je aspon 7, tak graf G je hamiltonovsky.
Veta. Ore, 1960
Nech G=(V,H), |[V|=n, n>3. «
Ak pre ubovolné dva nesusedné vrcholy u,v € V' plati b

dc(u) + dg(v) > n, :

tak graf G je hamiltonovsky. Back
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90/123
Veta. L. Pésa, 1963 oM
Nech G=(V,H), |[V|=n, n>3.

ako 7 v grafe G je mensi ako Cislo j. Potom graf G je hamiltonovsky:.
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VI. DIGRAFY 91/123

_ DM
1. Definicia digrafu
Definicia. Nech V = {v;,v,...,v,} je lubovolna koneénd mnozina
anech HCV xV\{(v,n), (va,v3),..., (s, v,)}.
Potom usporiadana dvojica (V, H) sa nazyva digraf.
Poznamka. Pouziva sa aj pojem orientovany graf.
Zapis. = (V,H)
V' sa nazyva vrcholova mnozina, jej prvky sa nazyvaja vrcholy.
H sanazyva hranova mnozina, jej prvky sa nazyvaji orientované
hrany. «
Zachovavaji sa pojmy: susednost vrcholov, resp. hran, incidencia, %
poddigraf, zjednotenie, prienik, . .. :
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Definicia. Nech 8 (Vi, Hy) a 8 (Va, Hy) . -

Hovorime, ze digrafy 81 a 82 st izomorfné, ak existuje bijektivne
zobrazenie ¢ : Vi — V, také, ze

Vu,v e Vi plati (u,v) € Hy < (p(u), p(v)) € Hy.

Zobrazenie ¢ sa nazyva izomorfizmus digrafov 81 a 82.

ZZééF)iS. Zi?1 = Z§?2
44
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2. Savislost a silna savislost digrafu 93/123

DM
Zrusenim orientacie na kazdej hrane v digrafe 8 sa ziska graf G.
(niekedy multigraf)
Sled v 8 — postupnost vrcholov a hran, ktora je sledom aj v G
(Dlzka sledu je rovna poctu jeho hran.)
Spojenie v 8 —sled v 8 v ktorom sa re3pektuje orientacia hran
Orientovany tah v 8 — spojenie v 8 ktoré je tahom aj v G
Draha v 6 — spojenie v @ ktoré je cestou v G
Cyklus v 8 — uzavretd draha v 8 , je to kruznicav G «“
44
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Definicia. Hovorime, ze digraf 8 je stuvisly, ak pre kazdé dva jeho
vrcholy w a v existuje v hom sled z u do wv.

T.j., savisly je aj jemu odpovedajici graf G.

Definicia. Hovorime, ze digraf 8 je silne shvisly, ak pre kazdé dva
jeho vrcholy © a v existuje v hom spojenie z u do v aj z v do w.

Definicia. Silny komponent digrafu 8 je kazdy jeho maximalny
silne savisly poddigraf.

Definicia. Vzdialenost z vrchola u do vrchola v v digrafe 8 je
gislo 7(u,v) . ktoré je rovné dlzke minimalnej drahy z u do v.
(Je rovné poctu hran na najkratsej drahe z v do v.)

j(u, v) = 00, ak neexistuje spojenie z u do wv.
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DM

Veta. Pre digraf 8 (V, H) st nasledujtce tvrdenia ekvivalentné:
a) digraf 8 je silne savisly,
b) digraf 8 je stvisly a kazda jeho hrana sa vyskytuje v nejakom cykle,

c) pre [ubovolny rozklad {Vi,V5} vrcholovej mnoziny V' digrafu 8
existuje hrana z V; do V5 aj hranaz V; do V.

Definicia. Nech ¢f — (V, H) je digraf. Oznacme 6" (v), resp. 6~ (v),
pocet hran, ktorych vrchol v je zaciatocnym vrcholom, resp. koncovym
vrcholom. Cislo 6*(v), resp. d~(v), nazyvame vonkajsi stupen, resp.
vnatorny stupen vrchola v

Plati.

) = 0(v) “

0" (v) + 0 (v
Z;aw 2;5 — |H| ’:
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0 (v) =0"(v) — rovnovazny vrchol
0 (v) >0, 0 (v)=0 — pramen

0 (v)=0, 0 (v) >0 — (stie

0 (v) >0 (v) >0 — zosilhovac
0<dt(v) <d (v) — zoslabovaé

Ak Yo eV je 6T(v)+6 (v) =1, tak € je zjednotenim hran.

Ak Yo eV je 6"(v) =0 (v) =1, tak a je zjednotenim cyklov.
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Veta. Nech 6 = (V, H) je suvisly digraf. o
Ak pre kazdy vrchol v € V je 6" (v) = 1, tak digraf 3 obsahuje
jediny cyklus.
Poznamka. Tvrdenie vety plati aj za predpokladu, ze Vv € V je
0 (v)=1.
Veta. Nech 8 = (V, H) je suvisly digraf.
Ak Yv eV je 6"(v) > 1, alebo Yo eV je 67(v) <1,
tak digraf ﬁ obsahuje aspon jeden cyklus.
44
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3. Acyklickeé digrafy 98/123
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Definicia. Digraf 8 = (V, H), ktory neobsahuje cyklus, sa nazyva
acyklicky.
Veta. Nech 8 = (V,H), H#1, je acyklicky digraf. Potom existuje
aspon jeden vrchol v € V', pre ktory plati
S (v)>0 a §(v)=0.
T, 6 obsahuje aspon jeden pramen.
Poznamka. Rovnaké tvrdenie plati aj o Gsti.
44
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Veta. (Nutna a postacujica podmienka pre acyklickost digrafu.) oM
Digraf 8 = (V, H) je acyklicky prave vtedy, ak jeho vrcholy je mozné
oCislovat ¢&islami 1,2,3,...,|V| tak, ze kazda hrana (i, 7) splha pod-
mienku 7 < j .
T.j., kazda hrana zacina vo vrchole s mensim ¢islom a konci vo vrchole
s vacsim Cislom.
44
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4. Turnaje

Definicia. Turnaj 7, je digraf ziskany orientaciou kazdej hrany kom-
pletného grafu K, .

Definicia. Digraf = (V, H) sa nazyva tranzitivny, ak pre kazdu
dvojicu hran (u,v), (v,w) existuje hrana (v, w).

Poznamka. Pre turnaj 7, st pojmy tranzitivnost a acyklickost rov-
nocenne,

Veta.Kazdy tranzitivny turnaj s n vrcholmi je izomorfny s turnajom
T, kde V. = {1,2,...,n} a kazda hrana (i,j) splha podmienku
1< 7.
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5. Matice digrafov

Definicia. Nech 8 = (V,H), pricom V ={vy,vy,...,0,}
a H:{hl,hg,...,hm}.

Maticou incidencie digrafu 3 nazyvame maticu A = (a;;) typu
n X m, ak pre jej prvky plati
1, ak vrchol v; je zaciatoénym vrcholom hrany h; ,
a; =« —1, akvrchol v; je koncovym vrcholom hrany h; ,
0, v ostatnych pripadoch.

Definicia. Nech ¢ = (V. H), pricom V = {vy,v9,...,0,}.

Maticou susednosti digrafu € nazyvame maticu B = (b;;) typu
n X n, ak pre jej prvky plati

o 1, ak (v,v;) € H,

“ 10, v ostatnych pripadoch.
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Veta. Nech B je matica susednosti digrafu € = (V. H). o

Potom pre kazdé n € N prvok bf; matice B" udava pocet spojeni

dlzky n z vrchola v; do vrchola v; .

Veta. Nech A je matica incidencie, B je matica susednosti a D je

diagonalna matica (d;; = 0" (v;) + 0 (v;)) digrafu G = (V, H). Potom

A-A"=D-B-B".
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VIl. ORIENTOVANE STROMY

1. Orientované stromy a orientované kostry

Definicia. Nech T'= (V, H) je strom. Ak kazdej jeho hrane priradime
jednu z dvoch moznych orientacii, ziskame orientovany strom

T = (V.H).

Definicia. Nech ?U = (V,H), |V| > 2, je orientovany strom, v kto-
rom existuje draha z vrchola v do vsetkych ostatnych vrcholov.

Potom T, sa nazyva korenovy strom a vrchol v je korenom
stromu.

Definicia. Nech 7() je taky poddigraf digrafu 8 = (V,H), ktory sa
po zruseni orientacie v @ stane kostrou grafu (multigrafu) G.
Potom ? je orientovana kostra digrafu
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Definicia. Korenova kostra digrafu 8 je taka jeho orientovana o
kostra, ktora je korenovym stromom.
Nech 3 (V, H) je digraf a nech v € V' je jeho vrchol.
Nech V, = {u « V’,:j(v,u) =1}, 1=0,1,2,...,s, st disjunktné
podmnoziny vrcholovej mnoziny digrafu = (V,H).
Veta. V stvislom digrafe 8 = (V, H) existuje kostra 70 s korenom
vo vrchole v prave vtedy, ak plati
V=VwuWhulhu..-uVv,.
44
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Nech 8 . V| = n, je digraf a nech B je jeho matica su- o
sednosti. Nech K (ki;) je matica n x n, pre prvky ktorej plati:

- 0 (v;), aki=}j
v _bij7 ak’&#j

Nech K, je matica ziskana z matice K vynechanim s—tého riadku a
s—tého stlpca.

Potom pocet réznych korenovych kostier s korenom vo vrchole v, je

p(T) = det(K,) .
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2. Binarne stromy

Definicia. Binarny strom je korehovy strom ?U, v ktorom pre
kazdy vrchol u € V' je 0" (u) =0, alebo 6" (u) =2.
Hlbka binarneho stromu je ¢islo
(T = max{ d (v, u)}
uc

Kompletny binarny strom hlbky % je taky binarny strom ?v,
v _ktorom pre kazdy vrchol u s vonkajsim stuphom rovnym nule je

7(v,u) =k.

Nech V, = {u € V; 6"(u) = 0}. Vrcholom mnoziny V, hovorime
vonkajsie vrcholy, resp. listy.

Nech V; = {u € V; 6"(u) = 2}. Vrcholom mnoziny V; hovorime
vnutorné vrcholy .
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Definicia. Nech ? (V, H) je binarny strom.
Vonkajsia dlzka binarneho stromu ? (V,H) je cislo

= Z 7(1), u).
Vnatorna dlzka binarneho stromu ?U = (V,H) je cislo

= Zj(v,u)

Veta. Pre kazdé n € N, n > 1, existuje binarny strom s n listami.

Veta. Binarny strom s n listami obsahuje n — 1 vnatornych vrcholov
a 2(n—1) hran.
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Veta. Pre kazdy binarny strom s n listami plati oM
E=1+2n-1).
E . . §
— je priemerna vzdialenost listu od korena.
n
= — 2 je priemerna vzdialenost vnatorného vrchola od
n—1 n-—1
korena.
Veta. Binarny strom ?U s n listami ma minimalnu vnatorna (von-
kajsiu) dlzku prave vtedy, ak pre kazdy list u plati
44
k—1< d(v,u) <k, kde k=h(T,). »
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. Ve . - , . . , . . DM
Definicia. Nech kazdému listu w; binarneho stromu ?U s n listami
je priradené nezaporné Cislo w; .

Vonkajsia w—dlzka binarneho stromu ?U je Cislo

Ew(?v) = zn:wl : 7(2}, u;) -

Algiritmus zostrojenia binarneho stromu s minimalnou von-
kajsou w—dlzkou pri danych hodnotach w; na listoch.
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VIll. GRAFOVE ALGORITMY

1. Algoritmy a ich zlozitost

Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost krokov, ktora nas do-
vedie k ziadanému rieseniu daného problému.
Ziada sa, aby algoritmus mal tieto vlastnosti:

— determinovanost — mé byt zadany koneénym poc¢tom jednoznac-
nych pravidiel

— efektivnost — ma zarucit vyriesenie tlohy po kone¢nom pocte krokov

— hromadnost — ma byt pouzitelny na cela triedu pripadov dlohy
svojho typu

Pravidla v algoritme musia byt rozhodnutelné v okamihu vypoctu.
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Vypoctova narocnost algoritmov

Ukazalo sa rozumné posudzovat algoritmy podla poctu elementéarnych
krokov, ktoré st potrebné na vyriesenie daného problému. Tieto elemen-
tarne kroky mézu byt:

— sCitanie

— od¢itanie

— nasobenie

— delenie

— porovnavanie s vetvenim
— atd

Jednotlivé elementarne kroky povazujeme za rovnako ¢asovo narocné.

Budeme hovorit, Ze algoritmus vyriesi dand konkrétnu dlohu U v Case
T, ak na jej vyriesenie potrebujeme T elementarnych krokov.
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Pre ohodnotenie vypoctovej zlozitosti algoritmu nas v3ak viac ako jeden
konkrétny pripad zaujima zavislost poc¢tu elementarnych krokov T'(n)
algoritmu na velkosti, resp. rozsahu pocitanej dlohy |, velkosti” n .

Velkost vstupu — mnozstvo vstupnych dat prislusnej alohy.

Definicia. Nech g(n) a h(n) st dve kladné funkcie definované na
mnozine N. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a hovorit, ze funkcia h(n)
asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak existuje konstanta K a priro-
dzené ¢islo ng, také, ze

g(n) < K -h(n), Vn > ny.

112/123

DM

4
44

Back

Close



Definicia. Hovorime, ze algoritmus A ma zlozitost O(f(n)), ak pre
horny odhad T'(n) poctu krokov algoritmu A pre tlohu s velkostou
vstupu n plati

Skratene budeme hovorit o O(f(n)) algoritme.

Specialne, ak f(n) < n* pre nejaké konstantné k, hovorime, ze A je
polynomialny algoritmus.

Tieto algoritmy st povazované za rychle algoritmy.

Definicia. Hovorime, ze problém ma zlozitost nanajvys O(f(n)),
ak pren existuje O(f(n)) algoritmus.
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funkcia poctu operacii || 20 40 100 1000
n 20us |40 pus |0.lms |1 ms
n - logn 86 us |02ms |0.7ms |10 ms
n? 04mss|[16ms [10ms |1s

n’ 8 ms 64ms |1s 17 min
on 1s 11,7 dni | > 10° r

n! 77 000 r
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2. Minimalna kostra grafu 115/123
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Definicia. Nech G = (V, H) je savisly graf.
Zobrazenie f : H — R" je hranové ohodnotenie grafu G .
Pre kazdd hranu {v;,v;} € H je ¢islo wy; = f({vi,v;}) € RT ohod-
notenim hrany {v;,v;,}.
Kazdy savisly graf obsahuje aspon jednu kostru.
Definicia. Nech T' = (V, H') je kostra hranovo ohodnoteného grafu
G=(V,H).
Hodnota kostry T je Cislo rovné siuctu ohodnoteni na jej hranach.
Minimalna kostra grafu G je ta z jeho kostier, ktord ma minimalnu
hodnotu. “
. . . . >>
Minimalnych kostier méze byt v grafe viac. p
>
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I. Algoritmus urcenia minimalnej kostry (Kruskal)
Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H).

Viystup: Minimalna kostra T = (V, H').

1. Zostroj diskrétny faktor T = (V,0).

2. Zorad hrany grafu G do neklesajicej postupnosti vzhladom na ich
ohodnotenia.

3. Do T pridaj z neklesajicej postupnosti prvi hranu, ktora v T' ne-
vytvori kruznicu, a z postupnosti hran ju odober.

4. Ak |H'| =|V|—=1 STOP (T = (V, H') je minimalna kostra), inak
skok na krok 3.

Veta. Pre graf s n vrcholmia m hranami pracuje Kruskalov algoritmus
v ¢ase O(m -logn).
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IT. Algoritmus uréenia miniméalnej kostry (Prim) oM
Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), V = {vy, v9,...,0,}.
Vijstup: Minimalna kostra T'= (V(T'), H'(T)).
1. Poloz T :=(V(T),H(T)), V(T):={v}, H(T):=0.
2. Ak |V(T)| =n, STOP (T je minimalna kostra).
3.Pre v; e V(T) awv; € V(G) \ V(T) zvol hranu {v;,v;} s mini-
malnym ohodnotenim.
Poloz V(T):=V(T)U{v;}, H(T) := H(T) U{v;,v,}.
(Ak je viac hran {v;,v;} s rovnakym minimalnym ohodnotenim,
najprv maji prednost hrany s najmensim ¢ a potom s najmensim
J).
Skok na krok 2.
44
44
Veta. Primov algoritmus dava na vystupe minimalnu kostru grafu. <
Pre graf s m vrcholmi pracuje v case O(n?). >
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3. Minimalna cesta v hranovo ohodnotenom grafe 118/123
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V hranovo nechodnotenom grafe G = (V, H):
— dlzka cesty z vrchola w do vrchola v — pocet hran na ceste z vrchola
u do vrchola v )
— vzdialenost z vrchola u do vrchola v — &islo d(u,v) rovné dlzke
najkrat3ej cesty z vrchola u do vrchola v
V hranovo ohodnotenom grafe G = (V, H):
f: H—R"
Pre kazdt hranu {v;,v;} € H je w;; = f({vi,v;}) € RY. o
44
4
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Definicia. Nech S je cesta z vrchola v; do vrchola v; v hranovo

ohodnotenom grafe G = (V, H). i
Sucet ohodnoteni hran cesty S nazveme dlzkou cesty S.

Pre dva vrcholy v; a v; potom minimalnu z dlzok ciest medzi v; a v,
nazveme dlzkou minimalnej cesty a oznacime symbolom d,,(v;, v;).

Pri rieseni aloh savisiacich so vzdialenostou sa najcastejsie stretdvame
s nasledujacimi variantmi.
1. Pre dané dva vrcholy u a v ohodnoteného grafu urcit vzdialenost
medzi u a v.
2. Pre dany vrchol w urcit vzdialenosti z u do v3etkych ostatnych
vrcholov ohodnoteného grafu.
3. Urc¢it vzdialenosti medzi vietkymi dvojicami vrcholov ohodnoteného
grafu.
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Algoritmus urcenia minimalnej cesty (Dijkstra) oM

Vstup: Hranovo ohodnoteny graf G = (V, H), zaciato¢ny vrchol a.
Viystup: L(x) = d,(a,x) pre kazdy vrchol z € V.

1. Poloz L(a) :=0; L(x):= 00 pre kazdé z € V \ {a}; A:=V.
2. Ak A=10, STOP.

3. Poloz v:={y € A; L(y) < L(2), z € A} (ak je viac moznosti,
zvol [ubovolna).

Poloz A= A\ {v}.
4. Pre vietky x € A také, ze {v,z} € H poloz

L(z) := min{L(z), L(v)+ f({v,z})}.
Skok na krok 2.
44

Veta. Nech GG je savisly hranovo ohodnoteny graf s n vrcholmi. Ak %

f(n) je pocet preverovanych hran v najhorsom pripade, tak f(n) =

O(n?). (T.j., algoritmus pracuje v €ase O(n?).)
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4. Dlzka minimalneho spojenia v digrafe

V hranovo ohodnotenom digrafe G = (V,H):
f: H—R"
Pre kazda hranu (v;,v;) € H je wy = f((vi,v;)) € RT.

Definicia. Nech ? je spojenie z vrchola v; do vrchola v; v hranovo

ohodnotenom digrafe G = (V,H).
Stcet ohodnoteni hran spojenia ? nazveme dlzkou spojenia ?

Pre dva vrcholy v; a v; potom minimalnu z dlzok spojeni z v; do
v; nazveme dlzkou minimalneho spojenia a oznac¢ime symbolom

7w(vi, v;).

Poznamka. Ak neexistuje spojenie z v; do v;, tak 710(%1)]-) = 00.
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Definicia. Nech 8 = (V, H), je hranovo ohodnoteny digraf, pricom

V:{’Ul,’Ug,...

,Unt -

Cenovou maticou digrafu 8 nazyvame maticu W = (w;;) typu

n X n, ak pre jej prvky plati

f((vi,v)),  ak (vi,v;) € H

ak  (v;,v;) ¢ H
ak 1=

Definicia. Nech G — (V,H), |V| = n, je hranovo ohodnoteny
digraf. Stvorcovi maticu D = (d;;) radu n nazyvame diStancnou
maticou (maticou vzdialenosti), ak pre jej prvky plati

710(% v;), ak existuje spojenie z v; do v;,

o0,

0,

ak neexistuje spojenie z v; do vj,
ak 1 =17.
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Algoritmus urcenia minimalneho spojenia (Floyd) oM
V%tup:Fhanovo<3hodnotenycﬁgraf23.::(VZ}Y),X/:: {v1,v9,...,0,}.
Vijstup: Distancna matica D = (d;;).
1. Poloz D := W, kde W je cenova matica digrafu 8 teda
cé?>:: c;; prevsetky 7,7 =1,2,...,n.
Poloz k :=1.
2. Vytvor maticu DWW = d%{) tak, ze
k . k-1 k—1 k—1
3. Ak k=n, STOP (D™ = D), inak poloz k:=k+1.
Skok na krok 2.
44
Veta. Nech G je stvisly hranovo ohodnoteny graf s n vrcholmi. Potom
Floydov algoritmus pracuje v ¢ase O(n?) . <
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