1.Numerické rieSenie nelinedrnych rovnic

1.1 Graficka separacia

Priklad 1: Graficky separujte vietky redlne korene nasledujucich rovnic:
a)x*—x+3=0,b)x*—x3—-2=0,c)e*—x2+1=0,d)x?—4—x=0.

RieSenie:

a) Upravime rovnicu x° — x + 3 = 0 (osamostatnime vyraz x> na jednu stranu a vietko ostatné prenesieme
na druhu stranu) x°=x-3
Na oboch strandch rovnice dostaneme predpis funkcii, ktorych grafy vieme zostrojit
g(x) = x5, h(x) =x—3.
V pripade prvej funkcie, ktora je mocninova, pre dve lubovolné hodnoty x dopoditame ich y — ové
suradnice (tab. 1) a pouZijeme na zostrojenie grafu g(x), ktorym je parabola. Suradnice jej vrcholu su (O,
0).

X 1 -1
y=g(x) 1 -1
Tab. 1

Pre zostrojenie grafu h(x) staci zvolit dve hodnoty x, lebo grafom je priamka (tab. 2)

X 0 3
y=g(x) -3 0
Tab. 2

Zostrojime grafy funkcii g(x) a h(x) do spolo¢ného suradnicového systému (obr. 1). Z obr. 1 vidiet, Ze grafy
funkcii maju jeden priesecnik, jeho x — ova suradnica lezi v intervale (-2, -1).
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Obr. 1

Tato suradnica prieseénika bude predstavovat priblizni hodnotu korefia rovnice f(x) = x> —x + 3 = 0.
Rovnica ma jeden koren, ktory bude lezat v danom intervale.

Poznamka: Ak by grafy po separacii mali viac priese¢nikov, znamena to, Ze rovnica bude mat viac korenov,
ktoré budu lezat v r6znych intervaloch.




b) Z grafickej separacie (obr. 2a), vidiet, Ze grafy maju dva priesecniky, ktorych x — ové suradnice su
vintervaloch (-1, 0), (1, 2), teda dand rovnica ma jeden zaporny koren z prvého intervalu a druhy kladny
koren z intervalu (1, 2).

c) Dana rovnica ma jeden koren v intervale (-2, -1), ktory sme ziskali grafickou separaciou (obr. 2b).

d) Po grafickej separdcii (obr. 2c) dostaneme dva priesecniky funkcii, ktorych x — ové suradnice su
v intervaloch (-2, -1), (2, 3).

h(x)=x+4

h(x) = x*
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Obr. 2

Ulohy:
1. Graficky separujte nasledujuce rovnice a urcte vsetky ich priese¢niky a intervaly priese¢nikov:
a)f(x) =x*-x*+5=0 [jeden prieseé¢nik na intervale (-2, -1), obr. 3a]
b) f(x) =x" +x—4=0 [jeden priesecnik na intervale (1, 2), obr. 3b]
c) f(x)=e*=Inx-3=0 [dva priesecniky na intervaloch (0, 1) a (1, 2), obr. 3c]
a) b) c)
Obr. 3

2. Graficky separujte nasledujuce rovnice a urcte kolko maju kladnych korerov:

a)f(x) =e*-x*-3=0 [jeden kladny koren na intervale (0,1)]
b) f(x) = Inx—2x>+5=0 [dva kladné korene na intervaloch (0,1) a (1,2)]
c)f(x)=—2x*+4-2x=0 [jeden kladny koren na intervale (0,2)]
d)f(x)=x>—Inx—2=0, [dva kladné korene na intervaloch (0,1) a (1,2)]

3. Graficky separujte nasledujuce rovnice a urcte kolko maju zdpornych koreriov:
a) f(x) =x®*-3x=3=0 [jeden zdporny koren na intervale (-1, 0)]
b) f(x) = x* — 6x>+4=0 [dva zaporné korene na intervaloch (-3,-2) a (-1,0)]



Grafy zostrojte rucne, na overenie spravnosti mézete pouzit lubovolny program napr. Graph alebo pouzite
na https://sagecell.sagemath.org/ program SageCellMath, ktory netreba instalovat do PC. Do prikazového

okna napiSete v Sage uz separované funkcie (pozri Priklad).
Predpis funkcii v Sage:

exponencialna: f(x) = exp (x)
logaritmicka: f(x) = In (x)
mocninova: f(x) = x*x*x
linearna: f(x) = 2*x -3

Priklad:

f(x)=3*x+1

g(x) = x*x*x

plot( f(x), -5,5, ymin=-5, ymax=10, color="blue') + plot( g(x), -5,5, ymin=-5, ymax=10, color="red')

Na vykreslenie grafov stlacite Evaluate.
Hodnoty max a min pre x — ové a pre y — ové suradnice si volite sami, rovnako farbu krivky.

Ukazka prikazového okna:

. Sage CellServer x | By Prekdada¢ Google x + ==
(O] mx *
G Google N MAIs @ MAS portsl (B2 Outiook O GoF @26 B Tuke ™oun [k @ Somiky [Tlstava O Menu @ Rose § Dstabazy @ CC ® GoSch |5 Projekty | Portdl vysok.. @8 25Ways B Prekdadaé Google hitps//sagecellsage. 3 [0 Ostatné zslosky
About SageMathCell =
Type some Sage code below and press Evaluate.
f(x)= 3*x+1 x|
g(x) = x*x*x ¥4
plot( f(x), -5,5, ymin=-5, ymax=10, color='blue') + plot( g(x), -5,5, ymin=-5, ymax=1@, color='red') )
Language: Sa v
Evaluate =

Obr. 4

Ukazka riesenia:

Obr.5


https://sagecell.sagemath.org/

1.2 Metdda polovicného delenia intervalu (bisekcie)

Priklad 2: Metddou poloviéného delenia intervalu uréte mensi reédlny koren rovnice f(x) =Inx —x+3 =10
s presnostoue =5.1072.

RieSenie:

Pri metdde bisekcie pri rieSeni pouZijeme nasledujuci postup:

1. Graficka separacia a volba intervalu (a, b) korena — postupujeme rovnako ako v priklade 1. Upravime
danu rovnicu do tvaru Inx = x — 3. Na oboch stranach rovnice dostaneme predpis funkcii, ktorych grafy
vieme zostrojit g(x) =1Inx, h(x) =x—3.

V pripade prvej funkcie, ktora je logaritmickd, vieme, Ze je definovana pre x > 0a prechadza bodom
o suradniciach (1, 0). Pre zostrojenie grafu druhej funkcie staci zvolit dve hodnoty x, lebo grafom je priamka
(tab. 3).

X 0 3
y = h(x) -3 0
Tab. 3

Zostrojime grafy funkcii g(x) a h(x) do spolo¢ného suradnicového systému (obr. 6). Z obr. 2 vyplyva, Ze grafy
funkcii maju dva priesec¢niky, ktorych x — ové suradnice lezia v intervaloch (0, 1) a (4, 5).

Obr. 6

2. Definujeme interval (a ,b) a overime, &i sa korefi a nachadza v zvolenom intervale

Mensi koren lezi vintervale (0,1). KedZe funkcia logaritmus je definovand pre x > 0 azobr. 2 vidiet, Ze
koren lezi blizSie k hodnote 0, zvolime interval (0,01 ,0,5). Overime, ¢i koren sa nachadza v zvolenom
intervale, ae€(a,b)ak f(a).f(b)<0. Vtomto pripade, na uréenie f(a) af(b) pouZijeme vztah
f(x) = Inx — x + 3, kde za x dosadime hodnoty 0,01 a 0,5: f(0,01) =1n0,01 — 0,01+ 3 = —1,62,

f(0,5) =1In0,5—-0,5+ 3 = 1,81.
Potom f(0,01) - f(0,5) < O, je splnena podmienka, Ze koren sa nachadza v zvolenom intervale a mézeme dany
interval poufzit.

Poznamka: Ak pri vypocte dostaneme f(a) - f(b) > 0, potom sa koren nenachadza v danom intervale a treba ho

Vv s

zmenit (zmensit alebo zvadsit) alebo moéze mat rovnica f(x) = 0 na intervale (a, b) parny pocet koreriov. Napr.
rovnica f(x) =x* — 4 + x? = 0 méa na intervale (-2, 2) dva korene, aj ked f(-2) - f(2) > 0.




3. Uréime podmienku ukonéenia delenia intervalu — tato podmienka je dana vztahom |b,, — a,| < 2¢, teda

pre tento pripad |b, —a,| < 2.5.1072 = 0,1. Ak bude splnend tito podmienka asucasne bude platit
f(b,).f(a,) <0, ukonéime iteratny proces (proces opakovania delenia intervalu).

4. Urcime pociatoc¢né hodnoty a,, b,,, ¢, — pre n = 0 (n - poradie iteracie, opakovania) budu pociato¢né

v 1/ I n bn ’ ’
hodnoty ap =a =0,01,bo=b =0,5 a cg sa urci podla vztahu ¢, = %,teda Co = 0 01;0 2 = 0,255.

5. Urobime n deleni intervalu (a,, b,,) na interval (a,, c,) _alebo (c,,b,,) - pri deleni intervalu zapisujeme

hodnoty do tabulky, kde sa riadime tymito pravidlami.
Ak plati pre danu iteraciu, Ze
f(a,).f(c,) <0, potom interval (a,,, 1, b,,+1) nahradime intervalom (a,, c,,)

f(a,).f(c,) >0, potom interval (a,,, 1, b, 1) nahradime intervalom (c,,, b,,)

n| a, | f(a,) b, f(bn) Cn f(cn) f(ay).f(cn) |by — ay|

0 | 0,01 - 0,5 + 0,255 + - (a,c,) 0,49>0,1

1 001 - 0,255 + 0,1325 + - (ap, c,) 0,215>0,1

2 |0,01 - 0,1325 + 0,07125 + - (ap, c,) 0,1275>0,1

3 10,01 - 0,07125 + 0,040625 0,02<0,1
Tab. 4

Poznamka: V tab. 4 sme v druhom riadku pre n = 1 nahradili b; vyrazom c, = 0,255 a hodnotu a; sme
ponechali rovnakd ako v predchadzajucom riadku a; = a, = 0,01 na zéklade pravidla pre f(ay).f(cy) < 0.

Z tab. 4 vyplyva, Ze delenie ukonéime pre 3. iteraciu, kde|b; — a3| = 0,02 < 0,1 a sucasne f(a3).f(bs) < 0.

Pomodcka: Ak chceme vediet este pred delenim intervalu kolko opakovani treba urobit, aby sme dostali

hodnotu korena s poZadovanou presnostou & pre zvoleny interval, mézeme pouzit vztah b%a < 2ntL
0,5-0,01
5.1072
opakovani cyklu, aby sme dostali hodnotu korera s pozadovanou presnostoujen =4 —1 = 3.

V tomto pripade < 2™*1 po uprave 9,8 < 2"t1 = 2% = 16. Potom n + 1 = 4, poclet potrebnych

6. Aproximujeme korer pomocou c, a zaokruhlime na rovnaky poéet ako je uréend presnost

Priblizna hodnota korefa rovnice je dand c; = 0,036875, ktoru zaokruhlime podla danej presnosti
€ = 5.1072 na dve desatinné miesta, presni hodnotu korefia aproximujeme a =~ 0,04.

Poznamka: Ak by v zadani Ulohy bol dany pocet iteracii a nie presnost ¢, vtakom pripade ukonéime vypocet

. v . ;.. , v . v . , b— .
pri danom pocte iterdcii a urobime odhad chyby uréenia korefia podla vztahu |c, — a| < zn_:i’ kde ¢, je
pribliznd hodnota koreria a « je jeho presna hodnota.

Ulohy:
1. Graficky separujte v3etky realne korene rovnice Inx + x = 0. Readlny koren vypocitajte metddou bisekcie s

presnostou e = 5.1073 . [@ =~ 0,566]

2. Graficky separujte vietky redlne korene rovnice x> — 6x? + 1 = 0. Mensi kladny redlny koref vypocitajte
metddou bisekcie s presnostou € = 5.107% . [a = 0,4106]




3. Graficky separujte vietky redlne korene rovnice x3 + 4x? — 2 = 0. Va&si zaporny redlny korer vypoditajte
metddou bisekcie s presnostou € = 5.107% . [@a = —0,7892]

4. Graficky separujte vietky realne korene rovnice x* + 2x3 — 5 = 0. Mensi redlny koreri vypocitajte metédou
bisekcie s presnostou e = 5.107% . [@a = —2,3738]

metddou bisekcie s presnostou € = 5.1073 . [a = 0,441]

6. Graficky separujte vietky realne korene rovnice x> — x + 3 = 0. Redlny koref vypocitajte metédou bisekcie s
presnostou e = 5.1071 . [ =~ —1,2]

7. Graficky separujte vietky realne korene rovnice x? — 4 + x = 0. V3etky redlne korene vypocitajte metédou
bisekcie s presnostou & = 5.1072 . [y = 1,53, a, = —2,53]

8. Metddou poloviéného delenia intervalu urcte vacsi redlny koren rovnice z rieSeného prikladu 2. Urobte 4
iteracie a odhadnite chybu uréenia korefia. [lc, —al < 0,03125]



