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1 FUNKCIA
1.1 Defini€ny obor funkcie

Pri hl'adani defini¢ného oboru funkcie je potrebné najcastejSie vziat’ do tivahy, Ze:
e menovatel’ zlomku sa nesmie rovnat’ nule,
e vyraz pod parnou odmocninou musi byt nezaporny,
e logaritmicka funkcia je definovana len pre kladny argument,
ak a>1, potom log, x>0 prave vtedy, ak x>1,

ak 0<a<lI, potom log, x>0 prave vtedy, ak 0 <x <1,

e funkcie y=arcsin x a y =arccosx su definované pre —1<x<1.

X+1
Priklad 1  Ndjdime definicny obor funkcie f: Y = —————.
X°—5X+6
Riesenie: Kedze vyraz v menovateli musi byt r6zny od nuly, plati

X? —5x+6 %0
(x=2)(x-3)=0
X;Z AX#3
Odtial’ vyplyva, ze D(f)=(-0,2)U(2,3)U(3,:0) alebo D(f)=R—-{2,3}.

Priklad 2 Ndjdime definicny obor funkcie f- y =2 —x—x* .

Riesenie: Vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezaporny, potom plati
2-x-x*>0

x2+x-2<0

(x+2)(x-1) <0

Defini¢ny obor funkcie je D(f)=(-2.1).
Priklad 3  Ndjdime definicny obor funkcie f: 'y =In(4x —8).

RieSenie: Logaritmus je definovany len pre kladné ¢isla, preto musi byt
4x-8>0

X>2

Defini¢ny obor funkcie je D(f)=(2,).
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Priklad 4  Ndjdime definicny obor funkcie f: y = € 5
X J—
Riesenie: Z podmienky, Ze menovatel’ sa nesmie rovnat’ nule plati

Nx=2=#0
a z podmienky, ze vyraz po parnou odmocninou moze byt’ len nezaporny plati
x—220.
Z obidvoch podmienok vyplyva

N

X >

Definiény obor funkcie je D(f)= (2, ).

Priklad 5  Ndjdime definicny obor funkcie f: 'y = ,/log ; (3X + 2) .

Riesenie: Z podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pre argument logaritmu pri
zaklade a =5 vyplyvaju tieto nerovnice

log.(3x+2)>0 < 3x+22>1

> _

b3
Wl

Definiény obor funkcie je D(f)= <— %,oo).

Priklad 6  Ndjdime definicny obor funkcie f- y = |[log, (3x+2) .
2

Riesenie: Z podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pre argument logaritmu pri

1 o .
zdklade a = Evyplyvajﬁ tieto nerovnice

log,(3x+2)>0 <« 0<3x+2<1
2
RieSime sustavu nerovnic
3x+2>0 A 3x+2<1

2 1
X>—— A X<-——,
3 3

potom definiény obor funkcie je D(f)= (— 2,— l> :

33

. 2x-5
Priklad 7  Ndjdime definicny obor funkcie f: y = arcsin XT :

Riesenie: Funkcia y =arcsin ¢ je definovana pre ¢ na intervale <—1,1> , preto
2x—5
4

-1< <1
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1
—<X<
2

N | ©

Defini¢ny obor funkcie je D(f)= <%%> .

Priklad 8  Ndjdime definicny obor funkcie f: 'y =25 — x —3log -2 .
X

Riesenie: Vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezdporny a sti¢asne vyraz pod
logaritmom musi byt kladny, teda plati
25-x20 A 250
X )
X<25 A x<0

prienik tychto intervalov je defini¢ny obor D( £)=(=x,0).

V ulohach 1 — 62 ngjdite defini¢né obory funkcii:

Vysledky:
1 fiy=2tE R-{2)
x=2
1
2. fiy=—"ssr—— R-12,3
y x> —5X+6 23]
x> —3x+2
3. firy=or——— R-11
Y= ot 1 u
4, fiy=+x+3 ~3,)

{
5. fry=Vx®—x-2 (—oo,—1>u<2,oo)

6. fry=v2+x-x? (-1,2)
7. fiy= xx+—11 (LOO)
X
8. firy=—mm—m (—o0,-3)u(~2,)
Vx?+5x+6
9 fry= x4 (~o0,~1)U(2,)

N

10. f:y=\/xz (4,0)

—4
1. foyp= |23 (—o0,~4) U (3,0)
x+4
2
12.  f:y= _x-1l (—o0,—2) U (1,0)

X2 +3X+2
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13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

fry= [ x2-1
' x> —5X+6
fry=Vx®—3x+2+—

fiy=h(x-5)
f:y=In(x*+4x)

f :yzlog4\/x -X=-2
fiy=log,v2—x-x?

4
3

fry= Iog2

fry ‘/Iogz

V3+2x — X2

f :y:\/logl(x —2x+1)

3

f:y= |log 2x-1
' 15+3x

f :y:‘x2—7x+12‘

2x+3

fiy= -

f:y:log|3x—6|
f :y:eé

f: y — 2\/x2+5x+6

f:y=10"¢"*
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24X+2
1-2x 35
36. (Y= i -2 =
f 1y =arcsin >3
37.  f:y=arcsin(x” —3) <— 2,—\/§>u<\/§,2>
38. f 1y =arccos 3x+2 <— 2,%
39. fiy= arccosz—x —l,1>
1+x 3
x—-1
40. fry :arcth R
x-2
41.  f:y=arccotg (—0,-3)U(2,)
x+3
. X
42.  f:y=arcsin (log E) (1,100)
. |1 3
43, fry=x+3 —log(2x—3) (—,2)u(2,oo)
X—2 2
1 35
44, fry=x+s +In(2x -3 (—,—)u(—,
¢ {2x_5 " M2X~3) 2'2 )
45.  f:y=+/3—x +arcsin 3 —52x (-13)
46.  fry=+sinx+¥{9-x (0,3)
47.  fiy= +\/4 X2 (~2,2)
48, f:y:3‘/ —3log(X? + 4x + 4) R-{-2}
x+2
49,  f:y=log,(2x+6)+Vx> —4x+3 ~3,1) U(3,)
50. f:y=%+\/6x x* -9 {}
51.  f:y=log(~x—4+/6—x) (4,6)
52.  f:y=log(1-log(x? —5x+16)) (2,3)
R S B VRN
arctg(x—E) 2 22 2
54.  f:y=arcsin —1+Jlog(x+2) (0,0)
X+
55. f:y=In(x? —4x+3)+arccosx%4 (3,6>
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56. f :y:In(xz—x—12)+2arcsin% <—?,—3)u(4,%>
X 11
57. f:y= —arccos (3x +10 -—,-3
¢ V2x+8 ( ) < 3 >
[2
58. f :y:XI_—X_Z+arcsin 1_42)( <2§
n x
In(3x+21
59. f:y:m (-7,00u(01)uUL2)u(2,x)
In(3—2x) ( ( 3]
60. fry=—- 2 —o0,-5)ul 1,2
VX? +4x-5 2
Inx-5
61. fiy=—n-°""+~ (02)u(3,)
Vx* —5x+6
[y2
62. f:y:w+arctg(ex+2) —oo,—5>u 1,é
In(3-2x) 2

1.2 Inverzna funkcia

Algoritmus hl'adania inverznej funkcie y™ = f_l(x) k funkcii y=f (x) je takyto:
e zistime, na akom intervale je funkcia f prostd, teda kde knej inverznid funkcia
f Lexistuje,
e vymenime x za y a naopak,
e vyjadrime y pomocou x.

Priklad 1 K funkcii f:y=2In(x+5) ndjdime inverznu funkciu.

RieSenie: Funkcia f je prosta na celom svojom definiénom obore D(f )= (-5,), preto
K nej existuje inverzna funkcia na celom definiénom obore.
y=2In(x+5),
vymenime navzajomx a y
Xx=2In(y+5),
osamostatnime vyraz obsahujuci y,
X
5= In(y +5),
aby sme vyjadrili y, pouzijeme inverznu funkciu k logaritmickej funkcii, exponencialnu funkciu
X
e2 = y+5
X
y= e2 -5

X
Inverzné funkciak f je f*:y=e2-5.
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2x-3

Priklad 2 K funkcii f:y =3+ 5arccos ndjdime inverznui funkciu.

Riesenie: Funkcia 1 je prosta na celom svojom definiénom obore D( f ) = <— 1,4> , preto

k nej mézeme hl'adat’ na celom defini¢cnom obore inverznu funkciu.

Iy —
y =3+ 5arccos xS 3,

vymenime navzajomx a y

2y-3
x =3+ 5arccos y5 ,

osamostatnime vyraz obsahujuci y,

x-3 2y-3
= arccos ,
5 5

aby sme vyjadrili y, pouzijeme inverznu funkciu k funkcii y = arccosx

Cosx—3:2y—3
5
3+500sx_3
Y= 2
3+5cos§i:§
Inverzna funkciak f je f_l:y:f5

X_

Priklad 3  Kfunkcii f:y= 1 4 ndjdime inverznu funkciu.

2-3-4*
Riesenie: Funkcia 1 je prosta na intervale (—oo,1) a na intervale (1,0), preto k nej mézeme
hladat’ inverznt funkciu len na jednotlivych ztzeniach definicného oboru.
y= 4*-2
12-3-4¢°
vymenime navzajomx a y
4y -2
X=——,
12-3-47
osamostatnime vyraz obsahujuci y,
4y - 12x+2
3x+1

aby sme vyjadrili y , pouZijeme inverznu funkciu k funkcii y = 4"
12x + 2}

y= |Og4(
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Inverzna funkciak f je fl:y= |Og4(12X i 2) .

3x+1

V ulohéch 1 — 23 najdite k danym funkciam inverzné funkcie:

Vysledky:
1-x 4 1-x
1. Yy =— fr="—"=
Sy 1+ x 1+X
3x-1 4 5x+1
2 . = f =
Sy 4x+5 3—-4x
X_
3. f:y=log,(2x +2) f‘1:222
3-2* 1 3—4x
4. fry=—— f~=lo
y 4+ 2% 92 x+1
25" -4 a1 4 4+ 2X
5. fry= f~=lo
Y 3542 955 3x
6. f:y="7log(2-2%) 7 =10g2(2—107]
341 2005(3;)()—1
7. f:y:3—2arccos( X+ j [ =
2 3
8. fiy=5+4+e f =§]n(x2—10x+21)
9. f:y=l+sinx—_1 = :1+arcsp(x—1)
x+1 I —arcsmn(x —1)
10.  f;y=3g2arccotx f ™ =cotg(2-log, X)
Lﬂ
11. fiy=Ihe 2 f=2x-2
y—1 1+3tg—x_2
12. fy=2+Tarctg—— [
3 2
13. f:y=sin(2x-1) f‘kw
14. f:y:1+arcsinx7_l f 1 =1+2sin(x—1)
15. f:y=+2+3" f 1 =log,(x* -2)
16. f:y=cos§ f 1 = 3arccosx
X—4 -1
17. f:yzl—arccoth f=4+2cotg(1-x)

18.  f:y=3%% f ~* = arccos(log ; X)
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X

19. 'I:y=2a fflz |092X
1-log, x
1+cosx—_3

20. f :y=3+4arccos(2x—1) fl=o ;

_ X
2. f:y=In(1-2x) f-1:1 28
22. f :y:31+lnm f_1:l+ez(|093x_l)
3 3

23. f:y=L§ flz( 2xj

2-3x 1+x

1.3 Parnost’ a neparnost’ funkcie

e Funkciu y= f(x) nazyvame parnou, ak pre kazdé x aj —x z jej D(f) plati f(- x): f(x).

e Funkciu y=7f (x) nazyvame neparnou, ak pre kazdé x aj —x zjej D(f ) plati
S=x)==1(x).

e Funkcia, ktora nespliia ani jednu z prechadzajtcich vlastnosti nie je ani parna ani neparna.

e  Graf parnej funkcie je osovo sumerny podla o, (napr. y = X2,y =COSX, Yy = |X|, o).

e Graf neparnej funkcie je stredovo stimerny podla bodu O= [0,0] (napr.
y=ux, y=sinx, y=arcsinx, y=tgx,...).

sin x

Priklad 1 Vysetrime parnost, resp. neparnost funkcie f:y =

Riesenie: D(f)=(~0,0)u(0,00) apre kazdé¢ x aj —x z D()
/(x)

Flex)= sin(—x) —iinx _sinx :L
-X x x =

Pretoze f(—x)= f(x), funkcia je parna.

je

—

X
Priklad 2 Vysetrime parnost, resp. neparnost funkcie f .y = ;X +§|L-'
RieSenie: D(f)=(-,0) U (0,) aprekazdé x aj —x z D(f) je

L 1+2”
27-1 1 _, 1-2¢ 1-2¢ 2*-1
2" 2%
Pretoze f(—x)=—f(x), funkcia je neparna.

N—"

Priklad 3 VySetrime pdrnost, resp. nepdrnost funkcie f:y=3"%.

Riesenie: D(f)= R aprekazdé x aj —x z D(f) je
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f(—x)= 3sin(—x) _ gsinx _
) 3

Pretoze f (— x) ztf (x), funkcia nie je ani parna ani neparna.
2
X
Priklad 4  VySetrime pdrnost, resp. nepdarnost’ funkcie f:y=——.

RieSenie: D(f )=R- {l} apreto neplati, ze pre kazdé x je a] —x z D(f) funkcie.
Napriklad, k ¢islu x =—1 , ktoré patri do definicného oboru funkcie, neexistuje Cislo opacné,
¢ize Cislo x =1, ktoré by tiez patrilo do definiéného oboru funkcie. Na zaklade toho je zrejmé, ze

nie je splnend nutna podmienka pre to, aby mohla byt funkcia parna alebo neparna.
2

Teda funkcia, funkcia f:y= X_l nie je ani parna ani neparna.
X —

V tlohach 1 — 16 vysSetrite parnost’, resp. neparnost’ funkcii na intervaloch, kde je funkcia prosta

Vysledky:
1 fry=x>—x neparna
-2

2 fiy= al ani parna ani neparna

x+2
3 f:y=sinx+cosx ani parna ani neparna
4 fiy= cos X neparna

X
S. fiy=log =— neparna
2+x

6. f:y=cos®x—sin?x parna
7. fiy=x?+sinx? parna
8. f:y=2sin xcosx neparna
9 fiy= 1=cos2x C;)S 2x parna
10.  f:y=xloglx| neparna
11. f 1 y=5"+cosx ani parna ani neparna
12.  f:y=x*—cosx? péarna
13. f:y=cos(zt—x) parna
14. fy=sin(x+x) neparna

1 1 ,
15. fiy=—.cos— neparna

X X
16. fiy=x+snx neparna
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2 LIMITA FUNKCIE

2.1 Vypocet limity funkcie

Pri pocitani limit postupujeme takto:
e zistime typ neurcitosti (typ limity),
e vhodnou Upravou odstranime neurcitost’,
e dosadenim limitu vypocitame.

2
. X —5X+6
Priklad 1 Vypocitaime lim ——>X*+5
TP X2 —12x + 20

. , S, . . v 0
Riesenie: Po dosadeni x=2 do funkcie zistime, Ze sa jedna o neurcitost’ typu 0 to

znamena, ze Cislo x =2 je koreiom polynému v Citateli aj v menovateli. V takomto pripade
predelime aj Citatel'a aj menovatel’a vyrazom (X—2), potom

x> -bx+6 . (x-2)(x-3) . x-3 -1 1
im ——————=Im =lim =—==.
-2 X°=12x+20 x»2(x-2)(x-3) »»2x-10 -8 8

. X
Priklad 2 Vypocitaime lm ———.
P / x—04/14+3x -1

- . L, y o e 0 .
Riesenie: Po dosadeni x =0 do funkcie zistime, Ze sa jedna o neurcitost’ typu 0’ ale pri

pocitani takejto limity je vhodna tprava tzv. rozsirenie ,,vhodnou jednotkou*, v naSom pripade

V14+3x +1
V1+3x +1

Vv menovateli.

X V1+3x+1

v tvare . Tato Gprava vyuzitim vztahu (a—b)(a+b)= a® —b? odstrani odmocninu

Vi+3x+1_2

V1+3x +1)
3X

iim X

lim : = = lim
x>0 41+3x =1 J1+3x+1 x>0 x>0 3 3

, o, . . 1-cosx
Priklad 3  Pypocitajme lim .

x—0 X
Riesenie: V pripadoch, ked’ pocitame limitu funkcie, v ktorej vystupuje goniometricka
: N . sin x
funkcia a typ neurcitosti 0 vyuzijeme zvicsa vzorec IImO— S
x—>0 X

NaSou tlohou je funkciu najprv vhodne upravit’ (rozsirit’ ,,vhodnou jednotkou‘), aby sme mohli
uvedeny vzorec pouZit'.



FEI 15

_1-cosx 1+cosx . 1-cos’x .. sin ® x _(sinx)* . 1
lim " = . =lm —————=Ilm|—— | -lim =
x>0 X 1+cosx x0x°(Ll+cosx) x>0 x°(l+cosx) »x0( X x>0 1+ COSX
1.1
2 2
- 2x*-5
Priklad 4  Vypocitajme lim ———.
e 3X2 46X+ 2
RieSenie: Pocitame limitu neurcitosti typu f, kde sa najCastejSie vyuziva uprava ,,delenie
o0
Citatel'a aj menovatela x -om S najvys$Sou mocninou menovatela®.
V tomto pripade je v menovateli najvyssou mocninou x?. Preto
o_ 2
. 2x*-5 : X2 2-0 2
im ————=lim = =—.
x>0 3X° +6X+2 xoxg 6 2 3+0+0 3
v y2
X X
. 2x*-5
Priklad 5  Vypocitajme lm ———.
e 3% + 6x+ 2
Riesenie: Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade, ale ¢itatel'a a menovatel’a
funkcie delime x*.
2 5
2 _ w2 4 —
jm 25y 2 070
x—0 3X" +6X+ 2 x—>oo3+ 6+ 2 3+0+0
V3 4
X* X
_ 2x° +10x% +5
Priklad 6  Vypocitajme Im ————
T ™ 100 — 2
Riesenie: Tak, ako v oboch predchadzajucich prikladoch, aj tu rieSime limitu funkcie
S neurcitost'ou e , ale Citatel’'a a menovatel’a funkcie delime X2,
o0
23110, 5
_2x8+10x°+5 x x3 @0+0+0
im ——————=lim = =
3
X
Priklad 7 Vypocitajme im x- (VX% +1—x).
X—>0
Riesenie: Pri limite s neurcitostou typu o —oo funkciu rozsirime ,,vhodnou jednotkou®,

VX2 +1+X

teraz v tvare \/2—— a potom pocitame podobnym postupom ako v Prikladoch 4, 5, 6.
X“+1+X
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[2 4 Vi +l4x
e e I e

X—>00

= lim

X—00

x(x +1-Xx)

2 = m 11 NG 10 1
X—>00
X +1+1 RN T | AR
G X2

V ulohach 1 — 36 vypocitajte limity funkcii:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

X—> 3x +x%+1
X2 —4x+3
I|m2—
x=>3X°—7Tx+12
lim x*-1
x>-1x% +6X+5

. X?+2x-8
|Im2—
Xx—>2 X +4x—-12
X3 +3x% + 2x
im ——M———
X——2 x —X—06

x=Dv2-x 1)\/

=Iim ——

Vysledky:

9

3

o

N

= lim

1
xoo y2 114 x X0 (%241

+1
X2
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. 3—+/b+x 1
16. lim -—
x>41—/5-X 3
2 —
17 gim XX 3
x—1 \/;_1
18, fim SN 3X 3
x—0 X
19, fim 9 5
x—>0 X
20, lim 32X 2
x—0 SIn 3X 3
1. lim sin 4>_<+S|n X E
x—0 sin 3x 3
22, fim (92X 2
x—0SIn 5X 5
23, lim 92X >
x—0 tg6X 6
24, fim 12C082X 2
x>0 X.Sin X
25. lim xcotgx 1
x—0
26.  lim (L—ij 0
x—0| Sin X tg X
_ 3
2 iim SO8X 2cos X !
x—0 X
o8 i SN X—COSX 2
st 1-tgx 2
4
3
29.  lim 2% 0
x—o X" —3X° +1
4
0. lim 2% X »
x—0]10X° —3x+1
2_
3t lim X 1
x—0 2X° +1 2
_ 3
2. lim X -1
x—»] 4+ X" +3X
X3
33. Iim( 5 —x] 0
x—o| X 4+1
34.  lim (Vx-2-+/x) 0
X—>00
35, lim (VX2 +1—+/x%-1) 0
X—>o0
36.  lim (VX2 —2x—1-Vx2 —7x+3) S
X—>00 2
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2.2 Vypocet limity postupnosti

e, . o e . e 0 .
Pri limitach postupnosti sa najéastejSie stretdvame s neuréitostami typu —, oo —oo, 17, ktoré
o0

pocitame analogicky ako pri limite funkcie.

3 2
Priklad 1 Vypocitajme lim 20 20" ~1
n—o 3n° —5n+ 2

. © , . C
Riesenie: Jedné sa o neurcitost’ typu —, Vtomto pripade postupujeme tak ako pri limite
o0

funkcie, GiZe Citatela a menovatel'a predelime n*, kde & je najvacsi mocnitel’ menovatel’a.

4.2 1
_4nd42n®-1 n n® 4+0-0 4
lim —————— = lim = S
oo 3n°-5n+2 nowg S 2 3-0+40 3
n> n°

Priklad 2  Vypocitajme lim (\/n2 +2n-1- \/n2 +2).
n—o0

Riesenie: Tato limita je typu co—oo aznova postupujeme podobne ako pri limite funkcie
S touto neurcitost'ou, teda vyraz rozsirime ,,vhodnou jednotkou®, potom dostaneme neurcitost’

typu “a d’alej postupujeme tak ako v predchadzajicom priklade.
o0

2 _ 2 _
lim (\/n2+2n—1—\/n2+2)'\/n P2t e2 Lo 2n -3 -
N In2+2n—1+vn?+2 m™=n21on—1+4n2+2
3

9_°

:lim n = 2_0 :1
Hw\/ 2 1 \/ 2 J1+0-0++140
I+ ———+ 1+
n n n

3n+1)""?
Priklad 3  Vypocitajme lim .
n—oo 3n — 2

Riesenie: Po dosadeni zistime, ze tato limita je typu 1°. Pri pocitani takychto limit je
N : 1"
dolezité poznat’ vzt'ah lim (1i—] =e*l,
X—>00 X

Nasou ulohou je teda upravit’ vyraz v limite tak, aby sme mohli pouzit’ uvedeny vzorec.
4n-3

(3n+Y" . (3n—243Y"° . (3n-2 3 " 1

lim = lim| ——— =lm| ——+— =lm|l+——

n—oo 3[’]—2 n—ow 3[’]—2 n—oo 3[’]—2 3[‘]—2 n—oo 3n—2
3
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3
_ r P -(4n-3)
3n 2_ 3 (4n-3) 3n-2 [3p-2
3 3n-2 3

. 3(4n-3)
1 — en“j;l 3n-2 _— e4 ]

=hmi 1+ =lmj 1+

3 3

I I
Priklad 4  Vypocitajme lim (n+3)t(n +4)! .
n—w (n+5)!

Riesenie: Najprv potrebujeme vyraz v Citateli a menovateli upravit’ tak, aby sme odstranili
faktoridly. Vécsie vyrazy s faktoridlom upravime pomocou mensich vyrazov, ktoré budeme
vyberat’ pred zatvorku, aby sme ich mohli kratit.

i (n+3)!+(n+4)!: im (n+3)!+(n+4)(n+3)!: m (n+3)!(n+5) _

n—w (n+5)! nswo (N+5)-(N+4)(N+3)! noxo(n+3)1(n+5)(n+4)
(n+5) 3

noo(N+5)(N+4) now n+4

=0.

1+2+3+---+n
5 .

Priklad 5  Vypocitajme lim

n—o0 n
Riesenie: V tomto pripade je nutné pouZit' najprv vzorec pre sucet n Clenov aritmetickej
: n(a; +a
postupnosti s, = %
n(d+n 1
( ) 2 1+
. 14+2+43+--4+n 2 . +n n 1+0 1
lim 5 = lim 5— = lim —=Im ——=——==
n—o n n—so N n—w 2n now 2 2 2

Priklad 6  Vypocitajme lim n[in(n—2)—In(n+1)].
Nn—oo

Riesenie: S vyuzitim vztahov, ktoré platia pre logaritmy upravime vyraz pod limitou
a dostaneme sa k neur¢itosti typu 1°, s ktorou sme sa stretli v Priklade 3.

- Cim n(P=2) il i (022) ks -
lim n[in(n—2)—In(n+1)]= lim In( 1) _In{llm(nﬂj }_In[e ]_ 3.

n—oo n—oo0 n+ n—oo

V tlohéch 1 — 40 vypocitajte limity postupnosti:
Vysledky:

1. lim (2—1] 2
n—w 5n
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lim (n+H(n+2)(n+3)

2. 0
n—oo n4 -1
3, lim Y2 +3 4
Nn—oo
10
4, lim (1+E] 1
n—oo n
5. fim 20+2 2
n—wo 3n—1 3
2
6. fim (D :
n—wo 2N 2
. fim 4n? —5n+2 )
' n>o  2n° +3
o fim AN +2n-1 1
' oo 3n+2 3
_ 3n%4+n
9. lim 0
n—o N+l
10 lim m 0
. n—oo n—l
5
. \/n_+1
11. im ———— 0
n—e \/F— n+2
35 3
12. lim M 0
n—oo n
2 2
P 2n2 +1-+/n? -1 .
n—oo n
14.  lim %3n 1
n—oo
15.  lim Yn® 1
n—oo
3n+l
16. lim 46n-5 2
Nn—oo
2n2-1
17.  lim 3n°# 9
n—oo
18. lim log log 1
n—oo n— 2
2
19. im0 0
n—w  3n° -1
20. lim Iog2E s
n—oo 3

(¢}

2 n
21. lim (1+—j 2
n—oo n+3
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n-1
22.  lim (1—ij e
ool N+l
2n
23.  lim (1— L j et
noo\  2N+2
n
24. i (n—ﬂj et
n—o\ N+
n
25.  lim n_—l} e
n—o\ N+1
n-1
26. lim anj e
n—o\ N+1
2
2 nc+1
27.  lim|Z zlj e
n—w|
n
28.  lim ”—_?’JZ L
n—o\ N —2 Je
. (n+5Y
29. lim 0
n—oo 2n—1
n-1
3. lim [2”4’] 0
n—ol 4n—3
n
3L lim (3“2) %
n—oo 2n
n+1
2 3
32. |m[4”2 5} »
noewl 2n° -1
33.  lim (Wn+1-+n) 0
n—oo
34.  lIim Vn.(n+1-+n) %
n—oo
35.  lim n[lhn—In(n+1)] -1
n—oo
36. lim n[in(n+2)-In(n+1)] 1
n—oo
37.  lim n[ln(n-1)—Inn] -1
n—oo
|
38 lm-— 0
n—o (N +1)1-n!
| I
39, m (n+2)1+(n+1)! 0
n—w (n+3)!
I I
40, lim (n+2)1+(n+1)! 1

n—w (N+2)-(n+1)!
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3  DERIVACIA FUNKCIE

3.1 Vypocet derivacie funkcie

Nech funkcie f(x) a g(x) maju v bode X, derivacie f'(x,) a g'(x,), nech ceR. Potom
/

funkcie cf, f+g, fg aak g(x,) =0, tak aj funkcia =— maju derivacie v bode X, pre ktoré
g

plati:
o (cf)(x)=cf'(x),

(f +9)(%) = (%) +9'(%)
(f9) (%) = (%) 9 (%) + T (%)9' (%),

£ jl(xo | 100)900) ~ T (0)0%)
9 [90x)F

Zakladné vzorce pre vypocet derivacie platné na mnozine, kde derivacie existuju:

(C) = O, ceR (Cotg X)’ — __3'
sin “ x
(Xa)r= axa—l
. 1
(arcsin x)' = >
(@) =a*Ina, a>0,a=1 1-x
() =¢ (arccosx)’ =
1-x?
(Iogax)':i, a>0a=1
xIna (arctg x)' = !
1+ x?

(In x)'=%, X € (0,0)

(arccotg x)' =
(sin x)" =cosx 1

(cosx)' =—sin x [f(g(x))] = f(g(x))- g'(x)

[f (X)Q(x)]': [eg(x).m f(X)]l

(tg x)'=—
cos? x
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7
Priklad 1 Vypocitajme derivaciu funkcie f(x) =x°+x3-2.

RieSenie:
L] 4
f’(x)=5-x5‘1+£~x3 —O=5x4+gx3=5x4+gw.

Priklad 2 Vypocitajme deriviciu funkcie f(x)= Ix +e*+5-4*~log, X.
RieSenie:

1 2
-1 -z
f'(x):l-x3 v 454 a2 L s s et
xln2 3 XIn 2

=L+ex+5~4"-ln4—L

3%/? xIn2’

Priklad 3  Vypocitajme derivaciu funkcie f (X): e* -sin x.

Riesenie: Funkcia 1 je v tvare st¢inu

! ’
f'(x)=(e*) -sin x+e*-(sin x) =e*sin x+e*cosx = e*(sin x+cos x).

t
Priklad 4 Vypocitajme derivaciu funkcie f (x) il L
X

Riesenie: Funkcia 1 je v tvare podielu
' ' i-x—arctgx-l 2
F1(x)= (arctg x) - x —arctg x-(x) _14%° _ x=(@+x?)-arcigx |
S X2 X2 - (1+ x?)

Priklad 5 Vypocitajme derivaciu funkcie f(X) =Vx? +1.

1
Riesenie: Funkciu vyjadrime v tvare f (x) = (X2 + 1) 2 a potom pouzijeme vzorec pre
derivaciu zloZenej funkcie

1,5 2 2 A -
FX)=2(+D)2 - (x*+1) ==(x*+1) 2.2x=
2 2 x® +1
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Priklad 6 Vypocitajme derivaciu funkcie f (x) = arccotg x—l :
x —

Riesenie:
F(x) = —— T .(X+1j__ 1 (x4 (=D -(x+D)-(x-1)
(o) e T (x-1 -
J{X—lj (x—1)?

_ (x=1)* x-1-x-1_ 1
2(x*+1)  (x-1)*  x*+1

Priklad 7  Vypocitajme deriviciu funkcie f (X) =sin?x°.

Riesenie: Funkciu upravime na tvar f(x)=(sin X5)2 aznova pouzijeme vzorec pre

derivéciu zlozenej funkcie

£/(x)=2(sin x*) 2% (sin x°) = 2(sin x°) (cosx®)- (x°) = 2(sin x*) (cos x°) 5x°* =

= 2(sin x°) (cos x®)-5x* =10x“ (sin x°) (cosx°) .

Priklad 8  Vypocitajme deriviciu funkcie f(x)=Inarctg /(1+ 2x)° .

3

Riesenie: Funkciu upravime na tvar f (X)= Inarctg (1+2x) 2 a znova pouZijeme vzorec pre

derivaciu zloZenej funkcie

!

N 1 ; 1 1
f’(x):[ln arctg (1+2x) 2] = 3 -(arctg (1+2x) ZJ = - -
arctg (1+2x) 2 arctg (L+2x) 2 1+(1+2x)
sy 1, Mt ow
[(HZX)ZJ — 1 112 3%(“2’()2'(2’() - 1 3'13 11+22X3'
arctg (L+2x) 2 +(1+2x) arctg/ (1+2x)° 1+ (1+2x)

Priklad 9  Vypocitajme derivaciu funkcie (x)=(x?+1)*"* .
H 2
Riesenie: Funkciu upravime na tvar f (x) = SinxIn(x“+1) 5 derivujeme ju ako zlozent
funkciu
; 2
f '(X): eS|nx~|n(X +1) . [sin X - In( X2 +1)] _

_ esinx-ln(x2+1) -[(sin X)l -In( X2 +1) +sin x - (In( x? +1)),]:

=(X2+1)Sinx[cosx-ln(x2+1)+sinx- 22X }:
X“+1

= (x? +1)Si”"{cosx JIn(x? +1) + 2x25|n X}.
X“+1
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V ulohach 1 — 35 zderivujte funkciu f(x)

Vysledky:
1. f(x)=x"-7x*+3x-5 f'(x)=5x" —14x +3
3,4 X ’ 43 X 1
2. f(x)=3/x* +5* ~In x f(x):§ X +5 InS—;
3. f(x)=(x* —x+1)cosx f'(x) = (8x* —1)cosx — (x® — x +1)sin x
4, f(x)=2"log, x f’(x):ZX(In 2-log, x + xIr11 2)
5. f(x)=x10"" f'(x)=10"*(1-xIn10)
sin X (x=1)cosx —sin x
=S ()= ODooe
tg X , 1 tg X
7. f(x)=8X £/(x) = _lox
(x) X ) xcos’x X
2 2
8 f(x): x2+5x+2 f,(x):lSZ—Zx—lox2
X —-5x+1 (x*—5x+1)
9. f(x)=Insin 2x f'(x) = 2cotg2x
0. f(x)=In 22X F(x) = ———23
3+7X B+7x)(5+4x)
11.  f(x)=y1+2tgx f'(x)=— 1
cos? Xy/1+ 21g x
cos X
12, f(x)=,[sin 2X f'(x)= 3
3 - 2X
3,[sin —
3
2
13. f(x):ltg2x+x+tgx f,(x)ztgx+cozs x+1
2 cos’® x
[ 2
14.  f(x)=sin V1+ x* +sin(sin x) f’(x):M+cosx-cos(sin X)
1+Xx
15.  f(x)=arcsin®x f'(x)= 2aresin X
1-x?
. 1
16. f(x)=arcsin /x f'(X)=—F——
(x) )=
17.  f(x)=arccos $x -1 f'(x .
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18.  f(x)=arctg(x —vV1+x?) f'(x)= L .
242X
19.  f(x)=arctg(tex) f'(x)=1
Xx+1 , -1
20.  f(x)=arctg i f'(x)= T~
21.  f(x)=xarcsin x +1-x? f'(x)= arcsin x
22. f (x)= xarccos x —1-x° £'(x)=arccosx
23.  f(x)=In*sin x+In(x* -2x) f'(x)=4In3sin x - cotg x + XZZX—_ZX
cotg >
24, f(x):3‘/lnsin5 f'(x):l-—2
2 6 5 . X
3‘/In sin —
2
25.  f(x)=x" f'(x)=x*L+Inx)
26.  f(x)=x° £/(x)=e*x® (In x+§j
27.  f(x)=x""* f'(x)= xs"”‘(cosxln x+SinTX}
2
28.  f(x)=(sin x)%* f'(x)= (sin x)°°sx[%—sin x In sin XJ
29.  f(x)=x" f'(x)=2x"*"In x
30.  f(x)=(sin x)* f'(x) = (sin x)*(In sin x + xcotgx)
3. f(x)=¥x £(x)= w(l—x';‘ X)
3x? -1 , x> +1
2.  f(x)= 30 +InV1+x* +arctg x f (x):m
X —-X —-X X
33.  f(x)=Incosarctg > —° f'(x)= ex — ?X
e*+e
34.  f(x)=x(arcsin x)? —2x + 21— x? -arcsin x
f(x) = (arcsin x)?
2 2
35. f(x):glnx +1+1Inx_1+1arctgx f/(x)=2 — 3

4 x>-1 4 x+1 2 x* -1
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3.2 Geometricky vyznam derivacie

Derivacia f'(x,) funkcie je smernica k, doty¢nice ku grafu funkcie y = f(x) v dotykovom
bode T[x, Y, ], &ize f'(X,)=*, a smemnica normély je — ﬁ —k,.

e Rovnica dotyénice je try—Yo=F(%)x—%).

e Rovnicanormaly, ak f'(x,)=0 je n:y—yoz—?%ZSQ—xQ.

e Vulohich casto vyuzivame poznatok, ze ak si dve priamky rovnobezné, maji rovnaku
smernicu k .

Priklad 1  Ndjdime rovnicu dotycnice a normaly ku grafu funkcie f(X)=X2+1 v bode
T =[1.2].

Riesenie: Najprv vypocitame y- ova suradnicu dotykového bodu 7. Kedze bod T je

dotykovy, lezi teda na parabole danej funkciou f(X)=X2 +1, y- ova stradnica je vlastne
funk¢nd hodnota f (1): 2.
Bod 7 =[1,2].

Do rovnice dotyé&nice potrebujeme dosadit’ aj smernicu, ¢ize f'(xy)= f'(1)= [ZX]X0 =2

: . y-2=2(x-1)
Rovnica doty¢nice ¢ :
2x—y=0
1
-2=—-=(x-1
Rovnica normaly »: y 2 ( )
X+2y—-5=0

Priklad 2 Ndjdime rovnicu dotycnice a normaly ku grafu funkcie f(x) =lhx, ak je
dotycnica rovnobeznd s priamkou p:y=x+1.

Riesenie: NasSou ulohou je ngjst’ suradnice dotykového bodu T . Pretoze doty¢nica ma byt
rovnobezna s priamkou p , musia byt ich smernice rovnaké

ke =k,
f'(x)=1
1
X0
X =1
d’al8i postup je rovnaky ako v predchadzajiicom priklade, bod 7" = [1,0].
y—0=1(x-1)

Rovnica doty¢nice ¢ :
X—y-1=0
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1
Rovnica normaly 7 : y-0= _5_ (x=1) )

X+y-1=0
Priklad 3  Ndjdime rovnicu dotycnice a normaly ku grafu funkcie f (x) = i ak je normala
kolma na priamku p:y= —éx :
Riesenie: Normala ma byt kolma na priamku p , preto musi byt doty¢nica s priamkou p

rovnobeznd. Tym sme ulohu previedli na predchadzajuci typ, hladdme teda dotycnicu
rovnobeznu s priamkou p .

1
f'Xg)=—=
(0)=—3
oot 1
(Xo)2 9

(%)% =9
Xg =3

— 1 — _1 (X _ 3)
Rovnica dotycnice t; : y 3 9
X+9y-6=0
Rovnica doty¢nice t, y+o=—5(x+3)
X+9y+6=0
1
Rovnica normaly n, : y- 3° 9(x-3)
27x—-3y—-80=0

1
+==9(x+3
Rovnica normaly n, : y 3 ( )

27x-3y+80=0

Priklad 4  Ndjdime rovnicu dotycnice anormaly ku grafu funkcie f(X):X2+2, ak je

. 1
dotycnica kolmd na priamku p:y = —Ex +1.
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Riesenie: Doty¢nica ma byt kolma na priamku p, preto musi byt normala s priamkou p
rovnobezna. Smernica normaly a priamky musi byt’ rovnaka
kn =k,
2 1
) 2
211
2X%, 2
Dotykovy bod je T = [1,3].
_ - y—-3=2(x-1)
Rovnica doty¢nice ¢ :
2X—-y+1=0
1
-3=—-—=(x-1
Rovnica normdly 7 : y 2 ( )
X+2y-7=0

V ulohach 1 — 10 najdite rovnicu dotyénice a normély ku grafu funkcie f(x) v dotykovom bode

T[%o: Yo)-
1. f(x)=x%-2x
2. f(x)=x*—7x+4
3. f(x)=x*+9x+2
4, f(x)=
5 f(x)=+/2x
1+x
f(x)=2"2
6 (x) -
7 f(x)=2xIn x
3 f(X)zlnx

Vysledky:

t:x-y-2=0
n:x+y=0
t:5x+y—-3=0
n:x-5y-11=0
t:9x—-y+2=0
n:x+9y-18=0

t:3x-2y-1=0
n:2x+3y—-5=0

t:2x-2y+1=0
n:2x+2y-3=0
t:2x—y+1=0
n:x+2y-2=0
t:2x-y—-2=0
n:x+2y-1=0
t:x—-y-1=0
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n:x+y-1=0
9. f(x)=%+1 T[0,?] t:x—2y+3=0
n:4x+2y-3=0
10.  f(x)=2+2sin x T[%,?} t:4x—2y+4-n=0

n:4x+8y—-16—-n=0

V ulohach 11 — 15 ngjdite rovnicu doty¢nice a normdly ku grafu funkcie f(x), ak je dotyc¢nica
rovnobezna s priamkou p.

11 f(x)=x®+9x+2 p:9X—y+1=0 t:9x—y+2=0
n:x+9y-18=0
12. f(x):% p:18x+y+2=0 t,:18x+y-12=0
323

n:x-18y+—=0
h y 3

t, 118x+y+12=0
n2:x—18y—%:0

13, f(x)=+x pix—2y-2=0 t:x—2y+1=0
n:2x+y-3=0

14.  f(x)=2xInx P:2X—y+2=0 t:2x—y—-2=0
n:x+2y-1=0

15, f(x)=Mh(x+1) pix—y+3=0 t:x—y=0
n:x+y=0

V tlohach 16 — 19 ngjdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f(x) , ak je dotyc¢nica
kolma na priamku p.

16. f(x)=x*-7x+4 p:X—5y+5=0 t:5x+y—3=0
n:x—-5y-11=0
17.  f(x)=6x-3x" p:6y—x+1=0 t:6x+y—12=0
n:x—6y—2=0
18.  f(x)=xhx pix—5y+5=0 t:5x+y+e°=0
n:x—5y—31°=0
19, f(x)=x* p:4x+6y—-9=0 t:3x—2y—-1=0

n:2x+3y—-5=0



FEI 31

3.3 L’'Hospitalovo pravidlo
t'(x)

e Nech Iim f(x)=lim g(x)=0 alebo lim f(x)=lim|g(x) =00 anech existuje im —=.
X—a X—a X—a X—a

X—a g (X)
Potom existuje aj lim @ aplati lim M = lim ix)
x—a g(x) X—a g(x) X—a g'(x)

e voo 0 00 ‘.. : .
e Pre vypocet limit s neurCitost’ou 0 alebo — pouzijeme priamo toto pravidlo.
o0
e Pri neuréitostiach ostatnych typov 0-00,00—00,1” ,00° ,0° je potrebné funkciu upravit’' na

e 0 00
neurcitost’ typu — alebo —.
0 0

l. Ak poéitame limitu s neur&itostou 0-co, &ize pocitame lim f(x)-g(x), upravime ju
X—a

takto:

lim f(x)-g(x)= lim fx) alebo lim f(x)-g(x)= lim @

X—a X—a 1 X—a X—a 1

g(x) f(x)

e 0 00
Dostaneme neurcitost’ typu 0 alebo —.
o0

Il. Ak pogitame limitu s neuréitostou co—oco, teda pocitame lim [f(x)—g(x)] a pritom je
X—a

mozna uprava na spoloéného menovatel’a, po jej pouZiti dostaneme limitu s neurcitostou

0
0
Il. Ak pogitame limitu s neurgitostami 1°,00°, 0° , &ize pogitame lim f(x)°®), pouzijeme
X—a
uz znamu upravu f (X)g(x) — (X T(x) , teda
lim g(x)In f(x)
lim £ (x)°*) = exa
X—a
Limita, ktora vznikne v exponente novej funkcie bude typu 0-oo.
. Incosx
Priklad 1  Vypocitajme lim :
x—0 X
L ] s 0 .
Riesenie: Po dosadeni x =0 dostaneme neurcity vyraz typu 0’ takZe priamo pouZijeme
L Hospitalovo pravidlo.
1 .
_Incosx . (NcosX) . cosx. (=sin x)
lim =lim —— =1lim =0.
x—0 X x—0 (X) x—0 1
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2

. .o xo-1

Priklad 2 Vypocitajme lim ——.
x—0 2X° +1
Riesenie: V tomto pripade je to neurcitost’ typu L a opat’ pouzijeme L Hospitalovo
o0
pravidlo.
2 2 '

x>0 2%% +1 P (2X2 +l)l C xowdX 41

. ) S0 Pt} A~ ) , .
Teraz po dosadeni dostaneme znova neurcitost’ typu — a opdt’ mézeme pouzit' L Hospitalovo
o0

pravidlo.

o () o2 1
lim = lim ~=1lm —-==.
xoo 4X+1 x> (4X+1) x> d 2

Priklad 3  Vypocitajme lim X-2

x>0 /X +3

Riesenie: V tomto pripade ide o limitu typu L Pouzitim L"Hospitalovho pravidla
o0
dostaneme
1
VX=2 2.x-2 _ VX+3

lim ——=Ilim = lim
X—0 A[X+3 x> 1 X—0 A/ X — 2

2:-/X+3
zopakovanim L Hospitalovho pravidla sa dostaneme k pdvodnej limite. Preto je lepsie pred jeho
pouzitim pouzit’ jednoduchu upravu

jim YX=2 —\/Iim x-2 —\/Iim 1,
X—0 A/ X +3 x—o X +3 .

Priklad 4  Vypocitajme lim X-InX.

x—0+

Riesenie: Pocitame s neurcitost'ou typu 0 (—o0) , postupujeme ako v I.
1
: Inx . x .
im x-In x=lim —= = lim —*— = lim (-x) =0.
x—0+ Xx—0+ l x—0+ 1 x—0+
X x?
Priklad 5  Vypocitajme lim 11
Tpoctiame Zod x “sinx )’

Riesenie: Pocitame s neurcitost'ou typu oo —oo, postupujeme ako v I1.
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. 1 1 . sin X — X . cosx—1 . —sin x
im|=———|=Ilm|——=|=lim| ———————— |= lim -
x=0+\ X Sin X/ x-0+ xsin x x—0+\ SIN X 4+ XCOSX ) x—0+\ COS X + COS X — XSin X

cotgx

Priklad 6  Vypocitajme lim (tg x)

X—>——
2

Riesenie: Pocitame s neuréitostou typu oo, postupujeme ako v III.
lim cotgx-Intgx

lim (tgx)™'%* = lim ™" =" ,
T T

X—>—— X—>——

2 2
limita v exponente je neur¢itosti typu 0-o00 a vypocitame ju zvlast'.
1 1
. . Intgx . tgx cos? 1
lim cotgx-Intgx = lim nigx _ lim 1gx cos x 1COS X _ lim —=0,
—— or- X T x->7- 19X
cos® x
vratime sa k podvodnej limite
Iir}g cotgx-Intgx
lim (tg X)cotgx = lim ecotg><~|ntgx — ex"? =e0 =1.
x> x>
2 2
1
; o, . In(ex—l)
Priklad 7  Vypocitajme lim x .
x—0+
RiesSenie: Po¢itame s neurcitostou typu 0°, postupujeme ako v 111,
1 ) Inx
lim Xln(ex—l) _ ex"ﬂlln(exfl)

x—>0+
. . . v . — 0 7 . J L)
limita v exponente je neur¢itosti typu — a vypocitame ju zvIast.
o0
1

e -1

= lim
x—0+ xe*

X )

o n(e* —1)  xor e
e -1

po dalSom dosadeni do poslednej limity najdeme neurcitost % a znova

L Hospitalovo pravidlo

. -1 e* 1
lim = lim = =
x>0+ xe* x—0+eX 4+ xe* 140

vratime sa k povodnej limite

J-5-0.
2

pouzijeme
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1 Inx
. X_. lim X_-
lim XIn(e 1) = @roor In(e*-1) _ e1 —e.
Xx—0+

V ulohach 1 — 32 pomocou L Hospitalovho pravidla vypocitajte limity funkeii:

Vysledky:
2
L dm 2
x->1 X% —2X° +2x-1
5 | x—s;n X l
x—0 X 6
3 fim N X |
x=>1X—1
X
4 fim X2 1
x—0 2% _1 n2
X X
5. fim 23
x—0 X
COS 2X — COS X 3
6. | 5 _
x—0 X 2
Sin X — COS X V2
7. im ———— -
w®  1-tgx 2
4
3
8. im COS X 2cos X
x—0 X
4x
9. lim& —2X-1 2
x—>0  SIn 3X 3
10,  fim SOX >
H% 2cotg3x 6
X
1. lm S %
X—0 X
12 fim X 0
x—0+ cotgx
. Inx
13. im — 0
X—>00 \/;
14, In(cos 2x) 4
x—0+ In(cos 3x) 9
T
In (2 - xj
15. im ——~2 0
xXo X
2
16, m|[- -1 L
x=1H\ X—=1 Inx 2

17, dim [ X .
x>+ In X In X
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18. lim [S2X_1 0
' x—0+ SIN X X
9. lim (i__ij Cw
x—0+ 2X  Sin X
20. lim [E— Xl j l
x—>0+\ X e" -1 2
21. lim x%e 0
X—>00
1
22. IimoxzeX 0
X—>
2 fm XA _4
. X—2~ X2 4 T
24, lim arcsin x - cotg x 1
x—0"
25. lim x5"X 1
x—0*
1
26 lim (cos2x) x* e
X—>
27. lim x* 1
x—0+
1
28. lim x1-x et
X—1-
1
29. lim x* 1
X—0
tgx
30. lim (EJ 1
x—0+\ X
1
31. IimO(eX +X) X e’
X—>
X
32. lim (1+i2j 1
X—0 X

3.4 Taylorov polyném

Polyném
' " (n)
o= 1100)+ 02 (x - xg) + 1 0 (x )2 e 2 (e
_ i £ (x,) (= x)®,
k=0 k!

sa nazyva Taylorov polynom funkcie f v bode X, .
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Pouzitim Taylorovej vety dostdvame:

2 n
X X X
e mlt =t —t—,
1 2! n!

3 5 2m-1

sin XzX—X_+X__.,,+(_1)m—1X—,
3l 5l (2m—1)!

2 X4 X2m—2

COS X zl—x—+__...+(_1)m—1—l
2! 4 (2m-2)!

Priklad 1  Napiste Taylorov polynom 3. stupna funkcie f(x): Jx v bode X =1.

Riesenie: Vypocitame prvl az tretiu derivaciu funkcie:

f’(x):%, f"(x):—ﬁ, f"’(x)zﬁ.

)=, ()=

Teda f(1)=1, f'(1)= 7

N |-
| w

Po dosadeni dostavame:

— 12 3
T 1w =14 X2 L DT 3=
2 4 2 '8 3

V ulohéach 1 — 5 napiste Taylorov polynom n —tého stupna danej funkcie f

v bode x;, :
Vysledky:
1. f(x)=arcsinx,n=2,%=0 X
2. f(x)=3x,n=3x-=1 14 2 (x=1) - 2 (x=1)% + 2 (x-1)°
3 9 81
1 1 1
3. f(x)==,n=4,x,=2 =
(x) X ° 2 4
4. f(x)=hxn=4 % -4 In4+%(x—4)—3i2(x—4)2+

5. f(x)=Incosx,n=3, x, =0 —%xz

1 ,» 1 3 1 4
(x—2)+§(x—2) —E(X—Z) +3—2(x—2)

i(x—4)3—i(x—4)4

1024
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4

PRIEBEH FUNKCIE

4.1 VySetrovanie priebehu funkcie

Pri

vySetrovani priebehu funkcie postupujeme takto:

Al najdeme defini¢ny obor funkcie,

A2 vypocitame limity v koncovych bodoch defini¢éného oboru,

A3 vypocitame jednostranné limity v bodoch nespojitosti a napiSeme rovnice pre asymptoty
bez smernice (ABS), [staci, aby aspon jedna z jednostrannych limit v bode x, bola nevlastné
Cislo + oo alebo —oo a priamka x = x, bude ABS],

A4 najdeme asymptoty so smernicou (ASS), [ASS je priamka y = kx+ g, ktorej koeficienty

. = tim 1) 6 = fim %)
pocitame takto: X—o X alebo X=X , pricom koeficienty k& a ¢
oy = lim [ (x)—kyx] Gp = lim [f(x)—k,x]
X—00 X—>—00

musia byt’ vlastné ¢isla],
A5 vysSetrime parnost’, neparnost’ funkcie,
AB najdeme priese¢niky so suradnym systémom, [priese¢nik s 0sou o, tak, Ze polozime
x =0 a dopocitame y , prieseCniky s 0, tak, Ze polozime y =0 a dopocitame x ],
AT vypocitame prva derivaciu funkcie a na zéklade toho vySetrime monoténnost’ a lokalne
extrémy funkcie,
0 na intervaloch, kde je prva derivacia kladna, teda f'(x)> 0, je funkcia f(x) rastica *
0 na intervaloch, kde je prva derivacia zaporna, teda f '(x)< 0, je funkcia f(x)
klesajuca
0 monotonnost funkcie sa mdze menit’ v bodoch, v ktorych f’(x)=0 alebo v bodoch,
v ktorych f'(x) neexistuje,
0 body, v ktorych f '(x) =0, sa nazyvaju stacionarne body (SB),
0 ak na intervale vlavo od SB funkcia klesa a vpravo rastie, je vtomto SB extrém —

lokalne minimum, sB X~
0 ak na intervale vlavo od SB funkcia rastie a vpravo klesd, je vtomto SB extrém —
lokalne maximum, A SB %

e A8 vypocitame druht derivaciu funkcie ana zaklade toho vySetrime konvexnost,
konkéavnost a inflexné body (IB) funkcie,
na intervaloch, kde f"'(x)> 0, je funkcia f(x) konvexna U,

na intervaloch, kde f"(x)<0, je funkcia f(x) konkavna N,

0 konvexnost’ a konkavnost' funkcie sa moze menit’ v bodoch, v ktorych f"'(x)=0 alebo
v bodoch, v ktorych f"'(x) neexistuje,

0 body, vktorych f ”(x)z 0 ameni sa vnich konvexnost a konkdvnost’ sa nazyvaju

inflexné body (IB),
0 ak na intervale vlavo od bodu, v ktorom f"(x)=0 je funkcia konvexna a vpravo
konkavna, bod nazyvame inflexny bod U IB N

0 ak na intervale vlavo od bodu, v ktorom f "(x 0 je funkcia konkavna a vpravo
konvexna, bod nazyvame inflexny bod N IB )
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e A9 stacionarne body, inflexné body a body, v ktorych neexistuje prva a druha derivacia
funkcie rozdelia cely defini¢ny obor na intervaly, na ktorych budeme zist'ovat’ znamienko
prvej a druhej derivacie funkcie, vSetky informacie zazna¢ime do tabul’ky,

e AI10 naértneme graf funkcie f(x).

V niektorych funkcidch mézeme nieGo z bodov A3 az A8 vynechat, lebo tieto informacie

ziskame z inych bodov.
2

Priklad 1 Vysetrime priebeh funkcie f: Yy = a nacrtnime jej graf.

Riesenie:

Al  Funkcia je definovana pre vsetky Cisla x, pre ktoré je menovatel’ x—2 # 0, teda x # 2.
Definiény obor funkcie D(f )= (-0,2) U (2,0).

A2 Limity na zaciatku a konci definicného oboru st

X2

lim = -0
X—>—00 X — 2
X2

lim =4
X—0 X —

lim =2 = oo
X2 X_z preto, ze jednostranné limity su nevlastné ¢isla, priamka x =2 je ABS.
lim 2 = 4o
x—2+t X—=2
X2
2 X*
k, = lim X=£ = lim — =1
Ad xow X x—>® X° — 2X , ASS pre x —> o je priamka y=x+2,
2
%_hm{ —lx}:Mnﬂzii:Z
X—o| X — X—o| X —
2
«2
kp = lim X=2 = fim = =1
Xm0 X X XT —2X , ASS pre x — —o je takisto priamka y=x+2.
2
qz_hm{ —1x}=hm[}éi}:2
X—>-—oo| X — Xx——o| X —2
(- x) X L :
A5 f(— X): =— =+ f(X), ztoho vyplyva, ze funkcia nie je ani pdrna ani

neparna.

A6 Vo funkcii y= polozime x = 0 a vypocitame y=—-—=0.

0
X—2 0-2
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2 2
X
> polozime y =0 a vypocitame 0

Vo funkcii y =

oS O
Il
= X X

priesecnik s 0sou o, asosou o, je bod [0,0].

A7  Prvaderivdcia funkcie je

!

' ( X2 ] =2x(x—2)—x2 3 X% — 4x _x(x-4)

y = = = .
x-2 (x-2)*  (x-2)* (x-2)°
Polozime y'=0 a vypocitame SB.
x(x—42) _0
(x-2)
X(x—4)=0

Xx=0 v x=4

Prva derivacia y' neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacie, ¢ize v bode x =2, ktory je
zaroven aj bodom nespojitosti funkcie f (x) .

A8  Druha derivacia funkcie je

., [ x?—4x !:(2x—4)(x—2)2—(x2—4x)2(x—2): 8
(x-2)° (x-2)* (x-2)°

Druha derivacia y” # 0, preto funkcia f(x) nema inflexné body.

Druha derivacia y" neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacie, ¢ize v bode x =2, o je gj
bod nespojitosti funkcie f/(x).

A9  Body x =0 a x =4 rozdelia cely defini¢ny obor funkcie na d’alsie intervaly, kde budeme
zistovat’ znamienko prvej adruhej derivacie ana zaklade toho ur¢ime monotonnost,
konvexnost,, konkavnost’ funkcie, lokélne extrémy a inflexné body.

(00| 0 [(02]| 2 [(24)]| 4 |(4x)
+ - *

A MAX| X

MIN

<= =
Cl+|x|"
Cl+ [+

N N
0 ABS 8
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Al10 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, priesecniky so siradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tabulky k nacrtnutiu grafu funkcie.

181

In
Priklad 2 Vysetrime priebeh funkcie y = 2 a nacrmime jej graf.
X

Riesenie:

Al  Funkcia je definovand pre vSetky Cisla x, pre ktoré je menovatel’ x # 0 a sucasne x > 0.
Defini¢ny obor funkcie D(f)=(0,).

A2  Limity na zaciatku a konci defini¢ného oboru st

. Inx
im — =—-w
x—0t X
. Inx
im —=0

X—o X

A3  Pocitame jednostrannt limitu v bode nespojitosti x =0. V tomto pripade ma zmysel
pocitat’ len limitu sprava ale tu sme uZ vypocitali v A2. Pretoze jednostranna limita je nevlastné
Cislo, priamka x =0 je ABS.

In x 1
. oInx o« 1
k=lim % =1lm —=lm * =lm — =0
Xx—w X X—wo X Xx—>w 2X  Xx—m 2X
Ad 1 ,

q= lim {'”—X—o-x}: lim ['”—X}: fim X = fim L =0

x—o| X x—o| X x>0 ]l x>0 X

ASS pre x —> o« je priamka y =0,
ASS pre x — —o nemd zmysel pocitat’, lebo funkcia pre zaporné Cisla nie je definovana.

A5  Funkcia nie je ani parna ani neparna.
A6  Priesetnik s o, neexistuje.
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.. In
Vo funkcii y = Lk polozime y =0 a vypocitame 0=—-
x

prieseénik s osou o, je bod [1,0].

“x—=Inx
A7  Prva derivacia funkcie je ' :('” X] =X 1-Inx
X

X X
Polozime y'=0 a vypocitame SB.
l-Inx
=0
x2
I-lhx=0
x=e

y" neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacie, ¢ize v bode x =0, ktory je zaroven aj bodom
nespojitosti funkcie f(x).

1,
3 ' —=x"—(1-Inx)2x 3
A8  Druha derivacia funkcie je y" = (1 I? Xj =X 2 = 2In); 3 .
X X X
Polozime y"=0
2Inx-3
N
2lnx-3=0

x=1/e®
»"" neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacie, ¢ize v bode x = 0, ktory je zaroven aj bodom
nespojitosti funkcie f(x).

A9 Body x=¢ a x= Ve? rozdelia cely defini¢ny obor funkcie na d’alSie intervaly, v ktorych
budeme zistovat’ znamienko prvej a druhej derivacie a na ziklade toho ur¢ime monotdénnost’,
konvexnost,, konkavnost’ funkcie, lokélne extrémy a inflexné body.

0.0) | e |(eed)| Ve | (ed )
Yoot - -
Y A IMAX| ™% X
y" - - +
y N N IB )

| —

3

e 2/e*

Al0 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, prieseniky so stradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tabul’ky k nacrtnutiu grafu funkcie
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0.8+
06+

0.4+

-0.24 ®

0.4

-0.64

-0.84

3
X
Priklad 3 Vysetrime priebeh funkcie y = W a nacrtnime jej graf.
X+

Riesenie:

Al  Funkcia je definovana pre vietky &isla x, pre ktoré je menovatel (x+1)% =0, teda
x#—1.
Definiény obor funkcie D(f )= (—o0,~1) U (=1, 00).

A2 Limity na zaciatku a konci definicného oboru su
3

lim — ==
x>0 2(X +1)

. x3

lim ————5 =
x—w 2(X + 1)

A3  Jednostranné limity v bode nespojitosti x =—1 st
3
im ————=-
x—-1"2(x +1) .. e L : -
preto, Ze jednostranné limity st nevlastné ¢isla, priamka x =—1 je ABS.

. x°
lim 5 =™
x—>-1" 2(Xx+1)
%3
- 3
k1= ||m 2(X+1) — ||m X—zzl
Ad X—>00 X x>0 2X(X +1) 2 , ASS pre x—> o je priamka
. X2 1 | —2x?—x
g = Iim — - X|= lim — = |=-
xoo| 2(Xx+1)° 2 x—wl 2(x+1)
yzlx—l,

2
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3

X
o fim 204D7 e X1
S lim 20DT X1
X—-o X x>0 2x(x +1)% 2 , ASS pre x — —o je y=lx—l.

. x3 1 . —2x%—x
G=Im| ——s-"x|= M| ——F|=-
x—-o 2(Xx+1)° 2 x—>-o 2(X +1)

B (_X)3 . X3
T 2(=x+1)?  2(1-x)?

A5 f(—x *+ f(x), Z toho vyplyva, ze funkcia nie je ani parna

ani neparna.

3
.. X 0

A6 Vo funkcii y=——— polozime x =0 a vypocéitame y=—=0.
2(x +1)2 P P 2

3 3

Vo funkcii y = X—Z polozime y =0 avypocitame O
2(x+1)

Priesecnik s 0sou o, a s osou o, je bod [0,0].

A7  Prvaderivacia funkcie je
. X3 _3x2-2(x+1)2—x3-2-2(x+1)_x3+3x2 _x2(x+3)
2(x+1)? 4(x+1)* 20x+1  2(x+1)%"

Polozime y'=0 avypocitame SB.
x2(x+3)
2(x+1)3
x2(x+3)=0

Xx=0 v x=-3

y" neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacie, ¢ize v bode x =—1, ktory je zaroven aj bodom
nespojitosti funkcie f(x).
A8  Druha derivacia funkcie je

!

, (x3+3x2j_(3x2+6x)2(x+1)3—(x3+3x2)~2-3(x+1)2_ 3x

2(x +1)3 4(x +1)6 - (x +1)4 '
Polozime y"'=0
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3X
(x+1)*
3x=0
x=0

" neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacie, ¢ize v bode x =—1, ¢o je aj bod nespojitosti
funkcie f(x).

A9 Body x=-3 a x=0 rozdelia cely definiény obor funkcie na d’alSie intervaly, kde
budeme zistovat’ znamienko prvej a druhej derivacie a na zaklade toho ur¢ime monoténnost’,
konvexnost, konkavnost’ funkcie, lokélne extrémy a inflexné body.

(—0,-3) | -3 | (-3-1D) | -1 |(-10)| 0 | (0,)
¥ + - * + +
y Vol MAX Y * Wl Vol
y 14 _ _ * _ +
y N N M IB| v
B 2 ABS 0
8

Al10 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, prieseéniky so suradnym systémom
a pouzijeme vSetky informécie z tabul’ky k nacrtnutiu grafu funkcie.

]
5 4 2 /ﬁ

Priklad 4 Vysetrime priebeh funkcie Yy = X—2arctg X a nacrtnime jej graf-
Riesenie:

Al  Funkcia je definovand pre vSetky reéalne Cisla x .
Defini¢ny obor funkcie D( f ) =R.
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A2  Limity na zaciatku a konci defini¢ného oboru st

lim (x—2arctg x) = —oo—2-[——j = —0
X—>—0

lim (x —2arctgx) = —2- = = oo
X—>00 2

A3 Pretoze je funkcia na celom svojom definicnom obore spojita, ABS neexistuju.

2

1-— 2
X—2arctgx . 1+x2 . X -1
2 7Y% lim —= X = im =1 Ass pre x —>o je priamka

Ad kl = lim

X—o0 X X—>o0 1 x—wo 14+ X
g, = lim [x —2arctg x—1-x] = lim [~ 2arctg x]= —n
X—>00 X—>0
y=x-1,
2

. x-2arctgx . 1_1+x2 :
k, = lim =———=== lim —=*%— = lim
X—>—00 X X—>—00 x—-0 1+ X

x? -1
221, ASS pre x—>-o je

q, = lim [x—2arctgx—1-x]= lim [-2arctgx]=n
X—>—0 X—>—0

y=x+rm.

A5 f(-x)=-x—2arctg(~ x)= —x + 2arctg x = —(x — 2arctg x) = — f(x), z toho vyplyva, e

funkcia je nepérna.

A6 Vo funkcii y =x—_2arctgx polozime x =0 a vypocitame y=0-2arctg0=0,
priese¢nik s osou o, je bod [0,0].

Dalsie priese¢niky s 0, uréit’ nevieme, lebo 0= x—2arctgx je transcendentna rovnica, ktora
nevieme riesit’.

2 x*-1
1+x> 1+x%>

A7 Prva derivacia funkcie je y' = (x — 2arctgx) =1—

Polozime y'=0 a vypocitame SB.
X

x=1 v x=-1

y" je spojita funkcia, nema body, v ktorych by prva derivacia neexistovala.
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x? -1 __2xa+»@)—(x2—D-2x__ 4x
1+ x2)2 1+ x2)2

A8  Druha derivacia funkcie je y" = 3
1+x

Polozime y"=0
A
1+x%)?
4x =0
x=0

y" je spojita funkcia, nema body, v ktorych by druha derivacia neexistovala.
A9 Body x=-1, x=0, x =1 rozdelia cely defini¢ny obor funkcie na d’alsie intervaly, kde

budeme zistovat’ znamienko prvej a druhej derivacie a na zdklade toho ur¢ime monoténnost’,
konvexnost, konkavnost’ funkcie, lokélne extrémy a inflexné body.

(—o-D)| -1 [(-20)|0 (O] 1 |@Lx)

¥ + - - +
Y Dl MAX| X M [MIN| X
y" - - + +
y e N |IB] U U
T 0 -z
2 2

Al0 Do suradného systému nakreslime ASS, ABS, prieseCniky so suradnym systémom
a pouzijeme vSetky informacie z tabulky k naértnutiu grafu funkcie.




FEI 47

V tlohach 1 — 30 vysetrite priebeh funkcie a nacrtnite graf :

1. y =2x*—3x? 2. y=x3+3x*-2
3. y =(2—x%)? 4. y =16x(x —1)
2 2
X 3-X
5 = 6. =
y X—=2 Y X+2
2
7 y:X 1 8. y:x2+1
X X
_ 3
9 _2X 12 10. y= X i
(x-1) 2(x+1)
1 X
11. =X—-— 12. =
y X Y =40
1 2X
13.  y= 14. = X ix
= Y=
2
X X
15. = 16. =
Y= RN
17 y=xio 18,  y-X
X X
X
19. =— 20. =X-Inx
y nx y
21.  y=In(1+x%) 22. y = X-arctg x
23. y = arctg 1 24, y =arctg x-1
X X
1
25. y = arctg 1=x 26. y =eX
1+x
27. y = xe* 28. y = !
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Vysledky:

Y 2 y 5
4.5 4.5
4 4
3.5, 3.5
3 3
2.5 2.5
2 2
& 1.5
<} s 4
0.5 0.5

3 =2 -1 1 2 3 =3 =2 = 2 B 2 3
0.
-1
-1.5
=2
=2.5
-3 -3
3.5 -3.5
-4 -4
-4.5 -4.5
-5 =5

y[? yT*

4.5
3
2
:

0.5 0.5 1 1.5
-3 -2 -1 2 3

-0.5 -1

-1
-1.5 -2

20
Y;
15
15
10
10

-5
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11.

13.

10.

12.

14.
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15.

17.

19.

21.

16.

-10

15

10

=5

18.
20.
22.

-10

=2

.5
1
0.5
=20 10 20
-0.5
-1
0.4
0.2
10 15
042
0.4
2
1.5
1
0.5
\ 2 3
-0.5
N\ J
\ /
_/
“ F
\ /)
AL
/
2
/
/ 1 2
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23.

25.

27.

-4

26.

-2

-1

28.

-2

-3

10
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) MNOZINY
5.1 Komplexné Cisla

Sucet arozdiel komplexnych ¢isel robime po zlozkach. Osobitne sCitame (od¢itame) redlne
a osobitne imaginarne zlozky.

Z+2,=a,+b -i+a,+b,-i=(a +a,)+ (b +b,)-1,
-2y = +b-i—(a+b,-i)=(ay—ay) + (o, —D,)-i.

Ak komplexné ¢isla nasobime, pracujeme s nimi ako pri ndsobeni dvojclenov. Teda nasobime
kazdu zlozku s kazdou.

Pritom vyuZivame, ze i2 =—1,i° =—i,i* =1,i° =i,i° =—1,...
2,2, =(a+b-i)-(a, +b,-1) = (@, —byh,) + (ab, +ahy) -i.

Pri deleni komplexnych ¢isel, nasobime cely podiel jednotkou vo vhodnom tvare tak, aby sme
vV menovateli odstranili komplexné c¢islo. Vyuzivame pritom ndsobenie komplexného Cisla
v menovateli k nemu komplexne zdruzenym ¢islom, ¢im v menovateli ziskame realne ¢islo.

4 7,  (3+b-i)(ay—b,-i) (2@, —byb, -i%) + (0@, —ab,) - _

Z, 1 72_(az+b2‘i)(az_b2‘i)_ ag_béz'iz
_ (g3, +bby) + (3, —ab,) i _
as +b?

Priklad 1 Nech z,=3-2-i, z,=4+i, 2z3=2+3:i, z,=—4+2-1.

vr, . 2 23
Vypocitajme 7, +7,, 23;—1,, 7,1, .

4

Riesenie:

2,+2,=0B8+4)+(-2+1)-1=7-1,
2,—2,=(2-4)+(B-1)-i=-2+2-i,

2.2, =(3-2-if4+if =(3-2-i)16+8-i+i%) =(3-2-i)16+8-i—1) =
—(3-2-i)(15+8-i)=3-15+3.8-i-2.15.i—2-8-i> =61—6-i

7, 2+30 -4-20 -8-4.i-12:i+6 -2-16i 1 4 .

2, —4+2-0 —4-2.i 16+4 20 10 5

Priklad 2 Prepisme komplexné ¢islo z =—1++/3-i do goniometrického a exponencialneho
tvaru.

Riesenie: Pri prepise komplexného Cisla z=a+Db-i zalgebrického do goniometrického,
resp. exponencialneho tvaru je potrebné vypocitat’ modul komplexného ¢isla |Z| a jeho amplitudu
@ . Plati:
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2| =va® +b? =(-1)? +(/3)> =2
b
1

NI

a 1 .
Cosp=r7 === A sing=

g

Obe tieto podmienky platia sucasne pre uhol (amplitidu) ¢ = %n .

Pretoze z=a+b-i= |Z|(COS Q+1-Sin o) = |Z|ei'q’, mozeme pisat’

.2
z7=-1++3i= 2(cos§n+i -sin %n) ~2¢'?
Priklad 3  Vypocitajme (—1+\/§ ).
Riesenie: Pri umocniovani komplexnych ¢isel vyuzijeme vztah

2" =|z|"(cosn-@+i-sinn-g).

Preto je potrebné komplexné ¢islo, ktoré ideme umociiovat’, prepisat’ do goniometrického tvaru.
Vyuzijeme pritom vysledok z predchadzajucej ulohy.

z=-1++3i= 2(cos§n+i-sin %n) =

=z"=|7"(cosn-@+i-sinn-¢) = 213(00513-§n+i -sin 13 -%n) = 213(cos%n+i -sin %n) =

7

:213(_%_”.73) =2 (—=1+i \/é)

Priklad 4  Vypocitajme /—1++/3-i .

Rieienie: Pri odmocniovani komplexnych ¢isel vyuZijeme vzt'ah
e+2kn . . o+2kn
a, =1/|z|| cos———+i-sin , kde k=0,1,---,n-1.
= cos " :

Znova je potrebné prepisat’ odmociiované komplexné ¢islo do goniometrického tvaru, pri¢om

pouzijeme vysledok z prikladu 2, ¢ize z = -1+ V3-i=2(cos % T+1-Sin %n) :
Ked'Ze pocitame druhti odmocninu, dostaneme dva vysledky v tvare:

a =+/|Z| cos3T+i-sin3T, kde k=0, 1.
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2 2
—n+2-0-m —n+2-0-m . - 1 NE
aO:\/E s 4isin3 =2(cos= +i-sih =) =2(Z +i- ).
2 2 3 3 2 2
gn+2-l-7‘c g7t+2-l-7'c 4 4 1 J3
312\/5 COS?’#H-Sin?’# I\/E(COS§TC+i-Sin gn):\/i(—a—i-?).

V ulohach 1 — 8 vypocitajte:

Vysledky:
1. (B+2i)(2-1) 8+i
2. (3+3)(@-1) 6
3. (2+3i)(4+1) 5+14i
4, @+n(E+2)2-i) 7+9i
5. (3-2i)%-i 12 +5i
6. =t 3.4
1+i 2 2
7 (3-2i)° —B—gi
' 1+ 2i 5 5
8. 1+2.| B 2—|. i
2—-1 1+2i

V ulohéach 9 — 22 napiste komplexné ¢islo v goniometrickom a exponencialnom tvare:

9. 7=1 7 =c0s0+i-sin0=e"
10. z=-1 Z=Cosm+i-sinm=e"
11. Z=I z=cos£+i-sin£=e?I
2 2
. 3 . .3 i
12. Z=—i Z=C0S—m+i-Sin—m=e2
2 2

13. z=1+i z:ﬁ(cos%ﬂ-sin %):\/Ee“'i
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14. 7=-22-22i 2:4(cosT+|~smI):4e4
3n.
15. z:—@+ﬁi z:\/§(cosg—n+i-sin3—n)=\/§e4
2 2 4 4
16. z=@+£i 7 =2(cosZ+i-sin &) = J/2es'
2 2 6 6
: 5 . .5 Sxi
17. 7=—3+i 2:2(cosgn+|-smgn):2e6
lln.
18. =§—£i z:ﬁ(cosﬁﬂ-smlln) J3e ©
2 2 6
19. z=1+4/3i 7= 2(cosg+ i -sin g) _ 207"
20. z:§+ﬂi 7=3(cos = +i-sin &) =3e3’
2 2 3 3
4 411
21. 7=-2-23i z_4(cos?+| sm—) 4e %
57 .
22. l—i z=c055—n+| S|n5—n:e3I
2 2 3 3
V ulohéch 23 — 35 vypocitajte:
23. 1+i)° —4—4i
24. (-24/2-2\2i0)° 3242 - 32421
25. (—ﬁ+\/gl)4 -9
2 2
26. (@ Qu) — 46 - 42
2 2
27.  (=/3+i)* —8-8Y3i
28, (E—ﬁiﬁ ~3J3i
2 2
29. (1+4/30)° 16 —16+/3i
20 (g 33 e 65261 6561 1=,
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31.

32.

33.

34.

35.

(—2-24/3i)

ﬁ+li)4
2 2

(/3-i)°

(_

@++/30)4
(-1—+/3i)

V tlohach 36 — 48 vypocitajte odmocninu z komplexného ¢isla:

36.

37.

38.

39.

40.

41.

=)

=

1

.

1+ /31

143,
2 2
3 343.
—+—
2 2

4096
(143,
2 2
— 64
—8-8V3i
—16+16+/3i
z, =i
2 2
Zy=—+—1I
2 2
2 2.
2, =———1I
2 2
V2o 2
Zy=——+—I
2 2
V2 V2.
7, =———I
2 2
J6 V2
Zy=—+—I
2
J6 V2
Z,=————Ii
2 2
NE)
Zy=——+=Ii
2
J3
z,=——=1i
2
NER
Z,=—+—I
2
3 3.
z,=————I
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42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

J—2-23i

J-8+8V3i

1

i/—_l

3\’/?

Y-1

4/-8-83i

Zy = —1+4/3i

z, =2+ 2/3i
21:—2—2\/§i

20=1+\/§i
Z, =—J3+i
22:—1—\/§i
Z, =31
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6 MATICE A DETERMINANTY

6.1 Operacie s maticami

Sucet a rozdiel matic existuje len pre rovnaké typy matic (ak A je matica typu mxn, aj matica
B musi byt typu mxn).
Pre prvky matice C=A+B plati ¢; =g; +b; .

Pre prvky matice C=A-B plati ¢; =a; —by;.
Pre maticu C=k-A, kde k eR plati ¢; =k -g; .
Suéin matic C=A-B je mozné vypoditat, ak pocet stipcov matice A je rovnaky ako podet

riadkov matice B .
Nésobenie dvoch matic ukaZzeme v nasledujiicom priklade.

Priklad 1 Vypocitaime A+B, A-B, 2-A, A-B, B-C,ak

0 -1 3 1 2 -1 2
A= 2 1 5|,B=|0 3 0]|,C= 3.
-2 3 -1 2 1 2 -4
Riesenie:

0O -1 3 1 2 -1 0+1 -1+2 3-1 11 2
A+B=| 2 1 5|(+|/0 3 O0|=| 2+0 1+3 5+0 |=[2 4 5],
-2 3 -1 —-2+2 3+1 -1+2 0 4 1

N
[EY
N

0 -1 3) (12 -1 0-1 -1-2 3-(-1) (-1 -3 4

A-B=| 2 1 5|-|0 3 0|=|2-0 1-3 5-0 |=| 2 -2 5|,
-2 3 -1 ({21 2} \-2-2 3-1 -1-2) \-4 2 -3
0 -1 3 2.0 2-(-1) 2-3 0 -2 6
2.A=2.] 2 1 5 :( 2.2 21 25 |=| 4 2 10|,
-2 3 -1) (2:(-2) 23 2(-1)) (-4 6 -2
0 -1 3)(1 2 -1

A-B=| 2 1 5[./0 3 0|=
-2 3 -1)(2 1 2
0-1-1.0+3-2 0-2-1-3+3:1 0-(-1)-1-0+3-2 6 0 6
=| 2:1+1.0+5-2 2-2+1-3+5-1 2.(-1)+1.0+5-2 |=| 12 12 8|,
~2.1+3.0-1.2 -2.2+3-3-1.1 -2.(-1)+3.0-1-2) (-4 4 0
12 -1)( 2) (1.2+2-3-1-(-4)) (12
B-C=|0 3 0| 3|=[0-2+3-3+0-(-4)|=| 9].
2 1 2)(-4) (2:2+1-3+2-(-4)) |-1
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-1 9 -10
o _ 4 4 2 4
Priklad 2 Ndjdime hodnost matice A = 1 5 gl
4 7 11 6
RieSenie: Hodnost’ matice je pocet nenulovych riadkov matice upravenej na trojuholnikovy,
resp. lichobeznikovy tvar.
-1 9 -1 0 -1 9 -1 0 -1 9 -1 0
4 4 2 4f+4R | 0 40 -2 4 | 040 -2 4%~
9 -1 8 |+9R, 0 80 -4 8|-2R, 0O 0 0O
4 7 11 6)+4R, 0 43 7 6 0 43 7 6
-1 9 -1 0 -1 9 -1 0 -1 9 -1 0
0 20 -1 2| 43 ~| 0 860 -43 86 ~| 0 860 -43 86|.
0 43 7 6)(-20) | 0 -860 -140 -120)+R, |\ O 0 -183 -34

Pocet nenulovych riadkov matice je 3, teda hodnost’ matice A je h(A)=3.

2 -3 30
St dané matice A = ( 1 j, B= [ ZJ' V tlohach 1 — 3 vypocitajte:

4 1
Vysledky:
0 -9
1. 3-A-2-B
5 8
9 -6
2. A-B
-1 8
4 -18
3. A’+B
5 15
1 -3 4 10 2
St dané matice A=|1 -1 4| B=| 0 3 1|. Vypoditajte:
2 2 -2 -1 40
-1 6 -19
4. (A-B)-(A+B) 1 7 -20
2 -25 12
1 0 2
. 2 31 2 4 3 4 -1
St dané matice A = B=| 3 3 -1|,C= ,D= ,
4 3 5 1 8 2 1 6
-2 1 3
2 4
-2 0 ,
E=/3 3 ,F:(3 :J. Vypocitajte:
15
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

E-A

B-E

F-C

E-C

E-F

3.C-2F
-2A+5D
A-B-D
C+F+A-E

(F-C-3.C)7

Vysledky:

3 14 20
14 22

22 50}

20 18 22
18 18 18
22 18 26
4 14

14 16

2 10

14 12 22
19 12 47}

8 -4
22 -8

9 10 4]

11 14 -7
2 -1 20J
6 6 5

1 13 14]
14 26

26 57]

-10 2
-20 -20
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V tlohach 19 — 29 vypocitajte hodnost’ matice:

|

3
1
8

2
27 26 25
19 18 17
12 11 10

2

1

1
2

N~

1
1

2
1
1
2
1

|

2

-2

-1 -3
1 -1

2
5

-1 2 -3
-1

4
.

15

-10

A:
A=

19
20.

A=

21.

27.
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2 111
1311
28. A=11 4 1 h(A)=4
1115
123 4
4 2 3 -5 3
8 4 6 -7 2
2. A={4 2 3 -8 7 h(A)=2
4 23 1 -5
8 4 6 -1 -6

6.2 Determinant

Priklad 1 Vypocitajme determinant

2
-1 3
Riesenie: Determinant rozmeru 2x2 sa vypocita tak, ze od sucinu prvkov na hlavne;j

diagonale sa odpocita sucin prvkov na vedlajsej diagonale

‘_1 3‘)‘:2-3—1-(—1):7.

2 13
Priklad 2 Vypocitajme determinant |-1 3 0].
1 2
Riesenie: Determinant rozmeru 3x3 mozeme riesit’ pomocou Sarusovho pravidla

2 13 |2 13
-1 3 0=|-1 3 0=[2-3:1+(~1)-2-3+1:1.0]-[3-3:1+0-2-2+1-1-(-1)] = -8.
12 12

2 13

-1 30
1 4 2 0
. . 2 411
Priklad 3 Vypocitajme determinant .
3 20 2
1 3 2 3
Riesenie: Determinanty rozmerov 4x4 avicsich, sa pocitaji pomocou rozvoja

determinantu podl'a riadka alebo stipca.

Al =8 Ay +a, Ay +...+ @ Ay, Tesp. [Al=ag A +a, A+ Fag Ay,

kde A = (-1)"'D; je algebricky doplnok a Dy je subdeterminant prvku a;matice A (vznikne
zakrytim i-teho riadku a j -teho stipca matice A).
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Pred samotnym vypoctom je vyhodné determinant upravit pomocou ekvivalentnych tprav tak,
aby sme vytvorili 'ubovolny riadok, resp. stlpec obsahujtci o najviac nil. Vytvoreny riadok,
resp. stlpec pouzijeme k rozvoju determinantu.

1 4 2 0-2R, -3 -4 0 -2
2 411 2 41 2 3 oa 2
= =0-(-)"° 3 2 2/+1-(-D*| 3 2 2+
3 20 2 3 20 2
-3 -5 -3 -5
1 3 2 3-2R, -3 -5 0
-3 -4 -2 -3 -4 -2 -3 -4 -2
+0-(-D*° 2 4 +0-(-D*° 2 4 =— 3 2 2=-18
-3 -5 3 2 2 -3 -5
V tlohéch 1 — 28 vypocitajte determinant matice:
Vysledky:

3 4
1. A= |A|:—23

2 -5

0 -2
2. A= |A|=12

6 30

15 10
3. A= |A|=0

3 2

2 3 1
4. A=|-1 2 3 |A|=O
3 2 -1
2

5 A= 1 |A|=-8

B ~N N A W R
|

\‘
>
Il
N 2 O © AN N RE O WN R WK R
|
w
N
>
Il
|
w
o
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6.3

Inverznti maticu k matici A=

Ar Ay
matice adj A = Ao Ao

A, A,
Priklad 1 K matici A =
Riesenie:

adjungovani maticu.

Inverzna matica

8, 4,

aZl a22

an1 an2

A

N W -
N N W
N O -

1 31
A|=[3 2 5/=8
2 2 2
412 5 .
A=) =6 A, = (-1)%*.
2 2
513 5 N
A, =D =4 A, =(-1)*?.
2 2
5|3 2 .
As =(-D™*- =2 A, =(-1)*°.
2 2
-6
Inverzna matica k matici A je Al==| 4
2
1
Priklad 2 Riesme maticovii rovnicu | 3
2
Riesenie:

maticou A*
E-X=X-E=X.

pricom vyuZijeme, ze

pomocou vztahu A™

budeme hladat’ vyuzitim adjungovanej

Ar P o Ay
_ 1A Ay e Ao
Al ...
An Ao o Ay

najdime inverznu maticu.

Vypocitame determinant matice A avSetky algebrické doplnky tvoriace

1

:_13+1 :13
A
11

:_13+2. _2
A=
1 3

:_13+3_ __7
m=

0 1

2 1| s neznamou maticou X.
2 3

Maticovt rovnicu prepiSeme do schémy A-X=B, ktori vyndsobime zlava
inverznou k matici A,

AA=A-AT=E a
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A-X=B
AT.A.-X=A'.B
X=A'.B
-6 -4 13 -6 -4 13)( 10 1
ZPrikladuljeA'lzé 4 0 -2|, preto xz% 4 0 -2||-1 2 1|=
2 4 -7 2 4 -7)L 12 3
11 18 29
A |
8
-9 -6 -15

V tlohach 1 — 19 najdite inverzni maticu k matici A:

Vysledky:

1 2 1 (-5 2
1. A= A =

3 5 3 -1

2 1 3 1
2 A= Alzl

-4 -3 2\-4 -2

-3 -2 -3 -2
3 A= At=l

3 3 3L 3 3

59 -4
4 A= At-1 )

3 4 7\ 3 -5

3 2 o
5. A= neexistuje

6 4

3 2 5 -2
6_ A: A-l:l

6 5 3-6 3

-3 2 -4 2
7 A= At=l

-2 4 8-2 3

1 2 5 -2
8 A= A_lzl

5 50 1

1 -3 1 -2 7

9 A=l0 1 A'=|0 1 -2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1 1 1
A=6 5 4
13 10 8
2 5
A=|6 3
5 -2
3 2
A=|-1 3
2 -1
1 -2
A=|3 -5
7 -3
1 1
A= 6 5
13 10
9 17
A=|18 34
10 19
1 1
A=|2 1
1 -1
2
A=|-5 -2
3
1 1
1 1
A=
1 -1
1 -1

0
—4
5

0
=|-4
5

51
=|-26
-2

e

1

=|-38
27

14
8
-5

-11
-17
26

-2 1
5 -2
-3 1

-1 1
41 -34

-29 24

-7 7
14 -5
7 1

-1 9
-6 5
-11 1

-2 1
5 -2
-3 1

-16 -17

8 9
1 0

2 -10 -18
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7  SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

7.1 Gaussova eliminacna metoda

Priklad 1 Riesme sustavu rovnic .

Riesenie: Ststavu rovnic prepiSeme do maticového tvaru a K vypoctu pouzijeme Gaussovu
elimina¢ni metddu. Maticu upravime na trojuholnikovy, resp. lichobeznikovy tvar.

1234 11 1 2 3 4] 1

2 341 | 12/-2R [0 -1 -2 -7 | -10
341 2| 13/-3R, |0 -2 -8 -10 | -20|-2R,
4 12 3| 14)-4R (0 -7 -10 -13 | -30)-7R,
1 2 3 4] 1 1 2 3 4] 1

0 -1 -2 -7 | -10 0 -1 -2 -7 | -10

0 0 -4 4| of “|o 0-4 4] of
0 0 4 36 | 40)+R; \O 0 0 40 | 40

Hodnost’ matice je rovna 4 a hodnost’ rozSirenej matice je takisto rovna 4 a je to zaroven aj pocet
neznamych. Na zaklade Frobeniovej vety ma slstava prave jedno rieSenie, ktoré sa da
jednoducho vyjadrit’ z upravenej matice.

Z posledného riadku upravenej matice je zrejmé, ze

Z tretieho riadku upravenej matice vypocitame

—4X;+4x,=0
—4X%;+4-1=0

Pomocou druhého riadku najdeme
— Xy — 2% — 7%, =-10

% —2-1-7-1=-10.

Pomocou prvého riadku ndjdeme
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X +2-1+3-1+4-1=11

RieSenie ststavy zapiSeme v tvare (X;, X,, X;, X4)T =(2,1,11)".

Priklad 2
Riesenie:
3 4
7 3
-4 3
6 10

-1 7

0 52

0 -25

0 52

3%
7%
—4x
6%,

Riesme sustavu rovnic

+4x,

+ 3X,

+ 3X,

+10x,

+ X3

+ 2X%;

+5X, =3
+2%x, = 2
+2X, =-5
+9%x, =1

Postupujeme podobne ako v predchadzajucej tlohe.

2 5| 34R (-1 7 -1
12| 2 7 3 1
32| -5/ |-4 3 -3
09| 1 6 10 0
-1 7] =2 -1
-6 51 | -12 0

1 -26 |  3|52+25R, | O
-6 51 | -11) -R, 0

-
2
2
9

|
|
|
|
7

52

0
0

-2
2 |+7R
~5|-4R,
1)+6R,
-1 7] -2
-6 51 | -12
-98 -77 | -144|
0 0 | 1

Hodnost’ matice je rovné 3 a hodnost’ rozSirenej matice je rovna 4. Na zaklade Frobeniovej vety
stistava nema rieSenie.

X, —2X, +3X; —-4x, = 4
] L , , X, —X3 X = -3
Priklad 3 Riesme sustavu rovnic .
X 43X, -3, = 1
—7X, +3X3 +X%X, = -3
Riesenie: Postupujeme podobne ako v predchadzajucich tlohach.
1 -2 3 -4 4 1 -2 3 -4 4
0o 1 -1 1] -3 o 1 -1 1] -3
1 3 0 -3| 1-R |0 5 -3 1| -3|-5R,
0 -7 3 1] -3 0 -7 3 1| -3)+7R,
1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3 -4 | 4
o 1 -1 1| -3 o 1 -1 1] -3
0 0 2 -4 ] 12 o0 2 -4 | 12f
0O 0 -4 8 | -24)+2R; (O 0O O O | 0



72

MATEMATIKA |

Hodnost’ matice je rovna 3 a hodnost rozSirenej matice je takisto rovna 3 ale pocet neznamych je
rovny 4. Na zaklade Frobeniovej vety ma sustava nekonecne vel’a rieSeni.

Treti riadok upravenej matice obsahuje 2 nezname, jednu z neznamych si zvolime ako parameter

teR.
X, =t.

Dalsiu neznamu potom vyjadrime pomocou parametra

2%y —4x, =12
2%; —4t =12
X3 =6+ 2t
Z druhého riadku
X, =Xy + X, =—3
X, —(6+2t)+t=-3
X, =3+t
Z prvého riadku

X, —2X, +3X; —4x, =4
X, —2(3+t)+3(6+2t)-4t=4
X, =—8

Riesenie stistavy zapiSeme v tvare (X, X,, X5, X,)' =(-8,3+t,6+2t,1)" ,teR.

V ulohéch 1 — 34 rieste ststavy linearnych rovnic Gaussovou eliminacnou metddou:

X X =X =2
1. 3% +2X, —2%; =5

2. 4%, +3X, +2%X3 =5

3. 4%, +3X, +5X; =4

Vysledky:

@32

(2,-10)
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X X +X =2
4. 2%  +3%, +4x; =3 (3+t,-1-2t,1)",teR
3 2% Xy =7
X, +3X, +2X3 +2%x, = 3
2%, +4%X, +X =12
5. ! 2 (3,2,-2,-1)"
X, +3X, +2% +X, =4
3% +2X, +4X; +6x, =-1
2X1 + 5X2 + 4X3 + X4 = 20
X1 + Xy + 2X3 + X4 = 11
6. ! 2 3 ‘ 1 2,2,0)
3X1 + 8X2 + 9X3 + 2X4 = 37
2%, + 33X, + 11Xz + 5x4 2
X1 + Xo + 5X3 + 2X 1
7. ' ? : ) (-2,0,1,-1)
2% + Xo 4+ X3 + 2%y -3
X1 + X + 33Xz + 4xy -3
7X1 + 9X2 + 4X3 + 2X4 = 2
2X — 2%, + X3 + X4 = 6 2 617
8- (__1__1_11)
2X1 + 3X2 + X3 + X4 = 0
3% 4+ 4% + Xz + 2X4 = -3
3% + 5%, + 3X3 + 5X -6
0. ! 2 3 4 2,-2,1-1"
6, + 8X, + X3 + 5X4 -8
3% 4+ 55Xy 4+ 33 + X4 -8
X1 + 2X9 — X3 — 2X4 -2
2%, + Xo + X3 + X 8
10. ! 2 3 4 1L213)
X1 — Xo — X3 + X4 1
X1 + 2X9 + 2X3 — X4 4
S + 33X, + X3 + X = 11
Xl - X2 + X3 == - 2
1. 3% + 3%, + 2x3 + x4, = 10 (3,0,-5,11)"
4X1 + X2 + 3X3 + X4 = 8
Xp — Xy + 2X3 = -7



74 MATEMATIKA |
2X1 - X2 + X3 — X4 = 3
A%, — 2X9 — 2% + 3%, = 2
12 1 2 3 4 o
2X1 - X2 - 3)(3 + 4X4 = 5
2X1 - 3X2 + 6X3 - X4 = 1
X9 + 2%, — X = 0
13. ! 2 3 2,
9X1 - X2 + 15)(3 - 5X4 = 1
5x; + 12x, + 9%z + 25x, = 15
14 15%, + 34x, + 25X3 + 64x, = 40
20w, + 46x, + 34x; + 89x, = 70 ©
1OX1 + 23)(2 + 17X3 + 44X4 = 25
5% + 2X, — X3 4x, = 12
15. 0
2X1 + 3X2 - 3X3 - 2X4 = 6
X + 9%, + 2X3 + X4 = -1
12x, - 6%, + 9x3 + 21X, = 3
16 11)(1 - 5X2 + 10)(3 + 24)(4 = 1
. 7X1 - 3X2 + 7X3 + 17X4 = O
8X1 - 6X2 - X3 - 5X4 = 9
(—E—Et—§s,—z—gt—zs,s,t)T,s,teR
2 2 2 2 2 2
2X1 + 3X2 - X3 + X4 = 1
17 8x;, + 12x, — 93 + 8x4, = 3
2X1 + 3X2 + 9X3 - 7X4 = 3
(§—3t—S,2t,8S,—l+1OS)T,S,teR
8 4
2%, + IX, + 3X3 + X4 = 5
Xl + 3X2 5)(3 - 2)(4 = 3
18.
Xl + 5X2 - 9X3 + 8X4 =
5% + 18x, + 4x3 + 5x4 = 12

(6—26t+17s,—1+7t—5s,t,5)",s,teR
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ox, + 12X, + OSx3 + 3Xy 10
19 11 + 11X, + 4X3 + 8X4 8
' 2% + Xy + 33 + X 6
% — 33X, — 2X3 + 6%y -4
(8—9t—4s,t,5,-10+11t+5s)",s,t R
2X, =X, +X —-X =1
2% —X -3x, = 2
20. o ) 0,222
3% X +X =-3 3 3
2%, +2X, —2%; +5%x, =-6
2%, 43X, =33 +X%X, = 2
21 3 =X, +2X3 +X, =2 (ﬂ, 1 0 _§)T
4%, +7X; +2%X, = 2 33 3
-6x, +X, +3X; —-4x, =-1
2X + X -2, =3
22. ! 2 4 11,-10)
3%  +4X, +2%X3 +5%x, = 3
23 7 +3X, +X +2% = 2 o
—4x% +3X, —3%; +2x, =-5
2% +X + X -2x, =1
24, ron 3 4 (2-t,3-3,t,3-2t)", teR
X, +X +2X; +3x, =2
25. ! 2 3 4 (E—Et,—§+Et,l—5t,t)T,teR
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X, +6X, +5%X;3 +5x, = 6
3% +4X, +2%X; +X = 2
26. ! 2 30 (g—t—iu,t,u,ﬁ—t—EU)T,t,ueR
6x, +4x, +5% +2X, +3x = 1
3X, +2X, +4X, +X, +2% = 3
g7, VR TR TG T s (ab,1319—-3a—2b, —34)",a,beR
33X, +2X, —2%X; +X, = -7
9x, +6x, +X; +3X, +2X, = 2
6x, +3X, +2X3 +3X, +4% = 5
(a, b, ﬂa+gb, —1—Ea—zb, 2+ia+gb)T, a,beR
3 3 3 3 3 3
—2% + 22X, = -6
X + 8x, + 2% + X, = -3
29. 3% + 10x, + 2%, - X, = -2 (%)
2X%, - %X, = 1
4% + 3%, + X + X, = 5
6X1 - X2 + 2X3 - 7X4 = —1
X1 — X - 3 = -1 9 =
30, Tx, - 2X, — 2X3 — 10x, = -2 2, —5 0, E)T
2X1 - 2X3 - 4X4 = —6
5% + SX, + 4X3 + TX4 = 5
11, + 4x, + 6X3 = 4 o 5
31. 4X1 + 5X2 + 5X3 + 9X4 = 8 (2—8t, —§+13t, 6t, §_7t)T , teR
2X1 + 3X2 + 2X3 + 5X4 = 3
9%, + 4x, + 8x3 + 4x, = 10
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Xt + 2Xp — 33Xz + X4 = =2
3% - 5%, + 2% + X4 = 3
32. 4, + 3X, — TX3 + 2%, = -5 tt,1+t, )", teR
X + 2%, — X3 + 34 = 2
X+ Xy = AXy 4+ 2%y = =2
4% + 3X, — X3 + X4 + X5 = 15
X1 — Xp 4+ Xz — X4 + X5 = 2
33 3% — 2X, + X3 — X4 — 2X5 = b5 (3,0,—-2,0,)7
2%y + 3X3 = 0
X + X4 = 0
Xt + Xo 4+ X3 + Xg4 =
2%, + 2X, + 2X3 =
34. X1 + Xp 4+ 5BX3 — X4 + 6X5 = (4]
Xt + Xp — 33Xz + X4 — 6Xg = -

7.2 Cramerovo pravidlo

Riesime sustavu linedrnych rovnic

8y1X) + A%, + X =y
831% + 83pX, + 8g3X3 = by

Aby sme mohli pouzit’ Cramerovo pravidlo, je nutné vypocitat’ determinanty

a;; adp a3 b a, aj a; b ap a;;  ap
D=la,; ap ax5/20, Di=b, a, ay|, Dy=|a,; b, ay a Dy=la, ayp
A3 Az ag by az; ag ay by ag Az Ay

pricom matica, z ktorej sa vypocita determinant D musi byt regularna (D = 0).

RieSenie takejto ststavy je
Ds

oIl
v,

_F’

b,
b2 y
b,
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, . , , X +2X; =X = 0
Priklad 1 Riesme sustavu rovnic .
2 3 -4
Riesenie: Vypocitame determinanty D= 1 2 -1=-14%0,
-3 1 3
-5 3 -4 2 -5 -4 2 3 -5
D=l 0 2 -1=0, D,=| 1 0 -1=-14, Dy;=| 1 2 0/=-28
7 1 3 -3 7 3 -3 1 7
xlzizo, xzzﬁzl, xgzﬁzz
-14 -14 -14

Riesenie slistavy zapiSeme v tvare (X, X,, X;)' =(0,1,2)" .

V ulohach 1 — 24 rieste ststavy linedrnych rovnic vyuzitim Cramerovho pravidla:

Vysledky:

X 3X, = 6

1 1T %% 3,1
X7 + 2X, =
33X, — 4x, = -6

2. 1 2 (2’ 3)T
3)(1 + 4X2 = 18
Xl + 3)(2 + 2)(3 = 4

3. 2% + 6X, + X3 = 2 (3,-12)"
4)(1 + 8)(2 - X3 = 2
3)(1 + 4)(2 + 2X3 = 8

4. X + 5% + 2x3 = 5 (2,4,-17
2Xl + 3)(2 + 4X3 = 3
2X1 - 3X2 + X3 = 0

5. X, + 2% — X3 = 3 (2,35
2X1 + X2 + X3 = 12
12)(1 - X2 + 5X3 = 30

6. 3% - 13x, + 2x3 = 21 2, -11)"

7 Xl + 2X2 + 3)(3 = 15
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3 + X — 4x3 = 1
7. Xl - 2X2 + X3 = 5 (l, —2, O)T
2% — X — 3X3 = 4
Xl - 2X2 + 3X3 = 9
8. -X + 33X, — X3 = -6 @1-12)"
2X1 - 5X2 + 5X3 = 17
Xl - 2X2 + 3)(3 = 9
9. -x + 3% = -4 (1,-1,2)"
2X1 - 5X2 + 5)(3 = 17
Xl - X2 + X3 = 3
10. X, + X 4+ X3 = 1 (2,-10)
4X1 + 2X2 + X3 = 6
X1 + Xo + X3 = 6
1. 2% — Xp + X3 = 3 @23
3)(1 - X3 = O
4X1 + X2 - 3X3 = 11
12 2% - 3X, + 2% = 9 (2,-3,-2)
Xl + X2 + X3 = - 3
6X2 + 4X3 = —12
13, 3% + 3%, = 9 (5,-2,0)
2X1 - 3)(3 = 10
3% + 33X, + 5X =1 3 1
14, 3)(1 + 5X2 + 9)(3 =0 (11 - Ev E)T
5% + 9%, + 17x3 = 0
X1 - 33 = -2
15 3X1 + X2 - 2X3 = 5 (4, —3, 2)T
2X1 + 2X2 + X3 = 4
X1 — 2Xp + X3 = -4
16 X2 + 2X3 = 4 (—:L 2, l)T
2X1 + 3X2 - 2X3 = 2
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X + X + 2X3 = 1
17. 2% + X, + X3 = =2 (2,-33"
5X; + 4X, + 2%3 = 4
18. X, 43X, —2% =2 L1’
X +2X, +3x3 = 0 .
19. - 3% —2%, = -4 (2, > -7
X +8% +3X3 = 3
20. 4, +3x, —2x3 = 4 @273
Xg Xy 42X =X, =
2%, +X,  +X Xy =
21. 1 2 3 4 (1, 1, 01 O)T
2%, + 5%, + 4AX3 + X4 20
Xt + 33Xy 4+ 2X3 + X4 11
22, !
2% + 10X, + 9x3 + TXx4 40 (1.2.2,0)
3%+ 8Xy + 99Xz + 2X4 37
2%, + 33X, + 1lIxg + 5x4 2
Xy + X + 5X3 + 2X 1
23. ' ? ’ ! (-2,0,1,-)"
2%y + Xp 4+ 3z + 2X4 -3
¢ + Xp 4+ 3X3 + 4X4 -3
3% + 44X, + X3 + 2%y -3
3% + 55X, + 3X3 + 5X -6
24, ! 2 ® 4 2,-2,1,-1)"
6, + 8X, + X3 + 5X4 -8
3% + 5X, + 33 + Xy -8
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