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Substitucna metoda riesenia neurcitych integralov
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substitucia

Postup pri rieseni:

1. Najdeme v integrali zloZzenu funkciu f(¢(x)) a derivaciu jej vnutornej funkcie ¢ (x)dx.
2. Zavedieme substituciu za ¢(x) =t a ¢'(x)dx = dt.

3. Integral s novou premennou t integrujeme podla pravidiel a vzorcov pre integrovanie.
4. Vo vysledku integralu nahradime t povodnym vyrazom, za ktory bola zavedena

substitucia.



Priklady zlozenych funkcii:
V zlozenej funkcii je namiesto x uvedena funkcia f(x).

Jednoducha funkcia Zlozena funkcia

x3 (5x + 8)3

e” e\/x+1
sin x sin(5x2)
In x In(Inx + 5)

Vx Vcosx + 2x



Pr.1-27/15:

X
j—3 Tz = dx

1. Najdeme v integrali zlozenu funkciu f(¢(x)), jej vnutornu funkciu ¢(x)
Zlozena funkcia: f(g(x)) = Vx2 -2
Vnutorna funkcia: ¢(x) = x? — 2
2. Zavedieme substituciu za ¢(x) =t a ¢@'(x)dx = dt
px)=x*>-2 =t

Poznamka: V integrali sa musi nachadzat
@ (x)dx = 2xdx = dt derivacia vnutornej funkcie ¢ (x)dx (alebo
dx = 24 jej Cast, napr. namiesto 2xdx bude v
xXax = 5 t

integrali len xdx)

3. Upravime integral pomocou substitucie na integral s novou premennou t, ktory
integrujeme podfla pravidiel a vzorcov pre integrovanie

dex—J ! d —jlldt—lft_%dt—l +c—3i/§+c
z—2 SV T y25 T2 2 "4

4. Vo vysledku integralu nahradime t péovodnym vyrazom, za ktory bola zavedena
substitucia

j% dx =§3/(x2—2)2 +C
Vx2 =2 4
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Pr.2-30/61:

2
J'ex +4x+5(.‘f+2)tﬁb{

Zlozena funkcia: f(p(x)) = e +4x+5
Vnutorna funkcia: ¢(x) = x* + 4x + 5

p(x) =x*>+4x+5 =t
@ (x)dx = (2x + 4)dx = dt
2(x + 2)dx = dt

1



Pr.3-29/28:

X
X

[gﬁ’ dx Zlozena funkcia: f(¢@(x)) =e3
) Vnutorna funkcia: ¢(x) :%

X X
re§ dx =f€t3dx=3jetdt =3et4+C =3e3+C

ekx
| e ax=sc




Pr.4 - 27/ 44:

Inx

-
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ZloZena funkcia: f(@(x)) = eln?x -1
Vnutorna funkcia: ¢(x) =In?x—1=(Inx?) -1

(Inx?)—1=t
1

2Inx—dx = dt
X

1 1
Inx—dx ==dt
X 2




Pr.5—-30/62:

cos In x cos (Inx)

£

Y X

Inx =t Zlozena funkcia: f(¢(x)) = cos(Inx)
1 Vnutorna funkcia: —
;dx _ u unkcia: ¢(x) =Inx

=fcoslnx1dx=fCOSt dt =sint+C =sinlnx+C
X



Pr.6 —29/49:

|~ COS X Ay

® 3 . 2
VS X

| sinx =t | Zlozena funkcia: f(¢(x)) = Vsin2x = 3/(sin x)2
cos x dx = dt Vnutorna funkcia: ¢(x) = sinx



Pr.7-29/47:

~ . .
Icos‘ xsmxdx = j(cos x)? sin x dx

cosx =t Zlozena funkcia: f(¢(x)) = cos 2x =(cos x)?
—sin x dx = dt| Vnutorna funkcia: ¢(x) = cosx

t3 cos3x
= (Cosx)zsinxdx=Jt2 (—dt) =——+C = —

3 3

+C



Du: str. 26 / 2, 6, 10, 13, 16, 20, 23, 24, 29, 32, 39, 43, 46, 52, 59, 60



Metoda per partes riesenia neurcitych integralov

P

o n

[P

o n
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Ju(x).v’(x)dx = u(x).v(x) —ju'(x)v(x)dx

1. pripad:  u(x) = P,(x)

(x)- ™ dx
(x)- cos kx dx
(x)-sinkxdx, ke Z

derivujeme P,(x)

‘u(x) = v'(x) =
u'(x) = v(x) =

2. pripad: v'(x) = Py(x)

[P (r) In x dx

J T H

P (x)-arcsin x (resp. arccos x) dx

. P (x)-arctg x (resp. arccotg x) dx

integrujeme P, (x)



Pr. 1: Vypogitajte dany integral pomocou metédy per partes f (x + 2)e3*

1. Uréit’ pripad rieSenia podla zapisu v integrale (podla funkcie vedla polynému P,,(x))

1. pripad:  u(x) = P,(x) j(x + 2)e3*dx

|

polyném P, (x))

2. Zapisat’ funkcie u(x),v’(x) a upravit’ ich na u’(x), v(x)

u(x) =x+2 v'(x) = e3*
1
u(x)=1 v(x) = §e3x
derivujeme u(x) ‘l’

integrujeme v'(x)

3. Dosadit’ u(x),v'(x),u’(x), v(x) do vztahu pre metddu per partes a urobit’ vypocCet

ju(x).v’(x)dx = u(x).v(x) — f u (x)v(x)dx

j(x+2)e3xdx= (x+2)le3x—f1.le3xdx= (x+2)1e3x—lje3xdx=(x+2)le3x—lle3x+c
3 3 3 3 3 33

tato Cast sa len opisuje : A . . . .
integral vyrieSime, ak je integral v tvare sucinu polyndmu a funkcie pouzijeme

eSte raz metddu per partes na jeho upravu



Pr. 2 — 33/ 25: Vypocitajte dany integral pomocou metody per partes

j(f +6x+3)cos 2x dx

sin kx
f coskx dx = + C
k
—cos kx
f sin kx dx = p + C




Pr. 3—32/ 20: Vypocitajte dany integral pomocou metody per partes

. X
3—x)sm—dx
Ja-xsin”

7 . x

u=3—x v = sin—
2

] X
u =—-1 % :—Zcosz

X X
=—-2(3—x) cos%—chosgdx = (2x —6) cosi—4sin§+ C



Pr.4 —-33/28: _[(x—])lnxdx
1. Uréit’ pripad rieSenia podla zapisu v integrale (podla funkcie vedla polynému P,,(x))

2. pripad: v'(x) = P,(x) j(x — 1) Inxdx

|

polyném P, (x))

2. Zapisat’ funkcie u(x),v’(x) a upravit’ ich na u’(x), v(x)

u(x) =Inx v'x)=(x—1)
1 1

u'(x) =— v(x) ==x*—x
X 2

derivujeme u(x) ‘l’

integrujeme v'(x)

3. Dosadit’ u(x),v'(x),u’(x), v(x) do vztahu pre metddu per partes a urobit’ vypocCet

fu(x).v'(x)dx = u(x).v(x) — j u (x)v(x)dx

2
J(x—l)lnxdx=lnx(%_x)_f1

2

1 x? x? x
.(Ex2 — x)dx = lnx(7—x) — j (———) dx =

X 2xX X

xS j(x 1) dx =1 x 12 ete
—nx(2 X) > x—nx(2 X) 272 X



