Matematika 2 — 7.cvicenie
opakujuci
RNDr. Z. Gibova, PhD.



Integrovanie racionalnych funkcii

Py (x)
Qm (%)

f f(x) dx Kkderacionalna funkcia f(x) =

1. a) Ak n <m, f(x) rydzoracionalna — rozklad na parcialne zlomky, potom integrujeme
b) v pripade, ze je dany integral v tvare:

I i = I dx _ pre p-—4g <0 pouzijeme substiticiu x+ L,
+4q

X + px r 2
adl

(I+‘zf+r3—

|

menovatela doplnime na Stvorec a pouzijeme integracny vzorec

j ! dt_l tt+C
t2 + a? —aarcga

2. Ak n = m, f(x) nerydzoracionalna — predelime, upravime na sucet polynému
a parcialnych zlomkov, potom vsetko integrujeme




Pr.1-38/8:

x—1
I _ 5 dx
(x+1)(x+2)

Pripad la: pod integralom je rydzoracionalna funkcia (n =1 < m = 3)

1. Rozklad funkcie na parcialne zlomky

_j A+B+ C e
i T r 2 T w22 T

2. Vypocet koeficientov A, B, C— uprava pravej strany na spoloéného menovatela a
dosadzovacia metoéda

3. Dosadenie vypocitanych koeficientov A, B, ... do integralu a jeho vypocet pomocou
vzorca

f[xib]dlen(xib)+6




Pr.2 -39/ 20:

dx

_[XS +3x? —3x—17
X2 +x—12

Pripad 2: predelime, upravime na sucet polynbmu a rydzoracionalnej funkcie, ktoru
rozlozime na sucet parcialnych zlomkov, potom vsetko integrujeme



Pr.3-38/18:
’ +3x*+3x +1
J‘(Xj' D’ :j<x X x >dx=

X°—x X2 —x

Pripad 2: pod integralom je nerydzoracionalna funkcia (n =3 = m = 2)

1. Predelime citatel'a menovatefom

(x3+3x2+3x+1):(x>?—x)=x+4

—(x3 — x2)
4x?% + 3x
—(4x% — 4x)

7x +1

7x+1
x2—x

vysledkom je polyndm x + 4 a rydzoracionalna funkcia g(x) =

2.. Rozklad funkcie g(x) na parcialne zlomky

7x+1 A

) dx =
X% —x x x-—1



3. Vypocet koeficientov A, B — uprava pravej strany na spoloéného menovatela a
dosadzovacia metéda

7x+1 A B

x2—x x x-—1
7x+1=A(x—-1) + Bx

x=0:0+1=-A4A A=-1
x =1: 7+1=8B B =38

4. Dosadenie vypocitanych koeficientov A, B do integralu a jeho vypocet

— 8 xz
f(x+4+ + )dx = —+4x —In|x| + 8In|x — 1|+ C
X x—1 2
x? x—1)8 _
=2 t4x+mn ( . e Ina +Inb = In(a. b)

Ina—1Inb =ln(%)

nlna =Ina™



Du: str. 38 /5, 11, 16, 17, 28, 35, 38



Integrovanie iracionalnych funkcii

1 1 1

b (A2 IR x, (ax+b)" , (ax+b)", ..., (ax+b)*™ |dx

Substutucia; ax + b =tk

kK — najmensi spoloCny nasobok Cisel k;, k,, K, ............ K, (prirodzene Cisla)
2. pripad:
dx

a #0 riesime tak, ze vyraz pod odmocninou upravime na Stvorec

I 2 "'
\/ ax” +bx+c
vhodnou substiticiou potom vyuzijeme jeden z integraénych vzorcov:

dt—ln|t+\/t2+d2|+(]

o aka>0

| o

t
dt = arcsin—+ C

f«ﬁ d

o ak a<0



Pr.1-43/2:

X

X _
'[«./2x+1 “ N j 2x + 1)

dx

1. pripad:

1
1. Prepis odmocniny (v2x+ 1) na mocninu ( (2x + 1)2 ) a uréit’ k

2. Zaviest substitticiu v tvare ax + b = t* , uréit’ dx

k=2 t2 1
2dx = 2tdt
3. Prepis integralu na jednoduchsi tvar pomocou substitucie, kde x vyjadrime zo
substitucie
t2—1 ,
B 7 1[(t“—1) musime dostat’ integral, pod ktorym je len
- T2tdt = % 2t dt premennat, bez x

(t)2



4. Vypocet integralu

N PO
(-1 dt=——t+C

5. Navrat k substitucii, vyjadrenie t a prepis vysledku s x

k=2
2x +1 =1t~
2dx = 2tdtl - t=+vV2x+1

3
A2x + 1
=( 3 ) —V2x+1+C



Pr.2-43/9:

1
I Y3x+4 y (Bx +4)3
X —
l+3\;3x+4 1+(3x+4)§
1. pripad:
k =3 ,
3x + 4 = —->t=V3x+4
3dx =

1 x



Pr. 3

1
V2x — 4 (2x —4)2
N dx = —dx
2x—4-1 (2x —4)2—-1
1. pripad:
k=2
2x —4 =t2]| -st=+V2x—4
2dx = 2tdt
tz 1 t2
j tdt_J de = J(HHTth =—+t+Injt -1/ +C
t—1 t >

2 (-1 =t+1 =x—2+V2x—4+In|V2x—-4-1|+C

—(t? —t)
t
—(t—1)
1




Pr.4—-44/6:

] 1
dx =
I Vrx +4x f X2 + ()T

1. pripad:
ky=2=21
kry=4=221-k=221=4

x =tt
dx =

4

[— - [ =
£+ )2+ (%) et



Pr.5-44/14:

Vx

—  dx ]
J.X+f}fxﬁ 1. pripad:
ky =3.1 t? )@+ =t—-1
—(t> +t)
k,=6=321->k=321=6 ¢
iz — 1l
IRy (—t 1)
x =t°
] dx = 6t>dt
t3 t* 2
f 56t5dt=jt6+t56t5dt= 6J<t+1>dt=
té + (t°)6

1 t? Vx 6 6
6[ t—1+t+—1 dt=6(?—t+ln|t+1|) + C =6(7—\/§+1n|\/§+1|)+c

=33x—-6Yx+6ln|¥x+1|)+C



str. 43/4,7,8, 12, 15, 16, 22, 25, 26, 29



Pokyny k 1. zapoctovej pisomke:
Datum a miesto: piatok 4.4.2025 v ZP1, 7:30

Priklady — za 35 bodov, 7 prikladov:

Komplexné Cisla,

Rozklad polyndmu na sucin korenovych Cinitelov,

Rozklad racionalnej funkcie na parcialne zlomky,

NeurCity integral — na zakladné vzorce (pod integralom sucet réznych vzorcov)
Metdda substitucie rieSenia neurcitého integralu.

Metdda per partes riesSenia neurcitého integralu (dva spdsoby).

RieSenie neurcitého integralu, v ktorom je racionalna a iracionalna funkcia.
Teorla —za 15 bodov, 6 - 7 otazok (vyber odpovedi + doplnenie odpovede).

IN@oa N e

Cas: 70 minut

Student ma byt prihlaseny v Moodle (opakujtci: M2 — 18)
Bez kalkulaCiek, mobilov, mat pri sebe Isic, dvojharok s vytlaGenou hlavickou
(stranka KMTI , v Casti Vzory a predlohy)



6. Mala pisomka

1. (0,2 b) VyrieSte integral vyuzitim substitucie
0,05 0,05

2,0 _ (Lot _13_15 _13x2+2
[(3* x)dx—fz(S Jdt =-—++C =

x2+2= t‘ 0,05
2xdx = dtl 0,05

++C

In 3

2. (0,2 b) Napiste funkcie u, u’, v, v" pre metodu per partes bez rieSenie integralu

(1 —2x)sinx dx 0,05 |u=1—2x v’=sinx| 0,05
0,05 lu" =-2 v=—cosxl g5

3. (0,1 b) Doplnte na stvorec polynom
0,05 0,05

P(x) =x?*+6x+11=(x+3)*+11 -9 = (x + 3)?+2



