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Princip ndsobenia a princip s¢itania

Princip ndsobenia

Ak ginnost pozostdva z k krokov po sebe nasledujiicich a
prvy krok méze byt uskuto&neny n; spdsobmi,

druhy krok mdZe byt uskuto&neny n, spdsobmi,

k-ty krok mdZe byt uskuto&neny ny spdsobmi,

tak pocet réznych spdsobov vykonania &innosti je ny - ny... ng.

Princip s¢itania

Majme mnoZiny Ag, Ay, ..., Ak, ktoré sii po dvojiciach disjunktné. Nech |A;| = n;.
Potom |[A; UA U---UAk|=n+nm+ -+ ng.
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Permutacie

Nech n, k € Ny, n > k. Definujeme n-faktorial a a kombinaéné &islo nasledovne:

0l=1, (n+1)'=(n+1) n

ny n!
k) (n—k)k!"
Specislne platf

(6)-1 ()-r ()-2 (,"y)-~

Permutdcie st usporiadané n-tice prvkov n-prvkovej mnoziny. Ak st vsetky prvky
navzajom rbzne, jedna sa o permutacie bez opakovania. Ak su niektoré prvky
mnoZziny rovnaké, jednd sa o permutdcie s opakovanim.
Pocet permutdcii n-tej triedy bez opakovania je
P(ny=nl=1-2-...-n
Pocet permutécii n-tej triedy s opakovanim je
pl B n! B
n1,n2,...,l‘lc(n) - n]_!n2! .. nC! (nl + ny + -+ ne = n)
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Kolkymi spbsobmi méZeme vytvorit tane¢né pary z 8 chlapcov and 8 diev&at?

Predstavme si, Ze chlapci st zoradeni. Potet moZnosti, ako vytvorit pary sa rovnd
poctu permutdcii z 8 dievcat, teda

P(8) = 8! = 40320.

1 Kolko slov (aj neplnovyznamovych) méZeme vytvorit zdmenou poradia pismen
v slove MATEMATIKA?

Jednd sa o permutdcie z 10 prvkov (pismen) s opakovanim. Mdme n; = 2
(pismeno M sa vyskytuje dvakrat), no =3, n3 =2, ny = ns = ng = 1. Dostdvame
10!

N TR TR TS TR TR TR
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Variacie

Variacie st usporiadané k-tice z n navzajom réznych prvkov. Rozoznavame
variacie bez opakovania a varidcie s opakovanim.
Potet varidcii k-tej triedy z n prvkov (k < n) je

n!

V(n, k) = Rk

V pripade n = k dostdvame permutidcie.
Polet variacii k-tej triedy z n prvkov s opakovanim je
V'(n, k) = nk.

Pri varidcidch s opakovanim méZe byt k > n.
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V kosiku je banan, jablko a pomarané. Pit dievéat m3 chut na ovocie. Kolkymi
spésobmi méZeme dat trom dievéatdm po 1 kuse ovocia a dvom nedat Ziadne?

ZaleZi na tom, ktoré ovocie bude ktorému dievéatu ,priradené”, teda zale#i na
poradi. Zoberieme bandn a ddme ho jednému z 5 diev€at. MéZ%eme ho vybrat 5
spdsobmi. Jablko ddme ho jednému zo 4 dieviat, ¢o mdzeme urobit 4 spdsobmi.
Pomaran¢ dame jednému z 3 diev¢at. Mdme teda 5 - 4 - 3 = 60 moZnosti.

Pri pouZitim varidcii vytvarame usporiadané trojice z piatich réznych prvkov, teda
n=5, k =3. Podla (1) dostdvame V(5,3) = 525 = 60.

Kolko podmnoZin ma 5-prvkovd mnoZina?

Oznatme mnozinu ako A = {ay, a,, a3, a4, as }. KaZdej podmnoZzine mézeme
priradit usporiadant paticu z niil a jednotiek a to tak, %e na i-tej pozicii je 1, ak
prvok a; do tejto podmnoZiny patri a 0, ak prvok a; do tejto podmnoZiny nepatri.
Potom pocet vSetkych podmnoZin sa rovnd poétu usporiadanych patic z dvoch
prvkov. Jedna sa teda o varidcie s opakovanim, pricom n = 2, k = 5. Dostadvame
V’(2,5) =25 = 32.
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Kombinacie

Kombindcie st podmnoZiny danej velkosti odobraté z daného vstupného stiboru.
Pocet prvkov stiboru ozna&ime n a polet prvkov podmnoZiny oznaéime k.
Potet kombindcii z n prvkov k-tej triedy (k < n) je

C(n, k) = <Z>

Ak n = k, dostdvame C(n,n) = 1.

V dielni pracuje 15 muZov a 12 Zien. Kolkymi spésobmi moZno vybrat 7
zamestnancov dielne na rekredciu, ak majii ist 4 muZi a 3 Zeny?

Pri vybere muZov vyberdme 4 prvky z 15 prvkov, jednd sa o kombindcie bez
opakovania. Potet moZnosti je C(15,4) = (145). Obdobne pri vybere Zien mame
C(12,3) = (%) moznosti. Z principu ndsobenia vyplyva, e potet spdsobov
vyberu rekreantov je (%) - (%) = 300300.
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Pokus a jav

Nech je pevne stanoveny isty systém podmienok, napr. majme pravidelnd hraciu
kocku, ktorej steny st oznaené &islami 1, 2, ..., 6. Proces, ktory mdZe nastat pri
realizacii tychto podmienok, napr. hod touto hracou kockou, nazyvame pokusom.
Tu vyZadujeme, aby kaZdy pokus mal tzv. vlastnost hromadnosti, t. j. aby sme ho
mohli za tych istych podmienok teoreticky [ubovolnekrat opakovat.
Vysledok pokusu je jav. Pri hode kockou méze byt javom napr. padnutie Zestky,
padnutie nepdarneho &isla, padnutie &isla vacsieho ako 4,. ..
Z pohladu moZného nastatia delime javy do troch zdkladnych skupin:
@ javy isté sd javy, ktoré po vykonani daného pokusu vzdy nastand (napr.
padnutie &isla men3ieho nez 10);
® javy nemoZné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu nikdy nenastand
(napr. padnutie &isla 10);
© javy ndhodné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu moéZzu, ale nemusia
nastat (napr. padnutie parneho &isla).
Javy budeme ozna&ovat velkymi pismenami A, B, C, ..., istému javu vyhradime
pismeno / a nemoZnému javu znak ().
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Zakladné poznatky o javoch

Jav A nazyvame podjavom javu B prave vtedy, ked z nastatia javu A
vyplyva nastatie javu B. Zapisujeme A C B.

(Napr. padnutie ¢éisla 2 na hracej kocke je podjavom javu, ze padne na nej
pérne cislo.)

Javy A a B nazyvame ckvivalentné prave vtedy, ked A C B a stcasne

B C A. Zapisujeme A = B.

Opacnym javom k javu A nazyvame jav, ktory nastane prave vtedy, ked’
nenastane jav A. Oznacujeme A.

Jav C nazyvame prienikom javov A a B prave vtedy, ked nastane len za
sucasného nastatia oboch javov A a B. Zapisujeme C = AN B.

Jav C nazyvame zjednotenim javov A a B prave vtedy, ked nastane len za
predpokladu, ze nastal aspon jeden z javov A a B. Zapisujeme C = AU B.

vy
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Vlastnosti javov a operdcii s javmi

Nech A, B, C sii lubovolné javy. Plati:
®@ACA DCA ACH
®akAcCcBaBcCcC(C, tak AcC C;

©7/=00=1 (A=A

0 ANA=0,AN0=0,AnI=A ANBCA,

Q@ AUA=I AUD=A AUl=1I AC AUB;

@ ANA=A AUA=A

@ ANB=BNA AUB=BUA;

@ AnN(BNnC)=(AnB)NnC, AU(BUuC)=(AuB)UC;

O AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC);
© (AUB)=ANB, (ANB)=AUB (de Morganove pravidl3).

A
A
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Nech jav A spociva v tom, Ze pri jednom hode beZnou hracou kockou padne na

.....

ako 3. Charakterizujme javy:

AUB, ANB, B, AnB.

Riedenie. Je zrejmé, Ze jav A nastane, ked padne niektoré &islo z mnoZiny {2, 4,6}
a jav B nastane, ked padne niektoré &islo z mnoZiny {4,5,6}.

® jav AU B nastane prave vtedy, ked padne &islo z mnoZiny {2,4,5,6};
® jav AN B nastane prave vtedy, ked padne &islo z mnoZiny {4,6};

® jav B nastane prave vtedy, ked padne &islo z mnoziny {1,2,3};

® jav AN B nastane prave vtedy, ked padne &islo z mnoziny {1,2,3,5}.
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Definicia

Javy A a B nazyvame disjunktnymi (nezlic¢itelnymi) prave vtedy, ked nemoézu
stcasne nastat, t. j. ked AN B = (. Javy Hy, Ha, ..., H, nazyvame
disjunktnymi (nezlicitelnymi) javmi prave vtedy, ked s po dvojiciach
disjunktné t. j. ked H; " H; = 0 pre kazdé i # j, i, j € {1, 2, ..., n}.

Definicia

Systém Hi, Hp, ..., H, je uplny disjunktny systém javov, ak plati
® HHNH; =0 prekazdéi#j, ije€{1,2,...,n};
* HHUHU---UH, =", Hi=1I.

Takyto systém javov ¢asto nazyvame hypotézy.

Priklad

Pre pokus ,, hod kockou" je prikladom hypotéz mnoZina javov
Hy ={1,6,5}, H, = {3,4}, H; = {2}.

MnoZina javov Hy = {1,6,5}, H> = {2,3,4}, H3 = {2} netvori hypotézy, lebo
H20H3:{2}7é@.

MnoZina javov Hy = {1,6}, H, = {3,4}, Hs = {2} netvori hypotézy, lebo

Hy U H, UH: =1{1.2.3.4.6 /.
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Elementdrne a zloZené javy

Jav A nazyvame zloZenym javom prave vtedy, ked sa d4 vyjadrit ako
zjednotenie dvoch javov A; a Ay, ktoré sa nerovnaju nemoznému javu
ani javu A.

Pre zlozeny jav A teda plati: A= A; U Ay, pricom A# A #0 a A# Ay # 0.
Hovorime, Ze jav A je rozloZeny na javy A; a As.
Prikladom zloZeného javu je napr. padnutie neparneho &isla na kocke.

Kazdy jav E, ktory nie je zlozeny nazyvame elementarnym javom.

Zakladné vlastnosti elementarnych javov:
@ Jav E je elementdrny prave vtedy, ked neexistuje taky jav A # (), 2e A C E.
® Ku kazdému zloZenému javu A existuje taky elementdrny jav E, Ze E C A.
© Lubovolné dva rézne elementérne javy si disjunktné.
© Kazdému zloZenému javu A mdZeme jednoznalne priradit takd mnoZinu
elementarnych javov (tdto mnoZina nemusi byt konetnd), Ze jav A je
zjednotenim tychto elementarnych javov.



Javové pole

Nech v = {E;, Es, ..., E,, ...} je lubovolnd mnoZina elementdrnych javov. Pod
Javovym polom nad v rozumieme taky systém T podmnoZin mnoZiny -y, pre ktory
plati:

@ 0er;

®akA Ber, tak ANBer, AUBeTaAET;

oo o0
© pre kaZdu postupnost Ay, As, ..., An, ...€Tje (VAieTa |JA ET.
i=1 i=1

Prvky javového pola nazyvame javmi.
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Pojem pravdepodobnosti javu

Definicia (Klasicka definicia pravdepodobnosti)

Nech v = {E;, Es, ..., E,} je koneénd mnozina elementarnych javov a nech
kazdy elementdrny jav je ,,covnako mozny (ocakavany)*. Pre lubovolny
jav A € T definujeme jeho pravdepodobnost predpisom

kde m je pocet roznych elementarnych javov, na ktoré sa jav A rozklada, t. j.

AZE;1UE,'2U~-~UE,'M.

Rovnost (1) mdZeme interpretovat aj takto:

_ potet vetkych moZnych priaznivych vysledkov javu A

P(A
(4) pocet v3etkych moznych vysledkov pokusu
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Zakladné vlastnosti pravdepodobnosti

@ Pre kazdy jav A et je0 < P(A) <1.

@® Pre isty a nemozny jav je P(1) =1 a P(0) = 0.

® ak A C B, tak P(A) < P(B).

© Pre opacny jav plati P(A) = 1 — P(A).

@ Pre disjunktné javy: ak AN B =), tak P(AU B) = P(A) + P(B)
@ pre lubovolné javy A, B je P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B);
@ pre lubovolné javy A, B, C je

P(AUBUC) = P(A)+ P(B) + P(C)—
—[P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNC)]+ P(ANBNC);
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Akd je pravdepodobnost toho, Ze pri 3 hodoch mincou padne dvakrat hlava a raz
znak.

RieSenie. MnoZina elementarnych javov pozostava z 8 javov:
~v={2Z2Z,ZZH,ZHZ,ZHH,HZZ , HZH, HHZ , HHH}

Jav ,padnutie dvoch hlav a jedného znaku* pozostdva z nasledujticich
elementarnych javov: A= {HHZ, HZH, ZHH}.
Teda m = 3, n = 8. Pravdepodobnost javu A je P(A) = 2 = %.

V Studijnej skupine je 17 chlapcov a 13 dievéat. Na skiske 4 chlapci a 5 dievéat
ziskalo ohodnotenie ,,A“. Aka je pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany
Student je diev&a alebo Student, ktory ziskal na skiske ,A“?

Riesenie. Nech A je udalost, %e vybrany $tudent ziskal ohodnotenie ,A“ and B je
udalost, Ze vybrany Student je dievéa. Chceme vypotitat P(AU B). Dostdvame

9 13 5 17
P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(ANB) = o + 2 — = = 0.
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Vypoditajte pravdepodobnost toho, Ze pri hode 2 kockami padne stiet
a) rovny 1,

b) rovny 4,

¢) mensi ako 13.

Riesenie. MnoZina elementadrnych javov pozostdva z usporiadanych dvojic z
prvkov 1,2,...,6, teda n = 36.

a) Nech A je jav ,stcet je 1". Sd¢et hodnét na 2 kockdch nemdze byt rovny 1,
jav A je jav nemozny. Teda P(A) = 0.

b) Nech B je jav , sucetJe 4", Mame B =1{(1,3),(2,2),(3,1)}, teda m =3,
n = 36. Potom P(B) = 3 =

c) Nech C je jav ,siget je men§|’ ako 13". Jav C pozostdva zo vsetkych
elementérnych javov, je to isty jav. Teda P(C) = 1.
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Axiomaticka definicia pravdepodobnosti

Definicia (Axiomaticka definicia pravdepodobnosti)

Nech v je mnozina elementdrnych javov a nech 7 je javové pole nad v (t. j. 7

je mnozina javov). Nech sd splnené tieto tri axiémy:

Ar: kazdému javu A € 7 je priradené prave jedno nezaporné éislo P(A), ktoré

nazyvame pravdepodobnostou javu A;

A P(1) =1,

As: pre lubovolny systém disjunktnych javov Aj, Ay, ..., A, € T plati
P(AtUAU---UA,) = P(A1) + P(A)) +--- + P(A)). (1)

Usporiadanu trojicu [, 7, P] nazyvame pravdepodobnostné pole.
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Podmienend pravdepodobnost

a veta o Uplnej pravdepodobnosti

Za istych okolnosti je uZito¢né skimat pravdepodobnost javu A za predpokladu,
e vieme o tom, e nastal jav B. Tito pravdepodobnost budeme oznafovat
P(A|B) a &itat pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B.

Definicia (Podmienend pravdepodobnost)

Nech [y, , P] je pravdepodobnostné pole. Pravdepodobnost javu A za
predpokladu, Ze nastal jav B definujeme takto:

P(AN B)

P(AIB) = =5 5

V.

Ak [y, T, P] je pravdepodobnostné pole, tak pre javy A; € T, i =1,2,...,n plati

P(( A) = P(A1) - P(AalAr) - P(As|AL N Ag) - ...« P(Anl A1 N Az 11 Ap).
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Zo Statistického prieskumu vyplyva, Ze z 100000 Zivo narodenych muZov sa doZije
desiatich rokov 96600 muZov a Sestdesiatich rokov 77500 muZov. Viypolitajte
pravdepodobnost toho, Ze ak sa muZ doZije desiatich rokov, tak sa doZije 60 rokov.

Riesenie. Nech B je jav, ktory spoliva v tom, Ze muZ sa doZije desiatich rokov a
nech A je jav, Ze muz doZije $estdesiatich rokov. Chceme uréit pravdepodobnost
toho, Ze nastal jav A za predpokladu, Ze nastal jav B, t. j. P(A|B). V naSom
pripade plati, Ze AC B ateda ANB = A.

Zo zadania mdme P(A) = 113380 — 0,775, P(B) = 3880 = 0,966. Dostavame

P(ANB)  P(A) 0,775
P(B)  P(B) 0,966

P(A|B) = = 0,8023.
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Predpokladajme, Ze bolo zmie$anych pit dobrych poistiek a dve chybné poistky.
Aby sme nasli chybné poistky, testujeme ich jed po druhom, ndhodne a bez
vymeny. Akd je pravdepodobnost, Ze budeme mat $tastie a ndjdeme obe chybné
poistky v prvych dvoch testoch?

RieSenie. Nechajte A je udalost, Ze ndjdeme chybni poistku v prvom teste a B a
B je udalost, Ze nijdeme chybnii poistku v druhom teste. Vieme, e P(A) = 2 a

-7
P(B|A) = 1/6. Chceme vypotitat P(AN B). Dostdvame

P(AN B) = P(A)- P(B|A) =

1
= — =0,047619.
21 ’

~I| N
| =

15. aprila 2025 22 /47



Veta (Veta o dplnej pravdepodobnosti)

Nech Hy, Ha, ..., H, su hypotézy (t. j. dplny systém disjunktnych javov). Potom
pre lubovolny jav A plati

P(A) = P(A|H1)- P(H1)+ P(A|H2) - P(H2)+- - -+ P(A|H,) - P(H,) = z": P(AlH;)-P(H).

i=1

Dokaz. Pre jav A mame:
A=ANnI=An(HHUHU---UH,))=(ANH)U(ANH)U---U(ANH,).

Ked'Ze javy H; su disjunktné a (AN H;) C H;, tak aj javy (AN Hy), (ANHy), ...
(AN H,) st disjunktné a podla tretej axiémy definicie pravdepodobnosti je

P(A) = P(ANHy) + P(ANHp) +--- + P(AN H,) =

= P(H1) - P(AlH1) + P(Hy) - P(A[H2) + - - - + P(Ha) - P(AlH,)
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Dva automaty vyrabaji rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je trikrat
vyssia ako produktivita druhého. Prvy automat vyraba 70% kvalitnych vyrobkov,
druhy 80% kvalitnych vyrobkov. Vlypolitajte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne
vybraty vyrobok je kvalitny.

Riesenie. Ozname javy nasledovne:

H; — vyrobok je vyrobeny prvym automatom;

H, — vyrobok je vyrobeny druhym automatom;

A — vyrobok je kvalitny.

Pocet vyrobkov vyrobenych automatmi je v pomere 3:1, teda 1. automat vyrobi %
z celkového poctu vyrobkov a 2. automat % z celkového pottu vyrobkov. Odtial
P(Hy) = % =0,75 P(Hy) = % = 0,25. Vyrobok je kvalitny, ak ho vyrobil 1.
automat, s pravdepodobnostou 0,7. Teda P(A|H;) = 0,7. Podobne

P(A|H,) = 0,8. Podla vety o tplnej pravdepodovnosti dostdvame

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(H>) - P(AlH2) =0,75-0,7+0,25-0,8 = 0, 725.
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Z bali¢ka 52 Zolikovych kariet niekto zobral dve karty. Akd je pravdepodobnost, Ze
nahodna karta vytiahnutd z balicka s 50 kartami je pikova karta?

RieSenie. Nech H; je jav, Ze chyba i pikovych kariet, i = 0,1,2. Nech A je jav, Ze
nahodne vylosovand karta je pikovd karta. Chceme vypotitat P(A). Mame

()3 poy B oy B
7 R R I
Podmienené pravdepodobnosti st

13 12 11
P(A|Ho) = 50’ P(AlH,) = 50’ P(A|H,) = 50"

P(Ho) =

Podla vety o tplnej pravdepodobnosti dostdvame

P(A) = P(AlHo) - P(Ho) + P(AlHy) - P(Hy) + P(AlH2) - P(Hz) =
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Bayesov vzorec

Nech javy Hy, Ha, ..., H, st hypotézy a A € T je lubovolny jav, pre ktory je
P(A) # 0. Potom pre kaZdi hypotézu Hy je
P(H) - P(AH P(H) - P(AIH
P(H,|A) = (Hi) - P(AlH)  _ P( k)P(A() |He)
> P(H;) - P(AlH;)
fi=1l

Okrem toho plati >""_; P(H;|A) = 1.
Priklad

Urna 1 obsahuje 5 bielych gul6cok a 7 &ierne gul6cky. Urna 2 obsahuje 3 biele a

12 ¢&iernych gul6&ok. Hodime mincou a ak padne hlava, vyberieme gul6&ku z urny
1, a ak je to znak, vyberieme gul6&¢ku z urny 2. Dozvedeli sme sa, Ze bola vybrana
biela gul6&ka. Akd je pravdepodobnost, Ze to bola gul6¢ka vybratd z urny 27

v

Riesenie. Nech H; je jav, Ze padla hlava a H, je jav, Ze padol znak. Nech A je
jav, Ze bola vybrand biela gul6¢ka. Zo zadania vyplyva, ze P(A|H;) = % a
P(AlH:) = & = L. Vieme, Ze P(H,) = P(H.) = 3. Chceme vypotitat P(H,|A).
1/5)-(1/2) _ 12

)1 (5/12)(1/2) —_ 37"
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Nezavislé javy

Dva javy A a B nazyvame (vzajomne) nezavislymi prive vtedy, ked
pravdepodobnost jedného z nich sa nemeni, ak nastane druhy jav alebo ked
pravdepodobnost jedného z nich je nulovd, t.j. nastane aspori jeden z tychto
Styroch pripadov:

P(AlB)=P(A) v P(B)=0 Vv PBJA=PB) Vv P(A)=0.

Veta

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole. Javy A, B € T sii nezdvislé prave vtedy,

ked
P(ANB) = P(A) - P(B).

Z nezdvislosti javov A a B vyplyva aj nezavislost tychto dvojic javov:
Aa B, Aa B, Aa B.



Celkove nezavislé javy

Systém javov A1, Ay, ..., A, n > 2, nazyvame celkove nezavislym prave vtedy,
ked pravdepodobnost, Ze nastane [ubovolny z nich sa nemeni, ak nastant
lubovolné z ostatnych javov alebo ked pravdepodobnost jedného z nich je nulova.

Veta (Pravdepodobnost prieniku celkove nezavislych javov)

Nech [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, Az, ..., An,
n > 2, je celkove nezavislym, tak pre kaZdé k < n plati

P(AlﬂAgﬂﬂAn):P(Al)P(A2)P(An)

Veta (Pravdepodobnost zjednotenia celkove nezdvislych javov)

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, Az, ..., Ap,
n > 2, je celkove nezdvislym, tak

P(A1UA2U~~~UA,,):1—P(A1)-P(A2)'-~--P(Zn).
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Priklad

Styria basketbalisti hadZu na ké5. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

o

ani jeden netrafi do kosa,

(@]

)
) aspoii jeden trafi do kosa,
)

o

aspori jeden netrafi do kosa.

Riesenie. Oznatme A; jav, Ze i-ty basketbalista trafi do ko3a. Mame
P(A1) =0,8, P(A)=0,7, P(A3)=0,85 P(A4)=0,09.

Teda
a) P(ALN AN A3 1 Ag) = P(A1) - P(A2) - P(As) - P(Ag) =
0,8-0,7-0,85-0,9 = 0,4284
b) P(Av N A N As N Ag) = P(Ar) - P(Ay) - P(As) - P(Ag) =
0,2-0,3-0,15- 0,1 = 0,0009
C) P(A1 U Ay U A3 UA4) =1- P(Zl) . P(Zg) . P(A3) . P(A4) =0,9991
d) P(Zl UZQ UZ3 UZ4) =1- P(Al) . P(Az) . P(Ag) . P(A4) =0,5716

15. aprila 2025 29 /47



Opakované nezavislé pokusy

Nech vysledkom nejakého pokusu je jav A. Opakujme za tych istych podmienok
pokus n-krat, pri¢om predpokladdme, Ze tieto pokusy st nezavislé, t. j. si také, Ze
vysledok kazdého z nich nema vplyv na vysledok Ziadneho predchidzajiceho
pokusu a ani na vysledok Ziadneho nasledujiceho pokusu. Inak povedané,
pravdepodobnost, Ze nastane jav A, je v kadom pokuse rovnaka.

Veta (Bernoulliho veta)

Nech p je pravdepodobnost toho, Ze pri danom pokuse nastane jav A a P, ,(k) je
pravdepodobnost toho, Ze pri n-ndsobnom nezavislom opakovani daného pokusu
nastane jav A prave k-krat. Potom plati tzv. Bernoulliho vzorec:

Prpl(k) = (k> o @—p)F  preke{0,1,2,...,n).
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Predpokladajme, Ze hodime dve kocky 8 krat. Ak4 je pravdepodobnost, Ze najviac
trikrdt bude stcet hodnét na kockdch rovny 77

RieSenie. Stcet 7 mdZeme hodit 6 spdsobmi:

(176)’ (23 5)7(3’ 4)’ (47 3)7 (53 2)7 (67 1)'

Je 36 moZnosti padnutia dvojice &isel na kockach, teda p = % = %.

Mame n =8, k = 0,1,2,3 a podla Bernoulliho vzorca dostdvame

- raons s~ () () (2) () () ()
() Q) () (2 o
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Pojem ndhodnej premennej

Pod ndhodnou premennou budeme rozumiet takd premennd, ktord svoje
hodnoty nadobtdda ndhodne.
Priklady nahodnej premenne;j:

@ Siket bodov hodenych napr. na troch beznych hracich kockdch (mozné
hodnoty: 3,4,...,18);

® pocet bodov, ktoré Student ziska z pisomky,

© pocet Uspednych hodov do basketbalového kosa,

@ pocet vytlkov na ceste z Kosic do Presova,

@ doba, ktorud Student stravi pri priprave na skisku,

@ vyska dospelého muza,

@ poltas rozpadu radioaktivnej ldtky (nadobdda hodnoty z ur&itého intervalu).
Ndhodné premenné delime na

e diskrétne, (1, 2, 3, 4)

® spojité. (5,6, 7)
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Definicia nahodnej premennej

Pod ndhodnou premennou rozumieme kazdé zobrazenie X : v — R, kde
je mnozina elementarnych javov a R je mnozina redlnych ¢isel. Pre kazdy
elementdrny jav E je zrejme X(E) nejaké redlne ¢islo, ktoré nazyvame
hodnotou ndhodnej premennej pre elementarny jav E alebo skréatene
hodnotou nahodnej premennej.

Ndhodna premenna priradi kazdému elementdrnemu javu nejaké redlne &islo.
Kazdému javu A priradi &iselnd mnoZinu tvorent &islami, ktoré su priradené
elemen. javom, na ktoré sa jav A rozklada.
Nahodné premenné — X, Y, X1, X5, ...
Hodnoty ndhodnych premennych — x, y, x1, xo, ....
Budeme predpokladat, ¥e pre ka?dé a € R vieme ur&it pravdepodobnosti typu:
® P(X = a), t.j. pravdepodobnost toho, Ze hodnota ndhodnej premennej X
je rovna &islu a;
® P(X < a), t.j. pravdepodobnost toho, Ze hodnoty ndhodnej premennej X sii
mensie alebo roxné ako &islo a;
® P(X € 1), t.j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd X nadobida

hodnoty z intervalu /.



Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (2)

v

Veta (Vlastnosti distribuénej funkcie)
@ Pre kadé x e R je0 < F(x) < 1;
® lim F(x)=0 a lim F(x) =1,
X——00 X—00

© F je neklesajiica funkcia, t. j. pre kaZdé a < b je F(a) < F(b);
O F je sprava spojita pre diskrétnu nahodnd premennt a spojita pre spojitu
nahodnd premennd na celej mnoZine realnych ¢&isel;

® ak a< b, tak

P(X € (a, b)) = P(a < X < b) = F(b) — F(a). (3)

vy
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Diskrétna ndhodna premenna

Definicia (Rozdelenie diskrétneho typu)

Nédhodnd premennd X ma rozdelenie diskrétneho typu, ak existuje

konecénd alebo spocitatelnd mnozina realnych éisel H(X) = {x1, X2, ..., Xn,-- - }
takd, ze pre kazdé x; € H(X) je dané pravdepodobnost P(X = x;) = p; a plat1
z,"(olo) pi = 1. Mnozinu H(X) nazyvame obor hodnét nahodnej premennej X.

N&hodnd premennt X, pre ktort je H(X) = {x1,x2, ..., X, }, mdZeme popisat
tabulkou: H ‘ ‘ ‘
Xi X1 X2 e Xn
4
PX=x)=pi |l p P | | pn ®)

ktor nazyvame pravdepodobnostna tabulka ndhodnej premennej X.
Iny spbsob zadania je pravdepodobnostnou funkciou
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Modus a stredna hodnota ndhodnej premennej

Modus diskrétnej nahodnej premennej X je najpravdepodobnejsia
hodnota tejto ndhodnej premennej. Oznac¢ujeme Mo(X).

Mo(X) sa mdze rovnat viacprvkovej mnoZine. V krajnom pripade
Mo(X) = H(X), ak je pravdepodobnost rovnakd pre vietky hodnoty x; € H(X).

Definicia

Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X.
Pod strednou hodnotou nidhodnej premennej X rozumieme &islo E(X),
ktoré je definované pre diskrétnu ndhodnt premennt vzfahom

n(=0)

E(X) = Z Xi * Pi-
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Disperzia

Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X,

ktorej strednd hodnota je E(X). Pod disperziou (rozptylom) ndhodnej
premennej X rozumieme ¢islo D(X) (ak existuje), ktoré je definované takto

n(0)

D(X) = E(X — E(X)2 = Y (x — E(X))%p.

i=1

Pod smerodajnou odchylkou nahodnej premennej X rozumieme ¢islo
o(X), ktoré je definované takto

o(X) = /D(X). (6)
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Veta

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sti lubovolné konstanty. Potom
@ ak X = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(X) = a a D(X) =0;
®E(a- X+b-Y)=a -EX)+b-E(Y);
® E(X — E(X)) =0;
0 D(a- X) = a- D(X);

© D(X) = E(X?) — [E(X), kde E(X?) = 3. 52 - p
=i

Dokaz. DokaZeme tvrdenie 5:

D(X) = E[(X — E(X))?] = E[X* —2- X - E(X) + (E(X))*] =

E(X?)+ E[-2- X - E(X)] + E[(E(X))’] = E(X?) =2 E(X) - E(X) + [E(X)]* =
E(X?) - [E(X)P%,
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Priklad

Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X so strednou hodnotou 3,7 je
x|l 1]2][3] 4 |x
pi H 0,1 \ P2 \ 0,3 \ 0,35 \ 0,2

dané pravdepodobnostnou tabulkou . Urcte:

a) nezndme hodnoty xs a pa;
b) disperziu a modus nihodnej premennej X;
c) P(X>5)aP(E(X)<X<LT),

RieSenie.

a) Hodnotu p, uréime zo vztahu Z?:l pi = 1.

Teda: 0,1+ p; +0,3+0,35+0,2 = 1, odtial p» = 0, 05.

Pre uréenie hodnoty xs dosadime do vzorca pre strednti hodnotu, ktord je dana.
Dostdvame

1-0,14+2-0,054+3-0,3+4-0,35+0,2-x5 = 3,7 = x5 = 6.

b) D(X) = 3> (x — E(X))2pi = (1—3,7)-0,1+ (2 — 3,7)2 0,05

i=1
+(3-3,7)2-0,3+(4-3,7)2-0,35+ (6 —3,7)2-0,2 = 2, 11.
Modus je najpravdepodobnejsia hodnota, teda Mo(X) = 4.

c) P(X>5)=P(X=6)=0,2

P(E(X =P
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Priklad

HadZeme dvoma kockami. Nech X je nahodnd premennd, ktora nadobiida
hodnotu maxima z hodenych hodnét. Urcte:

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X
(pravdepodobnostnd tabulku);

b) distribu¢nd funkciu F(x);
c) P(X <4), P(X>3), P(2< X <5),
d) strednd hodnotu E(X) a disperziu D(X).

RieSenie. a) Maximum hodenych hodnét méze byt 1,2,3,4,5 alebo 6. Teda
H(X)=1{1,2,3,4,5,6}. Pre kazdii hodnotu z mnoZiny H(X) vypotitame
pravdepodobnost, s ktorou je dand hodnota dosiahnuta.

Pre vypotet P(X = 1) si treba uvedomit, Ze maximum sa rovna 1 len v pripade, Ze
na obidvoch kockach hodime &islo 1, teda m =1, n = 36. Odtial P(X = 1) = .
P(X =2) = 2, lebo maximum je rovné 2 pre dvojice (1,2), (2,1), (2,2).
Rovnakym spdsobom vypoc&itame zvy3né pravdepodobnosti. Vysledok zapiseme do
tabulky
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c)P(X<4):P(X:1)+P(X—2)+P(X: L
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X=06)=2=58
P(2<X§5)=P(X=3)+P(X:4)+P(X )

alebo inak podfa (3):
PR<X<B)=F(B)-F@Q)=2-4=2=T

6
d) E(X)=ZXi'Pi=1~%+2-%+3-%+4.%+5.%+6_%:%;

D(X) = E(X:—E(X))QPI (I-5)P %+Q-F) % +06-%) %+
161 161 161y2 11 _ 2
(_ﬁ) 36+(_¥) 36+(_72 36 133(55'
Inak mozeme D(X) vypotitat podla vztahu D(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Vypoditame
E(X?)=1-%+4-2+9-2+16- % +25- £ +36- 3L = 21 a dosadime

D(X) — E(Xz) _ [E( )]2 791 13661 )2 — %
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Rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych nahodnych

premennych
Binomické rozdelenie pravdepodobnosti

Vstupy: Prirodzené &islo n a redlne &islo p € (0,1).

Definicia

Nahodna premenna X ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami n a p prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) ={0,1,2,...,n};

f(x) = P(X = x) = (2) p*(1— p)" pre kazdé x € {0,1,2,...,n}.  (7)

PouZivame pritom ozna&enie X ~ bino(n; p).
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Predpokladajme Ze ha’dz“eme kockou Vykonéme 4 hody Nech X Jje nahodna

.....

a) zakon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X
(pravdepodobnostnii tabulku);

b) stredni hodnotu a disperziu ndhodnej premennej X.

.....

p= l Jedna sa o opakovane nezaV|s|e pokusy, ndh. prem. X ma blnomlcke

rozdeleme teda X ~ bino(4; 1). Mame H(X) = {0,1,2,3,4}. Vypotitame vietky
pravdepodobnosti:

PX=0)=(5)-(3)°-(3) =48 PX=1)=() ()37 =3

PX=2)=()- (12 GP =3 Px=3=() 1P =&

P(X:4):(2)'(%)4 ( )0_311 H 0 ‘ . ) 3 A
. P Xi

Vysledky zapiseme do tabulky P( _Xl — H % ‘ % ‘ % ‘ % ‘ %

b) E(X)=n-p=4- 4D(X)—npq:4%%:g

Poznamka. MozZete si overlt Ze rovnaké hodnoty dostaneme aj pouZitim

vdeobecnych vzorcov pre E(X) a D(X).



Toto rozdelenie pravdepodobnosti méze byt charakterizované modelom, v ktorom
je dand mnoZina objektov M, pritom K objektov ma ur&iti vlastnost a M — K
objektov nema tito vlastnost. Z tejto mnoZiny vyberieme bez vratenia N
objektov. Chceme vypotitat pravdepodobnost, e medzi vybratymi objektmi je x
takych, ktoré majii tito vlastnost.

Definicia

Nahodna premenna X ma hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami M, K a N prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) = {max{0, K — M + N},...,min{K,N}},

f(x) = P(X =x) = W pre kazdé x € H(X). (10)

(w)

PouzZivame ozna&enie X ~ hyge(M, K, N).
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Ak X ~ hyge(M, K, N), tak

F0-w- K. Do WM Ky gy

v

Priklad

Triedny u¢itel zistil, Ye 12 z 30 §tudentov byva na stredoskolskom interndte.
N3hodne vyberieme 10 $tudentov. Akd je pravdepodobnost, Ze

a) 6 Studenti byvaji na stredoskolskom interndte,

b) najviac 3 studenti byvaji na stredoskolskom interndte.

A\

Riesenie. M = 30; N ?8 10; K =12.

a) P(X =6) = (162)(4) =0,0941

b) P(X <3) = P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X =2) + P(X =3) =
(o)(?‘g)(lo) + (1)(3‘8)(9) + 2)?’3)(8) + (3)@'8)(7) -

; (
0,00145 + 0,0194 + 0,0961 + 0, 2330 = 0, 34955



Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

Poissonovo rozdelenie je rozdelenie diskrétnej nahodnej premennej X, ktoré ma
nasledovné vlastnosti:
e Experiment pozostdva z poditania, kolkokrat jav nastane v danom intervale.
Interval méZe byt interval &asu, vzdialenosti, plochy, objemu. ..
® Pravdepodobnost, Ze k javu ddjde, je rovnaka vo vietkych intervaloch
rovnake;j diiky.
® Potet vyskytov javu v jednom intervale je nezdvisly na pocte vyskytov v inych
intervaloch.
® Priemerny polet vyskytov javu je priamo Gmerny di¥ke intervalu.
® Priemerny polet vyskytov javu v danom intervale je zndmy a rovna sa Cislu .

Nahodna premenna X ma Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrom )\ prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) ={0,1,2,...} = NU{0};
2.
Ne™? oy
f(x) = P(X = x) = ——— pre kaZdé x e NU {0}. (12)

X:

PouZivame pritom ozna&enie X ~ poiss(\).
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Ak X ~ poiss(\), tak
EX)=X DX)=X a oX)=VA (13)

Priklad

Rybar chyti priemerne 2 ryby v priebehu 3 hodin. Predpokladajme, Ze rybar stravi
pri rybniku 7 hodin. Ak3 je pravdepodobnost, Ze chyti
a) prdve 4 ryby, b) aspori 3 ryby, c) aspoii 3, ale najviac 6 ryb?

5\

Riesenie. )\—7% 1—34.
-3 (184
a) P(X =4)=° 4|( I _0,1858
b) P(X>3)=1-P(X<2)=1—-[P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)]=
-4 (140 -4 (141 —L 142
1-1¢ 0!(3)+e 1!(3)+e 2_( Y} 0.8443
c) PB<X<6)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=
e 5 (4P} e T () e F (Y e T (Y)

+ + 2

= 4
3! 41 5! 6! = 0,053
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