ALGEBRA

Ciselné mnoziny a operacie s nimi.
Uprava algebrickych vyrazov

Definicia 1 Mnozinu povazZujeme za urceni, ak vieme o lubovolnom objekte rozhodnit, ¢i je
alebo nie je prvkom mmnoziny. MnoZinu urcujeme spravidla jednym z tychto sposobov:

e vymenovanim (vypisanim) vsetkijch prokov, napr. A ={1; 4; 3,2}, B = {a, b}, C = {0},

e uvedenim charakteristickych vlastnosti prvkov, ktoré patria do mmnoZiny, napr. mnozina
Studentov 1. roénika na FEI TU v Kosiciach v roku 2013 alebo mnozina A = {x € R;
r < 1}.

Definicia 2 Nech A, B si mnoziny. Zdipis A = B oznacuje ich rovnost, AU B ich zjedno-
tenie, AN B ich prienik, A — B ich rozdiel (v danom poradi). Zipis A C B znamend, Ze
mnozina A je podmnozinou mnoziny B. Ak A C B, tak mnoZinu B — A nazjvame doplnok
mnoziny A v mnoZine B.

Ciselné mnoziny (obory) definujeme intuitivne na zdklade ich vlastnosti (exaktné defi-
nicie st viazané na zlozity matematicky aparat). Budeme pouzivat tieto oznacenia:

N —obor prirodzenych ¢isel (mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel). St to ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, ...
Slizia na vyjadrenie poétu[];

Z — obor celych cisel (mnozina vsetkych celych ¢isel);

Q — obor racionalnych ¢isel (mnozina vsetkych raciondlnych ¢isel);

R — obor redlnych ¢&isel (mnozina vsetkych redlnych ¢isel);

C — obor komplexnych ¢isel (mnozina vsetkych komplexnych ¢isel).

Ciselné obory st vo vzdjomnom vztahu, ktory mézeme zapisat takto:
NczZ cQcRcC.

Kazdé realne cislo, ktoré nie je raciondlne, nazyvame iracionalnym cislom.

V kazdom c¢iselnom obore pouzivame zakladné operacie sc¢itanie a nasobenie. Ostatné ope-
racie — odcitanie, delenie a umocnovanie — mézeme definovat pomocou scitania a nasobenia.
Uvedieme vlastnosti tychto operacii — k tomu potrebujeme pojem premenné.

Ked chceme jednym zapisom vyjadrit viaceré konkrétne éisla (konkrétne cislo je éislo, ktoré
mozeme zapisat ¢islicami s pripadnym pouzitim dohodnutych symbolov — napr. 3,23 a tiez
sin5,1), alebo ked chceme vyjadrit jedingym zépisom rovnaké pocétové dkony s ¢islami, tak
pouzivame pismena. Takéto pismena nazyvame premenné, napr. x, y, z, u, v. Grécke pismeno
7 je zvyCajne vyc¢lenené na oznacenie Ludolfovho cisla. Ak hovorime o premennej, takmer vzdy
je nevyhnutné poznat obor premennej O, ¢o je ¢iselnd mnozina, ktorej prvky premennd
zastupuje.

Obor realnych ¢isel tvori najdolezitejsiu ¢iselnit mnozinu. Vymedzime ju popisom zakladnych
vlastnosti operécii a usporiadania (odporuc¢ame premysliet si, ¢i si tieto vlastnosti splnené
v ostatnych ¢iselnych mnozinach).

Nech a, b, ¢ st lubovolné realne ¢isla. Potom

!Niektori autori zahfiiaji do mnoziny prirodzenych &isel aj &islo 0.
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e operécie sCitania a nasobenia st uzavreté v R, t.j.a+beR, a-beR;
e plati komutativnost s¢itania a nasobenia:

at+b=b+a; a-b=>b-a;

e plati asociativnost sCitania a nasobenia:

a+ (b+c)=(a+b)+c; a-(b-c)=(a-b)-c;

e plati distributivnost nasobenia vzhladom k séitaniu:

a-(b+c)=a-b+a-c;

e cxistuje prave jedno ¢islo 0 € R také, ze a +0 = a;
e existuje prave jedno ¢islo 1 € R, 1#£0, také, zea-1=a;

e k ¢islu a € R existuje prave jedno x € R také, ze a + x = 0. Toto ¢islo z nazyvame
opa¢nym cislom k ¢islu a a oznacujeme ho (—a);

e ak a # 0, tak existuje prave jedno cislo y také, ze a -y = 1. Toto ¢islo nazyvame prevra-

tenym &islom k &islu a a oznacujeme ho zapisom 1/a, — alebo a™1.
a

Odcitanie a delenie redlnych ¢isel a, b definujeme takto:

1
=a-— pre b#0

a—b=a-+(-b), % ;

Kazdé realne ¢islo je na c¢iselnej osi zobrazené prave jednym bodom. Kazdy bod c¢iselnej osi je
obrazom prave jedného realneho ¢isla.

Veta 1 Necha,b,c,deR, b#0, d+#0. Potom

a ¢ b ab_a
1.g:8pmvevtedy, ked ad = bc; 2. b

a ¢ ad+be a c¢ ac a ¢ ad
STaT e e dTe Th i d e M7l

Usporiadanie realnych cisel ma tieto vlastnosti:

e trichotomia usporiadania, t.j. pre kazdé dve redlne cisla a, b plati prave jeden z na-
sledujicich troch vztahov
a <b, a=2>, a>b;

e tranzitivnost usporiadania, t.j. ak a < b, b < ¢, tak a < ¢;
e ak a < b, tak a + ¢ < b+ ¢ pre kazdé c € R;

e ak 0 <a, 0 <D, tak 0 < ab.



Veta 2 Nech a, b, ¢, d si lubovolné redlne cisla. Potom
a) aka<bac<d, taka+c<b+d;
b) aka <bac>0, tak ac < be;
c)aka <bac<0, tak ac > be;

1 1
d) ak 0 <a <b, takg<a;
e)ak0<a<bal<c<d, tak ac < bd.

Zapis a < b (a 2 b) znamend, ze a < b (a > b) alebo a = b. Plati napr.: ak a < b a sicasne
b < a, tak a = b. Premyslite si, v ktorych castiach vety [2l mdZeme znak <, resp. >, zamenit za
zmak <) resp. = .

7 podmnozin mnoziny realnych cisel sa najcastejSie pouzivaju intervaly a ich zjednotenia.

Definicia 3 Ohranicené intervaly s krajnymi bodmi a, b, a < b si tieto mnoziny:
(a,b) ={r €R; a<x=b} - uzavrety interval;

(a,b) ={x €R; a<az<b} - otvoreny interval;
(a,b) ={x €R; a=ux<b};
(a,by ={z e R; a<z=<b}.

Posledné dva intervaly nazjvame polootvorené alebo polouzavreté. Dizka (velkost) Tu-
bovolného z tychto styroch intervalov je d = b — a.

Definicia 4 Neohranicené intervaly s krajnym bodom a € R su tieto mnoZiny:
(—o0,a) ={x€R; x=Za}, (—o0,a)={r€eR;, z<a};
(a,400) ={ze€R;, z2a}, (a,+o0)={reR; x>a}.
Obor redlnych cisel R zapisujeme tiez ako interval (—oo, 4+00).

Pri symbole +o0o ¢asto znak + vynechavame.

Definicia 5 Absoliatna hodnota ¢&isla a € R je ¢islo |a| definované takto:

al a prea 2 0;
al| =
—a prea < 0.

Pre absolitnu hodnotu platia tieto zakladné vlastnosti:

Veta 3 Nech a, b s lubovolné redlne cisla. Potom plati:
1. |a| 2 0, pricom |a| = 0 prdve vtedy, ked a = 0;
2. | —al=lal; 3 fa-b]=|al-[b];

_ laf
0]

a

n

pre b # 0; 5. |a| —1b] = |a+b| = |al + |b].

Definicia 6 Nech a je lubovolné redlne cislo. n-t mocninu ¢&isla a (oznacujeme a™) defi-
nujeme takto:

1. akn =1, tak a' = a;

2.akneNan>1,tck a"=a-a-... -a;
—_—
n cinitelov
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3. akn=0,a#0, tak a® = 1;
. 1
4. akn €N, tak prea #0 jea™ = —.
an

Veta 4 Pre kazdé a € R, a 2 0 a kazdé n € N existuje prdve jedno cislo v € R, x 2 0, také,
ze " = a.

Definicia 7 Nech a je nezaporné redlne cislo a n prirodzené c¢islo. n-t1 odmocninu éisla a

n

definujeme ako nezdporné cislo x, pre ktoré plati x™ = a. Zapisujeme x = /a.

Definicia 8 n-ti odmocninu, kde n je neparne cislo, zo zaporného redlneho c¢isla a definujeme

takto:
Va=—ilal  (a<0).

Ak n je parne ¢islo, tak n-ti odmocninu zo zaporného ¢isla v R nedefinujeme. Poznamena-
vame, ze vyssie definovand n-td4 odmocnina realneho ¢isla je v mnozine R uzavreta. Pripomi-
name, ze pre lubovolné a € R plati

Va2 = |al, ale Vad = a
pre kazdé a € R. Tieto rovnosti moézeme takto zovseobecnit:
Va™ = |a| pre pArnen a  V/a™ = a pre neparne n. (2)

Definicia 9 Nech a > 0 je redlne cislo a ™ je raciondlne cislo (t.j. m € Z an € N). Potom
definujeme tzv. racionalnu mocninu ¢éisla a takto:

= Vam™. (3)

Neuvedieme presnu definiciu mocniny a”, kde a € R, a > 0, pre redlny exponent r, ale
uvedieme vlastnosti tejto vSeobecnej mocniny.

Veta 5 Nech r, s st lubovolné redlne cisla. Potom plati:

1. a" -a*=ats; 2. (a")® =a"*; 3.a" b = (ab)";
a s a _ (Y
T o (b) ’

6. ak0<a<bar>0,taka <b" (,nerovnost sa zachovi ), ale

ak0<a<bar<O0,tdka” >0 (,nerovnost sa obrdti“;)

7. aka>1ar<s, taka” < a® (,nerovnost sa zachovd*), ale

akO0<a<lar<s, taka” > a® (,nerovnost sa obrdti“);
81" =1 pre kazdé r € R, 0" = 0 pre kazdé r > 0.
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Odporucame citatelovi, aby si premyslel otazku platnosti vztahov 1—7 z vety |5| pre zaporné
realne ¢isla a, b v pripade, ked r, s st z mnoziny N, resp. Z, resp. Q.

Algebricky vyraz je zapis, skladajici sa z Cisel a pismen, ktoré oznacuji premenné. Tieto
¢isla a pismend su pospajané znakmi operacii: s¢itanie, od¢itanie, nasobenie, delenie, umocnenie,
odmocnenie. Obyéajne obsahuju aj zatvorky, ktoré urcuji poradie naznacenych operacii.

Uprava vyrazu V; je jeho nahradenie ,jednoduch$im® vyrazom Vj, pricom V; = V4 (na
definiénom obore vyrazu V;, ktory zadefinujeme o chvilu).

Zjednodusenie vyrazu je taky subor uprav, po ktorych dostaneme vyraz napriklad s mensim
poctom clenov, zatvoriek, premennych — da sa povedaf, ze obsahuje menej znakov operacii
ako obsahoval pévodny algebricky vyraz. Zvycajne pozadujeme, aby zjednoduseny vyraz bol
napriklad v tvare sucinu alebo v tvare zlomku, ktory sa neda kratit alebo aby neobsahoval
odmocninu v menovateli zlomku (pozri priklad.

Pri tprave vyrazu treba ¢asto vymedzit, pre ktoré hodnoty premennych mé vyraz zmysel.
Urcujeme pritom mnozinu vsetkych tych hodnét premennych, pre ktoré ma vyraz zmysel (uva-
zovani mnozinu nazyvame definiénym oborom vyrazu a oznacujeme D). To oby¢ajne vedie
k rieSeniu rovnic alebo nerovnic. Pretoze touto problematikou sa budeme zaoberat neskor, od-
portcame riesitelovi cviceni, aby sa v pripade nejasnosti vratil k tejto zalezitosti po precviceni
prislusnych tloh z rovnic a nerovnic.

Pri samotnej tprave vyrazu vyuzivame uz skor uvedené vlastnosti redlnych cisel. Pri vyra-
zoch, ktoré obsahuju zlomky, ¢asto vyuzivame znamu vlastnost

ae_d pre b#0, c¢#0

(tzv. kratenie zlomku). K tomu je potrebné upravit vyrazy v citateli a v menovateli tak,
aby obsahovali ¢initele s rovnakym zdkladom (v predchadzajicom vzorci je uvazovany rovnaky
zéklad reprezentovany pismenom c). To si vyZzaduje isti ,rutinu, zbehlost“ v tpravach vyrazov
do tvaru suc¢inu (tieto ipravy ndm pomozu aj pri rieseni rovnic a nerovnic). Uvedieme zakladné
metody na dosiahnutie tohto ciela:

e _vytknutie pred zatvorku®, napr.

62° + 82% — 122% = 22*(32° + 42 — 6);

e ak upravovany vyraz je kvadraticky trojclen az? + bz + ¢, a # 0, ktorého korene (nulové
body) su ¢isla x; a 9 (pozri kapitolu o kvadratickych rovniciach), tak

az® +bx + ¢ = a(z — x1)(z — x2), (4)

napr. 3z% — 4x — 4 = 3(x — 2) (x + %) — nazyvany rozklad polynému na sacin kore-
novych cinitelov;

e zovSeobecnenim predchadzajicej metddy je rozklad polynému na sicin v pripade, ak
pozname nejaky koren tohto polynému — to je ale v naplni u¢ebnych osnov prvého semestra
na nasej fakulte. Napr. ¢slo —2 je korefiom polynému y* + 2y3 + y? — 4, a preto

vt 2y’ gt A= (y+2)(y° +y - 2);
e po zdruzeni ,vhodnych casti vyrazu vytknutie spolo¢ného vyrazu pred zatvorku“, napr.

3a2+az—6@—22%3a(a—2)+z(a—2)i(a—2)(3a+z),
)



kde

— v rovnosti = sme zdruzili prvy a treti ¢len daného vyrazu a druhy élen so Stvrtym.
V oboch pripadoch sme tieto zdruzené vyrazy upravili so ,spolo¢nym cinitelom* (a — 2);
v rovnosti £ sme vytkli pred zatvorku tento spolo¢ny ¢initel.

e Casto ndm pomozu nizsie uvedené vzorce, ktoré umoznuju zapisat isty typ vyrazu v tvare
suc¢inu. Pre Iubovolné redlne cisla a a b plati:

a*>—b*=(a—"0b)(a+0) (5)

a® — b = (a—0b)(a*+ ab+ b?) (6)

a®+ 0= (a+b)(a® — ab+ b?) (7)

a® £ 2ab+ b* = (a + b)? (8)

a® £ 3a?b + 3ab* + b = (a £ b)°. (9)

e vSeobecné vyrazy typu a™—b", n = 2, mozeme zapisat v tvare sic¢inu, kde jeden z ¢initelov
je (a — b); vyraz typu a™ + b, n # 2% kde k € N, mdzeme zapisat v tvare stcinu, kde
jeden z ¢initelov je (a® +0°), s € N. Ukazky tychto uprav st uvedené v priklade [2l Vyrazy
a® + b2, a* +b*, a® + b® atd, sa nedaju zapisat v tvare stcinu s nejakym ¢initelom typu
a® 4+ b°, s € N. Zdoraziiujeme, Ze tieto ivahy platia v mnozine R (neplatia v C).

Priklad 1 Vyjadrime cislo a = \/;_ ] + \/§1+ 3~ jg pouZitim co najmensieho poctu druhijch
odmocnin.
Riesenie.
Lo 2V3+1) N (vV3-3)  2v3
(V3-1)(V3+1) (V3+3)(vV3-3) V3v3
5 2(V3+1) N V3-3 23, 6V/3+6-V3+3-4/3
2 —6 3 6

V349

=
kde

— v rovnosti = sme odstranili pomocou tzv. zdruZenych vyrazov odmocniny (iracionality)
z menovatelov jednotlivych zlomkov: prvy zlomok sme vynasobili ,,vhodnou jednotkou* v tvare

m , druhy zlomok E? — 3; a treti zlomok V3

V3.

sme upravili ¢itatele a menovatele zlomkov;
sme upravili zlomky na najmensi spoloé¢ny menovatel. 0

. B
— v rovnosti =
o
— v rovnosti =

Priklad 2 RozloZme na sicin: a) (5n + 2)? — (2n +5)%; b) a* — b*
c)a®+b%; d) a® —3a+2; e) x® 4 32 — 4z — 12.

Riesenie.
(bn+2)2—2n+5)2=[5n+2)+ 2n+5)] - [(bn+2) — (2n +5)] =

a)
=(Tn+7)(Bn—-3)=21(n+1)(n—1),
kde v rovnosti = sme v zndmom vzorci polozilia =5n+ 2 a b = 2n + 5.
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b) at — bt = (a®)® — (b2)2 2 (a® — 1) (a2 + 0?) 2 (a — b)(a + b)(a® + 1?),
kde v rovnosti = sme vo vzorci ((5) nahradili a s a® a b s b a v rovnosti 2 sme pouzili samotny
vzorec (|9)).

¢) a® + 8 = (a®)° + (°)° £ (a® + b%) (a* — a®b® + 1Y),

a

kde v rovnosti = sme vo vzorci @) nahradili a s a® a b s b2 .

a®—a-20+22a(a—1)(a+1)-2a—-1)2

(a—1)(a®+a—2)£(a-1)(a—1)(a+2) =
=(a=1)*a+2),

d) a® —3a+2

1= ll=

kde v rovnosti = sme nahradili vyraz —3a virazom —a — 2a;

— v rovnosti £ sme urobili tito dpravu: @® — a = a(a® — 1) = a(a — 1)(a + 1);

— v rovnosti = sme vytkli pred zatvorku vyraz a — 1 a upravili sme vzniknuty vyraz v zétvorke;
v rovnosti = sme podla |) upravili trojclen a® +a —2 = (a — 1)(a + 2) — jeho korene st ¢isla
1la—2.

e) V tejto tlohe vyuzijeme predchadzajice poznatky:
23 +327 —dr —12=2%*(z+3) —4(x+3) = (z +3)(z? —4) =
=(x+3)(x —2)(x +2). O
Priklad 3 Upravme v R vjraz va? — 12z + 36 —3v/2t +V/x3 tak, aby neobsahoval odmocninu.

Riesenie. /a2 — 122 + 36 — 3v/x* + Va3 = /(v — 6)2 — 3Vt + Va3 2
2 |2 —6|—3|z|+ =, kde v rovnosti < sme podla @D upravili vyraz x? — 122+ 36 na tvar (z —6)?
a v rovnosti 2 sme vyuzili poznatok 1}

Je nevyhnutné ovlddat dopliianie kvadratického trojélena az? + bz + ¢, a # 0, na ,uplny
stvorec“. Cielom tejto upravy je vyjadrit tento kvadraticky trojclen v tvare

az® 4+ bx + ¢ = a(x — m)* + s, (10)

kde m a s st konkrétne ¢isla — ind¢ povedané: upravit vyraz ax? + bx + ¢ na tvar, v ktorom
premennd x vystupuje len v tvare druhej mocniny (t.j. ,Stvorca®) vyrazu typu z minus ¢islo
m. Mohli by sme dokazat, ze plati

—b\?2 dac—b
2
b = - — T 11
ax” +br +c a(x 2a> + ™ (11)
=~
m s
Ak porovname s , tak Tahko zistime, ze
—b 4ac — b?
= S O
m 2a & s 4a

Nie je potrebné zatazovat si mozgovi kapacitu vztahom ﬂ Staci si uvedomit ,ideu“ do-
pliania na Stvorec — pozri priklad 4| a nerieSené priklady.

Priklad 4 Doplnime dany kvadraticky vyraz na uplny stvorec:
a) 222 — 12z +5; b) 2 — 3x? — 6z; ¢) y? — 8y — 4; d) 5 — 722

27 tejto rovnosti by sme mohli dokazat vzorec (?7) na vypocet koretiov kvadratickej rovnice.
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Riesenie. Hlavna idea doplnania na stvorec spociva vo vhodnom pouziti jedného zo vzorcov

)
a® £ 2ab+b* = (a £ )%

a)

1. Najprv vo vyraze 222 — 122 + 5 zdruzime kvadraticky a linearny ¢len, t.].

207 — 122 + 5 = (22 — 122) + 5;

2. potom ,vytkneme pred zétvorky ¢&islo, ktoré je pri 22“ (tymto krokom dostaneme v zat-
vorkdch z?):
(22 — 122) + 5 = 2(2* — 62) + 5;

3. vyraz v zatvorkidch upravime tak, aby bol v tvare a® 4 2ab + b? Tavej strany vzorca (8)):
ak polozime a = x, tak vyraz 2ba ziskame tpravou 6x = 2-3-x. Ak teraz polozime b =3,
tak potrebujeme este ziskat b? =32

2(z? — 62) +5=2(x? — 2-3-x) +5 = 2(x® — 2-3.¢ + 32 — 32) + 5,
kde v rovnosti = sme pripo¢itali a sic¢asne odéitali ¢islo 32;
4. konecne podla dostaneme

2(2% — 2-3-x + 32— 3°) +5=2|(x — 3)2 - 3| +5;

5. jednoduchou upravou pravej strany dostaneme
207 — 122 + 5 = 2(x — 3)* — 13,
¢o je vyraz v pozadovanom tvare a(z — m)? + s, kdea =2,m =3 as =—13.

b) Zopakujeme postup z Casti a) tohto prikladu. Poradové ¢isla zodpovedajicich krokov sme
zaznamenali nad znakom =:

2 — 322 — 61 = (=327 — 62) + 2 = —3(2® + 22) + 2 =

3@+ 21 +12-13)+2% 3[(z+1)2 - 12 +22 3z — (-1 +5.

Ak porovname ziskany vyraz s , tak vidno, ze tentoraz jea =—3,m =—1 as =5.
¢) To bude jednoduchsie, lebo druhy krok nie je potrebny (premennd je teraz y):

o8y —4=( —8y) —4= (Y — 24y +42 -4 — 4=

=@ —4)? -] 42 (r—4)" - 20.

Pripominame, zea =1,m =4 as =—20.
d) Koeficient pri z! je vo vyraze 5 — 72% rovny nule. V takomto pripade nemusime dopliiat na
Stvorec, lebo dany vyraz je v tvare . Staci si uvedomit, ze

5—722=—7(2—0)+5.

Odtial vidno, ze a = =7, m =0 a s = 5. 0

Je potrebné mat istd zrucnost aj v upravach vyrazov, v ktorych vystupuju zlomky. Tu sa
musime vo vécsine pripadov drzat tychto hlavnych zasad:
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e ak sa nejaky zlomok vo vyraze da kratit, tak najprv zlomok kratime a potom robime
dalsie pripadné tpravy;

e v pripade s¢itovania alebo odc¢itovania zlomkov nepodcenit najmensi spoloény meno-
vatel zlomkov.

Ukézeme to na jednoduchom pripade tprav racionalnych ¢isel: mame upravit cislo % + % — %.

Ak nebudeme respektovat spominané zasady, tak mézeme za spolocného menovatela zobrat
sucin menovatelov:

2+i 4 9:10-15412-15 —4-12:10
12 10 15 12-10-15 -

Tu by sme sa asi bez kalkulacky pomylili. Ak si ale vSimneme, ze prvy zlomok mdzeme po
krateni upravif na tvar % = %, tak dostaneme

3 1 4  31015+4.15-4410

1710 15 4-10-15

To uz bolo o mélicko lepsie, ale ak si uvedomime, Ze najmensim spoloénym menovatelom je
c¢islo 60, tak

3 1 4 315 16 4.4  45+6-16 35 7

170 15 415 7106 154 60 60 12°

Je evidentné, ze posledné tupravy boli najvhodnejsie. V predchadzajicich dvoch pripadoch sme
dostali zlomky, ktoré sa daju kratit (hoci sme ich ¢itatele nevyéislili). A teraz si predstavme, ze
by sme upravovali vyraz s premennymi a nedodrzali by sme obe hlavné zasady tprav zlomkov.
Dostali by sme zlomok, ktory sa vo vacsine pripadov bude daf kratif, ale jeho tprava bude
ovela naroc¢nejsia.

Priklad 5 Zjednodusme v R dany vyraz V' a uréme kedy md zmysel:

) Vi) = 22 o NEEE NN S
a xr) = 3;'2_81 x2_18x+81 ) x—9 9+$’
92 [ —y —4a
b) Via,b,x,y) = pe3 (32b2> (27xy> - 24a2b?;
6 -6 5/ 3 10
u? us
c) Viu) = | ——— ‘N o~ |
1 T —a 3a x® — 27
d V e . - ) .
) Viaz) <a2_9 3a% + 9a 9—3x—3a+ax> 3a

v C(r+VrE=s =P =2\ V2r—s
e) V(r,s) = . r2—32+r—|— o PER

f) Via.y) = (ﬁ_x@:y@”ﬁ+ WYY

Riesenie.



o r+5 r+7 ) (@-9° =+l
2) V(x)_<(x—9)(x+9)+(x—9)2> (@+32 219

g (z+5)(z-9)+@+7(@+9) (-9 z+1 _

(x —9)%(z+9) (x+3)2 x+9
l2x2+12x+18. 1 r+1
(x+9) (x+3)2 x+9
s 2(xz+3)? r+1 2 r+1 1-z

(z+9(x+3)2 249 2+9 z+9 z+9
pre r € R — {-3;-9;9}, kde
— v rovnosti = sme urobili tieto upravy: podla (5) je 22 — 81 = (x — 9)(z +9) a na zaklade
je 22 — 182+ 81 = (x —9)? a delenie zlomkom (%3)2 sme nahradili ndsobenim zlomkom
(z—=9)%.

(z+3)2>

~ v rovnosti £ sme séftali prvé dva zlomky: ich najmens{ spolo¢ny menovatel je (x —9)%(z +
+9);

— v rovnosti = sme upravili ¢itatela prvého zlomku

— v rovnosti = sme podla takto upravili ¢itatela prvého zlomku:

222 4+ 122 4+ 18 = 2(22 + 62 + 9) = 2(z + 3)?

— vyrazy, ktorymi boli jednotlivé zlomky upravené kratenim sme typograficky zvyraznili
(rovnako budeme postupovat aj v dalsich ¢astiach tohto prikladu).

9-4-8-3-a’b3xy
=b 0, b#0 0 0
3227 dlPay pre a7#0, b#0, z#0, y#0,

pric¢om sme viacndsobne vyuzili poznatky vety [5

u%g -6 uI58 10 —6 10
—5_7,1 —8_ 9,3
C) V(u):<71> (93) :(ulz 3""4) ;(uls 10"’2) =
3-U 4 10 - U 2

=5\ —6 14\10 15 _2 43
:(u2> :(ulS) =u’-u 3=u3 pre u>0,

b) V(a,b,x,y) =

pricom sme opét pouzili vetu |5 a definiciu ({3)).

o 1 3a(a + 3) 3a x® —27
d) Via,z) = ((a—s)(a+3)' r—a (:E—3)(a—3)> -
g 3a(x—3—-2+a) (x—3)(x°+3z+9)

~ (a—3)(z —a)(x — 3) 3a
B a—3 (2?43 _ 2 +30 49
~ (a—3)(xz —a) (2" + 32 +9) r—a

pre x # a, a # 0, a # £3. Tu sme pouzili tieto tpravy:

— v rovnosti = je a? —9 = (a—3)(a+3), dalej 3a®+9a = 3a(a+3), delenie zlomkom e
sme nahradili nasobenim prevratenym zlomkom % a napokon sme pouzili dpravu na
stcin: 9 — 3z — 3a + ax = (z — 3)(a — 3);

~ v rovnosti Z sme po krateni vyrazom (a + 3) upravili zlomky v zatvorkach na najmensi
spoloény menovatel (a — 3)(z — a)(z — 3) a podla () sme dostali 23 — 27 = 2% — 3% = (z —
—3)(2® + 3z +9).
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&) Virs) 2 UHVP P AoV S
(r —vr2 —s2)(r +/r?2 — s2) V2r —s
8 2(2r* 5%  §° x 2(vV2r — 8)(\V/2r + s)s
s2 V2or —s (V21 — s)
pre |r| > [s| >0, s # v/2r, kde

Pae v . 7
— v rovnosti = sme séitali prvé dva zlomky;

= 25(V/2r + s)

. B e , ' . ,
— v rovnosti = sme upravili ¢itatela a menovatela vzniknutého zlomku;

. , L ee , , v ) ,
— v rovnosti = sme kratili zlomok vyrazom s? a vzhladom na to, Ze menovatel druhého
zlomku je v tvare v/2r — s, tak sme vyraz 2r2 — s* na zéklade (5)) zapfsali takto: 2r? — s =

= (V2r)? — s = (V/2r — 5)(/2r + s), ¢o ndAm umozni kratenie vzniknutého vyrazu.

(xy/x = 3x/y + 3yv/x — y/y) + 22z + y\/ﬂjL
(Vo) + (V)?

3/i(v/Z — /7) Wile = VaG+y) 30

TWVE— VW) (Ve e — JEi ) VT

_3EHVE)
VT + /Y

kde sme postupne pouzili tieto ipravy:

— podla @ je Wz —\/y)? = xv/x — 32y + 3y\/T — Y\ /Y

— je zrejmé, ze % = 22./x;

~podla (@) jo o + 5/ = (VI + (VB = (VE + V) (x — VT + )

— citatel prvého zlomku mé po tprave tvar 3z\/r — 3z,/y + 3y\/x a taktiez ho moézeme

zapisat takto v tvare sucinu: 3/z(x — /Ty + y);

— kedze citatel 3,/ry — 3y druhého zlomku mozeme zapisat v tomto tvare sucinu: 3,/ry —

—3y = 3/y(v/x—/y), tak na zaklade (5) zapiSeme jeho menovatela takto: x —y = (/z)* —

— () = (vVz—/¥)(vT+/y), o ndm umozni zlomok kréatit vyrazom (\/z—./y). O

f) V(z,y) =

pre 20, y=20, z#y,

Na zaver tohto oddielu uvddzame vécsie mnozstvo neriesenych tloh na tpravy vyrazov.
Odporucame vam, aby ste sa pokusili vyriesit ¢o najviac tloh. Nedajte sa odradif pripadnym
neuspechom. Na vlastnych chybach sa ¢lovek najlepsie uéi. Moze vam to poméct v nadobudnuti
zbehlosti v rieseni tych tloh, ktoré vas ocakavaju.
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Ulohy

1. Upravte (zjednoduste) dany ¢iselny vyraz:

a) (—(=3) +5° — 42+ 3%)";
-
3 (=3)

1233
ALY

(=2)°
e) 1/0,03 4+ — - /102 — 82 —

d _
) 32 i 9
100

f V8+ VI8 - V32
V12 = V2T + V48

2) (23 3 +

(V3)%;

2. Rozlozte v R na sucin:

a) z° — —z+2;
b)
¢) #° + 327 + 3z + 1;

d) 2* — 92* + 272 — 2T;
e) x° —62° + 122 — §;
f) (6n+17)* — (n — 3)?;
g) (x+y)' —(z—y)";
h) a* + a® + 6a*> + 5a + 5;
i) 3)3 + (z + 3)?;

i) 2703 — 54b* + 36b — 8 ;
)

j) 27
7h3 — 3b% + 2b — 8.

CL
(z -
2
k) 2

3. Dopliite dany vyraz na Stvorec:

a) x° — 2w+ 2;

[81]

[—32/9]
[—41/25 = 1,64]
[—35/27]

[—9/5 = —1.8]
[vV/6/9]

[4]

[—76/75 = —1,0133]
[1]

[1/45]

(2% = 1)(z —2)
(22 +4)(z —1)
(x+1)(z+1)2

[(z

]
]
[(z +1)° = ]

[(z —3)3 = (z — 3)(2® — 62+ 9)]
[(z —2)° = (z - 2)(z — 2)’]
35(n 4 2)(n + 4)]

[Bzy(z” +y?)

[(a®> +5)(a®> +a+1)]

[22(2? + 27)]
[(30 —2)?]
[(3b — 2)(9b* + 5b + 4)]

(@~ 1)° +1]
12



b) 2* + 4z -7, [(z 4+ 2)* — 11]
c¢) 2 —5x + 1; [(z —5/2)% — 21/4]
d) 2%+ 10z +22; (x4 5)* = 3]
e) 6y —y’; [~ (y—3)"+9]
f) 8 — 7a?; [—7a® + §]
g) 32? — br +2; [3(x —5/6)* —1/12]
h) 2 —22%2 —12z; [—2(z + 3)% 4 20]
i) 222 — 122 — 2. [2(x — 3)? — 20]
Upravte (zjednoduste) dany vyraz
x x+2
W) o T2 [1/(3(z —2)]
x 5%4
D L [1/(5(3 — )
¢) i [a(z — 2)/(4(a — 1))
243z
o B (a2 = 1)/
e 20(z —2) — 2% 22 —4x)/(x — 2)? = x(x — x — 2)?
) @27 (2% —4z)/(z = 2)* = z(z — 4)/(z — 2)°]
—2x(x+2) — (3 —a?) ) . )
f) @19 : [—(x* +424+3)/(z+2)* = —(x+3)(x + 1)/(x + 2)?]
2z(4 — 2?) — 2*(—2x) /(22— 4)?
= 80/ (22— 41

2z(2® +4) — 2?20 82/ (22 + 4)2]

(l'2+4)2
. 20 -1 —2x—1)-2(x—1) —ou/(r — 1)
> b , 20/ (e~ 1)

322 -2(x +1)2 — 2% - 4(x + 1)

Ty [22(x +3)/ 2 + 1) = (2 + 32%)/(2(a + 1))

)

. Zjednoduste dané vyrazy a urcte ich defini¢né obory:

20 9 [52V] 25
a) [(3;) A (32)] ;37;; [2a2/(9V°); a # 0, b # 0, ¢ # 0]

(ZL‘ + y>2a+1 ' (u _ ,U)2a+1 ' (ZL‘ _ y>2a+2
b) (u _ U)2a—1 (12 _ y2)2a+1 (U _ U)2 )

kde a € N; [x—y; u #v, x# ty

2243y | b4m75y 4x+5y | b2274y
a a
pre a >0, b > 0; [a™ Y]

C :
) adz—y . ph3z+y a8zr+2y . pr+2y

Q) ( a’h=4 > | ( a3h=3 ) ; [0°/(Pd?): a £ 0,b#£0, 0, d#0]

c3d2 c2d2
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e) (a—i— 1)_2- (b— 1>_3' (ab— 1>2 ; [a/(ab—1); a#0,b#0, ab # +1]

f)LQT—i_QS’ [_QT/S;T%:ES,S#O]
r°+s
1_7“2—32
a4—b4
S 212
g) 2 a2b PR [(a+b)/(a—b);a#0,b+#0, a#b]
1+ — 1—- 24 =
<+a2>< b+b2>
1 2z 1
b - 1) 1)z 2 € R—{0;1;—1
) <Z41 22—1) (z )’ [1/z 2 € R—{0;1; -1}]
1 + 6ac 1 1 1
| - : - . [l4+a—2ca#2ca—2#1
! <a3_803 a—20> <a3—803 a2+20a+462>7 [1+a—2¢a#2¢a—2#1]
: a a 2a )
B : ; — 2a + 4; 0; +2
j) (a—Q a—|—2> 0,5a* — a3 + 4a — 8’ [a a+4; a ¢ {0; +2}]
1—=z n 1+zx
l—rx+2*> 14x+2? ,
k ) L 0
1+ 2+ 22 1—x+ 22
2 a®—8 2
14 ; . L o
)<a+1+0,5a> at2 T 2a—a [1/a; a ¢ {0, £2}]

@ +a\N" (a* —a*V a2””—1_2. a2“+1_1.
W\ ) e ) o) )

bY/a*; 2 #0,y#0,a>0,b>0,a#1b#1]

a+3 6 3—a 240> 2a?
n) [(3—@2 9—a2+(a—|—3)2] 81_af "2 9 Lia g {0:£3}]
x+1 x+5 x4+ 7 r+3
. . 1. _.:l:
°) 239 (x2—81 x2—18x+81) (2x—18>’ [1; = ¢ {=3; £9}]
1 1—y 1 -2y 4y + 2 )
— : . . 1 2 _1 . :i:
p) <2+4y Sy + 1 4y2—2y—|—1> 2y — 1 /2y =1)% y 7 £0,5)
)2b+a—(4a2—b2)a_1 a’b + 2a*b* + ab® — 4a*b*
VT 2ab? — 3a2b a — b2 ’
[(a—=b)/(a+0b); a#0,b#0,a# +b, b# —3d]
18 3r + 9V 1 2 1
—_ . . .:i:
r) 3x—x2+<x—3><3x—9+9—x2 x2+3x)’ [3/2; = ¢ {05 £3}]
a a—2 1 4
] _ : : 2 2
) +(4+2a a2—|—2a> (a+2+a3—4a)’ [a/2; a ¢ {0;£2}]
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£ — a+2 2—a

1 2
+ <1 —2a> ' (4@3

a
5 —4a2+a_1—8a3'

4a2+2a+1>'

2a%2 + a
0,15 a ¢ {0; £0,5)]

) [3+(i1)“§if32+3]§31 (x = 1)/(z +1); @ # %]
>fjf—(;+“;—r> 2¢/az; 020,020, a40]

ald _ pls ) 0,5
W)(\/a_\/g_(aﬂ,5+b0,5)> ; 0; (a=0Ab>0)V(b=0Aa>0)]

b a a b
X) <a+b+a> (a—b_b>_(a+b+b) (a—b_a>; [2a; a 7 £b)
y) [\/%— ab(a + \/%)_1} ; \/(j_b__bb; [a; ab > 0, a # 1]
z) mn .<m+n+ n S ) [Vm — v/n; m,n >0, n # m)|

vm+yn \vmn  m—ynm  Jnm+n)’ T 7
A) ax—x2a2_x2+x—22ax—2a<1+3§—|—i—_;} >; [1/a; a#0, @ #2,-3,2d]
B) (1 —23;;; - 1) (1 - 9§x‘+9f ) (1 — 922", /(32 +1): 7 # +1/3]
©) g L Vi [VE >0
e I e RN RN B VP RVEE (R )
e s 2/ab; b %
p_t=t Yo Vab/(ya+ V) a2 0,b20,a £}
e 1 B 1 _

r-2/z-1 \Jrt2v/a-1

2/(x —2)prex >2a2y/z—1/(2—z)pre 1 £z < 2]

Va3 — Yx 7Y ~1/2
H) <\/1__\/_\$/_+1_;/%/_><1+55+i> ; [1/(1+ x); >0,z #1]
I)(\/ll_ixz—i-l—i-l_l\/%;) (2 — 2% — 2V/1 — 2?2); 1—2%2#0, |z <1]



Vs3 1 NG
- : ; 1—-5);0 1
D (= ) (s + ) =5k 0<a<1]
1 3pr — 4 1 2_ 9
K : ; 3p, 3 +2
)<3p—r+27p3—r3> <9p2+3pr+r2+r3—27p3>’ Ir# 3p 3pr 7 £2

L) (Va+ve)' =45 a1 9b+6vab
@-n: (i) ETE

[1/(ab); a>0, b>0, a#b]
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