RiesSenie nerovnic. Kvadratické nerovnice

Ulohy, v ktorych treba urcit v danej ¢iselnej mnozine vetky prvky spliiajice dané nerovnosti
medzi dvoma vyrazmi, nazyvame nerovnice. Nerovnicou s premennou x € R je napriklad zapis
3(x—1) > 2x+5. Vyraz 3(z — 1) tvori lavd stranu a vyraz 2z + 5 pravid stranu tejto nerovnice.

Pri nerovniciach st dolezité tieto pojmy:

e obor nerovnice (oznacenie O): je to ¢iselnd mnozina, v ktorej hladdme prvky spliajtce
dantt nerovnost[}

e defini¢ny obor nerovnice (oznacenie D): je to ¢iselnd podmnozina mnoziny O, v ktorej
maju vSetky vyrazy v nerovnici zmysel;

e mnozina rieSeni alebo koreniov nerovnice (oznacenie K): je to mnozina vsetkych tych
prvkov mnoziny D, ktoré splnaji pozadovani nerovnost.

Zrejme plati K ¢ D C O.
Pri rieseni nerovnic obycajne pouzivame tieto ekvivalentné tipravy nerovnic:

1. Nahradenie lubovolnej strany nerovnice vyrazom, ktory sa jej na D rovna.
2. Pripocitanie vyrazu, ktory je definovany na D, k obidvom strandm nerovnice.
3. Vynasobenie obidvoch stran nerovnice vyrazom, ktory na D nadobtuda

e kladné hodnoty,

e zaporné hodnoty a sticasne ,obratime* znak nerovnosti.
4. Ak obidve strany nerovnice nadobudaji na D nezaporné hodnoty, tak

e umocnenie obidvoch stran nerovnice na druhu, stvrta atd.,

e odmocnenie obidvoch stran nerovnice.
5. Neparne umocnenie a odmocnenie oboch stran nerovnice.

Vhodna metdéda na rieSenie nerovnic v obore redlnych ¢isel je tzv. intervalovda metéda
alebo tiez metdéda nulovych bodov. Exaktné zdovodnenie tejto metédy nepodame — vyza-
dovalo by si to hlbsie poznatky napr. o funkcidch. Je to jednoducha a ,bezpecna® metdda. Jej
jednotlivé kroky su vysvetlené pri rieseni nasledujiceho prikladu.

Priklad 1 Riesme v R nerovnicu
5—=x n 14+ 4x -
r—1 2(xz+2)

Riesenie. Vysvetlime si jednotlivé kroky intervalovej metody.

1. ,,Vyrobime* si na jednej strane nerovnice nulu: v nasom pripade staci k obidvom
strandm nerovnice pripo¢itat ¢islo (—1) (tym sme vlastne ,preniesli pravi stranu nerovnice
na jej lavi stranu®). Dostaneme

5—=x 14+ 4x

—1<0.
x—1+2(:c+2)

My ststredime pozornost na pripad, ked O je mnozina realnych &isel R.
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2. Upravime nenulovii stranu nerovnice na jeden zlomok V;(x)/Va(x). V nasom pri-
pade dostaneme ekvivalentnt nerovnicu

T+ 23
2(x — 1)(x +2)

kde Vi(z) =2 +23 a Va(x)=2(x—1)(z+2).

_ Vi)
Vala)

<0, ¢o je nerovnica typu V(zx) <0, (1)

3. Uréime nulové body vyrazov V;(x) a Va(x) (t.j. vyrieSime rovnice V;(x) = 0, resp.
Va(x) = 0 — nech Ky, resp. K2 st ich rieSeniami).
V riesenom priklade to vyzera takto:

r+23=0, 2z —1)(x +2) =0,
a teda KC; = {—23} a ICy = {1; —2}.

4. Na ciselnej osi znazornime
— nulové body K; menovatela V,(x) prazdnymi krﬁikamiﬂ
— nulové body IC; ¢itatela V;(x)
e prazdnymi krizkami v pripade ostrej nerovnice typu < alebo >;
e plnymi krazkami v pripade nerovnice typu < alebo 2.

V nasom pripade ide o ostrii nerovnicu, a preto zndzornime na ciselnej osi vsetky body
K1 ={-23} a Ky = {1; —2} prdzdnymi krazkami (pozri obr. [1)):

© S © @

—93 9

Obr. 1: Ilustracia intervalovej metody
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5. Kruzky z predchadzajiceho kroku nam rozdelili ¢iselnti os na intervaly. Na kaz-
dom z tychto intervalov nadobtida vyraz V;(x)/Va(x) len kladné alebo len za-
porné hodnoty. O tom rozhodneme tak, Ze vy¢islime hodnotu V(z) = Vi(x)/Va(x)
v Iubovolnom vybranom vnittornom bode konkrétneho intervalu. Podla toho, ¢i
hodnota vyrazu V (x) vo vybranom bode konkrétneho intervalu je kladna, resp.
zapornd, oznacime na ciselnej osi tento interval znakom @, resp. ©.

V nasom priklade sme dostali otvorené intervaly (—oo; —23), (—23;—2), (=2;1) a (1;+00).
Z prvého intervalu (—oo; —23) vyberieme napr. ¢islo —24 a vy¢islime v nom hodnotu VyrazuE]
V(z) = (x+23)/[2(x — 1)(x + 2)]. Overte, ze V(—24) < 0. Vyslo ndm zaporné ¢islo, a preto
sme na obr. [1] oznacili interval (—oo; —23) znakom ©. Obdobnym spésobom postupujeme aj
pre ostatné intervaly:

—3 € (—23;-2) a V(—=3) > 0, a preto sme na obr. [1| oznadili interval (—23; —2) znakom @;
0€(=2;1)aV(0) <0,, a preto sme priradili intervalu (—23; —2) znak &;

2 € (1l;00) aV(2) >0, a teda pre interval (—23; —2) mame &.

2 Prézdny krazok® znamend, ze zodpovedajice &islo nepatri do riesenia danej nerovnice; ,plny krizok*
znamend, ze zodpovedajuce Cislo patri do riesenia danej nerovnice.
3Nezaujima nas presnd hodnota V(—24); ddlezité je to, ¢ tato hodnota je kladna alebo zéporn4.
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6. Z ciselnej osi ziskame samotné riesenie nerovnice: ak dani nerovnica po kroku
2 ma tvar:
V(x) > 0, tak jej rieSenim je zjednotenie vSetkych intervalov, ktoré sme v kroku
5 oznacili znakom &;
V(x) < 0, tak jej rieSenim je zjednotenie vSetkych intervalov, ktoré sme oznacili
znakom ©.

V nasom priklade na zaklade chceme zistit, kedy je splnend nerovnica V(z) < 0. Preto
rieSenim danej nerovnice je zjednotenie intervalov, ktoré si oznacené znakom ©. Teda

K =(—00;—23) U (=2;1). O

Poznamka 1 Vsimnite si, Ze pri intervalovej metode sme dand nerovnicu upravili na tvar
Vi(z)/Va(x) < 0, pricom sme pouzili len prvé dve z uvedengch ekvivalentnych iprav nerovnic.
Tieto dve dpravy si menej ndarocné ako ostatné ekvivalentné dpravy (si pomerne ,bezpecné”).
Nie je potrebné ndsobit a ani delit nerovnicu nejakym vyrazom. To su upravy, ktoré Studenti
obycajne nesprdvne pouZivaji (a nielen pri nerovniciach, ale aj pri rovniciach).

Priklad 2 Riesme v R nerovnicu

2 B 1—2x > 1+ '
r 1+z~ =«
Riesenie. Prvé dva kroky intervalovej metédy (pozri predchdadzajici priklad) st jednoduché:

po preneseni vyrazu HTI na lavi stranu nerovnice a naslednej tprave lavej strany dostaneme
ekvivalentni nerovnicu

1—
x(l—l—xx) 0, ¢o je nerovnica typu V(z) = Vlgg

1\
v

0, (2)

=

kde Vi(z) =1—x a Vo(z) = (1 + x).

V tretom kroku uréime korene ¢itatela, resp. menovatela, t.j. vyrieSime rovnicu 1 — x = 0,
resp. a (1 + ) = 0. Je zrejmé, Ze ich korene st Ky = {1}, resp. Ky = {0; —1}.

Vo stvrtom kroku zndzornime na ¢iselnej osi korene menovatela (¢isla 0 a —1) prazdnym
kruzkom a koren ¢itatela (¢islo 1) plnym krizkom (lebo dand nerovnica je ,neostrd®, t.j. je
typu 2):

@® © @ ©
O O L
-1 0 1

Obr. 2: Tlustracia intervalovej metody

a:(llil—xz)
notlivych intervalov (napriklad —2; —1/2; 1/2; 2) ziskame oznacenie tychto intervalov znakom
@ alebo &.

Na zaver si uvedomime, zZe rieSenim nerovnice je mnozina tych hodnot x, pre ktoré je
vyraz V(x) nezdporny. Tomu zodpovedd zjednotenie vsetkych intervalov, ktoré sme na obr.
oznacili znakom @¢. Teda rieSenim danej nerovnice je mnozina

V piatom kroku vyéislenim hodnoty vyrazu V(z) = vo vhodne vybratych bodoch jed-

K = (—o00;—1)U (0; 1). O
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Priklad 3 Riesme v R nerovnicu

Riesenie. Nerovnica méa na jednej strane nulu a na jej druhej strane je zlomok, v ktorom je
Vi(z) = (. —4)*(x+2) a Va(z) = (x+2)?- (1 — 2)® - teda prvé dva kroky intervalovej metédy
st ,vybavené“. Korene polynémov Vi, resp. V5 su Ky = {—2;4}, resp. Ko = {—2;1}. Pri ich
znazorneni na ciselnej osi oznac¢ime body —2 a 1 prazdnym krizkom a bod 4 plnym krizkom
(ide o neostri nerovnicu)[]

o ® © ©
9 1 A

Riesenim danej nerovnice je mnozina K = (—oo; —2) U (1; 00). O

Poznamka 2 Vihody intervalovej metody mozZeme pouzit aj pri rieseni kvadratickych nerovnic
alebo aj algebrickych nerovnic. Pri takjchto nerovniciach je vjraz Vo(z) v rovny jednej, a
preto je Ko = (). Takto struktira riesenia tijchto nerovnic zdvisi len od mnozZiny K. Ale to nie
je nic iné ako korene zodpovedajicej kvadratickej alebo algebrickej rovnice.

Priklad 4 Riesme v R nerovnice: a) 3x — 2% —2 < 0; b) 2* — 4x + 4 < 0;
c) xt — 322 -4 <0.

Riesenie. Vo vsetkych troch pripadoch pouzijeme intervalovi metédu a poznamku [2

a) Uréime mnoZinu Ky, t.j. vypocitame korene zodpovedajicej kvadratickej rovnice —z? +
+3r—2=0:

) _2 2
a znazornime ich na ¢éiselnej osi prazdnymi krizkami (nerovnica je ostrd)

1 5
Vy¢islenim hodnoty vyrazu P(z) = —z* + 3z — 2 v bodoch 0, 3/2, 3 dostaneme oznacenie
ziskanych intervalov: P(0) < 0, P(3/2) > 0, P(3) < 0. Riesenim danej nerovnice je
zjednotenie intervalov, ktoré sme oznacili symbolom ©, t.j. mnozina

K = (—00;1)U(2;00).

b) Zodpovedajica kvadratickd rovnica z? — 4z + 4 = 0 ma jediny realny korefi, a to ¢islo 2.
Vyznacéime ho na ¢iselnej osi plnym krizkom (nerovnica je neostra). Ciselni os rozdeli na
dva intervaly.

Vyraz 2% — 4z + 4 nadobtda vo zvolenych bodoch 0 a 3 kladné hodnoty (obr. [3)). RieSenim
danej nerovnice je zjednotenie intervalov, ktoré sme oznaéili symbolom &. Ziaden interval
nie je takto oznaceny. Ale bod 2 je s plnym krizkom, a preto rieSenim danej kvadratickej
nerovnice je mnozina K = {2}.

4Viete vysvetlit, preo sme &slo —2 znazornili prazdnym krazkom? Ved —2 € K;. A prvky mnoziny K,
znazornujme pri neostrej nerovnici plnym krazkom!
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Obr. 3: Intervalova metdda

c) Substiticiou 22 = ¢ uréime redlne korene prislusnej rovnice z* — 322 — 4 = 0. Overte,
ze K = {£2}. Cisla +2 vyznacime na ¢iselnej osi plnymi krizkami a zistime znamienka
polynému P(z) = z* — 322 — 4 na ziskanych intervaloch.

@ © @
° °
-2 2
Napr. P(=3) = 50 > 0, P(0) = —4 < 0 a P(3) = 50 > 0, ¢o vyznacime na obrazku.
Riesenim danej nerovnice je mnozina K = (—2;2). d

Priklad 5 Pre ktoré hodnoty parametra p € R nemd rovnica
2p+1)2*—3(p—1Dx—p+1=0
redlne korene?

Riesenie. Pre p = —1/2 ide o linedrnu rovnicu, ktord mé prave jeden redlny koren (presvedcte
sa 0 tom). Pre p # —1/2 méame kvadratickd rovnicu, ktorej diskriminant je

D=[-3p—1)P—4@2p+1)(—p+1) = 17p> — 22p +5.
Dana rovnica nema realne korene, ak D < 0, t.j. ak je splnena kvadratickd nerovnica
17p* — 22p+5 < 0.

Nebudeme vysvetlovat detaily rieSenia tejto nerovnice: prislugnd kvadratickd rovnica 17p? —
—22p+5 =0 ma korene K = {1;5/17}, ktoré delia ¢iselnt os na tri ¢asti:

S © S
1

SO

Ziskanym intervalom priradime obvyklym sposobom znaky @ alebo ©. Rovnica nema realne
korene pre p € (5/17;1). Tu si treba uvedomit, ze —1/2 ¢ (5/17;1). Viete preco? O

Poznamka 3 Pri urcovani definicného oboru funkcii je casto potrebné vediet riesit sustavu
nerovnic s jednou nezndmou (pozri priklad 4 z nasledujicich cviceni). K tomu je nutné zvldst
vyriesit kaZdu nerovnicu a rieSenie sustavy nerovnic je potom prientkom rieseni vsetkych uva-
Zovanych nerovnic — teda Ziadna vylucovacia metoda alebo dosadzovacia metoda!



Ulohy

.V mnozine R rieste nerovnice:
3z —1 B-z_ Tr 1l(zx+3),

a) 5 5 ZE_T’ [ = (2;00)]
b) 322 — 2z + 5 > 0; K =R]
c) —3z% — Tz +6 = 0; K =(-3;2/3)]
d) 2% + 2z < 6x — 15; K = 0]
e) (z+2)(z+8) < (z+8)(4x — 25); K = (—o0; —8) U (9; 00)]
fyat+ 23—z —1=Z0; (K= (-1 1)
gt +3+x+1=20; K ={-1}]
h) 2% + 1322 + 36 < 0; K = 0]
i) 24 — 1322 + 36 < 0; (K= (=3;-2) U(2;3)]
j) ot —122% + 36 < 0; (K = {£V6}]
(z +2)°2°%(1 — 2?)° . _(_o. .
k) @35z 1) _2) < 0; K=(=2; —=1) U{0} U (3;00)]
)< [ = (4 -2) U (2 00)]
m) m < 0; (K= (-4;-1)U(-16)]
—d -z +1
w T, I = (=8;1)]
0) S 2 K = (~00;~2) U (~1:0}]
1 1
p) D@ -2 S 1) K = (—o00; —1) U (0;1/2) U (1;2)]
Q) Tzt K = (5:00)]
)<y € = (—00; —4) U (=7/5;+0)]
s) 2% —0,2x 4+ 0,01 £ 0; K ={0,1}]
R 2596—_:(;2 T §;+4§ < L= =)
. Pre aké hodnoty parametra a € R ma dané rovnica len kladné riesenie?
a) a(QéC +1)= 41(96 +3); [a € (2;12)]
b) 243:_‘11: 1 ar la € (—o0; —8) U (—1;00)]
¢) ;__1 =a+3; [a € (—o0; —2) U (1;00)]
d) 35+_21 + g ~ 1. la € (—00; —17) U (=3; 00)]



3. Ur¢te vietky hodnoty parametra b € R, pre ktoré je rieSenim danej sistavy rovnic v R?
dvojica zapornych ¢isel x < 0 a y < 0:

a) x + 2by = 3, 3z — 2y=1; [(=3;—1/3)]
b) 2z —y =8, 3x—2y—b [(16; 00)]
c)2x —y =8, bx+y=10; [(—o0; —2)]
d) 3x — 6y =1, bz — by = 2; [(10;12)]
e) 4r + 3y = 12, 22 + by = 5; 0]
f) 3z —2y =1, bx + 2y = 8. [(—o0; —3)]
4. V R rieste stustavu nerovnic:
a)2r+3 21, 1/z+1/3 < 0; [(—1;0)]
b) 2% — 5z + 18 2 0, 2t < 1; [(—1;1)]
c) b — 4 < x? < 16; [(—4;1)]
)=z +1+6=0, 2x2—|—2m—3>0; [(1;3)]
x
e)r*+x—220 93+121 [(=2;—1) U {1}]

5. Urobte diskusiu o pocte redlnych korenov danych kvadratickych rovnic v zavislosti na para-
metri p € R:
a) 2px® —2x —3p—2=0; b) (p— 12> —2(p+ )z +p—2=0;
c) (x—1(z—=3)+plz—2)(x—4)=0; d) 22 +3x+p*+4=0.
[a) pre p # 0 m& rovnica dva redlne korene, pre p = 0 ma jeden koren K = {—1}; b) pre
p € (1/5;1) U (1;00) mé dva redlne korene, pre p € {1/5;1} ma jeden a pre p € (—o0;1/5)
nemé realny korer; c¢) pre p # —1 mé dva redlne korene, pre p = —1 mé jeden koren
K ={2,5}; d) pre ziadne p € R nema4 redlny koren]



