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problematiky v predmete Matematika I pre Aplikovanu informatiku, preto je vhodné
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zlepSeniu textu tejto ucebnice.
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1 KOMPLEXNE CiSLA

1.1 Tvary komplexnych éisel

Algebraicky tvar: z=x+ yi

Goniometricky tvar: z = |z| (cos@+i-sin @)

Exponencialny tvar: z = |Z|e”p

>

Im A

Obr. 1 Znazornenie komplexného ¢isla v Gaussovej rovine

1.2 Operacie s komplexnymi éislami v algebraickom tvare
Sucet a rozdiel komplexnych ¢isel

Stcet a rozdiel komplexnych cisel v algebraickom tvare robime po zlozkach. Osobitne s¢itame
(odc¢itame) redlne a osobitne s¢itame (od¢itame) imaginarne zlozky.

Zp=x+ni
Nech )
Zy =Xy + Yol

zi+ 2y =+ yi) + (g + ,50) = (g +x) + () + 1)1,

Z1 =2y = (X + i) — (X + 1) = () = x) + (V= V)i

Priklad 1  Nech z, =3-2i, z,=-4+i, zy=2+43i. Vypocitajme z, +z,, z;—2z,.
Riesenie:

z,+2,=3=-20)+(4+i)=3-4-2i+i=-1-1i,

Zy =2, =(2+43i))—(4+0)=2+44+3i-i=6+2i.

Sucin komplexnych ¢isel

Ak komplexné cisla v algebraickom tvare ndsobime, pracujeme s nimi ako pri nasobeni
dvojClenov. Teda ndsobime kazdu zlozku s kazdou.



Pritom vyuzivame, Ze S

zy=x +yi
Nech ' 1700
zy 2y = (X + 910) (X + Yo0) = XX + X Vo0 + X Vil + Y1 VolT = XX, + X Vol + X0+ Yy, (1) =

(X120 = 11y2) + (6 y, + X0
Priklad 2 Nech z; =3-2i, z,=-4+i. Vypocitajme z,-z,.

Riesenie:
z,-2, =(3=-2i)(4+i)= 3(—4)+3i—2i(—4)—2i2 =—12+3i+8 —-2(-1)=-10+11i.

Podiel komplexnych cisel

Pri deleni komplexnych cisel v algebraickom tvare nasobime cely podiel ,,jednotkou vo
vhodnom tvare tak, aby sme v menovateli odstranili komplexné ¢islo. Vyuzivame pritom
nasobenie komplexného Ccisla v menovateli k nemu komplexne zdruZzenym cislom, c¢im
v menovateli ziskame reélne ¢islo.

Ak z=x+ yi, tak komplexne zdruZené ¢islo k ¢islu z je Z=x—yi.

Plati z-z = (x+ yi)-(x— yi)=x" + *

Zp =X+l
Nech .

zi_z Z _ (i) Gn =yl G 30 = yol)  (nXy + 1)+ Xy =X Y5)

Zy  Zy Zy (Xt pal) (= yp0) (X + yy0)(xy — )0) x% +y§
_NX Ny, X TN,
2 2 2 2 =
Xy ) Xy Y
Priklad 3  Nech z; =2+43i, z, =-4+2i. Vypocitajme A
)
Riesenie:

Z) 2430 —4-2i  2(-4)+2(-20)+3i(-4) +3i(-2) -8-4i-12i+6 -2-16i 1 4.

————i

z, —442 —4-2i (-4 +(2)* 16+4 20 105
Umocniovanie komplexnych cisel

Umocnovanie komplexnych ¢isel v algebraickom tvare je vyhodné iba pri ,,nizkych® mocninach
(umociiovanie na druht, tretiu, ...). Pri umocnovani komplexnych ¢isel v algebraickom tvare
vyuzivame zname vzorce alebo postupné nasobenie rovnakych cCisel.



(a+b)* =a* +2ab+b* alebo  (a+b)* =(a+b)a+Db)
(a—b)* =a* —2ab+b* alebo  (a—b)* =(a—b)a—>b)
(a+b)’ =a® +3a*b+3ab* +b° alebo (a+b)’ =(a+b)a+b)a+Db)
(a—b)’ =a’ -3a*b+3ab* b’ alebo  (a—b)’ =(a—b)a—-b)a—-b)
Nech z=x+ yi

2% = (x+yi)? =x% +2xyi+ (i) = x> +2xyi+ y*it =x> —y* +2xyi,

23 = (x+yi)3 =x Jr?)xzyi+3x(yi)2 +(yi)3 =x +3x2yi—3xy2 —y3i =x> —3xy2 +(3x2y—y3)i .
Priklad 4  Nech z=-2-3i. Vypocitajme z*.

Riesenie:

V tejto Glohe vyZzijeme, e z? =z-z adisla medzi sebou vynasobime (pouZijeme iny sposob
umocnenia, nie pomocou vzorca).

2% = (=2-3i)(-2-3i) = (-2)(-2) — 2(=3i) = 3i(—2) — 3i(-3i) =4+ 6i + 6 —9 = —5+12i .
NerieSené ulohy

V ulohéch 1 — 18 vypocitajte a upravte na algebraicky tvar:

Vysledky:
1. B+2))+(2-i0) 5+i
2. B+2i))—(2-1) 1+3i
3, (=2+1)—(4—=3i)+ (7 —4i) 1
4. B+2)(2-10) 8+i
5. (-3+2i)(2+17) -8+i
6. B+3i)(1-10) 6
7. (—2+3i)(4+1) —11+10;
8. (A+)(3+2i)(2-iQ) 7+9i
9. M 2L
I+i
o, 22 g

2—-i 5



2—1i 4 7

11. — -
3+2i 13 13
1 4 7

12. — -
3+2i 13 13
P

13, 1+2z_2—l 9
2—i 1+2i

4. (3-2i)* 5-12i

15, (3-2i)*-i 12 +5i
_'2

6. G=2° Ly
1+2i 5 5

17.  B+2)2-i)—(-1-i)? 8—i

18, 13427+ 22 2.5,
5 2-i 55

1.3 Prepis komplexného é&isla v algebraickom tvare do iného tvaru

Niekedy je vyhodnejSie pracovat s komplexnymi cCislami v goniometrickom alebo
exponencialnom tvare.

Pri prepise komplexného ¢&isla z=x+yi zalgebrického do goniometrického, resp.

exponencialneho tvaru, je potrebné vypocitat’ modul |z| a amplitidu ¢ komplexného ¢isla.

Plati:

|z =+ )7, COSp =" A sinp=2 .

4 g

Priklad 5  Prepisme komplexné cislo z=—1++3i do goniometrického a exponencialneho
tvaru.

Riesenie:  Modul komplexného &isla je 2] = y/x* + 3> =+/(=1)> +(/3)” =2.

y _3

1 .
Pre jeho amplitudu ¢ plati cos¢ = X " A sin Pp=— =—.
42 42



. . . . 2
Obe tieto podmienky platia sucasne pre uhol (amplitudu) ¢ = gn
Goniometricky tvar komplexného ¢isla je z = |z| (cos@+i-sin @), preto moézeme pisat’
z=—1+\/§i=2(cos§n+i-sin§n) .
Exponencialny tvar komplexného ¢isla je z = |z| e'?, mozeme pisat

2
3

z=—1+3i=2¢3

NerieSené ulohy

V tlohach 19 — 32 napiste komplexné ¢islo v goniometrickom aj exponencidlnom tvare:

19. z=1 z=cos0+i-sin 0=e”
20. z=-1 z=cosT+i-sinm=e"
21. z=1 Z=cosX +i-sin = =e?
2 2
3 é11:1'
22. z=—i Z=COS—T+i-Sin —7=e?
2 2
23. z=1+i sz/z(cosgﬂ"sing):\/ze?
. 5n Sp.
24. z=-22-2/2i z= 4(cosT+z smT) 4e 4
3.
25. z=—£+£i z=\/§(00s3—n+i-sin3—n)=\/§e4
2 2 4 4
26. Z=£+£i sz/z(cosEJri'sinE):\/Eegl
2 2 6 6
) 5 . .. 5 o
27. z=—3+i z:2(cosgn+z-smgn):2e6
28. z=%—§i z—\/_(cos—+z sin—) J3e 61
29, z=1+3i Z:Z(cos§+i-sin§)=2e§l
30. z:§+£i z:3(cosE+i-sinE):3e?
2 2 3 3

—Ti

31, z=-2-23i z= 4(cos%+z sm%) 4¢3



1 ﬁ St . . Sm 2ni
2

i z=Cc0S—+1i-Sin — =¢3
3 3

1.4 Operacie s komplexnymi éislami v goniometrickom tvare
Sucin komplexnych cisel

Ak komplexné Cisla v goniometrickom tvare ndsobime, vynasobime ich moduly a amplitady
spocitame. Vysledok mozeme previest’ do algebraického tvaru.

z, =|z,|(cos @, +isin @,)
Nech : |1| : . : )
Z, =|22|(cosq)2 +isin @,)

Zy+Zy :|Zl|(COS(P1 +isin (P1)'|Zz|(COS(P2 +isin @,) :|Zl||Zz|[COS((P1 +@,)+isin(Q; +¢,)].

Priklad 6  Nech z, = 4(cos%r+isin %t), Z, = 2 (cosgﬂ' sin %). Vypocitajme z, - z,.

Riesenie:

2 -z, = [4(cos> " +isin 2] [V2(cos T +isin T)] = 4v2[cos(CE + &) + isin( 2F + )] =
b2 4 4 4 4 4 4 4 4

= 4ﬁ[cos%+isin 67?] = 4\/5[00537“+isin 3?“] = 4\/5(0—1') =—4/2i.

Podiel komplexnych ¢isel

Ak komplexné cisla v goniometrickom tvare delime, vydelime ich moduly aamplitady
odcitame. Vysledok moZeme previest’ do algebraického tvaru.

z, = |Zl|(COS(|)1 +isin @)

Nech . .
2, =|z,|(cos @, +isin ¢,)

z _ |zl|(cos(p1+i.s1'n(P1 _| |[COS((p1 ©,)+isin( @, —,)].
Z,  |z|(cos@, +isin@,) |z,

Priklad 7  Nech z, =4(cos %t +isin %) , 2y = V2 (cos g +isin g) . Vypocitajme iy
=

RiesSenie:
- 4(coss— +isin 5—n) st Ar Ar
ik B 4 (COST-i-lSll'IT)—

[co S(———) (———)]
% x/E(cosEH'sinn) ‘/_ 4 ‘/_
4 4

=232 (cosm+isin 1) = 24/2 (—1+ 0i) = —2+/2.



Umociiovanie komplexnych ¢isel

Pri umociiovani komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare vyuzijeme Moivreovu vetu (vztah).
Modul komplexného ¢isla umocnime a amplitidu vynasobime prislusnou mocninou. Vysledok
modzeme previest’ do algebraického tvaru.

Nech z = |z| (cos@+isin @) potom z" = |z|" (cosn@+i-sin ne) (Moivreova veta).

Priklad 8  Vypocitajme (—1+«/§i) 13,

Riesenie: Pri umocnovani komplexnych ¢isel vyuzijeme vztah
n o .
z" = |z| (cosn@+i-sinn@).

Preto je potrebné komplexné ¢islo, ktoré ideme umocniovat, prepisat’ do goniometrického tvaru.
VyuZijeme pritom vysledok z Prikladu 5.

z:—1+\/§-i:2(cos§n+i-sin§n):>

=z" =|z|n(cosn(p+i-sin nq))=2l3(cosl3%n+i-sinl3-%n)=2]3(cos?n+i-sin ?n)=

5

:2”(—%”-73):212(—1”-\/5).

Odmocnovanie komplexnych cisel
Pri odmocniovani komplexnych c¢isel v goniometrickom tvare odmocnime modul komplexného

Cisla aamplitddu ,,predelime* prislusSnou odmocninou. Vysledok moéZeme previest do
algebraického tvaru.

Nech z:|z|(cosq)+isin @) potom pri n-tej odmocnine dostaneme n vysledkov v tvare

a, =1 |z|(cosL2kn+i-sin (p+2kn} kde k=0,1,---,n—1.

n n
Priklad 9  Vypocitajme \—1+ Vi
Riesenie: Pri odmociiovani komplexnych ¢isel vyuZijeme vztah
a, =1 |z|[cosL2kn+i-sin (p+2kn)’ kde k=0,1,---,n—1.

n n

Znova je potrebné prepisat odmociiované komplexné ¢islo do goniometrického tvaru, pricom

2 .2
pouzijeme vysledok z Prikladu 5, ¢ize z = -1+ V3i= 2(cos gn +1i-sin 3 ).

Kedze pocitame druhtt odmocninu, dostaneme dva vysledky v tvare:



gTt+2k7t 2Tt+2k7t
ak:\/ﬁ cos%ﬂ'-sin% , kde k=0,1.

Prvy vysledok pre £ =0 je

2 2
—n+2-0-m —n+2-0-7 - . 1 NE)
a0:\/§ cos>—— 4isinS—— :\/E(cos—+i-sin—)=\/5(—+i-—).
2 2 3 3 2 2
Druhy vysledok pre £ =1 je
%n+2-1-n zTc+2-1-n 4 4 1 NE)
a1=\/§ cos%ﬂ'-sin% =\/§(cos§n+i-sinEn)zﬁ(—z—i-T).

NerieSené ulohy

V tlohéach 33 — 43 vypocitajte:

5w . 5w T . T 17w . 1=
33. 2 —+isin —)]-[3 —+isin— 6 —+isin —
[2(cos 3 isin 3 )]-[3(cos p isin 6)] (cos p isin 5 )
21 . 21 1 T . T n . In
34. 4(cos—+ism —)]-[—(cos —+ismn — 2(cos — +isin —
[4( 3 TS )] [2( 7+ 2)] ( e 6)
35. (cosS—n+isin3—“)-[«/5(c0s£+isin£)] «/E(coss—nﬂ'sin 5_7c)
4 4 2 2 4 4
2(coss—7C +isin 5—n) ) 3 I
36. 3 3 —(cos — +isin —)
3 2 2

3(cosE +isin E)
6 6

4(cosz—n +isin 2—n)
3 3

37. 8(cos = + i sin =)
1 T .. T 6 6
—(cos—+isin —)

2 2 2

3n .. 3m

cos— +isin — 5 T T

38. 4 = 47'C T(Cosz+isin Z)
\/E(cosaﬂ'sina)

S50 . . Sm_s T .. T
39. 2(cos — +1i-sin — 32(cos — +isin —
[2( 3t 3 )] ( ;H 3)



-10 -

40. (cos3—n+i-sin 3—ﬁ)10
4 4

51

5 13 13 5
41. 3cos—+z -sin 3 (cos— +isin —
[3( 6 6)] ( 6 6)

42. \/2(cos5— +1i-sin 5—n)
3 3

a, :\/E(cosn?nﬂ's' p —)

43, 3\/8(cosf+i-sin Lo
4 4

a, = 2(cos37+zsm T)

a, =2(cosll7—2n+is' —)

RY A
Ccos — +isin —
2 2

a, = 2(C0S1—+ZSII1 —)

3n

5w

a, :\/E(coss—nﬂ'sins—n)
6

1=

12
3n

177

1.5 Operacie s komplexnymi éislami v exponencialnom tvare

Operacie s komplexnymi ¢islami v exponencidlnom tvare maju rovnaké pravidla ako operacie

v goniometrickom tvare.

Sucin komplexnych ¢isel

Ak komplexné cisla v exponencidlnom tvare nasobime, vynasobime ich moduly a amplitidy

spocitame.
Nech | :|Z'|ei..(pl
Z, = |Z2|e”p2

. _ iQr gy _ i(01+92)

j lm'
Priklad 1  Nech z, = 4et Z, = J2et . Vypocitajme z, - z,.

Riesenie:
57: ‘n:

zy 22—4e \/—e —4\/_e4 o —4\/_64 _4\/_6

Podiel komplexnych ¢isel

Ak komplexné ¢isla v exponencidlnom tvare delime, vydelime

odcitame.

ich moduly a amplitady
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i-Q]

Nech o
_ i)
Z, —|22|e
-] | | )
Z _ |Zl|e _ 1A o(91702)i

- o=
Z |Zz|e |Z2|

[ lm'
Priklad 2 Nech z; =4e* z, = J2e* . Vypocitajme 4,

)
Riesenie:
— S5t om,. 4.
Z_lz 4e4 :ie(j—z)l :iejl :2\/567_”.
— .
z, LN V2
V2e#

Umocnovanie komplexnych ¢isel

Pri umocnovani komplexnych ¢isel v exponencidlnom tvare modul komplexného Ccisla
umocnime a amplitidu vyndsobime prislu§snou mocninou.

Nech z =|ze” potom z" =|z"e"*.
E1'ci
Priklad 3  Nech z=2e3 . Vypocitajme z"*.

gT:i §Tri
Riesenie: 2P =[2e3 P =28e3 .

Odmocinovanie komplexnych ¢isel

Pri odmocnovani komplexnych c¢isel v exponencidlnom tvare odmocnime modul komplexného
¢isla a amplitadu ,,predelime* prisluSnou odmocninou.

O+2km .
. 4
Nech z = |z| e® potom pri n-tej odmocnine dostaneme n vysledkov v tvare a, = ",/|z| e "

kde £=0,1,---,n—1.

2
Priklad 4  Vypocitajme 2e3" .

Riesenie: Pri odmocniovani komplexnych ¢isel vyuzijeme vztah
(p+2knl,
a,=%lde " , kde k=0,1,---,n—1.

Ked’ze poc¢itame druhtt odmocninu, dostaneme dva vysledky v tvare:
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g7'c-+—2/c7'c
3 .

a,=.Jl7e 2 l, kde k£=0,1.

Prvy vysledok pre £ =0 je a, = J2e3' .

4
Druhy vysledok pre k =1 je a,=+2¢> .

NerieSené ulohy

V tlohach 44— 54 vypocitajte:

Sj[ Ei Hli
44, 2e3 -3eb 6e ©
Zl,- 1 x, 7i[
45. 4e? -Eez 2e 6
46. et -+J2e2 e 4
sm, 3
3 o7
47. Ze - %e 2
36?
2r,
3 E,’
a5, 2 8
1
2
4 %
49. - ge“
2eE
s, " %,
50. 2e3 } 32¢3

E o,
51. et e?
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Sm. 13 5w,
52. {3(361} 3Be6
5n 57,
53. 2e? ag=+/2¢6
itx,
a,=~2e 6
3 T X
54. 8et a, =2e'?
3,
a, =2e*
17n,
a, =2e?
V tlohach 55 — 67 vypocitajte prisluSni mocninu:
55. (1+i)° —4—4i
56.  (-24/2-220)° 3242 =322
57. (—£+£i)4 -9
2 2
58. (£+£i)7 —4J6-42i
2 2
59. (—3+i)? —8—8V3i
343
60. (——ii)3 ~3.3i
2 2
6.  (1++30)° 16-16v3i
. (§+3‘/§i)8 _ 6561, 6561 fz
2 2 2
63.  (—2-2431)° 4096
64. (_£+li)4 _l_ﬁi
2 2 2 2

65. (V3-i)° — 64



66.

67.

A+30)*
(—-1-+/30)°

—8-83i

—16+16/3i

V ulohéch 68 — 80 vypocitajte odmocninu z komplexného cisla:

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

N

=

Iy

1+\/§i

.

N | =
|
N|$|

w
l\)Ql
w

N | W
+

—2-23i

J-8+83i

ay =1
V22
ay=—+——I
2 2
V2oV2
a=————I
2 2
V22
ay=——+—1I
2 2
22
ay=———I
2 2
6 2.
ay=—+—1I
2
Jo 2.
a =—————1I
2 2
NEE
CZO =——+4+—1
2
NEREN
a=——=1I
2 2
V3
ay=—+—I
2
3 V3.
ay=————1I
2
a, —1—\/§i

a, =—2-2/3i



1+\/_i

ay
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4_8_8.3;

76.
78.
80.

a, =—/3+i
a, —1-+/3i
a3 ’\/g_l
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2 MATICE

2.1 Operacie s maticami
Sucet matic

Sucet matic existuje len pre rovnaké typy matic (ak A je matica typu mxn, aj matica B musi
byt typu m x n). Matice sa s¢itavaju po zlozkach.

Pre prvky matice C=A +B plati ¢; =qa; +b; .

0 -1 1 2 -1
Priklad 1 Vypocitajme A+B,ak A=| 2 1 5|, B=|0 3 0]
-2 3 - 2 1 2

Riesenie:
0 -1 3 1 2 -1 0+1 —-1+2 3-1 1 1 2
A+B=| 2 1 5[+/0 3 0= 2+0 1+3 540 |=]2 4 5.
-2 3 -1 2 1 2 -2+2 3+1 —-1+2 0 4 1

Rozdiel matic

Rozdiel matic existuje len pre rovnaké typy matic (ak A je matica typu m x n, aj matica B musi
byt typu m x n). Matice sa od¢itavaji po zlozkéach.

Pre prvky matice C=A—B plati ¢; =a; —b; .

0 -1 3 1 -1
Priklad 2 Vypocitajme A-B,ak A= 2 1 5|, B=|0 3 0.
-2 3 -1 2 2
RieSenie:
0 -1 3) (1 2 -1 0-1 —1-2 3—(-1)) (-1 -3 4
A-B=| 2 1 5[-/0 3 0f=/2-0 1-3 5-0 |[=| 2 -2 5]
-2 3 -1 {21 2} (-2-2 3-1 -1-2) (-4 2 -3

k-nasobok matic
Pri nasobeni matice ¢islom k& € R ndsobime kazdy prvok matice ¢islom k€ R.

Pre maticu C=k-A, kde kR plati ¢; =k -a;.
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0 -1 3
Priklad 3 Vypocitajme 2-A,ak A= 2 1 5].
-2 3 -1
Riesenie:
0 -1 3 2.0 2-(-1) 23 0 -2 6
2-A=2 2 1 S5|=| 2-2 2-1 2:5 |=| 4 2 10/

-2 3 -1) (2:(-2) 23 2-(-1)) (-4 6 -2
Sucin matic
Su¢in matic C=A-B je mozné vypoditat, ak pocet stipcov matice A je rovnaky ako pocet
riadkov matice B (ak A je matica typu m x n, matica B musi byt typu n xr a vyslednd matica

C = A-B bude typu mxr).

Prvky matice C = A -B vypocitame pomocou skalarnych stc¢inov dvoch vektorov. Prvy vektor
je prislusny riadok prvej matice a druhy vektor je prislusny stipec druhej matice (prvok o
vyslednej matice vznikne ako skalarny suéin i—teho riadku matice A a jteho stipca matice
B).

Nasobenie dvoch matic ukdzeme v nasledujucom priklade.

Priklad 4  Vypocitajme A-B, B-C, ak

0O -1 3 1 2 -1 2
A= 2 1 5|,B=|{0 3 0|,C= 3.
-2 3 -1 2 1 2 -4
Riesenie:

0 -1 3 1 2 -1
A-B= 2 1 5/[]0 3 0f=
-2 3 -1)\2 1 2

0-1-1-0+3-2  0-2-1-3+3-1  0-(-1)-1-0+3-2 6 0 6
=| 2:1+1-:0+5-2  2:2+1:3+5-1  2-(-1)+1-0+5-2 |=| 12 12 8],
~2:143:0-1-2 -2-2+3-3-1-1 -2-(-1)+3-0-1-2) (-4 4 0

12 -1 2) (1-2+42-3-1-(—-4)) (12
B-C=|0 3 0| 3[=[0-2+3-3+0-(-4)|=| 9.
2 1 2)\-4) (2:2+1-3+2-(-4)) (-1

Poznamka: A~A=A2,A-A.A=A3,...

2.2 Hodnost matice

Hodnost’ matice 4(A) je pocet linearne nezavislych riadkov matice.
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Hodnost' matice A#(A) moézeme najst ako pocet nenulovych riadkov matice upravenej na
trojuholnikovy, resp. lichobeznikovy tvar.

-1 9 -1 0
_ 4 4 2 4
Priklad 5  Ndjdime hodnost matice A = .
9 -1 5 8
4 7 11 6
Riesenie: Maticu budeme pomocou ekvivalentnych uprav upravovat’ na trojuholnikovy,
resp. lichobeznikovy tvar.
-1 9 -1 0 -1 9 -1 0 -1 9 -1 0
4 4+4R1~ 0 40 -2 4 N 0 40 -2 4 %~
9 -1 5 8|+9R 0 80 -4 8|-2R, 0 0 00
4 7 11 6)+4R 0 43 7 6 0 43 7 6
-1 9 -1 0 -1 9 -1 0 -1 9 -1 0
0 20 -1 2| -43 0 860 —43 86 0 80 —-43 86
0 0 0 0 o 0o o of Jo o o of
0 43 7 6)(-200 \ 0 —860 —-140 -120)+R, 0 0 -183 -34)1
-1 9 -1 0
0 80 —-43 86
0 0 —183 -34
0 0 0 0

Pocet nenulovych riadkov matice je 3, teda hodnost’ matice A je h(A) =3.

NerieSené ulohy

. 2 -3 30 .
St dané matice A = { ,B= 5 Vypocitajte:

4 1
Vysledky:
0 -9
1. 3-A-2-B
5 8
9 -6
2. A-B
-1 8
4 -18
3. A’+B
5 15
1 -3 4 1 0 2
St dané matice A=|1 -1 4| B=| 0 3 1]|. Vypocitajte:
2 2 =2 -1 4 0
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St dané matice A = (

2 4
—2

E=|3 3 ,F:[
3

15

5. A-B

6. A-E

7. E-A

8. B-E

9, CD

10. C-F

1. F-C

12. E-C

13. E-F

14. 3-C-2F

15. -2A+5D

(A-B)-(A+B)

1
3
-2

2 3 1
B
4 35

0
J. Vypocitajte:

3
1

Vysledky:

9 10 4
3 14 20

14 22
50

22

20 18 2
18 18 1
22 2
4
14
2
14
19
8

22

14
-1

-19
-20
12

|

2
8
6

-7
20
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17.

18.

A-B-D

C+F+A-E

(F-C-3-0)"

V tlohach 19 — 29 vypocitajte hodnost’ matice:

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

1
2
1
1
2
1
27

19
12

e IV, B N T S R N - LY =R \® B e R \S]

—_— = N
N =N

2 3
-1 1
7 8
26 25
18 17
11 10
0

—_ N

1
1
2

[ \O I O S ]

—_ N = NN O O NN O WO W

—_ W N Rkl el = O

5
18
1

|
—_— W
(V)]
|

1

W
| |
~N NN = O - W

14 26
26 57}
-10 2
~20 -20

h(A) =3

h(A) =2

h(A) =2

h(A) =2

h(A) =3

h(A) =3

h(A) =3

h(A) =3

6 6 5
1 13 14

|
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3 DETERMINANTY

3.1 Vypoéet determinantu rozmeru 2x2

Determinant rozmeru 2 x 2 sa vypocita tak, Ze od sti¢inu prvkov na hlavnej diagonale sa odpocita
sucin prvkov na vedl'ajSej diagonale.

Priklad 1 Vypocitajme determinant 3

21‘

Riesenie:

1
=2-3-1-(-)=7.
N EXRER

3.2 Vypoéet determinantu rozmeru 3x3

Determinant rozmeru 3x3 moZeme riesit pomocou Sarusovho pravidla. Pod treti riadok
opiseme prvé dva riadky. Vypocitame sucin prvkov na hlavnej diagonale a su¢iny prvkov na jej
rovnobezkach. Ziskané suciny spocitame (s, ). Rovnako vypocitame sucin prvkov na vedl'ajsej
diagondle a suciny prvkov na jej rovnobezkach a opit’ ziskané suciny spocitame (s, ). Vysledna
hodnota determinantu je rozdiel ziskanych suctov (s, —s, ).

2 13
Priklad 2 Vypocitajme determinant -1 3 0|.
1 2 1

Riesenie:

2 13 |2 13
-1 3 0=]-1 3 0=[2-3-1+(=1)-2-3+1-1-0]-[3-3-1+0-2-2+1-1-(-1)] = -8.
121 [ 121

2 13

-1 30

3.3 Vypoéet determinantu rozmeru 4x4 a vy$sieho rozmeru

Determinanty rozmerov 4 x4 a vicSich, sa pocitaji pomocou rozvoja determinantu podla riadka
alebo stlpca.
|A| =a; A, +a,Ad, +...+a;,A4,, resp. |A| =a 4 +tay A+ +ad,,

kde 4; = (=™ D, je algebricky doplnok a D je subdeterminant prvku g, matice A (vznikne
zakrytim i -teho riadku a ; -teho stipca matice A).
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1 4 2 0
. o : 2 4 1 1
Priklad 3 Vypocitajme determinant .
320 2
1 3 2 3

Riesenie: Pred samotnym vypoctom je vyhodné determinant upravit pomocou

ekvivalentnych uprav tak, aby sme vytvorili P'ubovolny riadok, resp. stipec obsahujtici ¢o najviac
nul. Vytvoreny riadok, resp. stlpec pouzijeme k rozvoju determinantu.

1 4 2 0-2R, |-3 -4 0 -2
2 41 -3 -4 -2
2 4 1 1 2 41 1 143 243
= =0-(-D| 3 2 2+1-(-1D)*| 3 2 2+
320 2 320 2
-3 -5 1 -3 -5 1
1 3 2 3-2R, -3 -5 0 1
-3 -4 -2 -3 -4 -2 |-3 -4 -2
+0-(-D* 2 4 1+0-(-D*| 2 4 1U=-3 2 2=-18.
-3 -5 1 32 20 -3 -5 1
NerieSené ulohy
V tlohéch 1 — 28 vypocitajte determinant matice:
Vysledky:

3 4
1 A= A|=-23

2 -5

0 -2
2 A= A|=12

6 30

15 10
3. A= |A|=0

32

2 3 1
4 A=/-1 2 3 A[=0
3 2 -

11 2
5 A=2 3 1 A|=-8

3 4 -

1 2 4
6 A=[2 7 3 |A| =-76

31 -

6 3 -2
7 A=l1 -3 2 |A|=-35

2 1 1
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|A|=-35

-3 2

5

-2

6 2

|A|=-70
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o 1 1 1
12 3 4

28. A= A|=-24
4 0 4 4
-4 -3 -1 -2

3.4 Inverzna matica

a,, 4, a,
, . 0 o |G 4y @y, > 10 o ; ;
Inverzni maticu k matici A = budeme hladat’ vyuzitim adjungovanej
a, a, ... a,
4, 4, nl Ay Ay ..o A4y
i A, A, ... A4 1|4, 4, ... 4
matice adj A=| ° 7 "> | pomocou vztahu A~ =m 2 T "2 1 kde
A, A4, ... A, 4, 4, ... 4,

4; = =D/ D, je algebricky doplnok a D, je subdeterminant prvku a;matice A (vznikne
zakrytim i-teho riadku a j-teho stipca matice A), za predpokladu, Ze determinant matice
|A|=0.

1 3 1
Priklad 4  Kmatici A=|3 2 5| ndjdime inverznu maticu.
2 2 2
Riesenie: Vypocitame determinant matice A a vSetky algebrické doplnky tvoriace
adjungovanu maticu.
1 3 1
A|l=3 2 5/=8%0
2 2 2
1+1 2 5 2+1 3 1 3+1 3 1
A,=(1 b 2:—6 A,, =1 b 2:—4 A, =1 L 5:13
H 135 L 11 L 11
A12:(_1)1 2'2 2‘=4 Azzz(_1)2 2'2 2‘=0 A32=(—1)3 2'3 5‘=—2
a3 2 5|13 Sl 3
A13:(_1)13'2 2‘:2 A23:(_1)23'2 2‘:4 A33=(_1)33'3 2‘=_7
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-6 -4 13
Inverzna matica k matici A je A™ = 1 4 0 -2|
2 4 -7

NerieSené ulohy

V ulohéch 29 — 47 n4jdite inverzni maticu k matici A :

Vysledky:
1 2 L (-5 2
29. A: A =
35 3 -1
20 A 2 1 A1l 301
' -4 -3 “2(-4 -2
. A -3 -2 At ] -3 -2
' 3 3 30 3 3
' (3 4 70 3 =5
3 2 .
33. A= 4] neexistuje
» A 3 2 A ] 5 -2
' 6 5 “3l-6 3
35 A -3 2 Al 4 2
' -2 4 “8l-2 3
3 A 1 2 A ] 5 -2
' “lo 5 500 1

38. A=|6 5 4 Al =

2 -3 1 -2 7
37.  A=|0 1 2 Al = 1 -2
13 10 8 {
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4 SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

4.1 Gaussova eliminaéna metéda

Ststavu rovnic prepiSeme do maticového tvaru. RozSireni maticu ststavy upravime na
trojuholnikovy, resp. lichobeznikovy tvar. Vypocet nezndmych ndsledne urobime postupne,
pocnuc od nenulového riadku upravenej matice s najvac¢Sim poctom nul s pokracovanim
postupne s riadkami s mensim poctom nul. Vyuzivame pritom Frobeniovu vetu.

Frobeniova veta: Sustava

A Xy +ap0%, ++a,,x, =b

G Gy 7 i
I - S A1 Gy - Gy, | . -
ma rieSenie prave vtedy, ak A(A)=h(A), kde A=| ; .~ | je matica sustavy,
Al A2 An
Gy wy ay, b
~ |a ayp o oay b " S,
A=| . . . | Jje rozsirena matica sustavy.
Au1 A2 An bm
V tom pripade

a. Ak h(A)=h(A)=n, tak dana sistava méa prave jedno rieSenie,

b. Ak h(A)=h(A) < n, tak dana stistava ma nekone¢ne vel’a rieSeni.

Poznamka: Ak h(A)# h(A), tak dana sstava nema rieSenie.

, . , . 2% +3x, +4x; +x, =12
Priklad 1 Riesme sustavu rovnic .
3x, +4x, +x, +2x, =13

4x, +x, +2x; +3x, =14

RieSenie: Maticu upravime na trojuholnikovy, resp. lichobeZnikovy tvar.
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123 4] 11 12 3 4|
2 341 | 120-2R |0 -1 -2 -7 |
341 2| 13]-3R |0 -2 -8 —10 |
41 2 3| 14)-4R (0 -7 -10 -13 |
12 3 4| 1 1 2 3 4
0 -1 -2 -7 | -10 0 -1 -2 -7
0 0 -4 4| o |0 0 -4 4
0 0 4 36 | 40)+R; |0 0 0 40

11
—-10
11

Hodnost’ matice je rovné 4 a hodnost’ rozsirenej matice je takisto rovna 4 a je to zaroven aj pocet
neznamych. Na zéklade Frobeniovej vety ma sustava prave jedno rieSenie, ktoré sa da

jednoducho vyjadrit’ z upravenej matice.
Z posledného riadku upravenej matice je zrejmé, ze

40x, =40

Z treticho riadku upravenej matice vypocitame

4y, +4-1=0

x;=1

Pomocou druhého riadku najdeme

—x,=2-1-7-1=-10 .

Pomocou prvého riadku najdeme

x+2-1+3-1+4-1=11

RieSenie sustavy zapiSeme v tvare (x,, x,, X, x,) =(2,1,1,1)".

, . , , Xy,  —X3  tXxy =
Priklad 2 Riesme sustavu rovnic
Riesenie: Postupujeme podobne ako v predchadzajucej ulohe.
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1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3 -4 |
o 1 -1 1] -3 0o 1 -1 1|
1 3 0 -3 | 2|-R [0 5 -3 1|
0 -7 3 1] -3 0 -7 3 1|
1 -2 3 -4 | 1 -2 3 -4 |
o 1 -1 1| =3 0 1 -1 1|
0 0 2 -4 | 13 o0 2 -4 |
0 0 -4 8| -24J+2R, |0 0 0 0 |

Hodnost’ matice je rovné 3 a hodnost’ rozsirenej matice je rovna 4. Na zaklade Frobeniovej vety

sustava nema rieSenie.

X —2x, +3x; —-4x, = 4
, . , , X, —x3 +x, = -3
Priklad 3 Riesme sustavu rovnic .
x +3x, -3x, = 1
-Tx, +3x3 +x, = -3
Riesenie: Postupujeme podobne ako v predchadzajucich tllohach.
1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3 -4 | 4
o 1 -1 1] -3 o 1 -1 1] =3
1 3 0 -3 | 1|-R [0 5 -3 1| =3|-58,
0 -7 3 1] -3 0 -7 3 1| =3J+7R,
1 -2 3 -4 | 4 1 -2 3 -4 | 4
o 1 -1 1| =3 o 1 -1 1] -3
0 0 2 -4 ] 12 o0 2 -4 | 12
0 0 -4 8| -24)+2R;, (0 0 0 0| O

Hodnost’ matice je rovna 3 a hodnost’ rozSirenej matice je takisto rovna 3, ale pocet neznamych
je rovny 4. Na zaklade Frobeniovej vety ma stistava nekonecne vela riesSeni.

Treti riadok upravenej matice obsahuje 2 nezndme, jednu z neznamych si zvolime ako parameter

treR.
X4:t.

DalSiu neznamu potom vyjadrime pomocou parametra

2x, — 4 =12

Z druhého riadku
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X, —Xx;+x,=-3
x,—(6+2t)+t=-3
X, =3+t

Z prvého riadku
X, —2x,+3x; —4x, =4
X, =23+1)+3(6+2t)-4t=4

x, =-8

RieSenie sustavy zapiSeme v tvare (x,, x,, X, x,)" =(-8,3+¢,6+2t,1)",teR.

NerieSené ulohy

V tlohach 1 — 34 rieste sustavy linearnych rovnic Gaussovou eliminacnou metodou:

4x, —-3x, +2x3 =-1

3x, +5x, +6x; =1
2. 4x, +3x, +2x3 =5

2x, +3x, +2x; =3

3. 4x, +3x, +5x; =4
X tx, +x; =2
4. 2x, +3x, +4x; =3
3, +2x, +x3 =7
X +3x, +2x; +2x, = 3
5 2x; +4x, +x =12
' X +3x, +2x +x, =4

Vysledky:

(1,3,2)"

(2,-1,0)"

B+t,—1-2t,1)",teR

(3a 25 _25 _I)T
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10.

11.

12.

2x;

X
2x
3x

2x1
X
2x1

X

Tx;
2x
5x;
2x

3x
3x
6x,
3x

X
2x1
X

X

5x;

X
3x
4x,

X1

2x,
3x
2x

5%,
3x,
10x,
8x5

+ 4+ 4+ 4+
+ o+ 4+ o+

3XQ
X2

X2

+ o+ 4+ 4+
+ o+ 4+ 4+

%)

|
N
=
[\

+ + + +

+

3X2

4)C2
5x2
8.X'2

+ + 4+ 4+
+ + 4+ 4+

S)C2

+

N
=
N)
|

+ 3X2
3X2

%)

+ + 4+ o+ 4+

— 3X2

_x2
_x3

4x5
2x3
9x5
9x3

11x5
5x3
3x3
3x5

4X3
X3
3X3

X3

X3
3X3
X3

3X3

+ + + +

+ 4+ + 4+

+ o+ o+ +

+

X3 -

X3

X3

+ +

2.X'3 -

3X3 +

X3

ZX3 +

3X3 +

2X3

— x4

+ Xy

+5x,

X4
X4
Txy
2xy

5xy4
2xy
2xy
4x,

2X4
X4
2X4

X4

2xy
Sxy
Sxy
Txy

2X4
Xq
X4

X4
X4

X4

X4

= 20
= 11
= 40
= 37

S W N

11
-2
10

(1,2,2,0)

(_29 07 17 -

(29 _29 19 -

(1,2,1,3)"

'

D’

(3,0,—5,11)"

5
Oa 25_7_
( 3

4.
3)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

5x;
15x,
20x,
10x;

le
3)C1
le

Xy

+3x, -3x; +x, = 2
-x, +2x; +x, =2
+7x3 +2x, = 2
+x, +3x3; —-4x, =-1
+2x, —-x3 +3x, = 4
+ X, -2x, =3
+3x, +x3 +x, =-1
+x, +2x; +x, =-1
+4x, +2x; +5x, =3
+3x, +x; +2x, = 2
+3x, —3x; +2x, =-5
+10x, +9x, =1
- Xy + X3 — x4 =
- 2xp — 2x3 + 3x4 =
- X + 5x3 — 6x4 =
- X, — 3x3 + 4x, =
- 3x, + 6x3 - x4 =
+ 2x, - X3 =
+ 3x, - X3 — X4 =
- Xy + 15x3 - 5x4 =
+ 12x, + 9x3 + 25x4
+ 34x, + 25x3 + 64xy
+ 46x, + 34x3 + 89xy
+ 23x, + 17x3 + 44xy
+ 2xy —  x3 + 4x, =
- X, + 2x3 + 6x4 =
+ 3x; — 3x3 - 2x4 =
+ 5xy + 2x3 + x4 =
+x, +2x; —-x, =2
+x,  +x3  —2x 1
-x, —-x3 +x, =0
+2x, +3x; -3x, =3

DN —= N W

15
40
70
25

4 1 5.r
_3_503__
(3 3 3)

(15 15 - 1) O)T

(2-t,3-3t,t,3-2t)",teR
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

2x;
8x,
4x,
2x;

2x1
X
X

5x1

5x
11x
2x
7x

3x
5x

6x,

+2x, +3x;
+x,  +2x
+3x, +x3
+4x, +3x;
- 6)C2 +
- SXZ +
- 3.XZ +
- 6x, -
+ 3X2 -
+ 12)C2 -
+ 6X2 +
+  3x, +
+ 7)C2
+  3x, +
+ SXZ -
+ 18x, +
+ 12x, +
+ Ilx, +
+ 7)C2 +
+6x, +5x;

+4x, +2x;

+8x, +4x;

+4x, +5x,
+2x, +4x,
+2x, —2x,

+6x, +x

+ Xy
+3xy

+2x,

9X3
IOX3
7X3

X3

X3
9x3
3x3
9x3

3x3
5x3
9x3
4x5

5x3
4x;
3x3
2Xx3

+5x,
+ Xy

+2xy

+2x,
+ X,
+Xx,

+3x,

+ 2lxy
+ 24xy
+ 17x4
- 5x4

+ Xy

- 7X4

+

SX4

SX4
8)C4

X4

+ + + +

6X4

+3x;
+ 2x;

+ 2x;

(E—l—st,—— 13t,l—§t,t)r,teR
2 4 2 4

3
+ —
2 4

Il
O O = W

(_E_Et_és,—z—gt_zs,s, t)T,S,tER
2 2 2 2 2 2

= 1
= 3
=3
=3
(%—3t—s, 2t, 8S,—i+10s)T,s,teR
= 5
= 3
= 1
= 12
(626t +17s,—1+7t=5s,t,5)",s5,t€R
= 10
= 8
= 6
= —4
(8—9t—4s,t,5,—10+11t+5s)",5,teR
(z—t—iu,t,u,§—t—£u)T,t,u eR
7 14 7 14
= 1
3 T
4 (a,b,13,19-3a—-2b,—-34) ,a,beR
= 2
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

6x; +3x, +2x3 +3x, +4x; = 5
4x, +2x, +x3 +2x, +3x; = 4
4x, +2x, +3x; +2x, +x3 = 0
2x, +x, +7x3 +3x, +2x5 = 1
(a, b,ia+zb, —I—Ea—zb, 2+ia+gb)r, a,beR
3 3 3 3 3 3
-2x, + 2x, = -6
x + 8, + 2x; + x, = -3
3x, + 10x, + 2x;, - x, = =2 0
2x, - x, = 1
4x, + 3x, + x; + x, = 5
6x, — xp + 2x3 - TIx4 = -1
X = X - 3x4 = -1
Tx; — 2x, — 2x3 — 10x, = -2 @2.-2.0,2)
Tx; — X, + x3 — 9x4 = -4 22
2x; - 2x3 — 4x4, = -6
5x 4+ 5xp + 4x3 + Txy = 5
I, + 4x, + 6x3 = 4
4x, + 5x5 + S5x3 + 9x4 = 8 (2-8t, —%+13t, 6t, %—71)T, teR
2x; + 3x, + 2x3 + 5x4 = 3
9% + 4x, + 83 + 4x, = 10
X+ 2xp — 3x3 + x4 = -2
3 = 5xy + 2x3 4+ x4 = 3
4x, + 3x, — Tx3 + 2x4 = -5 (t,t,1+1,1)", teR
-x; + 2x - x3 + 3x4 = 2
3y + xp — 4x3 + 2x4 = -2
4x; + 3x, — x3 + X4 xs = 15
X — Xy + X3 — X4 xs = 2
3x, — 2x, + x5 — x4 2xs = 5 (3,0,-2,0,1)"
2x; + 3x3 = 0
X5 + Xy = 0
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X1 + X9 + X3 + X4 = 1
2x1 + 2X2 + 2X3 = 1

34. X1 + X9 + SX3 - X4 + 6.X'5 = 1 (%]
X1 + X9 — 3X3 + X4 - 6XS = -1

4.2 Cramerovo pravidlo

RieSime sustavu linearnych rovnic

ay X+ appX) + ay3x; = by
Ay (X +Ay0Xy +Ay3X3 = b, .

a31X) + A3,%) + a33%5 = by
Aby sme mohli pouzit’ Cramerovo pravidlo, je nutné vypocitat’ determinanty

a dp 4 by a, ap ay b a; a 4ap
D=lay ay an|#0, Di=b, ay ay|, Dy=l|ay b, ay a Dy=lay ay

a3 dxp Ay by ayn asy ay by ay a3 Az
pri¢om matica, z ktorej sa vypocita determinant D musi byt’ regularna (D # 0).

Riesenie takejto ststavy je

Dl D2 D3
Xl——, X2:_, X3:_.
D D D

Priklad 4 Riesme sustavu rovnic

2 3 -4
Riesenie: Vypocitame determinanty D=| 1 2 —-1=-14=%0,
-3 1 3
-5 3 -4 2 -5 -4 2 3 -5
D=0 2 -1=0, D,={ 1 0 -1=-14, D= 1 2 0/=-28
7 1 3 -3 7 3 -3 1 7
xl—Lzo, xzzﬁzl, x3:_—28:2
—-14 —-14 —14

Riesenie ststavy zapiSeme v tvare (x,, X,, x;)" =(0,1,2)".



NerieSené tlohy

V tlohach 35 — 58 rieste sustavy linearnych rovnic vyuzitim Cramerovho pravidla:

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

X

X

3x1
3x1

X1
2X1
4X1

3x1
X1

2x1

2x1
X1

2x1

lle
3x1
7x1

3x1
X1

2x1

X

2X1

X1

2x1

X
X

4)C1

+ 3X2 =

+ 2X2 =

+ 3XZ
+ 6X2
+ SXZ

+ 4x2
+ SXZ
+ 3X2

- 3X2
+ 2X2

— 13X2
+ 2x2

+ Xy
— 2)C2

- 2XZ
+ 3X2

— SXZ

— 2)C2
+ 3X2

+ Xy
+ 2x2

= 18

+ ZX3
+ X3

+ 2)C3
+ 2X3
+ 4X3

+ )C3 =

+ )C3 = 12

+ SX3
+ ZX3
+ 3X3

— 4)C3

— 3X3

+ SX3

30
21

+ X3 =

+ X3 = 6

Vysledky:

3.0’

(2,3)"

(35 _19 2)T

(29 la - l)T

(2,3,5)

(2,-1, 1"

(15 - 2: O)T

(1’ - 15 2)T

(15 - 15 2)T

(2,-1,0)"
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

X
2x1
3X1

4x1
2X1

3x1
2x1

3x1
3X1
5x1

X
3X1
2x1

X

le

2x1
5x1

2x,

X

X

—2x
4x,

+ X

+ Xy

6X2

+ SXZ
+ 9X2

+ X9
+ 2x2

%)

+ X9
+ 3XZ
+ 4X2

- X,

+ X3 =
+ X3 =

+ 2X3

+ 4X3

+ SX3
+ 9X3
+ 17X3

- 3X3
— 2X3

+ X3

+ 2X3
+ X3
+ 2X3

+x; =2

X5

+2x,

+ 8x,

+ X,
+3x,

+ X,

+x; =2

+x; =

3 1,2,3)"
= 11
= 9 (27_3,_2)T
= -3
= —12
= 9 (5,—2,O)T
= 10
- ! 31
= O 17__7_ !
( 5 2)
= 0
= 5 (49_39 2)T
= -4
= 4 (_19 27 I)T
= 2
= 1
= -2 (25_3:3)T
- 4
1,1L,1D"
0
4 oL
b 27

3

3

4 1,2,3)"

16
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55.

56.

57.

58.

+X,

+2x,

+ + 4+ 4+ + + o+ o+

+ 4+ + 4+

5x,
3x;
10x,
8x,

3X2

%)

%)

4x,
5x,
8x,
5x,

+2x3

+2x;

ottt + + o+ o+

+ 4+ + 4+

+X4

4x5
2x3
9x3
9x3

11x5
5x3
3x3
3x3

X3
3XS
X3

3X3

+

+ + 4+ 4+

+ + 4+ o+

X4
X4
Txy
2xy4

5x4
2xy
2xy
4x4

2xy
5xy
S5xy
Txy

= 20
= 11
= 40
= 37

(1,1,0,0)"

(1,2,2,0)"

(_29 0’ 1’ - I)T

(2,-2,1,-1"
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