GAaDO

NajkratSia cesta - algoritmy

Technicka univerzita v KoSiciach

KMi:

KATEDRA MATEMATIKY A
TEORETICKEJ INFORMATIKY

2025-2026

GAaDO Najkratsia cesta - algoritmy



NajkratSia cesta - algoritmy

Pozname viacero algoritmov, ktoré dokazu najst najkratsiu
cestu. Medzi algoritmy, ktoré hfadaju najkratSiu cestu z
jedného vrchola do vSetkych ostatnych patria napriklad:
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NajkratSia cesta - algoritmy

Pozname viacero algoritmov, ktoré dokazu najst najkratsiu
cestu. Medzi algoritmy, ktoré hfadaju najkratSiu cestu z
jedného vrchola do vSetkych ostatnych patria napriklad:

@ Fordov algoritmus
@ Dijkstrov algoritmus
@ Johnsonov algoritmus

Najznamejsi algoritmus hfadajici najkratSiu cestu medzi
vSetkymi vrcholmi grafu patri Floydov algoritmus.
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Floydov algoritmus

Floydov algoritmus
@ Krok 1. Zostroj C = (cj), kde: ¢; =0preVic V a
Vi j, i #j:

cif = c(i,j) akije H,resp. 76 H
00 akij¢H,resp.T’f¢H
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Floydov algoritmus

Floydov algoritmus
@ Krok 1. Zostroj C = (cj), kde: ¢; =0preVic V a
UREE

cif = c(i,j) akije H,resp. 76 H
00 akij¢H,resp.T’f¢H

Zostroj X = (xj), kde x; = ipreVic V a
Vi j, i #
Xif = i akijeH,resp.?eH
00 akijgéH,resp.T'fgéH
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Floydov algoritmus

Floydov algoritmus
@ Krok 1. Zostroj C = (cj), kde: ¢; =0preVic V a
WNNEYE
. y -
cif = { c(i,)) ak/.j.e H, resp. l €H
00 akij ¢ H,resp. ij ¢ H

Zostroj X = (xj), kde x; = ipreVic V a
Vi j, i #]:

Xif = i akijeH,resp.?eH
00 akijgéH,resp.T'fgéH

o Krok 2. Pre Vk =1,2,...,nurob: Pre Vi # k také, ze
Cik # 00, a pre Vj # k také, ze cxj # oo, urob:
AK cjj > Cik + Cxj, POlOZ: Cjj = Cik + Cij @ Xj == X;.
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Floydov algoritmus

V3

Napiste maticu vdialenosti pre dany digraf a popiste najkratSiu
cestu z vrcholu v» do vrcholu vy.
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Floydov algoritmus

1. iteraCny krok:

0 6 3 2 o Vilwvyg vi vq —
©| 0 5 o — Vo Vo — -
©|loo 0 oo 7 — |- v — v
0|3 oo 0 4 — |4 — Vg W4

1|00 o0 o 0 Vs | — — — Vs
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Floydov algoritmus

1. iteraCny krok:

0 6 3 2 o Vilwvyg vi vq —
|0 5 oo — Vo Vo — -
©|loo 0 oo 7 — |- v — v
0|3 oo 0 4 — |4 — Vg W4

1|00 o0 o 0 Vs | — — — Vs

0 6 3 2 o Vi Vi vi V¢ —
oo 0 5 o o - Vo Vo — —
oo oo 0 oo 7 - — V3 — W
o 3 o 0 4 — Va4 — Vg W

1 7 4 3 0 Vs Vi Vi Vi Vs
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Floydov algoritmus

2. iteracny krok:

0 6 3 2 o Vi|lwvi|vq V¢ —
0|05 o — | Vo | Vo — —
©|loo|l 0 oo 7 — | =]l — v
o3l 0 4 — | Va| — Vg W4

11714 3 0

Vs | Vi | V1 Vi Vs
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Floydov algoritmus

2. iteracny krok:

0 6 3 2 o Vi|lwvi|vq V¢ —
0|05 o o — | Vo | Vo — —
©|loo|l 0 oo 7 — | =]l — v
o3l 0 4 — | Va| — Vg W4

11714 3 0 Vs | Vi |Vi Vi Vs

0 6 3 2 o Vi v vqi V¢ —
oo 0 5 o o - Vo Vo — —
oo oo 0 oo 7 - — V3 — W
o 3 8 0 4 — Vg Vo Vg W4

1 7 4 3 0 Vs Vi Vi Vi Vs
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Floydov algoritmus

3. iteracny krok:

0 6|3]|2 Vi Vi |V | Vg —
oo 05| - Vo | Vo | — —
oo 00| 0|00 V3| — V3
oo 31(8|0

1 714]3

o AN 8
|
|

Vs Vi | Vi | V1 Vs
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Floydov algoritmus

3. iteracny krok:

0 6 132 o Vi Vi | vqi | Vg —
oo 0|50 o - Vo | Vo | — —
oo 00|00l 7 - — |- Vv
oo 3180 4 — Vg | Vo | Vg Wy

1 7143 0 Vs Vi |Vi| Vg Vs

0 6 3 2 10 Vi Vi V4 V4 V3
oo 0 5 oo 12 — Vo Vo — V3
oo oo 0 oo 7 - — V3 —
o 3 8 0 4 — Vg Vo Vg W4

1 7 4 3 0 Vs Vi Vi Vi Vs
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Floydov algoritmus

4. iteraCny krok:

0 6 32|10 Vi Vi V{4 V4 V3
oo 0 5 o012 — Vo Vo — V3
oo oo 0|loco| 7 - — V3 — W
co 3 8|0 4 — Vg Vo Vg Wy

1 7 4/3|0 Vs Vi Vi Vi Vs
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Floydov algoritmus

4. iteraCny krok:

0 6 32|10 Vi Vi V{4 V4 V3
oo 0 5 o012 — Vo Vo — V3
oo oo 0|loco| 7 - — V3 — W
co 3 8|0 4 — Vg Vo Vg Wy

1 7 4/3|0 Vs Vi Vi Vi Vs

0 5 3 2 6 Vi Vu Vi V9
oo 0 5 oo 12 — Vo Vo — V3
oo oo 0 oo 7 - — V3 —
o 3 8 0 4 — Vg Vo Vg W4

1 6 4 3 O Vs Vo Vi Vi Vs
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Floydov algoritmus

5. iteraCny krok:

0 5 8 2 6 Vi Vg Vi V4 | W
oo 0 5 o012 - Vo Vo — | V3
oo oo 0 | 7 - — V3 — |V
co 3 8 0 4 — Vg Vo Vg | Wy

1 6 4 3|0 Vs V4 Vi Vil Vs
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Floydov algoritmus

5. iteraCny krok:

0 5 8 2 6 Vi Vg Vi V4 | W
oo 0 5 o012 - Vo Vo — | V3
oo oo 0 | 7 - — V3 — |V
co 3 8 0 4 — Vg Vo Vg | Wy

1 6 4 3|0 Vs V4 Vi Vil Vs

Vyslednd vzdialenostna matica:

0 5 3 2 6 Vi Vg Vi Vi W
13 0 5 15 12 Vs Vo Vo Vi Va3
8 13 0 10 7 Vs Vy V3 Vi Va3
5 3 8 0 4 Vs Vg Vo Vg4 Wy
1 6 4 3 O Vs V4 Vi Vi Vs
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Floydov algoritmus

Zlozitost’ Floydovho algoritmu:
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Floydov algoritmus

Zlozitost' Floydovho algoritmu:
@ Vytvorenie matic C a X v Kroku 1. ma zlozitost O(n?),
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Floydov algoritmus

Zlozitost' Floydovho algoritmu:
@ Vytvorenie matic C a X v Kroku 1. ma zlozitost O(n?),

@ V kroku 2 sa n-krat skontroluju a pripadne aj zmenia prvky
matice C a matice X, ktoré obe maju po n® prvkov,
zloZitost kroku 3. je O(n®),
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Floydov algoritmus

Zlozitost' Floydovho algoritmu:
@ Vytvorenie matic C a X v Kroku 1. ma zlozitost O(n?),

@ V kroku 2 sa n-krat skontroluju a pripadne aj zmenia prvky
matice C a matice X, ktoré obe maju po n® prvkov,
zloZitost kroku 3. je O(n®),

@ Zlozitost celého algoritmu je O(n®).
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Zaporne cykly

Modifikacia Floydovho algoritmu:

@ v Kroku 1. definujeme zaciatocnu maticu C tak, Ze na
diagonéle namiesto nul budu hodnoty co. (Matica X je bez
zmeny.)

@ Krok 2. je rovnaky. Po ukonceni algoritmu budud prvky cj
na diagonale rovné diZzke najkratSieho Ji-cyklu.

@ Ak sa na hlavnej diagonale matice C objavi zaporné Cislo
cii, mame cyklus zapornej ceny. Tento cyklus urcime
pomocou matice smernikov X
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Cesta maximalnej spofahlivosti

Definicia
Majme hranovo ohodnoteny graf G = (V, H, c) kde
ohodnotenie ¢ predstavuje spolahlivost hrany
(pravdepodobnost tspesného prechodu hranou), t.j.
0 < c(h) < 1. Nech P je uv-cesta. Spolahlivost s(P) cesty P
definujeme:

s(P) =[] c(h).

heP

uv-cesta maximalnej spolahlivosti je ta uv-cesta P, ktora ma
zo vsetkych uv-ciest najvacsiu spofahlivost.

4
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Cesta maximalnej spofahlivosti

Veta

Nech G = (V, H, c), kde c(h) > 0 je spolahlivost hrany h € H.
uv-cesta P je cestou maximalnej spolahlivosti v grafe

G = (V, H,c) prave vtedy, ak P je najkratsou cestou v grafe

G = (V,H,c), kde pre cenu hrany c plati c(i,j) = — log,(c(i,J)),
(kdez > 1).

y
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Cesta maximalnej spofahlivosti

Doékaz:
@ Funkcia log,(x) je rastuca (pre z > 1),
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Cesta maximalnej spofahlivosti

Dékaz:
@ Funkcia log,(x) je rastuca (pre z > 1),
@ spofahlivost s(P) = [[,cp c(h) cesty P je maximalna
prave vtedy, ked’ je maximalny vyraz:

log(s(P)) = log ( 11 c(h)) = log(c(h)).

heP heP
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Cesta maximalnej spofahlivosti

Dékaz:
@ Funkcia log,(x) je rastuca (pre z > 1),
@ spofahlivost s(P) = [[,cp c(h) cesty P je maximalna
prave vtedy, ked’ je maximalny vyraz:

log(s(P)) = log ( 11 c(h)) = log(c(h)).

heP heP
@ tento vyraz je maximalny prave vtedy, ked je sucet

> hep — log(c(h)) minimalny. Pretoze 0 < ¢c(h) <1, je
— log(c(h)) nezaporné Cislo.

GAaDO Najkratsia cesta - algoritmy



Cesta maximalnej spofahlivosti

Dékaz:
@ Funkcia log,(x) je rastuca (pre z > 1),
@ spofahlivost s(P) = [[,cp c(h) cesty P je maximalna
prave vtedy, ked’ je maximalny vyraz:

log(s(P)) = log ( 11 c(h)) = log(c(h)).

heP heP

@ tento vyraz je maximalny prave vtedy, ked je sucet
> hep — log(c(h)) minimalny. Pretoze 0 < ¢c(h) <1, je
— log(c(h)) nezaporné Cislo.
@ Pre cestu P je tato suma vlastne dizkou cesty v hranovo
ohodnotenom grafe G = (V, H, ¢) s cenou hrany
c(h) = —log(c(h)).
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Aplikacie

@ Misionari a kanibali.
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@ Misionari a kanibali.
@ Jazdec na Sachovnici.
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Aplikacie

@ Misionéri a kanibali.

@ Jazdec na Sachovnici.

@ Odmeriavanie vody.

@ Elektronicky cestovny poriadok.
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