Numerické rieSenie nelinedarnych rovnic

V tejto kapitole sa budeme zaoberat urovanim redlnych korefiov rovnice

f(x) =0, (1)

kde f je redlna funkcia redlnej premenne;.
Cislo «, pre ktoré f(a) = 0, nazyvame korefiom rovnice f(x) = 0. Ak je funkcia
polynémom, nazyvame rovnicu f(x) = 0 algebrickou rovnicou.
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Numerické rieSenie nelinedarnych rovnic

V tejto kapitole sa budeme zaoberat urovanim redlnych korefiov rovnice

f(x) =0, (1)

kde f je redlna funkcia redlnej premenne;.
Cislo «, pre ktoré f(a) = 0, nazyvame korefiom rovnice f(x) = 0. Ak je funkcia
polynémom, nazyvame rovnicu f(x) = 0 algebrickou rovnicou.

rovnic dokaZeme vypotitat iba pribliznii hodnotu koreiia .
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Numerické rieSenie nelinedarnych rovnic

V tejto kapitole sa budeme zaoberat urovanim redlnych korefiov rovnice
f(x) =0, (1)

kde f je redlna funkcia redlnej premenne;.
Cislo «, pre ktoré f(a) = 0, nazyvame korefiom rovnice f(x) = 0. Ak je funkcia
polynémom, nazyvame rovnicu f(x) = 0 algebrickou rovnicou.

.....

rovnic dokaZeme vypotitat iba pribliznii hodnotu koreiia .
Pri riegeni rovnice (1) je vhodny nasledujici postup:
@ Urcime pocet korefiov rovnice.
@® Pre kazdy korefi «y; ur&ime interval (a;, b;) taky, Ze o; € (a;, b;). (separujeme
korene), pricom «; € (a;, b;) je jediny koreii v intervale (a;, b;).
© PouZzijeme priblizné metddy na vypolet korefiov.
O ° Ak je dand presnost ¢, proces ukon&ime, ked je dand presnost dosiahnuta.

® Ak je dany pocet iteracii, urobime odhad absoliitnej chyby vypo&itaného
korefia.
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Veta (Bolzanova)

Nech A C R a funkcia f : A — R je spojitd na intervale (a, b) C A, pricom
plati f(a) - f(b) < 0. Potom existuje aspon jedno ¢islo ¢ € (a, b) také, ze
f(c)=0.
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Veta (Bolzanova)

Nech A C R a funkcia f : A — R je spojitd na intervale (a, b) C A, pricom
plati f(a) - f(b) < 0. Potom existuje aspon jedno ¢islo ¢ € (a, b) také, ze
f(c)=0.

Dosledok
Nech pre x, plati

| A\

f(xp—€) - f(xn+€)<O.

Potom sa v intervale (x, — €, x, + €) nachadza koren a, teda x, je rieSenie
tlohy s presnostou e. Tento test obyéajne nazyvame +e-test.

\

Pozndmka. Rovnica f(x) = 0 mdze mat v intervale (a, b) nulovy bod aj
v pripade, ked' f(a) - f(b) > 0. V tomto pripade je pocet korefiov v intervale
(a, b) parny.
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Veta (Bolzanova)

Nech A C R a funkcia f : A — R je spojitd na intervale (a, b) C A, pricom
plati f(a) - f(b) < 0. Potom existuje aspon jedno ¢islo ¢ € (a, b) také, ze
f(c)=0.

Dosledok
Nech pre x, plati

f(xp—€) - f(xn+€)<O.

Potom sa v intervale (x, — €, x, + €) nachddza koren «, teda x, je rieSenie
tlohy s presnostou e. Tento test obyéajne nazyvame +e-test.

Pozndmka. Rovnica f(x) = 0 mdze mat v intervale (a, b) nulovy bod aj
v pripade, ked' f(a) - f(b) > 0. V tomto pripade je pocet korefiov v intervale
(a, b) parny.

Rovnica x? — 4 = 0 m4 v intervale (—3; 3) korene —2, 2, hoci f(—3) - f(3) > 0.

16. oktébra 2025 2/98



Veta (Bolzanova)

Nech A C R a funkcia f : A — R je spojitd na intervale (a, b) C A, pricom
plati f(a) - f(b) < 0. Potom existuje aspon jedno ¢islo ¢ € (a, b) také, ze
f(c)=0.

Dosledok
Nech pre x, plati

f(xp—€) - f(xn+€)<O.

Potom sa v intervale (x, — €, x, + €) nachddza koren «, teda x, je rieSenie
tlohy s presnostou e. Tento test obyéajne nazyvame +e-test.

Pozndmka. Rovnica f(x) = 0 mdze mat v intervale (a, b) nulovy bod aj
v pripade, ked' f(a) - f(b) > 0. V tomto pripade je pocet korefiov v intervale
(a, b) parny.

Rovnica x> — 4 = 0 m4 v intervale (—3;3) korene —2, 2, hoci f(—3) - f(3) > 0.
Priklad

Separujte vsetky redlne korene rovnice x3 — x —1 = 0.

™7 g =
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Metdda polovi¢ného delenia intervalu (bisekcie)

Predpokladajme, Ze rovnica f(x) = 0 m4 prave jeden koreli « v intervale (a, b).
Definujme postupnost intervalov (a,, b,), n=1,2, ... predpisom:

0 <ao,b0> = <a7 b>
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Metdda polovi¢ného delenia intervalu (bisekcie)

Predpokladajme, Ze rovnica f(x) = 0 m4 prave jeden koreli « v intervale (a, b).
Definujme postupnost intervalov (a,, b,), n=1,2, ... predpisom:

0 <ao,b0> = <a7 b>

® Nech je definovany interval (a,, by), pri¢om f(a,) - f(b,) < 0. Nech

cn = (a, + bn)/2. (2)

® Ak je f(c,) =0, potom je ¢, koreflom rovnice. Ak je f(c,) # 0 a
f(an) - f(cn) <0, polozime a,11 = an, byy1 = ¢,. Ak plati opa&nd nerovnost,
t. j. f(an) - f(cy) > 0, polozime ani1 = ¢y, bpr1 = b,. Ak ma postupnost
(cn) konegny potet &lenov, jej posledny ¢len je korefiom rovnice f(x) = 0. Ak
je postupnost (c,) nekone&nd, potom m3 limitu a plati

lim ¢, = a.
n— o0
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Metdda polovi¢ného delenia intervalu (bisekcie)

Predpokladajme, Ze rovnica f(x) = 0 m4 prave jeden koreli « v intervale (a, b).
Definujme postupnost intervalov (a,, b,), n=1,2, ... predpisom:

0 <ao,b0> = <a7 b>

® Nech je definovany interval (a,, by), pri¢om f(a,) - f(b,) < 0. Nech

cn = (a, + bn)/2. (2)

® Ak je f(c,) =0, potom je ¢, koreflom rovnice. Ak je f(c,) # 0 a
f(an) - f(cn) <0, polozime a,11 = an, byy1 = ¢,. Ak plati opa&nd nerovnost,
t. j. f(an) - f(cy) > 0, polozime ani1 = ¢y, bpr1 = b,. Ak ma postupnost
(cn) konegny potet &lenov, jej posledny ¢len je korefiom rovnice f(x) = 0. Ak
je postupnost (c,) nekone&nd, potom m3 limitu a plati
lim ¢, = a.
n—oo
Pre odhad absolitnej chyby korefia « plati |c, — a| < %.
Ak mame vypotitat koreh a s presnostou € > 0, ukon&ime proces delenia
intervalu, ak |b, — a,| < 2¢ a za aproximéciu korefia o vezmeme &islo (a, + b,) /2.



Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ap = 1, by = 2.

n | a, (f(an)) by (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
0|1(-) 2 (+) 15 (+ -
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Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ag = 1, by = 2.

n | a, (f(an)) by (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
0|1(-) 2 (+) 1,5 (+) -
1]11(-) 1,5 (+) 1,25 (-) +
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Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ag = 1, by = 2.

n | an (f(an)) b, (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
0|1(-) 2 (+) 1,5 (+) —
1]11(-) 1,5 (+) 1,25 (-) +
21 1,25(-) 1,5 (+) 1,375 (+) —
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Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ag = 1, by = 2.

n | a, (f(an)) by (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
0|1(-) 2 (+) 1,5 (+) -
1]11(-) 1,5 (+) 1,25 (-) +
21 1,25(-) 1,5 (+) 1,375 (+) -
31 1.25(-) 1,375 (4) 1,3125 (-) +
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Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ag = 1, by = 2.

n | a, (f(an)) by (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
0|1(-) 2 (+) 1,5 (+) -
1]11(-) 1,5 (+) 1,25 (-) +
21 1,25(-) 1,5 (+) 1,375 (+) -
31 1.25(-) 1,375 (4) 1,3125 (-) +
4 11,3125 (-) 1,375 (+) 1,34375 (+) -
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Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ap = 1, by = 2.

n b, (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
0 2 (+) 1,5 (+) —
1 1,5 (+) 1,25 (-) +
2 1,5 (+) 1,375 (+) —
3 1,375 (4) 1,3125 (-) +
4 1,375 (+) 1,34375 (+) -
5 1,34375 (4) | 1,32813 (+) —
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Metddou poloviéného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte rediny koreri
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ag = 1, by = 2.

n | an (f(an)) by (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
010 2 () 50 -
1]11(-) 15 (+) 1,25 (-) +
2| 125(-) 15 (+) 1,375 (+) —
31 1.25(-) 1,375 (+) 1,3125 (-) +
41,3125 (=) | 1,375 (+) 1,34375 (+) —
5| 1,3125 (<) | 1,34375 (+) | 1,32813 (+) -
6 | 1,3125 (-) | 1,32813 (+) | 1,32032 (-) +
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Metddou poloviEného delenia intervalu s presnostou 0,005 vypocitajte redlny korerf
rovnice f(x) = x3 —x —1=0.

UzZ vieme, Ze jediny korefi kovnice leZi v intervale (1;2). Teda ag = 1, by = 2.

n | an (f(an)) by (f(bn)) cn (f(cn)) f(an) - f(cn)
010 2 () 50 -
1]11(-) 15 (+) 1,25 (-) +

2| 125(-) 15 (+) 1,375 (+) —

31 1.25(-) 1,375 (+) 1,3125 (-) +
41,3125 (=) | 1,375 (+) 1,34375 (+) —

5| 1,3125 (<) | 1,34375 (+) | 1,32813 (+) -

6 | 1,3125 (-) | 1,32813 (+) | 1,32032 (-) +

7| 1,32032 (-) | 1,32813 (+) | 1,32423

Pretoze |1,32813 — 1,32032| < 2- 0,005 a f(1,32813) - £(1,32032) < 0, mbZeme

aproximovat korel pomocou cg = 1,32423. Teda o ~ 1, 32423.
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Newtonova metdda

Predpokladajme, Ze (a, b) je interval separicie, teda plati f(a) - f(b) <0 av
intervale (a, b) lezi prave jeden koreii rovnice f(x) = 0.

Newtonovu metédu, nazyvanu tie? metéda dotyénic, mdZeme pouZit na riefenie
rovnice f(x) = 0, ak je funkcia dvakrét diferencovatelnd a bud konvexnd na celom
intervale (a, b) alebo konkdvna na celom intervale (a, b). Rovnica doty¢nice ku
grafu funkcie f(x) v bode x,: y — f(x,) = f'(x,)(x — x,). Daldiu aproximaciu x,1
uréime ako priese¢nik dotyZnice s osou x (t.]. pri dosadenfi x, 11 za x poloZime
sti¢asne y rovné 0). Dostdvame

—f(xn) = F'(%n) (Xnt1 — Xn)-
a z toho rekurentny vzorec

f(xn)
X+l = Xn = f/(Xn)’

n=0,1,2,....
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Newtonova metdda

Predpokladajme, Ze (a, b) je interval separicie, teda plati f(a) - f(b) <0 av
intervale (a, b) lezi prave jeden koreii rovnice f(x) = 0.

Newtonovu metédu, nazyvanu tie? metéda dotyénic, mdZeme pouZit na riefenie
rovnice f(x) = 0, ak je funkcia dvakrét diferencovatelnd a bud konvexnd na celom
intervale (a, b) alebo konkdvna na celom intervale (a, b). Rovnica doty¢nice ku
grafu funkcie f(x) v bode x,: y — f(x,) = f'(x,)(x — x,). Daldiu aproximaciu x,1
uréime ako priese¢nik dotyZnice s osou x (t.]. pri dosadenfi x, 11 za x poloZime
sti¢asne y rovné 0). Dostdvame

—f(xn) = F'(%n) (Xnt1 — Xn)-

a z toho rekurentny vzorec

Veta (Odhad chyby)

Nech « je presnd hodnota a xx pribliznd hodnota korena rovnice (1). Nech obe
tieto hodnoty lezia v intervale (a, b) a |f'(x)| > m > 0 pre vietky x € (a, b).
Potom plati odhad

jxe — of < 7, 3) |

[a%)
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Nech na intervale (a, b) st splnené nasledujiice podmienky:

@ f(a)- f(b) < 0.
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Nech na intervale (a, b) st splnené nasledujiice podmienky:
@ f(a)-f(b) <O0.

® (x) nemeni znamienko na intervale (a, b)).
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Nech na intervale (a, b) st splnené nasledujiice podmienky:
@ f(a)-f(b) <O.
® (x) nemeni znamienko na intervale (a, b)).
© Pre startovaci bod xp € (a, b) plati f(xo) - " (x0) > 0.
Potom postupnost dana vztahom

f(xn)
Xp+1 = Xn — f/(Xn)’ n:0,1,2,.... (4)

konverguje ku korenu « rovnice f(x) = 0, teda plati lim x, = a.
n—00
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Nech na intervale (a, b) st splnené nasledujiice podmienky:
@ f(a)-f(b) <O.
® (x) nemeni znamienko na intervale (a, b)).
© Pre startovaci bod xp € (a, b) plati f(xo) - " (x0) > 0.
Potom postupnost dana vztahom

f(xn)
Xp+1 = Xn — f/(Xn)’ n:0,1,2,.... (4)

konverguje ku korenu « rovnice f(x) = 0, teda plati lim x, = a.
n—00
Ak navyse plati podmienka
O |f'(x)| > 0 pre kazdé x € (a, b) (f (x) nemeni znamienko na intervale

(a, b)), mozeme na odhad presnosti pouzivat vztah |x, — a| < @, kde

m< min |f" .
< X€<;ﬁb>| ()l
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Nech na intervale (a, b) st splnené nasledujiice podmienky:
@ f(a)-f(b) <O0.
® (x) nemeni znamienko na intervale (a, b)).
© Pre startovaci bod xp € (a, b) plati f(xo) - " (x0) > 0.
Potom postupnost dana vztahom

f(xn)
Xp+1 = Xn — f/(Xn)’ n:0,1,2,.... (4)

konverguje ku korenu « rovnice f(x) = 0, teda plati lim x, = a.
n—00
Ak navyse plati podmienka
O |f'(x)| > 0 pre kazdé x € (a, b) (f (x) nemeni znamienko na intervale

(a, b)), mozeme na odhad presnosti pouzivat vztah |x, — a| < |f(x” , kde
m < m|n |f”( )|
x€(a,

STOP TEST:

Ak plati 4, iteraény proces ukon&ime, ked plati <& , potom « = x,,

Ak neplati 4, iteragny proces ukon&me, ked plati f(x, — 5) - f(x, +¢€) <0, potom
o R X,

Gl
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Newtonovou iteratnou metddou vypo&itajme redlny koreii rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Pre dand dlohu je a € (1;1,5). KedZe f/(x) = 3x* — 1, na intervale separacie je

m= r(nin : |f'(x)| = 2. Pretoze f”'(x) = 6 x > 0 na uvaZovanom intervale a
xe(1;1,5

f(1,5) > 0, bude Newtonova metéda konvergovat k riegeniu rovnice z bodu
Xo = 175
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Newtonovou iteratnou metddou vypo&itajme redlny koreii rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Pre dand dlohu je a € (1;1,5). KedZe f/(x) = 3x* — 1, na intervale separacie je

m= r(nin : |f'(x)| = 2. Pretoze f”'(x) = 6 x > 0 na uvaZovanom intervale a
x€e(1;1,5

f(1,5) > 0, bude Newtonova metéda konvergovat k riegeniu rovnice z bodu
Xo = 1,5

[ n ] x | ) [ () | Tl |

m

0[15 10,875 [5,75 [0,4375 \
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Newtonovou iteratnou metddou vypo&itajme redlny koreii rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Pre dand dlohu je a € (1;1,5). KedZe f/(x) = 3x* — 1, na intervale separacie je

m= r<q|r11 : |f'(x)| = 2. Pretoze f”'(x) = 6 x > 0 na uvaZovanom intervale a
x€(L;1,5
f(1,5) > 0, bude Newtonova metéda konvergovat k riegeniu rovnice z bodu
Xo = 1,5
[ ] x | Fn) | Fx) [0l
15 0,875 5,75 0,4375
1] 1,34783 | 0,10068 | 4,44990 | 0,05034
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Newtonovou iteratnou metddou vypo&itajme redlny koreii rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Pre dand dlohu je a € (1;1,5). KedZe f/(x) = 3x* — 1, na intervale separacie je

m= r(nin : |f'(x)| = 2. Pretoze f”'(x) = 6 x > 0 na uvaZovanom intervale a
x€e(1;1,5

f(1,5) > 0, bude Newtonova metéda konvergovat k riegeniu rovnice z bodu
Xo = 1,5

m

n

015 0,875 |5,75 0,4375
1| 1,34783 | 0,10068 | 4,44990 | 0, 05034

2 [ 1,32520 | 0,00205 | 4,26846 | 0,001025 < =

‘ Xn ‘ f(xn) ‘ ' (xn) ‘ L]

Ked'Ze

f()|  0,0021

- 7 < P
m 2

2 —al < = 0,00105,

uZ po druhom kroku sme dosiahli poZadovani presnost. Teda o ~ 1.32520.
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Separujte véetky redlne korene rovnice e* — 8x = 0 a Newtonovou metddou
vypolitajte najmensi redlny koreri rovnice s presnostou e = 1075.

f(xn)

F'(%)

[ (xn)]

Gl W N RFR OIS

16. oktébra 2025

/98



Metdda prostej iteracie

Hlad4dme riegenie rovnice f(x) = 0 v intervale (a, b). Rovnicu f(x) = 0 vieme vzdy
prepisat na tvar

x = ¢(x) (5)
tak, aby ¢ : (a, b) — R bola kontraktivna funkcia na (a, b), t. j.
[o(x) = (V)| < Alx =yl

pre x,y € (a, b) a zaroveii p(x), ¢(y) € (a, b), pritom A € (0,1) sa nazyva
koeficient kontraktivnosti.
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Metdda prostej iteracie

Hlad4dme riegenie rovnice f(x) = 0 v intervale (a, b). Rovnicu f(x) = 0 vieme vzdy
prepisat na tvar
x = ¢(x) (5)

tak, aby ¢ : (a, b) — R bola kontraktivna funkcia na (a, b), t. j.

lo(x) = p(y)| < Alx —y|

pre x,y € (a, b) a zaroveii p(x), ¢(y) € (a, b), pritom A € (0,1) sa nazyva
koeficient kontraktivnosti.

Nech funkcia ¢ je na (a, b) diferencovatelnd. Potom podla Lagrangeovej vety
o strednej hodnote existuje £ € (a, b) také, Ze

P(x) = @(y) = &' (E)(x = ), resp-w = ¢'(€)

Ak existuje kladné &islo M také, ze M = m<a>é> |’ (x)], tak pre x € (a, b) plati
xe(a,

lp(x) — w(y)] < Mlx —y|.

Ak je &islo M < 1, md%eme ho zobrat za koeficient kontraktivnosti, teda A\ = M.
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Nech ¢ : (a, b) — (a, b) je spojitd funkcia na (a, b). Nech existuje spojitd
derivdcia ¢’ na intervale (a, b) a ¢islo A\, 0 < X < 1 také, ze |¢'(x)| < A pre
Tubovolné x € (a, b).

Potom iteracny proces

xot1 = @(xn) pre i=0,1,... (6)

konverguje k jedinému koreitu o rovnice x = ¢(x) a plati odhad

A
\X,,f()c|§1_/\\x,,fx,,,1\7 n=12,.... (7)

v

Zo vztahu (7) vyplyva, Ze iteratny proces pri zadanej presnosti ¢ ukon&ime, ked

plati [x, — x,-1] < lj\A -e. Potom a ~ x,.
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Prostou iteraénou metédou vypoéitajme redlny korefi rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Rovnica x3 — x — 1 = 0 m4 jediny redlny korel a € (1;2). Dand rovnicu mdZeme
zapisat v tvare
x =vVx+1=¢(x).
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Prostou iteraénou metédou vypoéitajme redlny korefi rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Rovnica x3 — x — 1 = 0 m4 jediny redlny korel a € (1;2). Dand rovnicu mdZeme
zapisat v tvare
x =vVx+1=¢(x).

Dostdvame

max_|¢'(x)| = ~0,21.

1 1
3W/(x+1)2 xe12) V4
Na urlenie pribliznej hodnoty korefia o pouZijeme iteraény proces
Xpa1 = /xp + 1, i =0,1,.... Za zaiatoénd hodnotu zvolme napriklad
xo = 1,5. Itera&ny proces ukontime, ked |x, — x,_1| < % -£~0,0188.

P00l =[50+ 1)) =
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Prostou iteraénou metédou vypoéitajme redlny korefi rovnice x> — x —1 =0
s presnostou 0,005.

Rovnica x3 — x — 1 = 0 m4 jediny redlny korel a € (1;2). Dand rovnicu mdZeme
zapisat v tvare
x =vVx+1=¢(x).

Dostdvame

1 _
lp'(x)| = |§(X+ )72 = ~0,21.

1 , 1
_— max x)| = —=
3Y(x+1)? x€(1,2) [ ()] 374
Na urlenie pribliznej hodnoty korefia o pouZijeme iteraény proces
Xpa1 = /xp + 1, i =0,1,.... Za zaiatoénd hodnotu zvolme napriklad
xo = 1,5. Itera&ny proces ukontime, ked |x, — x,_1| < % -£~0,0188.
Dostavame tieto iterdcie:

(n] xo [ Po—xoa | . L A
0 15 KedZe |x, — x,—1| < 25 - €, mdZeme
| o oo st 05 sraine
2 | 1,3308 0,0264 mocou x3. Teda a =~ 1,3259 P
31,3259 | 0,0049 < 0,0188 3 e
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Separujte vietky redlne korene rovnice x* — 7Tx — 7 = 0. Metddou prostej iteracie
najdite vetky korene s presnostou ¢ = 1073,
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RieSenie sustav nelinedarnych rovnic

Budeme sa zaoberat niektorymi numerickymi metédami rie$enia ststavy n
nelinedrnych rovnic o n nezndmych

f(x) =0, (8)

kde f = (f1,f,...,f,)7 je vektorova funkcia n nezavislych premennych xi, xa,
.., X,. Tlto ststavu mdZeme v zlozkach zapisat v tvare

fi(x1,x0,...,x,) =0, i=12,...,n.

Budeme predpokladat, e vektorova funkcia f je definovana na neprazdne;j
mnoZine G C R". Rieit sdstavu (8) znamend ndjst vetky také body
a=(a1,0z,...,a,)" € G, pre ktoré plati f(@) = 0. Bod @ nazyvame riefenim
uvedenej sdstavy. Separaciou vektora @ rozumieme urlenie takej ohranicenej,
uzavretej oblasti D C G, do ktorej patri jediné rieSenie @.
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Newtonova metdda

— . . .=
Ozna&me f tzv. Jacobiovu maticu zobrazenia f, potom

0h(x) 0f(X) 0f(X)
3X1 8X2 o aX,,
y 0h(x) 0H(x)  0A(X)
f(x)= 0x1 0xo Oxp,
0 (X)  0F,(X) 0f,(X)
8x1 aXQ o ()x,,

Ak pre kazdé x € D, je det(?/(?)) # 0, ma dand sdstava rovnic jediné rieSenie.
Ak x(k) je k-ta iteracia vektora @, potom vektor x(k+1) ndjdeme pouZitim
Taylorovej vety pre funkciu n premennych.
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Pre nazornost uvedieme postup kon&trukcie pre n = 2. Rie$me tito stistavu rovnic
fi(x,y) =0,

f(x,y) = 0.

Pouzitim Taylorovej vety dostavame
(D, y D) = (<0, y ()4

Af(x(k) (k)
. (X{ ")
Ox

of(x™*)
(X(k+1)_ X(k)) + (8y )(y(k+1)_ y(")) + R;,

kde i =1, 2.
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Pre nazornost uvedieme postup kon&trukcie pre n = 2. Rie$me tito stistavu rovnic
fi(x,y) =0,

f(x,y) = 0.

Pouzitim Taylorovej vety dostavame
(D, y D) = (<0, y ()4

Af(x(k) (k)
. (X{ ")
Ox

ofi(x*))

(X(k+1)_ X(k)) + v

=y ) + R,
kde i =1, 2. V kaZzdej z rovnic zanedbdme zvysky Ry, R> a ﬂ(xl(k+1),x2(k+1)).
DalSiu aproximaciu dostaneme rieSenim siistavy linedrnych rovnic

3/-’1()((‘()7}/(’0)

Of; (x(k) (k)
n 1(x), y1)
155

(X(kH),X(k)) 3

(y(kH),y(k)) — ,f’l(x(k)‘y(k))_/
Oy (x(K) y (k) Dy (x(K) y (k)
- 0z 7 _l’_ - @z 7
Ox Ay
Dostavame stistavu 2 linedrnych rovnic s neznamymi (x(k*1) —x(K) 3
(y(”l)fy(k)), ktori mézeme riedit napr. Cramerovym pravidlom.

(X(k+1)_x(k)) (y(kH)_y(k)):_f2(x(k)7y(k)).



Ozna&me

OFf, (k)’ (k) (k)
W | ARG, 1(x8{y ) . of (x ? ) R, )
Wi = Wi =
of (X(k y(k)) ’ 2 (()fQ(X k) y(k)) )
—F (xR k) 2 J — (xR k)
2(x, y ) 3y Ee 2(x, ')

df( (k) (k)) df( (k) (k))

(k) _ dx (?y
WEE ] 0a(9, ) o,y )
Ox oy
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Ozna&me

A (x®), 00y oh(x", y) Of(xW,y0) (x(8), 00
w = & w0 W = ﬁ) 0 D
of , ’ of , ’
—h(x®), y W) 72()(0}/)/ ) 72()(8)()/ ) —f(x"), y®)
df( (k) (k)) df( (k) (k))
(k) _ 6x (?y
W = 9h(x0, ) ap (x40
Ox oy
Potom 0 B
Wi, W.
(k1) _ (k) _ M (k+1) _ (k) 1
X X W = X X\ 4 MOk
k k
YD ) wy" YU (0 4 Wy
w (k) W (k)

Itera&ny proces ukon&ime, ked

A — (Rl = max{[xEFD — x|y D) — y O]y <e,
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Urobme 3 iterdcie Newtonovej metddy z bodu (x(?,y(®)) = (0,0) a uréme chybu.

A(x,y) =x*+4x—y* =2y —1=0,

fr(x,y) = x> +5y —4=0.

16. oktébra 2025 17 /98



Urobme 3 iterdcie Newtonovej metddy z bodu (x(?,y(®)) = (0,0) a uréme chybu.

A(x,y) =x*+4x—y* =2y —1=0,

fr(x,y) = x> +5y —4=0.

RieSenie.
| 2x4+4 —2y-2 | X —ax+y 2+l -2y -2
W(me)* 2x 5 lv Wl(Xuy)*‘ 7X275y+4 5
| 2x+4 — X —4x+y 42y +1
| 3
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Urobme 3 iterdcie Newtonovej metddy z bodu (x(?,y(®)) = (0,0) a uréme chybu.

A(x,y) =x*+4x—y* =2y —1=0,

fr(x,y) = x> +5y —4=0.

RieSenie.
| B | -] S 2
mien=| 00
Pre x(© =0, y(® = 0 dostavame
o JE ] 2 g 2o
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Urobme 3 iterdcie Newtonovej metddy z bodu (x(?,y(®)) = (0,0) a uréme chybu.

A(x,y) =x*+4x—y* =2y —1=0,

fr(x,y) = x> +5y —4=0.

RieSenie.
= 57 ] wen=| g Y
mien=| 00
Pre x(© =0, y(® = 0 dostavame
R R T TR R
Dostavame

xM =0+ L8 =0,65;
yM=0+18=08.
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Urobme 3 iterdcie Newtonovej metddy z bodu (x(?,y(®)) = (0,0) a uréme chybu.

A(x,y) =x*+4x—y* =2y —1=0,

fr(x,y) = x> +5y —4=0.

RieSenie.
| 2x+4 —2y-2 | X —ax+y 2+l -2y -2
W(x,y)f‘ oy 5 I, WI(X:Y)*‘ X2 5y 44 5
| 2x+4 — X —4x+y 42y +1
Wa(x,y) = 2x —x2—5y+4
Pre x(9 =0, y(® = 0 dostdvame
©_ |4 —2|_ ©_ |1 =2]_ ©_ |4 1)_
w _‘0 5‘_20, A _‘4 s [=13 W= ,|=16
k | x(® y(K) )
Dostdvame 0|0 0 Chyba J(%) @1 1,3) _ ()
X(l) = 0+% =0, 65; 110,65 0,8 max{|x - X |>|y -y |}:
a _ 6 max{0,001018; 0,0003} =
yW=0+3=0,8. 2 10,63609 | 0,71911 0.0003
3 | 0,637108 | 0,71881 || ’ '
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Aproximacia funkcii

V tejto kapitole sa budeme zaoberat aproximdciou, t. j. ndhradou funkcie

f: A — R pomocou funkcie g : A C B — R. Funkciu g zvolime podla toho, o
vieme o funkcii . Funkcia f mdZe byt zadana napriklad funk&nymi hodnotami

v n+ 1 bodoch alebo je prili§ zloZitd a na riesenie danej tlohy (napriklad vypocet
uritého integralu) nevhodnd. Funkciu g obyZajne hladdme v tvare

g(x) = Z ci - gi(x)-
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Aproximacia funkcii

V tejto kapitole sa budeme zaoberat aproximdciou, t. j. ndhradou funkcie

f: A — R pomocou funkcie g : A C B — R. Funkciu g zvolime podla toho, o
vieme o funkcii . Funkcia f mdZe byt zadana napriklad funk&nymi hodnotami

v n+ 1 bodoch alebo je prili§ zloZitd a na riesenie danej tlohy (napriklad vypocet
uritého integralu) nevhodnd. Funkciu g obyZajne hladdme v tvare

g(x) = Z ci - gi(x)-

Za funkcie g;, i = 0,1,..., n berieme va&Sinou funkcie 1, x, x2, x3, ..., alebo
funkcie 1, cos %, sin le ..., Ccos @ sin ”’;X. Koeficienty ¢; uréujeme na zdklade
nejakého vhodného kritéria. Podla volby kritéria dostdvame ur&ity typ aproximacie.
Napriklad:

a) Interpoldcia (napr. pomocou Lagrangeovho alebo Cebysevovych polynémov).

b) Aproximacia metédou najmensich Stvorcov.
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Interpolacia

Nech funkcia f je zadand svojimi funkénymi hodnotami v n + 1 bodoch, t. j.
tabulkou hodnét

X X0 X1 X2 Ca Xn
f(x) || f(xo) | fCa) | FO) | ... | f(xn)
Z3kladnou tlohou interpoldcie pomocou polynémov je uréit polyném P
najmensieho mozného stupiia tak, aby pre i = 0,1,..., n platilo

fU(x)=PY(x), j=01,....,r—1.

Budeme sa zaoberat aproximaciami, kde r; =1 pre i =0, 1, ..., n, t. j. hladdme
polyném P najviac n-tého stupiia s vlastnostou

/:(X;)i:D(X;)7 i:O,l,...,n. (9)
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Lagrangeov interpolaény polyném

Funkciu f zadani v n+ 1 bodoch aproximujeme pomocou polynému tvaru
La(x) =D f(xi) - &i(x) (10)
i=0
tak, aby platilo

Lo(x)=f(x), i=0,1,...,n. (11)

Body x; nazyvame uzlovymi bodmi.
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Lagrangeov interpolaény polyném

Funkciu f zadani v n+ 1 bodoch aproximujeme pomocou polynému tvaru
Lo(x) = () - &i(x) (10)
i=0

tak, aby platilo
Lo(x)=f(x), i=0,1,...,n. (11)
Body x; nazyvame uzlovymi bodmi.

Funkcie g; zvolime tak, aby platilo g;(x;)

Il
—N
O =
T T
= =
m o
Sl
-
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Lagrangeov interpolaény polyném

Funkciu f zadani v n+ 1 bodoch aproximujeme pomocou polynému tvaru

Lo(x) =Y f(x) - &i(x) (10)
i=0

tak, aby platilo
Lo(x)=f(x), i=0,1,...,n. (11)

Body x; nazyvame uzlovymi bodmi.

1, prei=}j,

Funkcie g; zvolime tak, aby platilo g;(x;) = { 0 prei]

KedZe gi(xj)) =0
pre j # i, dostdvame
gi(x) = Ci(x—x0)(x—x1) ... (x = xi—1) (X — Xi41) - . . (x—Xn),
kde C; je redlna konstanta, ktord vypotitame z podmienky gi(x;) =1, t. j.
1

(xi —x0) ... (xi = xi—1)(xi — Xit1) . .. (Xi — Xn)

G =
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Lagrangeov interpolaény polyném

Funkciu f zadani v n+ 1 bodoch aproximujeme pomocou polynému tvaru

Lo(x) =Y f(x) - &i(x) (10)
i=0

tak, aby platilo
Lo(x)=f(x), i=0,1,...,n. (11)

Body x; nazyvame uzlovymi bodmi.

1, prei=}j,

Funkcie g; zvolime tak, aby platilo g;(x;) = { 0 prei]

KedZe gi(xj)) =0
pre j # i, dostdvame
gi(x) = Gi(x—x0)(x—x1) ... (x = xi—1)(x — Xit1) . . . (x—xn),
kde C; je redlna konstanta, ktord vypotitame z podmienky gi(x;) =1, t. j.
1
(xi = x0) - (xi = xi—1)(Xi — Xi41) - - - (xi — Xxn)

Potom polyném L,(x) m3 tvar

G =

) — (x = x0) .. (x = xi—1) (X = Xi+1) - . . (X — xn)
Ln(x) = (xi —x0) - (xi — xi—1)(Xi — Xi41) - - (Xi — xn)

B f(X,‘).
i=0



Priklad 1

Nahrad'te funkciu pomocou Lagrangeovho polynému a vypotitajte priblizni

hodnotu funkcie f v bode x = 3, ak st zadané hodnoty funkcie 7 : (1,4) — R
tabulkou:
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Priklad 1

Nahrad'te funkciu pomocou Lagrangeovho polynému a vypotitajte priblizni
hodnotu funkcie f v bode x = 3, ak st zadané hodnoty funkcie 7 : (1,4) — R
tabulkou:

Pre n =2 mame

_ (x=xa)(x—x)
00 = ) o )

(x = x0)(x — x2) (

. (x =x0)(x —x1)
(1 —x0)(x1 — x2) f

(x0) + x1)+ (e —x0) (2 —x1)

(x2).
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Priklad 1

Nahrad'te funkciu pomocou Lagrangeovho polynému a vypotitajte priblizni
hodnotu funkcie f v bode x = 3, ak st zadané hodnoty funkcie 7 : (1,4) — R
tabulkou:

Pre n =2 mame

(x = x0)(x = x)
(xa = x0)(x1 — x2)

Lo(x) = (x —x1)(x — x2) (

: )4 X)X mx)
(x0 —x1)(x0 — x2) fx)+ f(x2).

o)+ (x2 = x0) (32 — x1)

Vzhladom na zadané hodnoty dostadvame

_ (x=2)(x—4) (x=1)(x—4) x —1)(x —2) 2
L) =G ae) 2T aoieca St @onEog HTX T H3
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Priklad 1

Nahrad'te funkciu pomocou Lagrangeovho polynému a vypotitajte priblizni
hodnotu funkcie f v bode x = 3, ak st zadané hodnoty funkcie 7 : (1,4) — R
tabulkou:

Pre n =2 mame

Lo(x) = (x —x1)(x — x2) (

_ (x = x0)(x — x2) (
(%0 — x1)(x0 — x2)

. X =xo)(x=x1) g
(x1 — x0)(x1 — x2) f(x2).

o)+ (x2 = x0) (32 — x1)

x1)+

Vzhladom na zadané hodnoty dostadvame

(x —2)(x —4)
(1-2)(1—-4)

(x=1)(x—4) ~2) 11— 2y,

La(x) = (2-1)2-4) " (4-1)(4-2)

24

Pre x = 3 dostavame

3-2)(3—4 3-1)(3-4 3-1)(3-2
L2(3) = ( - & *43 -2 EH%EH; -3 §4—1;E4723 11 =6.
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Inverzny Lagrangeov polyném

Nech hodnota y* sa nachidza medzi uzlovymi hodnotami y; a chceme ur¢it

odpovedajdcu hodnotu x*. Teda vlastne chceme riesit rovnicu f(x) = y*.

Pomocou inverznej funkcie f~1 (ak by existovala), by sme dostali x* = f~1(y*).

V tejto situdcii sti moZné dva pristupy k uréeniu hodnoty x*, ktoré mdZu viest

k réznym vysledkom:

@ Ur&me Lagrangeov interpolaény polyném L,(x), a potom namiesto rovnice

f(x) = y* rieSime algebricki rovnicu L,(x) = y*, ¢o vedie k rie3eniu
algebrickej rovnice.
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Inverzny Lagrangeov polyném

Nech hodnota y* sa nachidza medzi uzlovymi hodnotami y; a chceme ur¢it
odpovedajdcu hodnotu x*. Teda vlastne chceme riesit rovnicu f(x) = y*.
Pomocou inverznej funkcie f~1 (ak by existovala), by sme dostali x* = f~1(y*).
V tejto situdcii sti moZné dva pristupy k uréeniu hodnoty x*, ktoré mdZu viest

k réznym vysledkom:

@ Ur&me Lagrangeov interpolaény polyném L,(x), a potom namiesto rovnice
f(x) = y* rieSime algebricki rovnicu L,(x) = y*, ¢o vedie k rie3eniu
algebrickej rovnice.

@ Inverznd funkciu f~1(y) interpolujeme pomocou tzv. inverzného
Lagrangeovho polynému, ktory ozna&ime L, *(y) a pribliznti hodnotu x*
uréime ako x* = L (y*). Tento postup je &asto jednoduchi. Vzorec pre
inverzny Lagrangeov polyném ziskame jednoduchou vymenou premennych x
a y vo vzorci pre Lagrangeov polyném prenmennej x.

i

o =)y ) — i) (v —ve)
)= ; (i = y0) - (i =yim1)(yi = yixa) -+ (vi = ¥n)
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Vypotitajme priblizni hodnotu x, pre ktord funkcia dand tabulkou

x| -3]-2| 0] 1
vyl 4] 3[-1]-5
nadobida hodnotu y* = —3.
Inverzny Lagrangeov polyném ma tvar
L5y) = -3 (=3 +Dly+5 , =4 +1)y+5)
3 (4—-3)(4+1)(4+5) (3-4)(3+1)(3+5)

(y =4y —3)(y +5)
(—-1—4)(-1-3)(-1+5)

(y—=4)y—-3)(y+1)

Tl a5 -3 (5 +1)

+0-
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Vypotitajme priblizni hodnotu x, pre ktord funkcia dand tabulkou

0] 1
1

nadobida hodnotu y* = —3.
Inverzny Lagrangeov polyném ma tvar
L5y) = -3 (=3 +Dly+5 , =4 +1)y+5)
3 (4—-3)(4+1)(4+5) (3-4)(3+1)(3+5)
(v =4y —-3)y+5) =9y -3)+1
(=1 —4)(-1-3)(-1+5) (-5—4)(-5-3)(-5+1)
Pre y* = —3 dostdvame

+0- +1

gy (3-3(341)(3+45)
e RSV R
(—3—4)(—3+1)(—3+5)+0 (=3—=4)(-3-3)(-3+5)
B3-4)B+1)(3B+5) (-1—-4)(—-1-3)(—-1+5)
(=3-4)(-3-3)(-3+1) _
(=5 —4)(—5—3)(—5+ 1)
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Metdéda najmensich Stvorcov

Nech namerané tabulkové hodnoty (x;,y;), i =0, 1, ..., n sd vyjadrenim
zavislosti x a y, kde x; st zvolené hodnoty pri ktorych sme robili merania a y; je
namerana hodnota funkcie f(x) v bode x;, i =0, 1, ..., n. O zdvislosti medzi x a

y predpokladajme, Ze ma tvar

y = @(x) = aopo(x) + arp1(x) + - - + akpw(x),

kde ag, a1, ..., ax € R st nezndme konstanty.
Z mnoziny v3etkych linedarnych funkcii

Vi = {a0po(x) + arp1(x) + - + arpr(x), ai € R}

chceme najst td, ktord najpresnejie aproximuje funkciu zadani pomocou tabulky
jej nameranych hodnét.
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Metdéda najmensich Stvorcov

Nech namerané tabulkové hodnoty (x;,y;), i =0, 1, ..., n sd vyjadrenim
zavislosti x a y, kde x; st zvolené hodnoty pri ktorych sme robili merania a y; je
namerana hodnota funkcie f(x) v bode x;, i =0, 1, ..., n. O zdvislosti medzi x a

y predpokladajme, Ze ma tvar

y = @(x) = aopo(x) + arp1(x) + - - + akpw(x),

kde ag, a1, ..., ax € R st nezndme konstanty.
Z mnoziny v3etkych linedarnych funkcii

Vi = {a0po(x) + arp1(x) + - + arpr(x), ai € R}

chceme najst td, ktord najpresnejie aproximuje funkciu zadani pomocou tabulky
jej nameranych hodnét. Uréime také redlne koeficienty ag, a1, ..., ak, pre ktoré je
hodnota funkcie

minimalna.
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Metdéda najmensich Stvorcov

Nech namerané tabulkové hodnoty (x;,y;), i =0, 1, ..., n sd vyjadrenim
zavislosti x a y, kde x; st zvolené hodnoty pri ktorych sme robili merania a y; je
namerana hodnota funkcie f(x) v bode x;, i =0, 1, ..., n. O zdvislosti medzi x a

y predpokladajme, Ze ma tvar

y =¢(x) = aopo(x) + arp1(x) + -+ + akpr(x),
kde ag, a1, ..., ax € R st nezndme konstanty.
Z mnoziny v3etkych linedarnych funkcii
Vie = {aopo(x) + arp1(x) + -+ + akpu(x), ai € R}

chceme najst td, ktord najpresnejie aproximuje funkciu zadani pomocou tabulky
jej nameranych hodnét. Uréime také redlne koeficienty ag, a1, ..., ak, pre ktoré je
hodnota funkcie

5(30,31,.... Z[(p X, ,

minimalna. Koeficienty ag, aj, ..., ax uréime rieenim sistavy rovnic
0S

— =0, [ =0,1,..., k.
93 ) J ylyee
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Odvodime stistavu rovnic pre pripad k = 1, teda ¢(x) = appo(x) + a1¢1(x).

n

S(ao, a1) = » [a0po(xi) + avpr(x:) — yil’,

i=0
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Odvodime stistavu rovnic pre pripad k = 1, teda ¢(x) = appo(x) + a1¢1(x).

S(ao, a1) = » [a0po(xi) + avpr(x:) — yil’,

i=0

0S :
o0 = 2 laopo(x:) + arpr(x:) — yil - o(xi),
i=0

dS -
Oay 2;[30900(Xi) +a1p1(x) — yil - p1(xi)-
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Odvodime stistavu rovnic pre pripad k = 1, teda ¢(x) = appo(x) + a1¢1(x).

S(ao, a1) = » [a0po(xi) + avpr(x:) — yil’,

i=0

0S :
o0 = 2 laopo(x:) + arpr(x:) — yil - o(xi),
i=0

as .
e 2 “[aopo(x:) + ar1p1(xi) — yil - 1()-
i=0

Tieto parcidlne derivacie sa rovnaju nule prave vtedy, ak plati:

ao-z wo(xi)po(xi) + QI'Z e1(xi)po(xi) = Zyisoo(xl')n

a0 Y wolxi)er(x) +ar Y p1(x)er(xi) = Zyi%ﬁl(xf')-

i=0 i=0
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Odvodime sistavu rovnic pre pripad k = 2:

p(x) = aopo(xi) + arp1(xi) + azpa(xi)

S(a0, a1,22) = ) _[a0¢0(x:) + a1p1(xi) + a2p02(xi) — yil’,

i=0
0S -
B20 = 2 2 [o00(0) + 2191(x) + 2262() — il - o)
S .
Do IZZO:[BO@O(X:') + a1p1(xi) + a2¢2(xi) — yi] - pa(x0),
0S .
ey =2 D _laopo(x) + awpa(xi) + a2p2(x) — il - p2(xi).

i=0
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Odvodime sistavu rovnic pre pripad k = 2:

©(x) = aopo(x;) + arp1(x;) + a202(xi)

S(a0, a1,22) = ) _[a0¢0(x:) + a1p1(xi) + a2p02(xi) — yil’,

i=0
0S -
B20 = 2 2 [o00(0) + 2191(x) + 2262() — il - o)
S .
Do IZZO:[BO@O(X:') + a1p1(xi) + a2¢2(xi) — yi] - pa(x0),
0S .
ey =2 D _laopo(x) + awpa(xi) + a2p2(x) — il - p2(xi).

i=0
Tieto parcidlne derivacie sa rovnaju nule prave vtedy, ak plati:

ao- Zwo(xl)tpo(x, + ar- Zw xi)po(xi) + az- sz xi)po(xi) Zyltpo Xi)

i=0 i=0 i=0
ao - Zc,oo xi)p1(xi) + a1 - Zam xi)p1(xi) + a2 Zm Xi)p1(xi) Zy,am Xi),
i=0 = =

ao - Zwo xi)p2(xi) + a1 - Zw xi)p2(xi) + a2 - Z@z Xi wz(x,)—Zy,goz Xi).

/=0

i=0
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Priklad 3

Polynémom prvého a druhého stupiia aproximujme funkciu, dand tabulkou
xi [[02 ]03 |05/07 [08[1 |11
yi || 345 ] 354 | 41|435]46 505|514 "

16. oktébra 2025



Priklad 3

Polynémom prvého a druhého stupiia aproximujme funkciu, dand tabulkou
xi [[02 ]03 |05/07 [08[1 |11
yi || 345 ] 354 | 41|435]46 505|514 "

UvaZujme najprv aproximdaciu pomocou linedrnej funkcie

o(x) = ap + arx.

Mame ¢y = 1, ¢1 = x. Teoretickd stistava rovnic ma tvar

aozn:1~1+a1zn:1-><i=z":1'yr‘7
:7:0 IjO 1:’10

aOZX,'-l—i—a;[ZXi'Xf:ZXi'Yi'
i=0 i=0 i=0
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Priklad 3

Polynémom prvého a druhého stupiia aproximujme funkciu, dand tabulkou
xi [[02 ]03 |05/07 [08[1 |11
yi || 345 ] 354 | 41|435]46 505|514 "

UvaZujme najprv aproximdaciu pomocou linedrnej funkcie

o(x) = ap + arx.

Mame ¢y = 1, ¢1 = x. Teoretickd stistava rovnic ma tvar

aozn:1~1+a1zn:1-><i=z":1'yr‘7
:7:0 IjO 1:’10

aOZX,'-l—i—a;[ZXi'Xf:ZXi'Yi'
i=0 i=0 i=0

Po dosadeni hodnét z tabulky dostdvame
Tap + 4,6a; = 30,23,
4.6ap + 3,72a; = 21,231.
RieSenim tejto sustavy je ap = 3,03135, a; = 1,9588, teda
©(x) = 3,03135 + 1,9588x.
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Podobne postupujeme pri aproximacii pomocou funkcie
©(x) = ap + arx + a»x°.

UvaZujeme
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Podobne postupujeme pri aproximacii pomocou funkcie
©(x) = ap + arx + a»x°.

UvaZujeme
800:17 Y1 =X, 902:X2~

Dostavame siistavu rovnic

n n n n
2
) THad xita) x=> v
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3
ao E Xi + a1 g Xi + a2 E Xi = g XiYis
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 4 2
aog Xi+a1E X;+az§ x,-:g Xi Yi.
i=0 i=0 i=0 i=0
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Podobne postupujeme pri aproximacii pomocou funkcie
©(x) = ap + arx + a»x°.

UvaZujeme
Dostdvame stistavu rovnic
n n n n
2
ao E 1+ a1 E Xi + a2 E X; = E Vi,
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3
ao E Xi + a1 E X; + a2 E X; = E XiVYis
i=0 i=0 =0 i=0
n n n n
2 3 4 2
aog Xi+a1E X;+az§ x,-:g X Yi-
i=0 i=0 i=0 i=0

Potom pre zadané tabulkové hodnoty dostdvame
Tag + 4,6a; + 3,72a; = 30,23,
4.6a9 + 3,72a; + 3,42a, = 21,231,
3,72ap + 3,42a; + 3,186a, = 17,8265.
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Podobne postupujeme pri aproximacii pomocou funkcie
©(x) = ap + arx + a»x°.

UvaZujeme
po=1, p1 =X, P2 =x".

Dostavame siistavu rovnic

n n n n
2
ao E 1+a E Xi + a2 E X; = E Vi,
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3
ao E Xi + a1 g Xi + a2 E Xi = g XiYi,
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 4 2
aog Xi+a1E X;+az§ x,-:g Xi Yi.
i=0 i=0 i=0 i=0

Potom pre zadané tabulkové hodnoty dostdvame
Tag + 4,6a; + 3,72a; = 30,23,
4.6a9 + 3,72a; + 3,42a, = 21,231,
3,72ap + 3,42a; + 3,186a, = 17,8265.

RieSenim ststavy dostavame ap = 3,4033, a; = 0,61756, a, = 0,9586.
Potom ¢(x) = 3,4033 + 0,61756x + 0,9586x°.



Numericky vypodet urcitého integralu

Budeme sa zaoberat numerickymi metédami vypodtu

/a ’ F(x) dx,

kde a < b st redlne &isla a predpokladame, Ze funkcia f : (a, b) — R je
integrovatelnd na (a, b). Interval | = (a, b) rozdelime na n intervalov rovnake;
dlzky uzlovymi bodmi

a=x<x1 < <Xp_1<X,=Db,

n b_
kde xi =xo+i-h i=0,1,. . nah=2r_X_P274

je konstantny krok.

n
Nech pre prirodzené &isla s a n; plati n = s - n;. Budeme uvaZovat len pripady
s=1,tj n=nas=2 t.j. n=2n;. Z vlastnosti uréitého integrilu dostavame

Xn Xo+sh xo+2sh Xn
/f(x)dx:/ f(x)(lx+/ f(x)dx+---+/ f(x)dx. (12)

0 0 0+sh o+(m—1)sh

Uvedieme tzv. elementdrne vzorce, vztahujidce sa na interval (xo, xo + sh). Vzorce
sa dajti ziskat napriklad integrovanim interpolaénych polynémov.



LichobeZnikova metdda

UvaZujme pripad s = 1, teda interval (xg, xo + h) = (X0, x1). Na tomto intervale
budeme aproximovat funkciu f(x) Lagrangeovym polynémom prvého stupfia
X — X1 X — X0

Li(x) = -f(xo0) +

Xp — X1 X1 — Xo

. f(Xl).
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LichobeZnikova metdda

UvaZujme pripad s = 1, teda interval (xg, xo + h) = (X0, x1). Na tomto intervale
budeme aproximovat funkciu f(x) Lagrangeovym polynémom prvého stupfia
X — X1 X — X0

Li(x) = -f(xo0) +

Xp — X1 X1 — Xo

. f(Xl).

. f(x) dx je teda nahradeny obsahom lichobeznika so z&kladiiami
f(x;), f(xi+1) a vyskou h, teda

Xit1
/ f(x)dx =~

i

N >

[FOa) + F(xi41)]-

Toto je elementarny vzorec tzv. lichobeZnikovej metddy.
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LichobeZnikova metdda

UvaZujme pripad s = 1, teda interval (xg, xo + h) = (X0, x1). Na tomto intervale
budeme aproximovat funkciu f(x) Lagrangeovym polynémom prvého stupfia
X — X1 X — X0

Li(x) = -f(xo0) +

Xp — X1 X1 — Xo

. f(Xl).

. f(x) dx je teda nahradeny obsahom lichobeznika so z&kladiiami
f(x;), f(xi+1) a vyskou h, teda

Xit1
/ f(x)dx =~

i

[FOa) + F(xi41)]-

N >

Toto je elementarny vzorec tzv. lichobeZnikovej metddy.
Si¢tom elementarnych vzorcov dostavame:

b
/ f(x)dx =~ L(n) = g .

f(a) + f(b) +2- Z_: f(x)| . (13)
i=1

Horny odhad chyby je
[Ru(n)| < E52Mok?,  resp. |Ru(n)| < ©5 Mz de My > max |F7(x))].

2
12n x€(a,b)
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Simpsonova metdda

V pripade s = 2 (n je parne) bude interval (xp, xo + 2h) = (xo, x2). Ak na tomto
intervale budeme aproximovat funkciu f(x) Lagrangeovym polynémom druhého
stupfia s uzlovymi bodmi xp, x; a x2, dostaneme priblizni hodnotu

X2 * X2 h

/ f(x)dx ~ / Ly(x)dx = 3 [f(x0) +4f(xa) + F(x)].
J Xo 7 X0

Toto je elementdrny vzorec tzv. Simpsonovej metédy. Zoveobecnenie:

/.mz ) dx /x;+2 L(x) dx — g () +4F(Xie1) + f(Xis2)].

i

S&itanim vysSie uvedenych zdkladnych vzorcov dostdvame

n/2 n/2—1

/ f(x)dx%S(n)—g- f(a)+f(b)+4-.2f(x2,-,1)+2- Z f(x2;)

16. oktébra 2025 31/98



Simpsonova metdda

V pripade s = 2 (n je parne) bude interval (xp, xo + 2h) = (xo, x2). Ak na tomto
intervale budeme aproximovat funkciu f(x) Lagrangeovym polynémom druhého
stupfia s uzlovymi bodmi xp, x; a x2, dostaneme priblizni hodnotu

/XX2 f(x)dx ~ /:2 Ly(x)dx = g [f(x0) +4f(xa) + F(x)].
Toto je elemlnta’rny vzorec (iczv. Simpsonove] metddy. Zovseobecnenie:

A R~ / " L dx = 2 1)+ 47 () + Flxisa)]
Sé&itanim ’vy§§ie uveden}'/ch/ zakladnych vzorcov dostdvame

n/2 n/2—1

/ f(x)dx%S(n):g- f(a)+f(b)+4-.2f(x2,-,1)+2- Z f(x2;)

Oznatme M, horny odhad |f(*)(x)| na intervale (a, b): M, > m<a>§)> 1F®)(x)|.
x€(a,
Horny odhady chyby pre Simpsonovu metddu pre krok h, resp. pre potet deleni n:

b—a ., (b—a)°M,
< J A
180 Myh*, resp. |Rs(n)| < 1807 (14)

16. oktébra 2025 31/98

[Rs(n)| <




Viypoditajme pomocou lichobeZnikovej metddy a Simpsonovej metddy,

s presnostou € = 0,01

1 2
/ e dx.
0

Riegenie. Na urgenie kroku h (pottu deleni n) pouZijeme vztahy (14). Pre
f(x)= e je

max_|f"(x)| < 6e = M,, resp. max |[f*#(x)| < 76e = M,.
0<x<1 0<x<1

Po dosadeni do vztahov pre horné odhady a po porovnani s presnostou ¢
dostdvame pre lichobeZnikovii metédu n > 11,66 a pre Simpsonovu metédu

n> 3,27.

Teda pre lichobeZnikovii metédu mézeme zvolit n = 12, &ize h = 1/12. Dostadvame
1 [eo +e!

1
L(12) = /ex2 dx ~ ol 4 e(1/12)° L4 (117127 1,4658.
0
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Viypoditajme pomocou lichobeZnikovej metddy a Simpsonovej metddy,

s presnostou € = 0,01

1 2
/ e dx.
0

Riegenie. Na urgenie kroku h (pottu deleni n) pouZijeme vztahy (14). Pre
f(x)= e je

max_|f"(x)| < 6e = M,, resp. max |[f*#(x)| < 76e = M,.
0<x<1 0<x<1

Po dosadeni do vztahov pre horné odhady a po porovnani s presnostou ¢
dostdvame pre lichobeZnikovii metédu n > 11,66 a pre Simpsonovu metédu

n> 3,27.

Teda pre lichobeZnikovii metédu mézeme zvolit n = 12, &ize h = 1/12. Dostadvame

!, 1 ref 4 el
L(12) = [ ax~ = |
(12) Ae Tl
Pre Simpsonovu metédu pri n =4, h = 0,25 dostdvame hodnotu

S(4) = 07325 [eo +el + 4(6(0’25)2 + e(0,75)2) + 26(0’5)2] ~ 1,4637.

4o/ Ly o(11/12° ] 1 1 4658.
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TEORIA PRAVDEPODOBNOSTI




Princip ndsobenia a princip s¢itania

Princip ndsobenia

Ak Zinnost pozostdva z k krokov po sebe nasledujiicich a
prvy krok moéze byt uskutoéneny n; spdsobmi,

druhy krok mdZe byt uskuto&neny n, spdsobmi,

k-ty krok mdZe byt uskuto&neny ny spésobmi,
tak pocet réznych sposobov vykonania &innosti je ny - ny... ng.
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Princip ndsobenia a princip s¢itania

Princip ndsobenia

Ak Zinnost pozostdva z k krokov po sebe nasledujiicich a
prvy krok moéze byt uskutoéneny n; spdsobmi,

druhy krok mdZe byt uskuto&neny n, spdsobmi,

k-ty krok mdZe byt uskuto&neny ny spésobmi,

tak pocet réznych sposobov vykonania &innosti je ny - ny... ng.

Princip s¢itania

Majme mnoZiny Az, Az, ..., Ax, ktoré st po dvojiciach disjunktné. Nech |A;| = n;.
Potom |[A; UA U - UA| =n+m+--+ ng.
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Permutacie

Nech n, k € Ny, n > k. Definujeme n-faktorial a a kombinaéné &islo nasledovne:
0l=1, (n+1)!=(n+1)-n! (15)

(&) = om 2

Specislne platf
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Permutacie

Nech n, k € Ny, n > k. Definujeme n-faktorial a a kombinaéné &islo nasledovne:

ol=1, (n+1)!=(n+1)-n! (15)

n n!
(k) ~ (n— k)l (16)
Specislne platf

(6)-1 ()-r ()-2 (,"y)-~

Permutdcie st usporiadané n-tice prvkov n-prvkovej mnoziny. Ak st vsetky prvky
navzajom rbzne, jedna sa o permutacie bez opakovania. Ak su niektoré prvky
mnoZiny rovnaké, jednd sa o permutdcie s opakovanim.

Pocet permutdcii n-tej triedy bez opakovania je

Pocet permutécii n-tej triedy s opakovanim je
n!
/ — “en frg
Pnl,nz,...,nc(n) - n]_!n2! R nC! (nl + n2 + + nc - n) (18)
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Kolkymi spésobmi méZeme vytvorit taneéné pary z 8 chlapcov and 8 dievéat?
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Kolkymi spésobmi méZeme vytvorit taneéné pary z 8 chlapcov and 8 dievéat?

Predstavme si, Ze chlapci st zoradeni. Potet moZnosti, ako vytvorit pary sa rovnd
poltu permutdcii z 8 diev&at, teda

P(8) = 8! = 40320.
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Kolkymi spésobmi méZeme vytvorit taneéné pary z 8 chlapcov and 8 dievéat?

Predstavme si, Ze chlapci st zoradeni. Potet moZnosti, ako vytvorit pary sa rovnd
poltu permutdcii z 8 diev&at, teda

P(8) = 8! = 40320.

1 Kolko slov (aj neplnovyznamovych) méZeme vytvorit zdmenou poradia pismen
v slove MATEMATIKA?
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Kolkymi spbsobmi méZeme vytvorit tane¢né pary z 8 chlapcov and 8 diev&at?

Predstavme si, Ze chlapci st zoradeni. Potet moZnosti, ako vytvorit pary sa rovnd
poltu permutdcii z 8 diev&at, teda

P(8) = 8! = 40320.

1 Kolko slov (aj neplnovyznamovych) méZeme vytvorit zdmenou poradia pismen
v slove MATEMATIKA?

Jednd sa o permutdcie z 10 prvkov (pismen) s opakovanim. Mdme n; = 2
(pismeno M sa vyskytuje dvakrat), no = 3, n3 =2, ny = ns = ng = 1. Dostdvame

10!
Voszoi111 = PEIES 151200.
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Variacie

Variacie st usporiadané k-tice z n navzajom réznych prvkov. Rozoznavame
variacie bez opakovania a varidcie s opakovanim.
Potet varidcii k-tej triedy z n prvkov (k < n) je

n!

V(n, k) = Rk

V pripade n = k dostdvame permutidcie.
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Variacie

Variacie st usporiadané k-tice z n navzajom réznych prvkov. Rozoznavame
variacie bez opakovania a varidcie s opakovanim.
Potet varidcii k-tej triedy z n prvkov (k < n) je

|
V(n, k) = ﬁ (19)
V pripade n = k dostdvame permutidcie.
Polet variacii k-tej triedy z n prvkov s opakovanim je
V/(n, k) = nk. (20)

Pri varidcidch s opakovanim méZe byt k > n.
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V kosiku je banan, jablko a pomarané. Pit dievéat m3 chut na ovocie. Kolkymi
spésobmi méZeme dat trom dievéatdm po 1 kuse ovocia a dvom nedat Ziadne?
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V kosiku je banan, jablko a pomarané. Pit dievéat m3 chut na ovocie. Kolkymi
spésobmi méZeme dat trom dievéatdm po 1 kuse ovocia a dvom nedat Ziadne?

ZaleZi na tom, ktoré ovocie bude ktorému dievéatu ,priradené”, teda zale#i na
poradi. Zoberieme bandn a ddme ho jednému z 5 diev€at. MéZ%eme ho vybrat 5
spdsobmi. Jablko ddme ho jednému zo 4 dieviat, ¢o mdzeme urobit 4 spdsobmi.
Pomaran¢ ddme jednému z 3 dievéat. Mame teda 5 -4 - 3 = 60 moZnosti.

Pri pouZitim varidcii vytvarame usporiadané trojice z piatich réznych prvkov, teda
n =5, k =3. Podla (19) dostdvame V/(5,3) = (557'3)| = 60.

16. oktébra 2025 38/98



V kosiku je banan, jablko a pomarané. Pit dievéat m3 chut na ovocie. Kolkymi
spésobmi méZeme dat trom dievéatdm po 1 kuse ovocia a dvom nedat Ziadne?

ZaleZi na tom, ktoré ovocie bude ktorému dievéatu ,priradené”, teda zale#i na
poradi. Zoberieme bandn a ddme ho jednému z 5 diev€at. MéZ%eme ho vybrat 5
spdsobmi. Jablko ddme ho jednému zo 4 dieviat, ¢o mdzeme urobit 4 spdsobmi.
Pomaran¢ ddme jednému z 3 dievéat. Mame teda 5 -4 - 3 = 60 moZnosti.

Pri pouZitim varidcii vytvarame usporiadané trojice z piatich réznych prvkov, teda
n =5, k =3. Podla (19) dostdvame V/(5,3) = (557'3)| = 60.

Kolko podmnoZin ma 5-prvkovd mnoZina?
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V kosiku je banan, jablko a pomarané. Pit dievéat m3 chut na ovocie. Kolkymi
spésobmi méZeme dat trom dievéatdm po 1 kuse ovocia a dvom nedat Ziadne?

ZaleZi na tom, ktoré ovocie bude ktorému dievéatu ,priradené”, teda zale#i na
poradi. Zoberieme bandn a ddme ho jednému z 5 diev€at. MéZ%eme ho vybrat 5
spdsobmi. Jablko ddme ho jednému zo 4 dieviat, ¢o mdzeme urobit 4 spdsobmi.
Pomaran¢ dame jednému z 3 diev¢at. Mdme teda 5 - 4 - 3 = 60 moZnosti.

Pri pouZitim varidcii vytvarame usporiadané trojice z piatich réznych prvkov, teda
n =5, k =3. Podla (19) dostdvame V/(5,3) = (557'3)| = 60.

Kolko podmnoZin ma 5-prvkovd mnoZina?

Oznatme mnoZinu ako A = {ay, a,, a3, a4, as }. KaZdej podmnoZzine méZzeme
priradit usporiadant paticu z niil a jednotiek a to tak, %e na i-tej pozicii je 1, ak
prvok a; do tejto podmnoZiny patri a 0, ak prvok a; do tejto podmnoZiny nepatri.
Potom pocet vSetkych podmnoZin sa rovnd poétu usporiadanych patic z dvoch
prvkov.
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spdsobmi. Jablko ddme ho jednému zo 4 dieviat, ¢o mdzeme urobit 4 spdsobmi.
Pomaran¢ dame jednému z 3 diev¢at. Mdme teda 5 - 4 - 3 = 60 moZnosti.

Pri pouZitim varidcii vytvarame usporiadané trojice z piatich réznych prvkov, teda
n =5, k =3. Podla (19) dostdvame V/(5,3) = (557'3,)' = 60.

Kolko podmnoZin ma 5-prvkovd mnoZina?

Oznatme mnoZinu ako A = {ay, a,, a3, a4, as }. KaZdej podmnoZzine méZzeme
priradit usporiadant paticu z niil a jednotiek a to tak, %e na i-tej pozicii je 1, ak
prvok a; do tejto podmnoZiny patri a 0, ak prvok a; do tejto podmnoZiny nepatri.
Potom pocet vSetkych podmnoZin sa rovnd poétu usporiadanych patic z dvoch
prvkov. Jednd sa teda o varidcie s opakovanim, pricom n = 2, k = 5. Podla (20)
dostdvame V’(2,5) = 2° = 32.
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Kombinacie

Kombindcie st podmnoZiny danej velkosti odobraté z daného vstupného stiboru.
Pocet prvkov stiboru ozna&ime n a polet prvkov podmnoZiny oznaéime k.
Potet kombindcii z n prvkov k-tej triedy (k < n) je

C(n, k) = <Z> (21)

Ak n = k, dostdvame C(n,n) = 1.

V dielni pracuje 15 muZov a 12 Zien. Kolkymi spésobmi moZno vybrat 7
zamestnancov dielne na rekredciu, ak majii ist 4 muZi a 3 Zeny?
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Kombinacie

Kombindcie st podmnoZiny danej velkosti odobraté z daného vstupného stiboru.
Pocet prvkov stiboru ozna&ime n a polet prvkov podmnoZiny oznaéime k.
Potet kombindcii z n prvkov k-tej triedy (k < n) je

C(n, k) = <Z> (21)

Ak n = k, dostdvame C(n,n) = 1.

V dielni pracuje 15 muZov a 12 Zien. Kolkymi spésobmi moZno vybrat 7
zamestnancov dielne na rekredciu, ak majii ist 4 muZi a 3 Zeny?

Pri vybere muZov vyberdme 4 prvky z 15 prvkov, jednd sa o kombindcie bez
opakovania. Potet moZnosti je C(15,4) = (145). Obdobne pri vybere Zien mame
C(15,4) = (132) moznosti.
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Pri vybere muZov vyberdme 4 prvky z 15 prvkov, jednd sa o kombindcie bez
opakovania. Potet moZnosti je C(15,4) = (145). Obdobne pri vybere Zien mame
C(15,4) = (%) moznosti. Z principu ndsobenia vyplyva, e potet spdsobov
vyberu rekreantov je (%) - (%) = 300300.
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Pokus a jav

Nech je pevne stanoveny isty systém podmienok, napr. majme pravidelni hraciu
kocku, ktorej steny sti ozna&ené &islami 1, 2, ..., 6. Proces, ktory mdZe nastat pri
realizacii tychto podmienok, napr. hod touto hracou kockou, nazyvame pokusom.
Tu vyZadujeme, aby kazdy pokus mal tzv. vlastnost hromadnosti, t. j. aby sme ho
mohli za tych istych podmienok teoreticky [ubovolnekrat opakovat.

Vysledok pokusu je jav. Pri hode kockou mdZe byt javom napr. padnutie $estky,

.....
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Pokus a jav

Nech je pevne stanoveny isty systém podmienok, napr. majme pravidelni hraciu
kocku, ktorej steny sti ozna&ené &islami 1, 2, ..., 6. Proces, ktory mdZe nastat pri
realizacii tychto podmienok, napr. hod touto hracou kockou, nazyvame pokusom.
Tu vyZadujeme, aby kazdy pokus mal tzv. vlastnost hromadnosti, t. j. aby sme ho
mohli za tych istych podmienok teoreticky [ubovolnekrat opakovat.

Vysledok pokusu je jav. Pri hode kockou mdZe byt javom napr. padnutie $estky,

.....

Z pohladu mo#ného nastatia delime javy do troch zakladnych skupin:

@ javy isté si javy, ktoré po vykonani daného pokusu vzdy nastani (napr.
padnutie &isla mengieho nez 10);

® javy nemoZné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu nikdy nenastant
(napr. padnutie &isla 10);

® javy nahodné si javy, ktoré po vykonani daného pokusu méZu, ale nemusia
nastat (napr. padnutie parneho &isla).

Javy budeme oznaZovat velkymi pismenami A, B, C, ..., istému javu vyhradime
pismeno / a nemoZnému javu znak ().

16. oktébra 2025 40 /98



Zakladné poznatky o javoch

e Jav A nazyvame podjavom javu B prave vtedy, ked z nastatia javu A
vyplyva nastatie javu B. Zapisujeme A C B.
(Napr. padnutie ¢éisla 2 na hracej kocke je podjavom javu, ze padne na nej
pérne cislo.)
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vyplyva nastatie javu B. Zapisujeme A C B.
(Napr. padnutie ¢éisla 2 na hracej kocke je podjavom javu, ze padne na nej
pérne cislo.)

e Javy A a B nazyvame ckvivalentné prave vtedy, ked A C B a sticasne
B C A. Zapisujeme A = B.
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¢ Opacnym javom k javu A nazyvame jav, ktory nastane prave vtedy, ked’
nenastane jav A. Oznacujeme A.
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stucasného nastatia oboch javov A a B. Zapisujeme C = AN B.
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Vlastnosti javov a operdcii s javmi

Nech A, B, C sii lubovolné javy. Plati:
®@ACA ODCA ACH
®akACBaBCC, tak AC C;
e/=00=1,
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Vlastnosti javov a operdcii s javmi

Nech A, B, C sii lubovolné javy. Plati:
®@ACA ODCA ACH
®akACBaBCC, tak AC C;
e/=00=1,
0ANA=0,An0=0,Anl=A ANBCA;

@ AUA=I, AUl =A AUl =1, ACAUB; (A) = A
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Vlastnosti javov a operdcii s javmi

Nech A, B, C sii lubovolné javy. Plati:
®@ACA ODCA ACH
®akACBaBCC, tak AC C;
e/=00=1,
0ANA=0,An0=0,Anl=A ANBCA;

©@AUA=I, AUl=A AUl=1 ACAUB; (A) = A
OANA=A AUA=A

@ ANB=BNA AUB=BUA;

® AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC
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Vlastnosti javov a operdcii s javmi

Nech A, B, C sii lubovolné javy. Plati:
®@ACA ODCA ACH
®akACBaBCC, tak AC C;
e/=00=1,
0ANA=0,An0=0,Anl=A ANBCA;

@ AUA=I,AUD=A AUl=1,ACAUB; (A) = A

0 ANA=A AUA=A

@ ANB=BNA, AUB=BUA;

®@ AN(BNC)=(AnB)NnC, AU(BUC)=(AUB)UC;

O AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUC(C);
® (AUB)=ANB, (ANB)= AU B (de Morganove pravidld).

—_~
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Nech jav A spociva v tom, Ze pri jednom hode beZnou hracou kockou padne na

.....

ako 3. Charakterizujme javy:

AUB, ANB, B, AnB.
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Nech jav A spociva v tom, Ze pri jednom hode beZnou hracou kockou padne na

.....

ako 3. Charakterizujme javy:

AUB, ANB, B, AnB.

Riedenie. Je zrejmé, Ze jav A nastane, ked padne niektoré &islo z mnoZiny {2, 4,6}
a jav B nastane, ked padne niektoré &islo z mnoZiny {4,5,6}.
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® jav AN B nastane prave vtedy, ked padne &islo z mnoziny {4,6};
® jav B nastane prave vtedy, ked padne &islo z mnoziny {1,2,3};
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Javy A a B nazyvame disjunktnymi (nezlicitelnymi) prave vtedy, ked nemozu
stcasne nastat, t. j. ked AN B = 0. Javy Hi, Ha, ..., H, nazyvame
disjunktnymi (nezlicitelnymi) javmi prave vtedy, ked st po dvojiciach
disjunktné t. j. ked H; N H; = 0 pre kazdé i #j, i, j € {1, 2, ..., n}.
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Disjunktny systém javov Hy, Ha, ..., H, nazyvame tiplnym prave vtedy, ked
jeho zjednotenim je isty jav.
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Javy A a B nazyvame disjunktnymi (nezlicitelnymi) prave vtedy, ked nemozu
stcasne nastat, t. j. ked AN B = 0. Javy Hi, Ha, ..., H, nazyvame
disjunktnymi (nezlicitelnymi) javmi prave vtedy, ked st po dvojiciach
disjunktné t. j. ked H; N H; = 0 pre kazdé i #j, i, j € {1, 2, ..., n}.

Disjunktny systém javov Hy, Ha, ..., H, nazyvame tiplnym prave vtedy, ked
jeho zjednotenim je isty jav.

Systém H;, H, ..., H, je iplny disjunktny systém javov, ak plati
® HiNH =0 prekazdéi#j, i,je{l,2,...,n};
L4 H1UH2U~--UH,1:U7:1H;=/.

Takyto systém javov Casto nazyvame hypotézy.
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Elementdrne a zloZené javy

Jav A nazyvame zlozenym javom préve vtedy, ked sa d4 vyjadrit ako

zjednotenie dvoch javov A; a Ay, ktoré sa nerovnajui nemoznému javu a ani
javu A.

Pre zloZeny jav A teda plati: A= A; U A,, pricom A#£ A; £ 0 a A# Ay # 0.
Hovorime, Ze jav A je rozloZeny na javy A; a As.
Prikladom zloZeného javu je napr. padnutie neparneho &isla na kocke.
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Kazdy jav E, ktory nie je zlozeny nazyvame elementarnym javom.
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Elementdrne a zloZené javy

Jav A nazyvame zlozenym javom préve vtedy, ked sa d4 vyjadrit ako
zjednotenie dvoch javov A; a Ay, ktoré sa nerovnajui nemoznému javu a ani
javu A.

Pre zloZeny jav A teda plati: A= A; U A,, pricom A#£ A; £ 0 a A# Ay # 0.
Hovorime, Ze jav A je rozloZeny na javy A; a As.
Prikladom zloZeného javu je napr. padnutie neparneho &isla na kocke.

Kazdy jav E, ktory nie je zlozeny nazyvame elementarnym javom.

Zakladné vlastnosti elementdrnych javov:
@ Jav E je elementarny prave vtedy, ked neexistuje taky jav A # (), A # E e
ACE.
® Ku kazdému zloZenému javu A existuje taky elementdrny jav E, Ze E C A.
© Lubovolné dva rézne elementarne javy st disjunktné.
@ Kazdému zloZenému javu A mdZeme jednoznalne priradit takd mnoZinu
elementarnych javov (tdto mnoZina nemusi byt kone¢nd), Ze jav A je



Javové pole

Nech v = {E;, Es, ..., E,, ...} je lubovolnd mnoZina elementdrnych javov. Pod
Javovym polom nad v rozumieme taky systém T podmnoZin mnoZiny -y, pre ktory
plati:
®0er;
® akA Ber, takANBer, AUBeTaAer:;
o0 oo
© pre kaZdu postupnost Ay, As, ..., An, ...€Tje (VAieTa |JA ET.
i=1 i=1
Prvky javového pola nazyvame javmi.
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Pojem pravdepodobnosti javu

Definicia (Klasicka definicia pravdepodobnosti)

Nech v = {E;, Es, ..., E,} je koneénd mnozina elementarnych javov a nech
kazdy elementdrny jav je ,,covnako mozny (ocakavany)*. Pre lubovolny
jav A € T definujeme jeho pravdepodobnost predpisom

P(A) = —, (22)

kde m je pocet roznych elementarnych javov, na ktoré sa jav A rozklada, t. j.

AZE;1UE,'2U~-~UE,'M. (23)

o
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Pojem pravdepodobnosti javu

Definicia (Klasicka definicia pravdepodobnosti)

Nech v = {E;, Es, ..., E,} je koneénd mnozina elementarnych javov a nech
kazdy elementdrny jav je ,,covnako mozny (ocakavany)*. Pre lubovolny
jav A € T definujeme jeho pravdepodobnost predpisom

P(A) = —, (22)

kde m je pocet roznych elementarnych javov, na ktoré sa jav A rozklada, t. j.

AZE;1UE,'2U~-~UE,'M. (23)

v

Rovnost (22) méZ%eme interpretovat aj takto:

_ potet vetkych moZnych priaznivych vysledkov javu A

P(A
(4) pocet v3etkych moznych vysledkov pokusu
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Zakladné vlastnosti pravdepodobnosti

@ Pre kazdy jav A et je0 < P(A) <1.

@® Pre isty a nemozny jav je P(1) =1 a P(0) = 0.

® ak A C B, tak P(A) < P(B).

© Pre opacny jav plati P(A) = 1 — P(A).

@ Pre disjunktné javy: ak AN B =), tak P(AU B) = P(A) + P(B)
@ pre lubovolné javy A, B je P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B);
@ pre lubovolné javy A, B, C je

P(AUBUC) = P(A)+ P(B) + P(C)—
—[P(ANB)+ P(ANC)+ P(BNC)]+ P(ANBNC);
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Vypoditajte pravdepodobnost toho, Ze pri hode 2 kockami padne stiet
a) rovny 1,

b) rovny 4,

¢) mensi ako 13.
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Vypoditajte pravdepodobnost toho, Ze pri hode 2 kockami padne stiet
a) rovny 1,

b) rovny 4,

¢) mensi ako 13.

Riesenie. MnoZina elementadrnych javov pozostdva z usporiadanych dvojic z
prvkov 1,2,...,6, teda n = 36.
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Vypoditajte pravdepodobnost toho, Ze pri hode 2 kockami padne stiet
a) rovny 1,

b) rovny 4,

¢) mensi ako 13.

Riesenie. MnoZina elementadrnych javov pozostdva z usporiadanych dvojic z
prvkov 1,2,...,6, teda n = 36.

a) Nech A je jav ,stcet je 1". St¢et hodnét na 2 kockdch nemdZe byt rovny 1,
jav A je jav nemozny. Teda P(A) = 0.
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Vypoditajte pravdepodobnost toho, Ze pri hode 2 kockami padne stiet
a) rovny 1,

b) rovny 4,

¢) mensi ako 13.

Riesenie. MnoZina elementadrnych javov pozostdva z usporiadanych dvojic z
prvkov 1,2,...,6, teda n = 36.

a) Nech A je jav ,stcet je 1". St¢et hodnét na 2 kockdch nemdZe byt rovny 1,
jav A je jav nemozny. Teda P(A) = 0.

b) Nech B je jav ,sutet je 4. Mdme B = {(1,3),(2,2),(3,1)}, teda m = 3,
n = 36. Potom P(B) = & = 3.
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Vypoditajte pravdepodobnost toho, Ze pri hode 2 kockami padne stiet
a) rovny 1,

b) rovny 4,

¢) mensi ako 13.

Riesenie. MnoZina elementadrnych javov pozostdva z usporiadanych dvojic z
prvkov 1,2,...,6, teda n = 36.

a) Nech A je jav ,stcet je 1". St¢et hodnét na 2 kockdch nemdZe byt rovny 1,
jav A je jav nemozny. Teda P(A) = 0.

b) Nech B je jav , sucetJe 4", Mame B =1{(1,3),(2,2),(3,1)}, teda m =3,
n = 36. Potom P(B) = 3 =

c) Nech C je jav ,sitet je men§|’ ako 13". Jav C pozostdva zo vsetkych
elementérnych javov, je to isty jav. Teda P(C) = 1.
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Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze pri 3 hodoch mincou padne dvakrat hlava a raz
znak.
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Akd je pravdepodobnost toho, Ze pri 3 hodoch mincou padne dvakrat hlava a raz
znak.

RieSenie. MnoZina elementarnych javov pozostava z 8 javov:
~v={2Z2Z,ZZH,ZHZ,ZHH,HZZ , HZH, HHZ , HHH}

Jav ,padnutie dvoch hlav a jedného znaku* pozostdva z nasledujticich
elementarnych javov: A= {HHZ, HZH, ZHH}.
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Akd je pravdepodobnost toho, Ze pri 3 hodoch mincou padne dvakrat hlava a raz
znak.

RieSenie. MnoZina elementarnych javov pozostava z 8 javov:
~v={2Z2Z,ZZH,ZHZ,ZHH,HZZ , HZH, HHZ , HHH}

Jav ,padnutie dvoch hlav a jedného znaku* pozostdva z nasledujticich
elementarnych javov: A= {HHZ, HZH, ZHH}.
Teda m = 3, n = 8. Pravdepodobnost javu A je P(A) = 2 = %.

V Studijnej skupine je 17 chlapcov a 13 dievéat. Na skiske 4 chlapci a 5 diev¢at
ziskalo ohodnotenie ,,A“. Aka je pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany
Student je diev&a alebo student, ktory ziskal na skiske ,A“?
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Akd je pravdepodobnost toho, Ze pri 3 hodoch mincou padne dvakrat hlava a raz
znak.

RieSenie. MnoZina elementarnych javov pozostava z 8 javov:
~v={2Z2Z,ZZH,ZHZ,ZHH,HZZ , HZH, HHZ , HHH}

Jav ,padnutie dvoch hlav a jedného znaku* pozostdva z nasledujticich
elementarnych javov: A= {HHZ, HZH, ZHH}.
Teda m = 3, n = 8. Pravdepodobnost javu A je P(A) = 2 = %.

V Studijnej skupine je 17 chlapcov a 13 dievéat. Na skiske 4 chlapci a 5 diev¢at
ziskalo ohodnotenie ,,A“. Akd je pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany
Student je diev&a alebo student, ktory ziskal na skiske ,A“?

Riesenie. Nech A je udalost, %e vybrany $tudent ziskal ohodnotenie ,A“ and B je
udalost, Ze vybrany Student je dievéa. Chceme vypotitat P(AU B).
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Akd je pravdepodobnost toho, Ze pri 3 hodoch mincou padne dvakrat hlava a raz
znak.

RieSenie. MnoZina elementarnych javov pozostava z 8 javov:
~v={2Z2Z,ZZH,ZHZ,ZHH,HZZ , HZH, HHZ , HHH}

Jav ,padnutie dvoch hlav a jedného znaku* pozostdva z nasledujticich
elementarnych javov: A= {HHZ, HZH, ZHH}.
Teda m = 3, n = 8. Pravdepodobnost javu A je P(A) = 2 = %.

V Studijnej skupine je 17 chlapcov a 13 dievéat. Na skiske 4 chlapci a 5 diev¢at
ziskalo ohodnotenie ,,A“. Akd je pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany
Student je diev&a alebo student, ktory ziskal na skiske ,A“?

Riesenie. Nech A je udalost, %e vybrany $tudent ziskal ohodnotenie ,A“ and B je
udalost, Ze vybrany Student je dievéa. Chceme vypotitat P(AU B). Dostdvame

9 13 5 17
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = o + = — = = 0.
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Podmienend pravdepodobnost

a veta o Uplnej pravdepodobnosti
Za istych okolnosti je uZito¢né skimat pravdepodobnost javu A za predpokladu,

e vieme o tom, Ze nastal jav B. Tito pravdepodobnost budeme oznalovat
P(A|B) a &itat pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B.
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Podmienend pravdepodobnost

a veta o Uplnej pravdepodobnosti

Za istych okolnosti je uZito¢né skimat pravdepodobnost javu A za predpokladu,
e vieme o tom, Ze nastal jav B. Tito pravdepodobnost budeme oznalovat
P(A|B) a &itat pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B.

Definicia (Podmienend pravdepodobnost)

Nech [v, T, P] je pravdepodobnostné pole. Pravdepodobnost javu A za
predpokladu, Ze nastal jav B definujeme takto:

P(AN B)

P(AIB) = —5 3

(24)

16. oktébra 2025 51/98



Podmienend pravdepodobnost

a veta o Uplnej pravdepodobnosti

Za istych okolnosti je uZito¢né skimat pravdepodobnost javu A za predpokladu,
e vieme o tom, Ze nastal jav B. Tito pravdepodobnost budeme oznalovat
P(A|B) a &itat pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B.

Definicia (Podmienend pravdepodobnost)

Nech [v, T, P] je pravdepodobnostné pole. Pravdepodobnost javu A za
predpokladu, Ze nastal jav B definujeme takto:

P(AN B)

P(AIB) = —5 3

Ak [, T, P] je pravdepodobnostné pole, tak pre javy A; € T, i =1,2,...,n plati

P(0 A) = P(A1) - P(AalAr) - P(As|ALN Ag) - ..o P(Ag|AL N Az -1 Agy).
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Pravdepodobnost, Ze Jjablko v obchode je ervené, je 0,7. Pravdepodobnost, Ze
Jjablko je &ervené a chutné, je 0,5. Akd je pravdepodobnost, Ze jablko je chutné, ak
Je Cervené.
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Pravdepodobnost, Ze Jjablko v obchode je ervené, je 0,7. Pravdepodobnost, Ze
Jjablko je &ervené a chutné, je 0,5. Akd je pravdepodobnost, Ze jablko je chutné, ak
Je Cervené.

Riesenie. Nechajte A je udalost, Ze jablko je chutné a B je udalost, Ze jablko je
Cervené. Vieme, ze P(B) = 0,7 a P(AN B) = 0,5. Dostdvame

P(ANB) 0,5 5

~
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Predpokladajme, Ze bolo zmie$anych pit dobrych poistiek a dve chybné poistky.
Aby sme nasli chybné poistky, testujeme ich jednu po druhej.

a) Akd je pravdepodobnost, Ze prvd poistka bude dobrd a druhd chybnd?

b) Akd je pravdepodobnost, Ze prvé dve vybrané poistky budii dobré a dalSie dve
chybné?

RieSenie. a) Nechajte A je udalost, e ndjdeme dobri poistku v prvom teste a B
je udalost, Ze ndjdeme chybni poistku v druhom teste. Vieme, Ze P(A) = % a

P(B|A) = 2. Chceme vypotitat P(AN B). Dostdvame

1
P(AN B) = P(A)- P(B|A) = ; = % = 0,2381.

b) Oznatme A; jav, Ze i-ta vybrand poistka je dobrd. Dostavane
P(A1NANA3NAL) = P(A1)-P(Az|AL) - P(A3|(A1NA)) - P(Ag (AL NANA3)) =

20 _ L 47,

421 _
6 5 4 840 21

~ | o1
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Veta (Veta o lplnej pravdepodobnosti)

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole a javy Hy, Ha, ..., H, si hypotézy (t. j.
uplny systém disjunktnych javov). Potom pre [ubovolny jav A plati

P(A) = P(A|H1)-P(H1)+ P(A|H2) - P(H2)+- - -+ P(A|H.)- P(H») = i P(A|H;)- P(H)).
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Veta (Veta o lplnej pravdepodobnosti)

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole a javy Hy, Ha, ..., H, si hypotézy (t. j.
uplny systém disjunktnych javov). Potom pre [ubovolny jav A plati

P(A) = P(A|H1)-P(H1)+ P(A|H2) - P(H2)+- - -+ P(A|H.)- P(H») = i P(A|H;)- P(H)).

Doékaz. Pre jav A mame:
A=AnI=An(HiUH,U---UH,)=(ANH)UANH) U---U(AN H,).

KedZe javy H; st disjunktné a (AN H;) C H;, tak aj javy (AN Hy), (AN Hz), ..
(AN H,) st disjunktné a podla tretej axiémy definicie pravdepodobnosti je

P(A) = P(ANH:) + P(AN H) + -+ P(AN H,) =

= P(H1) - P(AlH1) + P(H2) - P(A[H2) + - - + P(Hy) - P(A|Hp)

16. oktébra 2025 54 /98



Dva automaty vyrabaju rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je trikrat
vys3ia ako produktivita druhého. Prvy automat vyraba 70% kvalitnych vyrobkov,
druhy 80% kvalitnych vyrobkov. Vlypolitajte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne
vybraty vyrobok je kvalitny.
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Dva automaty vyrabaju rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je trikrat
vys3ia ako produktivita druhého. Prvy automat vyraba 70% kvalitnych vyrobkov,
druhy 80% kvalitnych vyrobkov. Vlypoéitajte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne
vybraty vyrobok je kvalitny.

Rie$enie. Oznatme javy nasledovne:

H; — vyrobok je vyrobeny prvym automatom;
H, — vyrobok je vyrobeny druhym automatom;
A — vyrobok je kvalitny.
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Dva automaty vyrabaju rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je trikrat
vys3ia ako produktivita druhého. Prvy automat vyraba 70% kvalitnych vyrobkov,
druhy 80% kvalitnych vyrobkov. Vlypoéitajte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne
vybraty vyrobok je kvalitny.

Rie$enie. Oznatme javy nasledovne:

H; — vyrobok je vyrobeny prvym automatom;

H, — vyrobok je vyrobeny druhym automatom;

A — vyrobok je kvalitny.

Pocet vyrobkov vyrobenych automatmi je v pomere 3:1, teda 1. automat vyrobi
z celkového pottu vyrobkov a 2. automat % z celkového pottu vyrobkov. Odtial
P(Hy) = 2 =0,75, P(H.) = 2 =0,25.

3
4
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Dva automaty vyrabaju rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je trikrat
vyssia ako produktivita druhého. Prvy automat vyrdba 70% kvalitnych vyrobkov,
druhy 80% kvalitnych vyrobkov. Vlypolitajte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne
vybraty vyrobok je kvalitny.

Rie$enie. Oznatme javy nasledovne:

H; — vyrobok je vyrobeny prvym automatom;

H, — vyrobok je vyrobeny druhym automatom;

A — vyrobok je kvalitny.

Pocet vyrobkov vyrobenych automatmi je v pomere 3:1, teda 1. automat vyrobi %
z celkového pottu vyrobkov a 2. automat % z celkového pottu vyrobkov. Odtial
P(Hy) = 2 =0,75, P(H.) = 2 =0,25.

Vyrobok je kvalitny, ak ho vyrobil 1. automat s pravdepodobnostou 0,7. Teda
P(A|H;) = 0,7. Podobne P(A|H,) = 0,8. Podla vety o tiplnej pravdepodovnosti
dostavame
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Dva automaty vyrabaju rovnaké vyrobky, pricom produktivita prvého je trikrat
vyssia ako produktivita druhého. Prvy automat vyrdba 70% kvalitnych vyrobkov,
druhy 80% kvalitnych vyrobkov. Vlypolitajte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne
vybraty vyrobok je kvalitny.

Rie$enie. Oznatme javy nasledovne:

H; — vyrobok je vyrobeny prvym automatom;

H, — vyrobok je vyrobeny druhym automatom;

A — vyrobok je kvalitny.

Pocet vyrobkov vyrobenych automatmi je v pomere 3:1, teda 1. automat vyrobi %
z celkového pottu vyrobkov a 2. automat % z celkového pottu vyrobkov. Odtial
P(Hy) = 2 =0,75, P(H.) = 2 =0,25.

Vyrobok je kvalitny, ak ho vyrobil 1. automat s pravdepodobnostou 0,7. Teda
P(A|H;) = 0,7. Podobne P(A|H,) = 0,8. Podla vety o tiplnej pravdepodovnosti
dostavame

P(A) = P(H) - P(A|H:) + P(Ha) - P(A|H2) = 0,75-0,740,25-0,8 = 0, 725.
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Z bali¢ka 52 Zolikovych kariet niekto zobral dve karty. Akd je pravdepodobnost, Ze
nahodna karta vytiahnutd z balicka s 50 kartami je pikova karta?
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Z bali¢ka 52 Zolikovych kariet niekto zobral dve karty. Akd je pravdepodobnost, Ze
nahodna karta vytiahnutd z balicka s 50 kartami je pikova karta?

RieSenie. Nech H; je jav, Ze chyba i pikovych kariet, i = 0,1,2. Nech A je jav, Ze
nahodne vylosovand karta je pikovd karta. Chceme vypotitat P(A).
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Z bali¢ka 52 Zolikovych kariet niekto zobral dve karty. Akd je pravdepodobnost, Ze
nahodna karta vytiahnutd z balicka s 50 kartami je pikova karta?

RieSenie. Nech H; je jav, Ze chyba i pikovych kariet, i = 0,1,2. Nech A je jav, Ze
nahodne vylosovand karta je pikovd karta. Chceme vypotitat P(A). Mdme
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Z bali¢ka 52 Zolikovych kariet niekto zobral dve karty. Akd je pravdepodobnost, Ze
nahodna karta vytiahnutd z balicka s 50 kartami je pikova karta?

RieSenie. Nech H; je jav, Ze chyba i pikovych kariet, i = 0,1,2. Nech A je jav, Ze
nahodne vylosovand karta je pikovd karta. Chceme vypotitat P(A). Mdme

(o) () (1)) () (%)
P(Ho) = = ., P(Hy) = = , P(Hy) = = .
=gy Ty PR T
Podmienené pravdepodobnosti st

13 12 11
P(A|Ho) = 50’ P(AlH,) = 50’ P(A|H,) = 50"
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Z bali¢ka 52 Zolikovych kariet niekto zobral dve karty. Akd je pravdepodobnost, Ze
nahodna karta vytiahnutd z balicka s 50 kartami je pikova karta?

RieSenie. Nech H; je jav, Ze chyba i pikovych kariet, i = 0,1,2. Nech A je jav, Ze
nahodne vylosovand karta je pikovd karta. Chceme vypotitat P(A). Mdme

()3 poy B oy B
o Ty e
Podmienené pravdepodobnosti st

13 12 11
P(A|Ho) = 50’ P(AlH,) = 50’ P(A|H,) = 50"

P(Ho) =

Podla vety o tplnej pravdepodobnosti dostdvame

P(A) = P(AlHo) - P(Ho) + P(AlHy) - P(Hy) + P(AlH2) - P(Hz) =
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Bayesov vzorec

Nech [7,7 P] je pravdepodobnostné pole, javy Hi, Ha, ..., H, s hypotézy a
A € 7 je lubovolny jav, pre ktory je P(A) # 0. Potom pre 'kazdd hypotézu Hy je

P(Hi|A) = nP(Hk).P(AIHk) :P(Hk)P.(Z()A‘Hk).
DA A

Okrem toho plati >}, P(H |A) =1

(25)
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Bayesov vzorec

Nech [’}/,T P] je pravdepodobnostné pole, javy Hi, Ha, ..., H, s hypotézy a
A € 7 je lubovolny jav, pre ktory je P(A) # 0. Potom pre 'kazdd hypotézu Hy je

P(Hi|A) = ) PAIT) P(Hk)P'(’z\()A‘Hk). (25)

ZP H;) - P(A|H;)
Okrem toho plati >}, P(H |A) =1

Urna 1 obsahuje 5 bielych gul6¢ok a 7 &ierne gul6cky. Urna 2 obsahuje 3 biele a

12 ¢&iernych gul6&ok. Hodime mincou a ak padne hlava, vyberieme gul6&ku z urny
1, a ak je to znak, vyberieme gul6¢ku z urny 2. Dozvedeli sme sa, Ze bola vybrand
biela gul6&ka. Akd je pravdepodobnost, Ze to bola gul6¢ka vybratd z urny 27

v
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Bayesov vzorec

Nech [’}/,T P] je pravdepodobnostné pole, javy Hi, Ha, ..., H, s hypotézy a
A € 7 je lubovolny jav, pre ktory je P(A) # 0. Potom pre 'kazdd hypotézu Hy je

P(Hi|A) = ) PAIT) P(Hk)P'(’z\()A‘Hk). (25)

ZP H;) - P(A|H;)
Okrem toho plati )" P(H |A) =1

Urna 1 obsahuje 5 bielych gul6¢ok a 7 &ierne gul6cky. Urna 2 obsahuje 3 biele a

12 &ernych gulé&ok. Hodime mincou a ak padne hlava, vyberieme gul6&ku z urny
1, a ak je to znak, vyberieme gul6¢ku z urny 2. Dozvedeli sme sa, Ze bola vybrand
biela gul6&ka. Akd je pravdepodobnost, Ze to bola gul6¢ka vybratd z urny 27

v

Riesenie. Nech H; je jav, Ze padla hlava a H, je jav, Ze padol znak. Nech A je
jav, Ze bola vybrand biela gul6¢ka. Zo zadania vypl>’/va 7e P(AlH,) = % a

P(AlH:) = & = i. Vieme, Ze P(H,) = P(H.) = . Chceme vypotitat P(H,|A).
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Bayesov vzorec

Nech [’}/,T P] je pravdepodobnostné pole, javy Hi, Ha, ..., H, s hypotézy a
A € 7 je lubovolny jav, pre ktory je P(A) # 0. Potom pre 'kazdd hypotézu Hy je

P(Hi|A) = ) PAIT) P(Hk)P'(’z\()A‘Hk). (25)

ZP H;) - P(A|H;)
Okrem toho plati >}, P(H |A) =1

Urna 1 obsahuje 5 bielych gul6¢ok a 7 &ierne gul6cky. Urna 2 obsahuje 3 biele a
12 &ernych gulé&ok. Hodime mincou a ak padne hlava, vyberieme gul6&ku z urny
1, a ak je to znak, vyberieme gul6¢ku z urny 2. Dozvedeli sme sa, Ze bola vybrand
biela gul6&ka. Akd je pravdepodobnost, Ze to bola gul6¢ka vybratd z urny 27

A\

Riesenie. Nech H; je jav, Ze padla hlava a H, je jav, Ze padol znak. Nech A je
jav, Ze bola vybrand biela gul6¢ka. Zo zadania vypl>’/va 7e P(AlH,) = % a

P(AlH:) = & = i. Vieme, Ze P(H,) = P(H.) = . Chceme vypotitat P(H,|A).
Z Bayesovho vzorca dostavameP(Hz|A) = 77 §1é5) (;/3 T =52,
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Nezavislé javy

Dva javy A a B nazyvame (vzajomne) nezavislymi prive vtedy, ked
pravdepodobnost jedného z nich sa nemeni, ak nastane druhy jav alebo ked
pravdepodobnost jedného z nich je nulovd, t.j. nastane aspori jeden z tychto

Styroch pripadov:
P(AlB)=P(A) v P(B)=0 Vv PBIA=PB) Vv P(A)=0. (26)
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Nezavislé javy

Dva javy A a B nazyvame (vzajomne) nezavislymi prive vtedy, ked
pravdepodobnost jedného z nich sa nemeni, ak nastane druhy jav alebo ked
pravdepodobnost jedného z nich je nulovd, t.j. nastane aspori jeden z tychto
Styroch pripadov:

P(AlB)=P(A) v P(B)=0 Vv PBIA=PB) Vv P(A)=0. (26)

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole. Javy A, B € T sii nezdvislé prave vtedy,
ked'
P(AN B) = P(A) - P(B). (27)
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Nezavislé javy

Dva javy A a B nazyvame (vzajomne) nezavislymi prive vtedy, ked
pravdepodobnost jedného z nich sa nemeni, ak nastane druhy jav alebo ked
pravdepodobnost jedného z nich je nulovd, t.j. nastane aspori jeden z tychto
Styroch pripadov:

P(AlB)=P(A) v P(B)=0 Vv PBIA=PB) Vv P(A)=0. (26)

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole. Javy A, B € T sii nezdvislé prave vtedy,
ked'
P(AN B) = P(A) - P(B). (27)

Z nezdvislosti javov A a B vyplyva aj nezavislost tychto dvojic javov:

Aa B, Aa B, AaB. (28)



Celkove nezavislé javy

Systém javov A1, Aa, ..., A, n > 2, nazyvame celkove nezavislym prdve vtedy,
ked pravdepodobnost, Ze nastane [ubovolny z nich sa nemeni, ak nastant
lubovolné z ostatnych javov alebo ked pravdepodobnost jedného z nich je nulova.
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Celkove nezavislé javy

Systém javov A1, Aa, ..., A, n > 2, nazyvame celkove nezavislym prdve vtedy,
ked pravdepodobnost, Ze nastane [ubovolny z nich sa nemeni, ak nastant
lubovolné z ostatnych javov alebo ked pravdepodobnost jedného z nich je nulova.

Veta (Pravdepodobnost prieniku celkove nezavislych javov)

Nech [, T, P] je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, Az, ..., An,
n > 2, je celkove nezavislym, tak pre kaZdé k < n plati

P(ALN AN+ NAy) = P(A1) - P(A2) - ... P(A,). (29)
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Celkove nezavislé javy

Systém javov A1, Ay, ..., A, n > 2, nazyvame celkove nezavislym prave vtedy,
ked pravdepodobnost, Ze nastane [ubovolny z nich sa nemeni, ak nastant
lubovolné z ostatnych javov alebo ked pravdepodobnost jedného z nich je nulova.

Veta (Pravdepodobnost prieniku celkove nezavislych javov)

Nech [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, Az, ..., An,
n > 2, je celkove nezavislym, tak pre kaZdé k < n plati

P(ALN AN+ NAy) = P(A1) - P(A2) - ... P(A,). (29)

Veta (Pravdepodobnost zjednotenia celkove nezdvislych javov)

Nech [y, T, P] je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, Az, ..., Ap,
n > 2, je celkove nezdvislym, tak

P(ALUAU---UA,) =1—P(A)-P(A2) - - P(Ay,). (30)

‘
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Svtyria basketbalisti hddZu na kés. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

ani jeden netrafi do kosa,

)
c) aspori jeden trafi do kosa,
) aspori jeden netrafi do kosa.
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Styria basketbalisti hadZu na ké5. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

o

ani jeden netrafi do kosa,

(@]

)
) aspoii jeden trafi do kosa,
)

o

aspori jeden netrafi do kosa.

Riesenie. Oznatme A; jav, Ze i-ty basketbalista trafi do ko3a. Mame

P(A1) =0,8, P(A)=0,7, P(A3)=0,85 P(A))=0,09.
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Styria basketbalisti hadZu na ké5. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

o

ani jeden netrafi do kosa,

(@]

)
) aspoii jeden trafi do kosa,
)

o

aspori jeden netrafi do kosa.

Riesenie. Oznatme A; jav, Ze i-ty basketbalista trafi do ko3a. Mame
P(A1) =0,8, P(A)=0,7, P(A3)=0,85 P(A))=0,09.

Teda
a) P(A1NAxNA3NAy) = P(A1) - P(A2) - P(A3) - P(Ay) =
0,8-0,7-0,85-0,9=0,4284
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Styria basketbalisti hadZu na ké5. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

o

ani jeden netrafi do kosa,

(@]

)
) aspoii jeden trafi do kosa,
)

o

aspori jeden netrafi do kosa.

Riesenie. Oznatme A; jav, Ze i-ty basketbalista trafi do ko3a. Mame
P(A1) =0,8, P(A)=0,7, P(A3)=0,85 P(A))=0,09.

Teda
a) P(A1NAxNA3NAy) = P(A1) - P(A2) - P(A3) - P(Ay) =
0,8-0,7-0,85-0,9=0,4284
b) P(A1NAxNA3NAy) = P(A1) - P(A2) - P(A3) - P(Ay) =
0,2-0,3-0,15-0,1 = 0,0009
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Styria basketbalisti hadZu na ké5. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

o

ani jeden netrafi do kosa,

(@]

)
) aspoii jeden trafi do kosa,
)

o

aspori jeden netrafi do kosa.

Riesenie. Oznatme A; jav, Ze i-ty basketbalista trafi do ko3a. Mame
P(A1) =0,8, P(A)=0,7, P(A3)=0,85 P(A))=0,09.

Teda
3) P(A1N A2 N As 1 Ag) = P(AL) - P(As) - P(As) - P(Aq) =
0,8-0,7-0,85-0,9 = 0,4284
b) P(ALN A2 N AN As) = P(A) - P(As) - P(As) - P(Aq) =
0,2-0,3-0,15- 0,1 = 0,0009
C) P(A1 U Ay U A3 UA4) =1- P(Zl) . P(Zz) . P(Z3) . P(Z4) =0,9991
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Styria basketbalisti hadZu na ké5. Pravdepodobnosti tispesného zdsahu
u jednotlivych basketbalistov su 0,8; 0,7; 0,85 a 0,9. Viypocitajte
pravdepodobnost, Ze

a) vSetci Styria trafia do kosa,

o

ani jeden netrafi do kosa,

(@]

)
) aspoii jeden trafi do kosa,
)

o

aspori jeden netrafi do kosa.

Riesenie. Oznatme A; jav, Ze i-ty basketbalista trafi do ko3a. Mame
P(A1) =0,8, P(A)=0,7, P(A3)=0,85 P(A))=0,09.

Teda
a) P(ALN AN A3 1 Ag) = P(A1) - P(A2) - P(As) - P(Ag) =
0,8-0,7-0,85-0,9 = 0,4284
b) P(Ar N A N As N As) = P(Ar) - P(As) - P(As) - P(Ag) =
0,2-0,3-0,15- 0,1 = 0,0009
C) P(A1 U Ay U A3 UA4) =1- P(Zl) . P(Zg) . P(Z3) . P(Z4) =0,9991
d) P(Zl UZQ UZ3 UZ4) =1- P(Al) . P(Az) . P(Ag) . P(A4) =0,5716
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Opakované nezavislé pokusy

Nech vysledkom nejakého pokusu je jav A. Opakujme za tych istych podmienok
pokus n-krat, pri¢om predpokladdme, Ze tieto pokusy st nezavislé, t. j. si také, Ze
vysledok kazdého z nich nema vplyv na vysledok Ziadneho predchidzajiceho
pokusu a ani na vysledok Ziadneho nasledujiceho pokusu. Inak povedané,
pravdepodobnost, Ze nastane jav A, je v kadom pokuse rovnaka.

16. oktébra 2025 61 /98



Opakované nezavislé pokusy

Nech vysledkom nejakého pokusu je jav A. Opakujme za tych istych podmienok
pokus n-krat, pri¢om predpokladdme, Ze tieto pokusy st nezavislé, t. j. si také, Ze
vysledok kazdého z nich nema vplyv na vysledok Ziadneho predchidzajiceho
pokusu a ani na vysledok Ziadneho nasledujiceho pokusu. Inak povedané,
pravdepodobnost, Ze nastane jav A, je v kadom pokuse rovnaka.

Veta (Bernoulliho veta)

Nech p je pravdepodobnost toho, Ze pri danom pokuse nastane jav A a P, ,(k) je
pravdepodobnost toho, Ze pri n-ndsobnom nezavislom opakovani daného pokusu
nastane jav A prave k-krat. Potom plati tzv. Bernoulliho vzorec:

P p(k) = (Z) pk (1= p)k pre k € {0,1,2,...,n}. (31)
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Predpokladajme, Ze hodime dve kocky 8 krat. Aka je pravdepodobnost, Ze najviac
trikrdt hodime stcet 77
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Predpokladajme, Ze hodime dve kocky 8 krat. Aka je pravdepodobnost, Ze najviac
trikrdt hodime stcet 77

RieSenie. Stget 7 mdZeme hodit 6 spésobmi:
(17 6)’ (2’ 5)7 (3’ 4)’ (47 3)’ (5’ 2)7 (67 l).

Je 36 moZnosti padnutia dvojice isel na kockach, teda p = % = %.

16. oktébra 2025 62 /98



Predpokladajme, Ze hodime dve kocky 8 krat. Aka je pravdepodobnost, Ze najviac
trikrdt hodime stcet 77

RieSenie. Stget 7 mdZeme hodit 6 spésobmi:

(1,6), (2,5),(3,4), (4,3), (5,2), (6,1).

Je 36 moZnosti padnutia dvojice isel na kockach, teda p = % = %.

Mame n =8, k =0,1,2,3 a podla Bernoulliho vzorca dostavame

- mansnonsnernn- () (0 () ) 0
) ()0 0) oo
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Pojem ndhodnej premennej

Pod ndhodnou premennou budeme rozumiet takii premennd, ktora svoje
hodnoty nadobtida ndhodne.
Priklady ndhodnej premenne;j:

@ Siket bodov hodenych napr. na troch beznych hracich kockdch (mozné
hodnoty: 3,4,...,18);

® poclet bodov, ktoré student ziska z pisomky,

© pocet Uspednych hodov do basketbalového kosa,
@ pocet vytlkov na ceste z Kosic do PreSova,

@ doba, ktorud Student stravi pri priprave na skisku,
@ vyska dospelého muza,

@ poltas rozpadu radioaktivnej latky (nadobdda hodnoty z ur&itého intervalu).
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Pojem ndhodnej premennej

Pod ndhodnou premennou budeme rozumiet takii premennd, ktora svoje
hodnoty nadobtida ndhodne.
Priklady ndhodnej premenne;j:

@ Siket bodov hodenych napr. na troch beznych hracich kockdch (mozné
hodnoty: 3,4,...,18);

® poclet bodov, ktoré student ziska z pisomky,

© pocet Uspednych hodov do basketbalového kosa,

@ pocet vytlkov na ceste z Kosic do PreSova,

@ doba, ktorud Student stravi pri priprave na skisku,

@ vyska dospelého muza,

@ poltas rozpadu radioaktivnej latky (nadobdda hodnoty z ur&itého intervalu).
Ndhodné premenné delime na

e diskrétne,

® spojité.

16. oktébra 2025 63 /98



Definicia nahodnej premennej

Pod ndhodnou premennou rozumieme kazdé zobrazenie X : v — R, kde
je mnozina elementarnych javov a R je mnozina redlnych ¢isel. Pre kazdy
elementdrny jav E je zrejme X(E) nejaké redlne ¢islo, ktoré nazyvame
hodnotou ndhodnej premennej pre elementarny jav E alebo skréatene
hodnotou nahodnej premennej.
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Definicia nahodnej premennej

Pod ndhodnou premennou rozumieme kazdé zobrazenie X : v — R, kde
je mnozina elementarnych javov a R je mnozina redlnych ¢isel. Pre kazdy
elementdrny jav E je zrejme X(E) nejaké redlne ¢islo, ktoré nazyvame
hodnotou ndhodnej premennej pre elementarny jav E alebo skréatene
hodnotou nahodnej premennej.

Ndhodna premenna priradi kazdému elementdrnemu javu nejaké redlne &islo.
Kazdému javu A priradi &iselnd mnoZinu tvorent &islami, ktoré su priradené
elemen. javom, na ktoré sa jav A rozklada.

Nahodné premenné — X, Y, X1, X5, ...

Hodnoty ndhodnych premennych — x, y, x1, xo, ....
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Definicia nahodnej premennej

Pod ndhodnou premennou rozumieme kazdé zobrazenie X : v — R, kde
je mnozina elementarnych javov a R je mnozina redlnych ¢isel. Pre kazdy
elementdrny jav E je zrejme X(E) nejaké redlne ¢islo, ktoré nazyvame
hodnotou ndhodnej premennej pre elementarny jav E alebo skréatene
hodnotou nahodnej premennej.

Ndhodna premenna priradi kazdému elementdrnemu javu nejaké redlne &islo.

Kazdému javu A priradi &iselnd mnoZinu tvorent &islami, ktoré su priradené

elemen. javom, na ktoré sa jav A rozklada.

Nahodné premenné — X, Y, X1, X5, ...

Hodnoty ndhodnych premennych — x, y, x1, xo, ....

Budeme predpokladat, ¥e pre ka?dé a € R vieme ur&it pravdepodobnosti typu:
® P(X = a), t.j. pravdepodobnost toho, Ze hodnota ndhodnej premennej X

je rovna &islu a;

® P(X < a), t.j. pravdepodobnost toho, ¥e hodnoty ndhodnej premennej X
® P(X € 1), t.j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd X nadobida

hodnoty z intervalu /.



Distribu¢na funkcia ndhodnej premenne;

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (32)
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Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (32)

v

Veta (Vlastnosti distribuénej funkcie)
@ Pre kadé x e R je0 < F(x) < 1;

v
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Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (32)

v

Veta (Vlastnosti distribuénej funkcie)

@ Pre kadé x e R je0 < F(x) < 1;
® |lm F(x)=0 a lim F(x)=1;
X—r—00

X—r 00

v
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Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (32)

v

Veta (Vlastnosti distribuénej funkcie)

@ Pre kadé x e R je0 < F(x) < 1;
® |lm F(x)=0 a lim F(x)=1;
X——00 X—$00

© F je neklesajiica funkcia, t. j. pre kaZdé a < b je F(a) < F(b);
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Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (32)

v

Veta (Vlastnosti distribuénej funkcie)
@ Pre kadé x e R je0 < F(x) < 1;
® lim F(x)=0 a lim F(x) =1,
X——00 X—00

© F je neklesajiica funkcia, t. j. pre kaZdé a < b je F(a) < F(b);
O F je sprava spojita pre diskrétnu nahodnd premennt a spojita pre spojitu
nahodnd premennt na celej mnoZine realnych ¢&isel;
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Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Distribu¢na funkcia F ndhodnej premennej X je funkcia, ktord je pre
kazdé x € R urcend predpisom

F(x) = P(X < x). (32)

v

Veta (Vlastnosti distribuénej funkcie)
@ Pre kadé x e R je0 < F(x) < 1;
® lim F(x)=0 a lim F(x) =1,
X——00 X—00

© F je neklesajiica funkcia, t. j. pre kaZdé a < b je F(a) < F(b);
O F je sprava spojita pre diskrétnu nahodnd premennt a spojita pre spojitu
nahodnd premennt na celej mnoZine realnych ¢&isel;

@ ak a< b, tak

P(X € (a, b)) = P(a < X < b) = F(b) — F(a). (33)
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Diskrétna ndhodna premenna

Definicia (Rozdelenie diskrétneho typu)

Néhodnd premennd X ma rozdelenie diskrétneho typu, ak existuje
koneéné alebo spocitatelnd mnozina realnych ¢isel H(X) = {x1,x2, ..., Xn,--- }
takd, Ze pre kazdé x; € H(X) je dana pravdepodobnost P(X = x;) = p; a platl
27(010) pi = 1. Mnozinu H(X) nazyvame obor hodnét ndhodnej premennej X.
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Diskrétna ndhodna premenna

Definicia (Rozdelenie diskrétneho typu)

Néhodnd premennd X ma rozdelenie diskrétneho typu, ak existuje

koneéné alebo spocitatelnd mnozina realnych ¢isel H(X) = {x1,x2, ..., Xn,--- }
takd, Ze pre kazdé x; € H(X) je dana pravdepodobnost P(X = x;) = p; a platl
27(010) pi = 1. Mnozinu H(X) nazyvame obor hodnét ndhodnej premennej X.

Nahodni premennti X méZeme popisat tabulkou:

Xj

[ x [ || x
PX=x)=pi|[pr|p2]| | pn

; (34)

ktori nazyvame pravdepodobnostna tabufka ndhodnej premennej X.
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Diskrétna ndhodna premenna

Definicia (Rozdelenie diskrétneho typu)

Néhodnd premennd X ma rozdelenie diskrétneho typu, ak existuje

koneéné alebo spocitatelnd mnozina realnych ¢isel H(X) = {x1,x2, ..., Xn,--- }
takd, Ze pre kazdé x; € H(X) je dana pravdepodobnost P(X = x;) = p; a platl
27(010) pi = 1. Mnozinu H(X) nazyvame obor hodnét ndhodnej premennej X.

Nahodni premennti X méZeme popisat tabulkou:

Xi [ e || x
, 34
PX=x)=pi | p [P | | o (34)
ktori nazyvame pravdepodobnostna tabufka ndhodnej premennej X.
Iny spbsob zadania je pravdepodobnostnou funkciou
[ P(X=x), akx=x €R;
fx) = { 0, inak. (35)
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Modus a stredna hodnota ndhodnej premennej

Modus diskrétnej nahodnej premennej X je najpravdepodobnejsia
hodnota tejto ndhodnej premennej. Oznac¢ujeme Mo(X).

Mo(X) sa mbZe rovnat viac-prvkovej mnoZine. V krajnom pripade

Mo(X) = H(X).
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Modus a stredna hodnota ndhodnej premennej

Modus diskrétnej nahodnej premennej X je najpravdepodobnejsia
hodnota tejto ndhodnej premennej. Oznac¢ujeme Mo(X).

Mo(X) sa mdze rovnat viac-prvkovej mnozine. V krajnom pripade

Mo(X) = H(X).

Nech je dany zédkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X.
Pod strednou hodnotou nidhodnej premennej X rozumieme &islo E(X),
ktoré je definované pre diskrétnu ndhodnt premennt vzfahom

n(=0)

E(X) = Z Xi * Pij-
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Disperzia

Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X,
ktorej strednd hodnota je E(X). Pod disperziou (rozptylom) ndhodnej
premennej X rozumieme ¢islo D(X) (ak existuje), ktoré je definované takto

i=1

Pod smerodajnou odchylkou nahodnej premennej X rozumieme ¢islo
o(X), ktoré je definované takto

o(X) = /D(X). (36)
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Disperzia

Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X,
ktorej strednd hodnota je E(X). Pod disperziou (rozptylom) ndhodnej
premennej X rozumieme ¢islo D(X) (ak existuje), ktoré je definované takto

i=1

Pod smerodajnou odchylkou nahodnej premennej X rozumieme ¢islo
o(X), ktoré je definované takto

o(X) = /D(X). (36)
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sii [ubovolné konstanty. Potom
@ ak A = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(A) = a a D(A) = 0;
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sii [ubovolné konstanty. Potom
@ ak A = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(A) = a a D(A) = 0;
®E(a-X+b-Y)=a -EX)+b-E(Y);
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sii [ubovolné konstanty. Potom
@ ak A = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(A) = a a D(A) = 0;
®E(a-X+b-Y)=a -EX)+b-E(Y);
® E(X — E(X)) =0;
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sii [ubovolné konstanty. Potom
@ ak A = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(A) = a a D(A) = 0;
®E(a-X+b-Y)=a -EX)+b-E(Y);
® E(X — E(X)) =0;

0 D(a-X)=a-D(X);
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sii [ubovolné konstanty. Potom
@ ak A = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(A) = a a D(A) = 0;
®E(a-X+b-Y)=a -EX)+b-E(Y);
® E(X — E(X)) =0;

0 D(a-X)=a-D(X);
® D(X) = E(X2) — [E(X)P.
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Vlastnosti strednej hodnoty a disperzie

Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b sii [ubovolné konstanty. Potom
@ ak A = a je konstantnd ndhodnd premennd, tak E(A) = a a D(A) = 0;
®E(a-X+b-Y)=a -EX)+b-E(Y);
® E(X — E(X)) =0;

0 D(a-X)=a-D(X);
® D(X) = E(X2) — [E(X)P.
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Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X so strednou hodnotou 3,7 je
x|l 1]2][3] 4 |x

P |[0.1 | p2] 03035 02 " Urete

dané pravdepodobnostnou tabulkou

a) nezndme hodnoty xs a pa;
b) disperziu a modus nihodnej premennej X;
c) P(X>5)aP(E(X)<X<LT),

RieSenie.

a) Hodnotu p, uréime zo vztahu Z?:l pi = 1.

Teda: 0,1+ p; +0,3+0,35+0,2 = 1, odtial p» = 0, 05.

Pre uréenie hodnoty xs dosadime do vzorca pre strednti hodnotu, ktord je dana.
Dostdvame

1-0,14+2-0,054+3-0,3+4-0,35+0,2 x5 =3,7 = x5 = 6.
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Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X so strednou hodnotou 3,7 je
x|l 1]2][3] 4 |x
pi H 0,1 \ P2 \ 0,3 \ 0,35 \ 0,2

dané pravdepodobnostnou tabulkou . Urcte:

a) nezndme hodnoty xs a pa;
b) disperziu a modus nihodnej premennej X;
c) P(X>5)aP(E(X)<X<LT),

RieSenie.

a) Hodnotu p, uréime zo vztahu Z?:l pi = 1.

Teda: 0,1+ p; +0,3+0,35+0,2 = 1, odtial p» = 0, 05.

Pre uréenie hodnoty xs dosadime do vzorca pre strednti hodnotu, ktord je dana.
Dostdvame

1-0,14+2-0,054+3-0,3+4-0,35+0,2 x5 =3,7 = x5 = 6.

b) D(X) = 32 (x — E(X)2pi = (1—3,7)-0,1+ (2— 3,7)2 0,05

i=1

+(3-3,7)2-0,3+(4—-3,7)2-0,35+ (6 —3,7)2-0,2 = 2, 11.
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Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X so strednou hodnotou 3,7 je
x|l 1]2][3] 4 |x
pi H 0,1 \ P2 \ 0,3 \ 0,35 \ 0,2

dané pravdepodobnostnou tabulkou . Urcte:

a) nezndme hodnoty xs a pa;
b) disperziu a modus nihodnej premennej X;
c) P(X>5)aP(E(X)<X<LT),

RieSenie.

a) Hodnotu p, uréime zo vztahu Z?:l pi = 1.

Teda: 0,1+ p; +0,3+0,35+0,2 = 1, odtial p» = 0, 05.

Pre uréenie hodnoty xs dosadime do vzorca pre strednti hodnotu, ktord je dana.
Dostdvame

1-0,14+2-0,054+3-0,3+4-0,35+0,2 x5 =3,7 = x5 = 6.

b) D(X) = 32 (x — E(X)2pi = (1—3,7)-0,1+ (2— 3,7)2 0,05

i=1
+(3-3,7)2-0,3+(4—-3,7)2-0,35+ (6 —3,7)2-0,2 = 2, 11.
Modus je najpravdepodobnejsia hodnota, teda Mo(X) = 4.
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Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X so strednou hodnotou 3,7 je
x|l 1]2][3] 4 |x
pi H 0,1 \ P2 \ 0,3 \ 0,35 \ 0,2

dané pravdepodobnostnou tabulkou . Urcte:

a) nezndme hodnoty xs a pa;
b) disperziu a modus nihodnej premennej X;
c) P(X>5)aP(E(X)<X<LT),

RieSenie.

a) Hodnotu p, uréime zo vztahu Z?:l pi = 1.

Teda: 0,1+ p; +0,3+0,35+0,2 = 1, odtial p» = 0, 05.

Pre uréenie hodnoty xs dosadime do vzorca pre strednti hodnotu, ktord je dana.
Dostdvame

1-0,14+2-0,054+3-0,3+4-0,35+0,2 x5 =3,7 = x5 = 6.

b) D(X) = 32 (x — E(X)2pi = (1—3,7)-0,1+ (2— 3,7)2 0,05

i=1
+(3-3,7)2-0,3+(4—-3,7)2-0,35+ (6 —3,7)2-0,2 = 2, 11.
Modus je najpravdepodobnejsia hodnota, teda Mo(X) = 4.

c) P(X>5)=P(X=6)=0,2

P(E(X =P
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HadZeme dvoma kockami. Nech X je nahodnd premennd, ktora nadobiida
hodnotu maxima z hodenych hodnét. Urcte:

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
(pravdepodobnostnii tabulku);

b) distribu¢nd funkciu F(x);
c) P(X <4), P(X>3), P(2< X <5),
d) strednd hodnotu E(X) a disperziu D(X).
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HadZeme dvoma kockami. Nech X je nahodnd premennd, ktora nadobiida
hodnotu maxima z hodenych hodnét. Urcte:

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
(pravdepodobnostnd tabulku);

b) distribu¢nd funkciu F(x);
c) P(X <4), P(X>3), P(2< X <5),
d) strednd hodnotu E(X) a disperziu D(X).

RieSenie. a) Maximum hodenych hodnét méze byt 1,2,3,4,5 alebo 6. Teda

H(X) =1{1,2,3,4,5,6}. Pre kazdii hodnotu z mnoZiny H(X) vypotitame
pravdepodobnost, s ktorou je dand hodnota dosiahnuta.

Pre vypotet P(X = 1) si treba uvedomit, Ze maximum sa rovna 1 len v pripade, Ze
na obidvoch kockach hodime &islo 1, teda m =1, n = 36. Odtial P(X = 1) = .
P(X =2) = 2, lebo maximum je rovné 2 pre dvojice (1,2), (2,1), (2,2).
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HadZeme dvoma kockami. Nech X je nahodnd premennd, ktora nadobiida
hodnotu maxima z hodenych hodnét. Urcte:

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
(pravdepodobnostnd tabulku);

b) distribu¢nd funkciu F(x);
c) P(X <4), P(X>3), P(2< X <5),
d) strednd hodnotu E(X) a disperziu D(X).

RieSenie. a) Maximum hodenych hodnét méze byt 1,2,3,4,5 alebo 6. Teda

H(X) =1{1,2,3,4,5,6}. Pre kazdii hodnotu z mnoZiny H(X) vypotitame
pravdepodobnost, s ktorou je dand hodnota dosiahnuta.

Pre vypotet P(X = 1) si treba uvedomit, Ze maximum sa rovna 1 len v pripade, Ze
na obidvoch kockach hodime &islo 1, teda m =1, n = 36. Odtial P(X = 1) = .
P(X =2) = 2, lebo maximum je rovné 2 pre dvojice (1,2), (2,1), (2,2).
Rovnakym spdsobom vypoc&itame zvy3né pravdepodobnosti. Vysledok zapiseme do
tabulky
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HadZeme dvoma kockami. Nech X je nahodnd premennd, ktora nadobiida
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) P(X < 4)=P(X =1)+P(X =2)+ P(X =3)
P(X >3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)+
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) P(X <4)=P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3) =
P(X >3) =

mx:@+ﬂx:®+mx—a+m

P(2 < X <5)=P(X =3)+ P(X = 4) + P(X _mz
alebo inak podfa (33):
PR<X<B)=F(B)-FQ)=2-2=2 =71

d) E(X) =

36 36 36 12

6
;MM:L%+Z%+&%+¢%+5

©oloo

9 11 __
3% 10 3=
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) PX<4)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)= %:%
)

P(X >3)=P(X =3)+P(X =4)+ P(X =5)+ P( =2 _3
P2<X<5)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=%=27I;
alebo inak podfa (33):
PR<X<B)=F(B)—FQ)=2_4_2_1
6
d)EX)=Yx-p=12%+2-2+3 - 2 +4.-L+5. 246 =
i=1

161.

6
MM=2M—RW%:(—%V%+(—%V%+@—%”

16112 161 161 1 _ 2
( _¥)2'%+( _ﬁ) 36+( _72 36_1332'
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c)P(X<4):P(X:1)+P(X—2)+P(X: L
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X=06)=2=28
P(2<X§5)=P(X=3)+P(X:4)+P(X )

alebo inak podfa (33):
PR<X<B)=F(B)-F@Q)=2-4=2=1T

6
d) E(X):zx,-.p,-:1~%+2-%+3-%+4~3l6+5~%+6-%:%;

D(X) = E(X,—E(X))QP, I-5) % +02-%) %+CB-F) 5+

161 161 161 1 _ 2
( _E) 36+( _ﬁ) 36+( _72 36_1332'

Inak mézeme D(X) vypotitat podla vztahu D(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Vypotitame
E(X?)=1-3+4-249-2+16- % +25- 5 +36- 3t = 21 a dosadime
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c)P(X<4):P(X:1)+P(X—2)+P(X: L
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X=06)=2=28
P(2<X§5)=P(X=3)+P(X:4)+P(X )

alebo inak podfa (33):
PR<X<B)=F(B)-F@Q)=2-4=2=1T

6
d) E(X):zx,-.p,-:1~%+2-%+3-%+4~3l6+5~%+6-%:%;

D(X) = E(X:—E(X))QPI I-5) %+Q-5%) %+B-%) 5%+
161 161 1612 11 _ 2
(_ﬁ) 36+(_¥) 36+(_72 36 133(55'
Inak mdzeme D(X) vypotitat podla vztahu D(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Vypotitame
E(Xz):1~%+4o%+9~%+16-£+25~%+36-%:%adosadl’me

D(X) = E(X?) ~ [EQQP = B2 — (52)? = 23
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Rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych nahodnych

premennych

Vstupy: Prirodzené &islo n a redlne &islo p € (0,1).

Nahodna premenna X ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami n a p prdve vtedy, ked

1. jej obor hodnét je H(X) ={0,1,2,...,n};

2.

>px(1 —p)" pre kazdé x € {0,1,2,...,n}. (37)

PouZivame pritom ozna&enie X ~ bino(n; p).
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Rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnych nahodnych
premennych

Binomické rozdelenie pravdepodobnosti

Vstupy: Prirodzené &islo n a redlne &islo p € (0,1).

N&hodna premenna X ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami n a p prdve vtedy, ked

1. jej obor hodnét je H(X) ={0,1,2,...,n};

2.

P(X =x) = (n) p*(1— p)"* pre kazdé x € {0,1,2,...,n}. (37)

PouZivame pritom ozna&enie X ~ bino(n; p).

Ak X ~ bino(n; p), tak

E(X)=n-p, D(X)=n-p-q a oX)=\n-p-q,kdeq=1—p. (38)
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Predpokladajme, Ze hadZeme kockou. Viykoname 4 hody. Nech X je ndhodnd

.....

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
(pravdepodobnostnii tabulku);

b) stredni hodnotu a disperziu ndhodnej premennej X.
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Predpokladajme, Ze hadZeme kockou. Viykoname 4 hody. Nech X je ndhodnd

.....

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
(pravdepodobnostnii tabulku);

b) stredni hodnotu a disperziu ndhodnej premennej X.

.....

p= % Jednd sa o opakované nezavislé pokusy, nah. prem. X ma binomické

rozdelenie, teda X ~ bino(4; ). Mdme H(X) = {0,1,2,3,4}. Vypotitame vietky
pravdepodobnosti:
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Predpokladajme, Ze hadZeme kockou. Viykoname 4 hody. Nech X je ndhodna

.....

a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
(pravdepodobnostnii tabulku);

b) stredni hodnotu a disperziu ndhodnej premennej X.

.....

p= % Jednd sa o opakované nezavislé pokusy, nah. prem. X ma binomické

rozdelenie, teda X ~ bino(4; ). Mdme H(X) = {0,1,2,3,4}. Vypotitame vietky
pravdepodobnosti:

P(X =0)= (g),(%)O_(%y:%; P(X:l):(‘l‘).(%)l.(%ﬁ %,
P(X=2)= (‘21)_(%)2_(%)2:%; P(X:3):(§).(%)3.(%)1 %;
PX=4=() ()" 6 =3

16. oktébra 2025 74 /98



Predpokladajme Ze ha’dz“eme kockou Vykonéme 4 hody Nech X Jje nahodna

.....

a) zakon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X
(pravdepodobnostnii tabulku);

b) stredni hodnotu a disperziu ndhodnej premennej X.

.....

p= l Jedna sa o opakovane nezaV|s|e pokusy, ndh. prem. X ma blnomlcke

rozdeleme teda X ~ bino(4; 1). Madme H(X) = {0,1,2,3,4}. Vypotitame vietky
pravdepodobnosti:

PX=0)=(5)-(3)°-(3) =4t PX=1)=() ()37 =3

PX=2)=()- (12 P =3  PXx=3=() 1P =&

P(X:4):(2)'(%)4 ( )0_311 H 0 ‘ . ) 3 A
. P Xi

Vysledky zapiseme do tabulky P( _Xl — H % ‘ % ‘ % ‘ % ‘ %

b) E(X)=n-p=4- 4D(X)—npq:4%%:g

Poznamka. MozZete si overlt Ze rovnaké hodnoty dostaneme aj pouZitim

vdeobecnych vzorcov pre E(X) a D(X).



Toto rozdelenie pravdepodobnosti méze byt charakterizované modelom, v ktorom
je dand mnoZina objektov M, pritom K objektov ma ur&iti vlastnost a M — K
objektov nema tito vlastnost. Z tejto mnoZiny vyberieme bez vratenia N
objektov. Chceme vypotitat pravdepodobnost, e medzi vybratymi objektmi je x
takych, ktoré majii tito vlastnost.
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Toto rozdelenie pravdepodobnosti méze byt charakterizované modelom, v ktorom
je dand mnoZina objektov M, pritom K objektov ma ur&iti vlastnost a M — K
objektov nema tito vlastnost. Z tejto mnoZiny vyberieme bez vratenia N
objektov. Chceme vypotitat pravdepodobnost, e medzi vybratymi objektmi je x

takych, ktoré majii tito vlastnost.

Néhodna premenna X ma hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami M, K a N prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) = {max{0, K — M + N},...,min{K,N}},

P(X = x) = w pre kazdé x € H(X). (40)

(w)

PouzZivame pritom ozna&enie X ~ hyge(M, K, N).
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Ak X ~ hyge(M, K, N), tak

LS D(X)—(M_N)'N'K(l K) (41)

EX)=N-

Triedny u¢itel zistil, Ye 12 z 30 $tudentov byva na stredoskolskom internste.
Nahodne vyberieme 10 Studentov. Nech nahodna premenna X reprezentuje pocet
Studentov, ktori byvaji na stredoskolskom internate medzi vybranymi Studentmi.

a) Akd je pravdepodobnost, Ze najviac 3 Studenti byvaju na internate.

b) Vypocitajte stredni hodnotu a disperziu nahodnej premennej X.
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Ak X ~ hyge(M, K, N), tak

K
M

E(XX)=N-

Triedny u¢itel zistil, Ye 12 z 30 $tudentov byva na stredoskolskom internste.
Nahodne vyberieme 10 Studentov. Nech nahodna premenna X reprezentuje pocet
Studentov, ktori byvaji na stredoskolskom internate medzi vybranymi Studentmi.

a) Akd je pravdepodobnost, Ze najviac 3 Studenti byvaju na internate.

b) Vypocitajte stredni hodnotu a disperziu nahodnej premennej X.

Riesenie. M = 30; N =10; K = 12.
) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3) =
(D)) () B D) e

® @) @ ®

b) E(X)=10-2 =4, D(X)=L0500012 (1 - 2) = 1,655,
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Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

Poissonovo rozdelenie je rozdelenie diskrétnej nahodnej premennej X, ktoré ma
nasledovné vlastnosti:

e Experiment pozostdva z poditania, kolkokrat jav nastane v danom intervale.
Interval méZe byt interval asu, vzdialenosti, plochy, objemu. ..

® Pravdepodobnost, Ze k javu déjde, je rovnaka v [ubovolnom intervale.

® Poclet vyskytov javu v jednom intervale je nezavisly na pocte vyskytov v inych
intervaloch.

® Priemerny pocet vyskytov javu je priamo Gmerny dizke intervalu.

® Priemerny polet vyskytov javu v danom intervale je zndmy a rovna sa &islu A.
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Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

Poissonovo rozdelenie je rozdelenie diskrétnej nahodnej premennej X, ktoré ma
nasledovné vlastnosti:

e Experiment pozostdva z poditania, kolkokrat jav nastane v danom intervale.
Interval méZe byt interval asu, vzdialenosti, plochy, objemu. ..

® Pravdepodobnost, Ze k javu déjde, je rovnaka v [ubovolnom intervale.

® Poclet vyskytov javu v jednom intervale je nezavisly na pocte vyskytov v inych
intervaloch.

® Priemerny pocet vyskytov javu je priamo Gmerny dizke intervalu.

® Priemerny polet vyskytov javu v danom intervale je zndmy a rovna sa &islu A.

Nahodna premenna X ma Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrom )\ prdve vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) ={0,1,2,...} = NU{0};

2.
X —A

P(X = x) = AX—T pre kazdé x € N U {0}. (42)

PouZivame pritom ozna&enie X ~ poiss(\).
-_—
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Ak X ~ poiss(\), tak

EX)=X DX)=X a oX)=VA (43)

v

Rybar chyti priemerne 2 ryby v priebehu 3 hodin. Predpokladajme, Ze rybar stravi
pri rybniku 7 hodin. Ak3 je pravdepodobnost, Ze chyti
a) prdve 4 ryby, b) aspori 3 ryby, c) aspoii 3, ale najviac 6 ryb?

.

L - v 7 7 e s ’ _ _ 2 _ 14
RieSenie. X- pocet ryb, ktoré rybar chyti za 7 hodin, A= E(X)=7 5= 7.
ey

n =0,1858

a) P(X = 4) =
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Ak X ~ poiss(\), tak

EX)=X DX)=X a oX)=VA (43)

v

Rybar chyti priemerne 2 ryby v priebehu 3 hodin. Predpokladajme, Ze rybar stravi
pri rybniku 7 hodin. Ak3 je pravdepodobnost, Ze chyti
a) prdve 4 ryby, b) aspori 3 ryby, c) aspoii 3, ale najviac 6 ryb?

.

RieSenie. X- potet ryb, ktoré rybdr chyti za 7 hodin, A= E(X)=7- % = 3.
—u 14\4
e 3 -(3)
4!

by P(X>3)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)]=
et (F), () et (3
T TR AT

a) P(X =4) = —0,1858

w|

] = 0,8443

1-]
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Ak X ~ poiss(\), tak

EX)=X DX)=X a oX)=VA (43)

v

Rybar chyti priemerne 2 ryby v priebehu 3 hodin. Predpokladajme, Ze rybar stravi
pri rybniku 7 hodin. Ak3 je pravdepodobnost, Ze chyti
a) prdve 4 ryby, b) aspori 3 ryby, c) aspoii 3, ale najviac 6 ryb?

.

RieSenie. X- potet ryb, ktoré rybdr chyti za 7 hodin, A= E(X)=7- % = 13—4.
_1 1484
e 3 -(3)
4
b) P(X>3)=1-P(X<2)=1—-[P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)]=

P ety ety
ol 1 + o ] =0,8443
c) PB<X<6)=P(X=3)+P(X= )+ P(X =5)+P(X =6) =
1 _u _u _u
G NI G- M & O S (3)°

—0,6534
3] T += o 0093
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Spojita ndhodnd premenna a jej hustota pravdepodobnosti

Priklady spojitej ndhodnej premenne;j:
® doba, ktort Student stravi pri priprave na skisku,
vyska &loveka,
® hmotnost dietata daného veku,
® polcas rozpadu radioaktivnej latky,
e fyzikalne vlastnosti latok, napr. pevnost, pruznost, teplota topenia,...

N4hodni premennti X nazyvame spojitou prave vtedy, ked existuje taks
nezédpornda a na mnozine R integrovatelnd funkcia f, pre ktord plati:

X

Flx) = /f(t)dt, % & (65, 55} (44)

— 00

kde F je distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X. Takejto funkeii £
hovorime hustota pravdepodobnosti ndhodnej premennej X.

Poznamka: Distribu¥na funkcia F(x) je definovand rovnako ako pre diskrétnu
nahodnd premennd vztahom F(x) = P(X < x).
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Veta (Vlastnosti hustoty pravdepodobnosti)
Pre spojiti nahodnu premennd plati:
@ ak hodnota f(x) existuje, tak f(x) > 0;
@® ak existuje derivdcia F'(x), tak F'(x) = f(x), x € R;
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Veta (Vlastnosti hustoty pravdepodobnosti)
Pre spojiti nahodnu premennd plati:
@ ak hodnota f(x) existuje, tak f(x) > 0;
@® ak existuje derivdcia F'(x), tak F'(x) = f(x), x € R;

© tzv.,normalizaénd podmienka™: [ f(x)dx =1,

obsah je 1
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Dalsie vlastnosti spojitej ndhodnej premennej:
o xllrpoo F(X) - 0’ xllToo F(X) - 1;
@ distribu&na funkcia F(x) je spojitd na celej mnoZine redlnych Cisel;
© pre kazdé a € R je P(X = a) = 0;
(4]
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<bh)=

, (45)
— P(a< X < b) = [£(x)dx = F(b) - F(a).

a

Pla< X <))

a b
Graf hustoty pravdepodobnosti f(x)
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Stredna hodnota a disperzia spojitej nahodnej premenne;j

Nech je dany zakon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X.
Pod strednou hodnotou spojitej nahodnej premennej X rozumieme ¢islo
E(X), ktoré je definované pre spojitii ndhodni premennii vztahom

E(X) = /x- f(x) dx.
Pod disperziou (rozptylom) néh(;dnej premennej X rozumieme &islo
D(X), ktoré je definované vztahom

D(X) = / (x — E(X))? - £(x) dx.

—o0
Pod smerodajnou odchylkou nahodnej premennej X rozumieme ¢islo
o(X), ktoré je definované takto

o(X) = v/D(X). (46)
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a pre x < —4,
Dand je funkcia F(x) =< bx+c prex € (—4;2). Urtte:
d pre x > 2.
a) pre aké hodnoty a, b, ¢, d € R je F distribu¢nou funkciu nah. prem. X;
b) hustotu pravdepodobnosti ndhodnej premennej X;
) P(X<0), P(-5< X < —3);
)

strednd hodnotu E(X) a disperziu D(X).

c
d

Rie3enie. a)Pre vypolet koeficientov a, d pouZijeme vztahy lim F(x) =0,
X—r— 00
lim F(x)=1

X—> 00
Dostavame a = 0, d = 1. Koeficienty b, ¢ uréime na zaklade spojitosti funkcie

F(x).

F(x) je spojitd v bode x = —4, ak plati —4b+ c = 0.

F(x) je spojitd v bode x = 2, ak plati 2b+ ¢ = 1.

Dostévame stistavu dvoch linedrnych rovnic, rieSenim ktorej je b= %, ¢ = 2.

0 pre x < —4,
Teda F(x)=<{ tx+3 prexe (—4;2),
1 pre x > 2.
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b) Hustotu pravdepodobnosti f(x) uréime zo vztahu f(x) = F'(x). Dostavame
0 prex< —4,
% pre x € (—4;2),
0 prex>2.
) P(X<0)=F(0)=1-0+3=3%,
P(-5<X<-3)=F(-3)—F(-5)=(3-(-3)+3)-0=1
d) E(X)= [ x-f(x)dx =

2 2
o Xt | xdx+f0 xdx=0+ |15 | =% (4~ 16) = —1

DO = ] (x— ECOP )b = [ (e 1P o= [3- 520 | -

@1 —(-27)=3%=3
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k-(x+1) prexe (—1,0),
Majme dand funkciu f predpisom f(x) =< k pre x € (0,2),
0 pre x ¢ (—1;2);

kde k € R. Uréme:

a) konstantu k tak, aby funkcia f bola hustotou pravdepodobnosti nejakej
nahodnej premennej X;

b) predpis distribu¢nej funkcie tejto ndhodnej premennej;

c) P(0 < X).

a) Hodnotu k uréime z normalizatnej podmienky. Vypo&itame

o) —1 0 2 e’}
/f(x)dx:/O-dx+/k-(x—i—l)-dx—i—/k-dx—l—/O-dxz
— 00 —c0 -1, 5 0 2

0+k- [X2 +x} Yk [x}+0:%k+2k

Podla normaliza&nej podmienky %kti— 2k=1 g> k = 0,4. Dostavame

0,4-(x+1) prexe(-1,0),
f(x)=4¢ 0,4 pre x € (0,2),
0 pre x ¢ (—1;2);
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X

b) Na z3klade vztahu F(x f f(t)dt je
® pre x € (—oo, —1): F(x) = det—O
® pre x € (—1,0): F(x):_{OOdt+_j;O74~(t+1)dt:0+0,4[%2+t}i1:
0,4(% +x—1+ )—O2x +0,4x+ 0,2 =0,2(x + 1)
® pre x € (0,2): F(x f10dt+ f04 t+1)dt+fXO,4dt:
0

0+0, 4[ th} +O,4{t}0:0,2(2x+1); (po uprave)

-1 0 2 x
® pre x € (2,00): F(x)= [ 0dt+ [04-(t+1)dt+ [0,4dt+ [0dt=1
—0o0 —1 0 2

Teda
0 pre x € (—oo0,—1);
Fx) = 02-(x+1)2 pre xe€(-1,0),
) 0,2-(2x+1) pre x€(0,2),
o 1 pre  x € (2,00). . .
¢) P(X < 0) = / f(x)-dx:/074~(x+1)-dx:074- [ ex] =02
—00 —1 -1

16. oktébra 2025 86 /98



Rozdelenia pravdepodobnosti spojitych ndhodnych

premennych

Nahodna premenna X ma spojité rovhomerné rozdelenie pravdepodobnosti
na intervale (a, b) prdve vtedy, ked jej hustota f je uréend predpisom

=13 fexs o @

pre nejaké h € R. PouZivame pritom oznacenie X ~ unif (a; b).

a b
Obr.: Graf hustoty pravdepodobnosti f(x)



N3djdenie predpisu pre distribuéni funkciu F:
- prex € (—o0,a): F(x)= [ 0dt=0;
—o0

a

-prex€{ab)y: F(x)= det"'fﬁdt:X;,z;
b

- prex € (b,o0): F(x)= det [ s=de+ [0dt =
b

ot

a

Obr.: Graf distribu¢nej funkcie F(x)
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Ak X ~ unif(a, b), tak

E(X) = , D(X)= a o(X)= :‘\/% ~ 0,2887-(b—a). (48)

Spolo&nost doddva tovar v balikoch s hmotnostou 2 kg aZ 20 kg. Bolo zistené, Ze
hmotnost balika ma rovnomerné spojité rozdelenie medzi 2 kg a 20 kg.

a) Akd je pravdepodobnost, Ze balik m3 hmotnost medzi 10 kg a 15 kg?
b) Uréte hmotnost m, ktord je prekrogend s pravdepodobnostou 0,7.

Riesenie.
a) P(10 < X <15) = F(15) — F(10) = 225 — 33=2 = 2 =10,2778
b) P(X >m)=0,7=1-P(X<m)=0,7=1-F(m)=0,7= F(m)=0,3.
Teda ml—gz =0,3=m=17,4.
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Exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti

Nahodna premenna X ma exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrom )\ (\ € R") prdve vtedy, ked jej hustota f je uréend predpisom

e‘f pre x > 0,
f(x) = (49)
pre x < 0,

o

Obr.: Hustota pravdepodobnosti f(x)
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Distribu¢na funkcia je dand predpisom

Obr.: Distribuna funkcia F(x)

Ak X ~ exp(N), tak EX) =X,  D(X)=X a o(X)=A
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Pokial zdkaznik vold na zdkaznicku linku, doba, ktorii musi zakaznik po&kat, kym
ho spoja s operatorom, ma exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou 4
mindty.
a) Akd je pravdepodobnost, Ze zdkaznik bude Eakat na spojenie maximalne 3
minuty?
b) Akd je pravdepodobnost, Ze zdkaznik bude Eakat na spojenie aspofi 5 minit?
c) Akd je pravdepodobnost, Ze zdkaznik bude Eakat na spojenie viac ako 3
mindty, ale menej ako 6 minut?

d) Ur&te dobu &akania, ktord nebude prekrogend s pravdepodobnostou 0,9.

RieSenie. Mdme E(X) = A = 4.

a) P(X <3)=F(3)=1—e i =0,52763
A)P(X>5)=1-P(X<5)=1—F(B)=1—(1—e%)=e"3 =0,28650
)P(B3< X <6)=F(6)—F(3)=(1—e"3)—(1—e7)=0,24923

d) Oznatme ako t hladani dobu &akania. Mdme P(X < t) =0,9 =
F(t)=0,9=1—-e1=09=e+=0,1=>t=—4-In0,1=09,21.
S pravdepodobnostou 0,9 nebude prekroZend doba Zakania na spojenie 9,21 minuit.
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Normalne (Gaussovo) rozdelenie pravdepodobnosti

Vstup: Dve redlne &isla: 1 € R, o € RT.

N3hodna premennd X md normalne (Gaussovo) rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrami y a o prdve vtedy, ked jej hustota f je uréend predpisom

1 _ (x=p)?

f(x) = e 202 pre kaZdé x € R. (51)

o\ 2T

PouZivame pritom ozna&enie X ~ norm(u, o) alebo X ~ N(u, o).

oV 2w

i

Obr.: Hustota pravdepodobnosti f(x)

0 &
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Distribu¢na funkcia

X
2

(t=n)
/ e 207 dt pre kazdé x € R. (52)

F(x)=P(X <x)= 0’\}%

0 u

Obr.: Distribuna funkcia F(x)

Ak X ~ norm(u, o), tak
E(X) = u, D(X)=0¢*> a o(X)=o0. (53)

™ =
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Normovand ndhodna premenna

Hovorime, ze ndhodnd premennd Y je normovanou ndhodnou premennou
prave vtedy, ked pre iu plati E(Y)=0a D(Y) = 1.

v

Veta (Normovanie ndhodnej premennej)

Nech X je nahodna premennd so znamou strednou hodnotou a nenulovou
disperziou. Potom ndahodna premennd

(54)

je normovanou nahodnou premennou.

Normovanim ndhodnej premennej X ~ norm(u, o) dostaneme ndhodnt premennt

X —
Y = 'u, Y ~ norm(0,1).

g
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Hustota pravdepodobnosti a distribu¢na funkcia

normovanej ndhodnej premennej

Hustota pravdepodobnosti ¢ normovanej ndhodnej premennej Y je zrejme dand
predpisom
1 2
oly) = Wor e 7 pre kazdé y € R (55)
T

Distribu¢na funkcia ® normovanej ndhodnej premennej Y je dand predpisom
u2
O(y) = — e” 2du re kazdé y € R 56
(v) Ton P y (56)

Cislo ®(y) uruje obsah vyznateného ttvaru.

®(y)

graf ¢

0 Y
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Veta (Vlastnosti funkcii ¢(y) a ®(y))

@ Funkcia ¢(y) je pdrna.

(2] CD(fy) =1—®(y) prekaZdéy e R.
( ) (X #)
Pla<X<b)=Pas<X<bhb)=Plas<X<b)=Pla<X<b)=

% -G 2) = o) o)

Ak X ~ norm(p, o), tak pre lubovolné e > 0 plati
P(\X—,u|<5):P(M—E<X<,u+5):2~<b(§)—1, (57)

Specidlne pre € = 30 je

P(IX —pu| <30)=P(n—30 <X <p+30)=2-93)—1~09973 (58)

Pravidlo troch sigma: v intervale u + 30 leZia takmer vietky hodnoty (presnejsie
99,73 %) nahodnej premennej X ~ norm(u, o).
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Fabrika ma stroj, ktory pini kukuri¢né vlocky do krabic, ktoré sa preddvaju ako
200 g balenia. Ak hmotnost balenia ma normdine rozdelenie so strednou hodnotou
200 gramov a smerodajnou odchylkou 15 gramov. Akd je pravdepodobnost, Ze
ndhodne vybrana krabica ma obsah s hmotnostou

a) menej ako 207 gramov,

b) viac ako 190 gramov,

c) medzi 180 a 210 gramov.

Riesenie. Mdme dané hodnoty i = 200, o = 15. Hodnoty funkcie ®(x) budeme
hladat v tabulke s ndzvom Distribu&nda funkcia normovaného nahodného
rozdelenia, ktord je saastou stiboru s ndzvom NMPaMS-Statistické tabulky.
a) P(X < 207) = F(207) = ®(22%0) = ¢(0,47) = 0,68082 (hodnotu ndjdeme
v riadku prislichajicom hodnote 0,4 a stfpci prislichajicom hodnote 7 (druhé
desatinné miesto po sprdvnom zaokrihleni) )

b) P(X >190) =1 — P(X <190) = 1 — F(190) = 1 — &(12200) =
1—-(-0,67)=1—(1—®(0,67)) = ¢(0,67) = 0,74857

c)P(180 < X < 210) = F(210) — F(180) = CD(%) - ¢(%52°°) =

®(0,67) — d(—1,33) = ¢(0,67) — (1 — $(1,33)) = ¢(0,67) — 1 4+ $(1,33) =
0,74857 — 1+ 0,90824 = 0, 65681



