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Vyrokova logika - Vyrok

Vyrok - gramaticka veta, ktora je pravdiva, alebo nepravdiva. O
jej pravdivosti vieme jednoznacne! rozhodnut. Vyrok musi byt
oznamovacia veta.
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Vyrokova logika - Vyrok

Vyrok - gramaticka veta, ktora je pravdiva, alebo nepravdiva. O
jej pravdivosti vieme jednoznacne! rozhodnut. Vyrok musi byt
oznamovacia veta.

@ pravdivostna hodnotu 0, alebo 1
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Vyrokova logika - Vyrok

Vyrok - gramaticka veta, ktora je pravdiva, alebo nepravdiva. O
jej pravdivosti vieme jednoznacne! rozhodnut. Vyrok musi byt
oznamovacia veta.

@ pravdivostna hodnotu 0, alebo 1
@ vytvaranie novych zlozenych vyrokov
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

Nech A, B su vyroky:
@ NEGACIA: -A, A, A’ (Citame: Nie je pravda, ze A.)
Negovany vyrok nadobuda opa¢nu pravdivostnu hodnotu,
ako vyrok pévodny.
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

Nech A, B su vyroky:

@ NEGACIA: -A, A, A’ (Citame: Nie je pravda, ze A.)
Negovany vyrok nadobuda opacnu pravdivostnu hodnotu,
ako vyrok povodny.

©Q KONJUNKCIA: A B (Citame: Aa B.)
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

Nech A, B su vyroky:

@ NEGACIA: -A, A, A’ (Citame: Nie je pravda, ze A.)
Negovany vyrok nadobuda opacnu pravdivostnu hodnotu,
ako vyrok povodny.

©Q KONJUNKCIA: A B (Citame: Aa B.)

© DISJUNKCIA: Av B (Citame: A alebo B.)

GAaDO Vyrokova logika a dokaz



Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

Nech A, B su vyroky:

@ NEGACIA: -A, A, A’ (Citame: Nie je pravda, ze A.)
Negovany vyrok nadobuda opa¢nu pravdivostnu hodnotu,
ako vyrok pévodny.

©Q KONJUNKCIA: AA B (Citame: Aa B.)

© DISJUNKCIA: Av B (Citame: A alebo B.)

© IMPLIKACIA: A = B (Citame: Ak A, tak B. resp. Ked A,
potom B.)
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

Nech A, B su vyroky:

@ NEGACIA: -A, A, A’ (Citame: Nie je pravda, ze A.)
Negovany vyrok nadobuda opa¢nu pravdivostnu hodnotu,
ako vyrok pévodny.

©Q KONJUNKCIA: AA B (Citame: Aa B.)

© DISJUNKCIA: Av B (Citame: A alebo B.)

© IMPLIKACIA: A = B (Citame: Ak A, tak B. resp. Ked A,
potom B.)

© EKVIVALENCIA: A = B (Citame: A prave vtedy, ked B.
resp. A vtedy a len vtedy, ked' B.)
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

@ EXISTENCNY KVANTIFIKATOR: 3 (¢itame: existuje)
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

@ EXISTENCNY KVANTIFIKATOR: 3 (¢itame: existuje)

Q VSEOBECNY KVANTIFIKATOR: V (itame: pre vSetky,
pre kazde)
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

@ EXISTENCNY KVANTIFIKATOR: 3 (¢itame: existuje)

Q VSEOBECNY KVANTIFIKATOR: V (itame: pre vSetky,
pre kazde)

Symbol 3! budeme ¢&itat - EXISTUJE PRAVE JEDEN!
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

@ EXISTENCNY KVANTIFIKATOR: 3 (¢itame: existuje)
Q VSEOBECNY KVANTIFIKATOR: V (itame: pre vSetky,

pre kazde)
Symbol 3! budeme &itat - EXISTUJE PRAVE JEDEN!

Tautologia - vyrok, ktory je vzdy pravdivy.

Kontradikcia - vyrok, ktory je vzdy nepravdivy.

Splnitelny vyrok - ak existuje aspon jedna moznost, kedy je
vyrok pravdivy.
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

@ Disjunkciu v matematike povazujeme za pravdivu, ak je
aspon jeden z elementarnych vyrokov pravdivy.
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Vyrokova logika - ZloZeny vyrok

@ Disjunkciu v matematike povazujeme za pravdivu, ak je
aspon jeden z elementarnych vyrokov pravdivy.

@ Implikaciu v matematike chapeme doslova. To znamena,
Ze sa jedna o vyrok pravdivy v pripade, ak:
o platia oba vyroky elementarne vyroky stcasne, alebo
o ak prvy vyrok neplati. V tomto pripade hovorime, ze
implikacia plati trivialne.
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Vyrokova logika - Implikacia

Nech A, B su vyroky, potom A = B Citame:
@ Aimplikuje B, alebo
@ Bvyplyva z A, alebo
@ A je postacujuca podmienka pre vyrok B, alebo
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Vyrokova logika - Implikacia

Nech A, B su vyroky, potom A = B Citame:
@ Aimplikuje B, alebo
@ Bvyplyva z A, alebo
@ A je postacujuca podmienka pre vyrok B, alebo
@ B je nutna podmienka pre A.
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Vyrokova logika - Implikacia

Nech A, B su vyroky, potom A = B Citame:
@ Aimplikuje B, alebo
@ Bvyplyva z A, alebo
@ A je postacujuca podmienka pre vyrok B, alebo
@ B je nutna podmienka pre A.

Nech A = B je veta véeobecna, potom:
@ B’ = A nazyvame veta obmenena.
@ B = Anazyvame veta obratena.

@ A A B’ nazyvame negacia vety.
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Vyrokova logika - Implikacia

Nech A, B su vyroky, potom A = B Citame:
@ Aimplikuje B, alebo
@ Bvyplyva z A, alebo
@ A je postacujuca podmienka pre vyrok B, alebo
@ B je nutna podmienka pre A.

Nech A = B je veta vSeobecna, potom:
@ B’ = A nazyvame veta obmenena.
@ B = Anazyvame veta obratena.

@ A A B’ nazyvame negacia vety.

Veta vSeobecna a veta obmenena nadobudaju rovnaké
pravdivostné hodnoty.
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Vyrokova logika - mnozina vyrokov

Definicia

Nech A je vyrok a nech mnoZina M je neprazdnou mnoZinou
vyrokov. MnoZinu vyrokov M nazyvame spinitelna prave vtedy,
ked' existuje také ohodnotenie vyrokov, pri ktorom je pravdivy
kaZdy vyrok z mnoZiny M. Ak mnoZina vyrokov M nie je
splnitelna, nazyva sa nesplnite/na. Hovorime, Ze vyrok A
vyplyva z mnoziny vyrokov M (A je sémantickym désledkom M)
prave vtedy, ked' A je pravdivy pri kaZzdom ohodnoteni
vyrokovych premennych, pri ktorom je pravdivy kaZdy vyrok z
M.
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Matematicky dokaz

Axioma je vyrok, ktory povaZujeme za pravdivy. Nedokazujeme
ju.
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Matematicky dokaz

Axioma je vyrok, ktory povaZujeme za pravdivy. Nedokazujeme
ju.

Typy dékazov:
@ dokaz priamo,
©Q dodkaz nepriamo,
© dobkaz sporom,
Q dbkaz matematickou indukciou,
@ dokaz rozborom vsetkych moznosti.

GAaDO Vyrokova logika a dokaz



Matematicky dokaz - dékaz priamo

@ Nech A = B je vyrok.
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

@ Nech A = B je vyrok.

@ Vytvarame postupnost vyrokov Ay, Ao, As, ..., Ap, kde
A=A = A=A = A = B.
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

@ Nech A = B je vyrok.

@ Vytvarame postupnost vyrokov Ay, Ao, As, ..., Ap, kde
A=A = A=A = A = B.

@ Vyroky A; = Aj,q1,preie {1,2,3,...,n—1} st bud
axiomy, definicie, alebo uz dokazané vety.
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

@ Nech A = B je vyrok.

@ Vytvarame postupnost vyrokov Ay, Ao, As, ..., Ap, kde
A=A = A=A = A = B.

@ Vyroky A; = Aj,q1,preie {1,2,3,...,n—1} st bud
axiomy, definicie, alebo uz dokazané vety.

Ak veta nie je v tvare implikacie, ¢asto ju vieme na tvar
implikacie preformulovat. Napriklad:
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

@ Nech A = B je vyrok.

@ Vytvarame postupnost vyrokov Ay, Ao, As, ..., Ap, kde
A=A = A=A = A = B.

@ Vyroky A; = Aj,q1,preie {1,2,3,...,n—1} st bud
axiomy, definicie, alebo uz dokazané vety.

Ak veta nie je v tvare implikacie, ¢asto ju vieme na tvar
implikacie preformulovat. Napriklad:

Druha mocnina prirodzeného, neparneho ¢isla je prirodzené,
neparne Cislo <
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

@ Nech A = B je vyrok.

@ Vytvarame postupnost vyrokov Ay, Ao, As, ..., Ap, kde
A=A = A=A = A = B.

@ Vyroky A; = Aj,q1,preie {1,2,3,...,n—1} st bud
axiomy, definicie, alebo uz dokazané vety.

Ak veta nie je v tvare implikacie, ¢asto ju vieme na tvar
implikacie preformulovat. Napriklad:

Druha mocnina prirodzeného, neparneho ¢isla je prirodzené,
neparne Cislo <

(Vn € N) nje neparne = ((n®> € N) A nje neparne)
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.

@ A= A(0) : ne Nje neparne <
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.

@ A= A(0) : ne Nje neparne <
@ A1):n=2k+1,ke NU{0} &
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.
@ A= A(0) : ne Nje neparne <

@ A1):n=2k+1,ke NU{0} &
° A2):n?=(2k+1)?2,k e NU{0} &
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.

@ A= A(0) : ne Nje neparne <

@ A1):n=2k+1,ke NU{0} &

0 A2):n*=(2k+1)2, ke NU{0} &

@ AB):n? =4k?> + 4k + 1,k c NU {0} &
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.

@ A= A(0) : ne Nje neparne <
A1) n=2k+1, ke NU{0} &

0 A2):n*=(2k+1)2, ke NU{0} &
AB):n? =4k?® + 4k + 1,k e NU {0} &
A(4): n? =2(2k? +2k) +1,k e NU {0} <
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.
@ A= A(0): ne N je neparne <
(1)
(2):n? = (2k+ 1), k e NU {0} <
© A3):n® =4k? + 4k +1,k e NU {0} <
(4)
(5)

:n? =2(2k? +2k) + 1,k e NU {0} &
n? =2/+1,/=2k? + 2k e NU {0} <
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Matematicky dokaz - dékaz priamo

Priklad

Dokazte vetu: Druha mocnina prirodzeného, neparneho cisla je
prirodzené, nepdrne cislo.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje neparne = r? je neparne.

@ A= A(0) : ne Nje neparne <

@ A(1):n=2k+1,ke NU{0} &

0 A2):m = (2k + 12 k e NU{0} &

@ AB):n? =4k?> + 4k + 1,k c NU {0} &

° A4): n? =2(2k? +2k) +1,k e NU{0} &
@ A(B):n? =2/+1,1=2k? + 2k e NU {0} <
@ A(6) : n? je neparne &islo = B
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

@ Nech A = B je vyrok,
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

@ Nech A= B je vyrok,
@ vytvorime obmenenu vetu B' = A
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

@ Nech A = B je vyrok,
@ vytvorime obmenenul vetu B = A’
@ obmenenu vetu dokazujeme priamo.
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

@ Nech A = B je vyrok,
@ vytvorime obmenenul vetu B = A’
@ obmenenu vetu dokazujeme priamo.

Vyuzivame fakt, Ze pravdivostné hodnoty oboch viet su
rovnakeé.
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

Priklad

Dokazte vetu nepriamo: Ak r? je prirodzené, parne &islo, tak aj
n je prirodzené, parne cislo.
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

Priklad

Dokazte vetu nepriamo: Ak r? je prirodzené, parne &islo, tak aj
n je prirodzené, parne cislo.

Dokazujeme: (Vn? € N) : (n> € NA nneparne) = (n€ NAnje
neparne.)
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Matematicky dokaz - dékaz nepriamo

Priklad

Dokazte vetu nepriamo: Ak r? je prirodzené, parne &islo, tak aj
n je prirodzené, parne cislo.

Dokazujeme: (Vn? € N) : (n> € NA nneparne) = (n€ NAnje
neparne.)
Obmenena veta: (Vn € N) : (n je neparne) = (n? je neparne).
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

@ Nech A= B je vyrok,
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

@ Nech A= B je vyrok,
@ vytvorime negovany vyrok AA B/,
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

@ Nech A= B je vyrok,
@ vytvorime negovany vyrok AA B/,
@ negovany vyrok dokazujeme priamo.
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

@ Nech A= B je vyrok,
@ vytvorime negovany vyrok AA B/,
@ negovany vyrok dokazujeme priamo.

Na konci dojdeme k sporu, t.j k tvrdeniu o ktorom vieme
rozhodnut, Ze urcite nie je pravdivé. To znamena, ze
dokazovana negacia vety neplati a teda musi platit povodna
veta.
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.

@ A=A(0): ne Njeparne
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.

@ A=A(0): ne Njeparne
o Al):n=2k,keN&
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.
@ A=A(0): ne Njeparne
o Al):n=2k,keN&
0 A2): = (2k)2 ke N &

GAaDO Vyrokova logika a dokaz



Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.
@ A=A(0): ne Njeparne
@ A(1):n=2k,keN&
0 A2): = (2k)2 ke N &
@ AB): =4k’ ke N &
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

|

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.

@ A=A(0): ne Njeparne
Al):n=2k,keN&
A2): = (2k)>,k e N &
AB): =4k’ ke N &
A(4): i’ =2(2k?),k e N &
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.

Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.
@ A=A(0): ne Njeparne

@ A(1):n=2k,keN&

0 A2): = (2k)2 ke N &

@ AB): =4k’ ke N &

o A(4):n? =2(2k?),k e N &

@ A(5):n? =2/,1=2k? ¢ N <
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad
Dokazte vetu sporom: Druha mocnina parneho cisla je cislo
parne.

Dokazujeme: (Vn € N) : nje parne = n? je parne.
Negacia vyroku: (3n € N) : n je parne A n? je neparne.

@ A=A(0): ne Njeparne
@ A(1):n=2k,keN&
0 A2): = (2k)2 ke N &
@ AB): =4k’ ke N &
o A(4):n? =2(2k?),k e N &
@ A(5):n? =2/,1=2k? ¢ N <
@ A(6) : n? je parne &islo = B, ¢o je v spore s dokazovanou
veta.
Negacia vety neplati, plati pévodne tvrdenie.
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Matematicky dokaz - Dokaz matematickou indukciou

(M)

@ platnost tvrdenia pre vSetky prirodzené Cisla, resp. inu
nekonecnu postupnost’,

@ platnost vyroku A(n) pre Vn € N take, Zze n > ny,

o platnost tvrdenia pre n = 1, resp. pre najmensi prvok

n = ng - baza indukcie (existencia aspon jedného n = ng),
o predpokladame, ze A(n) plati pre V < k -

induk&ny predpoklad (IP),
o platnost tvrdenia pre n =k + 1.
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Matematicky dokaz - Dokaz matematickou indukciou

(M)

@ platnost tvrdenia pre vSetky prirodzené Cisla, resp. inu
nekonecnu postupnost’,

@ platnost vyroku A(n) pre Vn € N take, Zze n > ny,

o platnost tvrdenia pre n = 1, resp. pre najmensi prvok

n = ng - baza indukcie (existencia aspon jedného n = ng),
o predpokladame, ze A(n) plati pre V < k -

induk&ny predpoklad (IP),
o platnost tvrdenia pre n =k + 1.

Na poslednu Cast m6zeme pouzit uz iné typy dékazov.
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Matematicky dokaz - Dokaz matematickou indukciou

(M)

@ platnost tvrdenia pre vSetky prirodzené Cisla, resp. inu
nekonecnu postupnost’,

@ platnost vyroku A(n) pre Vn € N take, Zze n > ny,

o platnost tvrdenia pre n = 1, resp. pre najmensi prvok

n = ng - baza indukcie (existencia aspon jedného n = ng),
o predpokladame, ze A(n) plati pre V < k -

induk&ny predpoklad (IP),
o platnost tvrdenia pre n =k + 1.

Na poslednu Cast m6zeme pouzit uz iné typy dékazov.

Dostavame: Ak plati A(1) tak plati aj A(2), ak plati A(2) tak
plati aj A(3) , ..., ateda A(n) plati Vn € N.

GAaDO Vyrokova logika a dokaz



Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)

o Nech n =1, potom 1 = 10+ — 1 _, tyrdenie plati pre

najmensie n.

GAaDO Vyrokova logika a dokaz



Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)

o Nech n =1, potom 1 = 10+ — 1 _, tyrdenie plati pre

najmensie n.
@ Indukény predpoklad:
PreVvnon<ki1+2+.---+ k= k(k2+1)
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)

o Nech n =1, potom 1 = 10+ — 1 _, tyrdenie plati pre
najmensie n.

@ Indukény predpoklad:
Prevn,n < k: 1 +2+---+k=@

@ Tvrdenie pre n =k + 1:

14+2+  +k+(k+1)=
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)

o Nech n =1, potom 1 = 10+ — 1 _, tyrdenie plati pre
najmensie n.

@ Indukény predpoklad:
Pre vn,n < k: 1 +2+---+k=@

@ Tvrdeniepre n=k + 1:

14+2+  +k+(k+1)=

k(k+1)

5 +(k+1) =

GAaDO Vyrokova logika a dokaz



Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)

o Nech n =1, potom 1 = 10+ — 1 _, tyrdenie plati pre
najmensie n.

@ Indukény predpoklad:
Pre vn,n < k: 1 +2+---+k=@

@ Tvrdeniepre n=k + 1:

14+2+  +k+(k+1)=

k(k+1)

K(k+1)+2(k+1) _
2

+(k+1) = 5
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Matematicky dékaz - dékaz sporom

Priklad

Dokazte vetu matematickou indukciou: Sucet prvych n po sebe
iducich prirodzenych cisel je rovny Cislu ”(”“)

o Nech n =1, potom 1 = 10+ — 1 _, tyrdenie plati pre
najmensie n.

@ Indukény predpoklad:
PreVvnon<ki1+2+.---+ k= k(k2+1)

@ Tvrdenie pre n =k + 1:

14+2+  +k+(k+1)=

k(k+1)
2

k(k+1)+2(k+1)  (k+1)(k+2)

+(k+1) = 5 = 5
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