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Karteziansky sucin

@ {x,y} nazyvame neusporiadana dvojica prvkov x, y.
Plati {x,y} = {y, x}.

@ (x,y) nazyvame usporiadana dvojica prvkov x, y.
Tentokrat (x, y) # (v, x)

@ (Xxq,Xo,...,Xp) N@zyvame usporiadana n-tica prvkov
X1, X2, ..., Xp. Plati, ze (x1,...,Xn) = (V1,-..,Yn) prave
vtedy ak X1 = y1,...,Xn = Vn-

Definicia
Karteziansky sucin A x B mnoZin A a B je mnoZina vsetkych

usporiadanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B. Formalne
zapisujeme:

Ax B={(ab);, ac A beB}.
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Karteziansky sucin

o Karteziansky sucin A x A zapisujeme aj A2,
@ podobne A3 =Ax Ax A atd.,
o plati: C x ) = ) x C = pre fTubovolni mnozinu C.
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Binarne relacie

| |

Definicia

Binarna relacia z mnoZiny A do mnoZiny B je fubovolna
podmnoZina R kartezianskeho sucinu A x B. Ak A= B,
hovorime o binarnej relacii na mnozine A, ¢o je lubovolna
podmnoZina R C A2.

@ Ak (a,b) € R, hovorime, Ze prvok a je v relacii =
s prvkom b a zapisujeme aRb.

o Ak (a,b) ¢ R, hovorime, ze prvok a nie je v relacii R
s prvkom b a zapisujeme aRkb.
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Reprezentacie binarnych relécii

NajznamejSie reprezentacie binarnych relacii su:
@ mnozinova,
@ graficka,
@ grafova,
@ maticova.
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Graficka reprezentacia

Nech A= {1,3,5}, a B = {0,2}. Najdite a graficky znazornite
relaciu R, ktora je definovana:

arRb«< |a—2|=|2b-3|, ac A, beB.

A

b

O O *—>
1 3 5 @

PIné kruzky su prvkami mnoziny R, vSetky kruzky (pIné aj
prazdne) su prvkami kartezianskeho sucinu A x B.
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Grafova reprezentacia

Na mnozine A = {1,2,3,4} majme relaciu
R ={(1,2),(2,4),(3,2),(4,2),(4,4)}.

o >
1 2 4

Prvky mnozin A a B znazornujeme krizkami, ktoré budeme
nazyvat vrcholy. Usporiadanu dvojicu (a, b) znazornime Sipkou
v smere od ak b, ktorl nazyvame orientovana hrana.
Orientovanej hrane (a, a) hovorime slucka.
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Maticova reprezentacia

AKRCAxB, A={ay,...,an}, B={by,...,bn},
|A| = n,|B| = m, m6Zzeme R zapisat pomocou matice
Mz = (mj) typu (n, m), kde

— 1, akaRa;,
Y71 0, vostatnych pripadoch.

Na mnozine A = {1,2,3,4} majme relaciu
R = {(1 ) 2)? (27 4)7 (3? 2)7 (47 2)7 (4a 4)}

o O oo
_ O —
o O oo
- O = O
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Operacie s binarnymi relaciami

Inverzna relacia k binarnej relaciiR C A x B je binarna relacia
R~ C Bx A, pricomR~" = {(b,a); (a,b) € R}, pricom ac A

a beB.

Plati:
@ aRb< bR '3,
o (R =R,

Matematika I. Binarne relacie



Operacie s binarnymi relaciami

Definicia

Nech A, B, C su mnoZiny, R C A x B je relaciaz A do B, a

S C B x C je relacia z B do C. Suc¢inom (zloZenim) binarnych
relacii’R a S nazveme binarnu relaciu

RoSCAxC

taku, Zepreac Aace Cje(a,c) € R o S prave vtedy, ak
existuje aspori jedno b € B také, Ze (a,b) € R a zaroven
(b,c) € S.

A

Veta (Asociativny zakon)
AKR CAxB,SCBxCaT c Cx D subinarne relacie, tak

(RoS)oT =Ro(SoT).

.
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Vlastnosti binarnych relécii

Definica ...}
Binarna relacia R na mnoZine A sa nazyva
o reflexivna: akVae A: aRa;
@ symeiricka:Va,be A: aRb= b Ra;
@ antisymeltricka: akvVa,bc A: (aRbAbRa)=a=b;
@ franzitivna: Va,b,c € A: (aRbAbRc)= aRec.
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Vlastnosti binarnych relécii

@ Reflexivnost’:

o Ak méme maticovu reprezentéciu reflexivnej relacie, tak
vSetky prvky na hlavnej diagonale musia byt 1.
o Ak mame grafovl reprezentdciu reflexivnej relacie, tak pri
kazdom vrchole musi byt slucka.
© Symetrickost':
o Ak mame maticovu reprezentaciu symetrickej relacie, tak
jej matica je symetricka vzhfadom na hlavnu diagonalu.
o Ak mame grafovu reprezentaciu reflexivnej relacie, tak
medzi kazdou dvojicou vrcholov bud’ hrana neexistuje,
alebo su tam obe orientované hrany.
© Antisymetrickost’:
o Ak mame maticovu reprezentéciu antisymetrickej relacie,
tak pre kazdé i,j také, Ze i # j plati: m; ; # m; ;.
o Ak méme grafovu reprezentaciu reflexivnej relécie, tak
medzi kazdou dvojicou vrcholov existuje najviac jedna
orientovand hrana.
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Vlastnosti binarnych relécii

Tranzitivnost':

Nech M je maticova reprezentacia binarnej relacie R na
mnoZine A. Relacia R je tranzitivna prave vtedy, ked’ plati
tvrdenie: ,Ak (i, j)-ty prvok matice M? je nenulovy, tak aj (i, j)-ty
prvok matice M je nenulovy.”
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Ekvivalencia

Definicia

Hovorime, Ze relacia R na mnoZine A je relacia ekvivalencie
(ekvivalencia) na mnoZine A, ak je reflexivna, symetricka a
tranzitivna.

Nech R je ekvivalencia na mnozine A a nech a € A. Symbolom
R|a] oznaCujeme mnozinu vSetkych prvkov x, ktoré su v relacii
s prvkom a (t.j. R[a] = {x; a Rx}). R[a] sa nazyva trieda
ekvivalencie R urCena prvkom a.
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Ekvivalencia
(Vetag.

Pre kaZdu ekvivalenciu R na mnoZine A plati:

(1) R[a] je neprazdna mnoZina pre kaZdy prvok a € A.

(2) Pre kazdé dva prvky a, b z mnoZiny A bud’ R|[a] = R[b],
alebo R[a] N R[b] = 0.

(3) AksuR a8 dve ekvivalencie na mnoZine A a pre kazdy
prvok a z mnoZiny A plati rovnost R[a] = S|a], potom
R=S. )

Kazda ekvivalencia na neprazdnej mnozine urcuje rozklad tejto
mnoZiny a kazdy rozklad mnoZiny A definuje ekvivalenciu na
tejto mnoZine.
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Ciastoéne usporiadané mnoziny

Definicia

Nech A # (). Binarna relacia R na mnoZine A je relaciou
ciastocného usporiadania prave vtedy, ak je reflexivna,
antisymetricka a tranzitivna na A.

Usporiadana dvojica (A; R) sa nazyva ciastocne usporiadana
mnozZina - CUM.

Prikladmi Ciasto¢ne usporiadanych mnozin su napr.:
@ Mnozina N s relaciou delitefnosti — (N, |),
@ Potenéna mnozina mnoziny M s relaciou podmnozina
— (P(M), ©),
@ Mnozina R s relaciou usporiadania Cisel podla velkosti
- (R7 S)
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Linearne usporiadané mnoziny

Definicia

Ciastoéne usporiadand mnoZina (A; R), v ktorej pre vietky
a,b € Aplati a Rb alebo b Ra sa nazyva linearne
usporiadana mnoZina.

Nech A je neprazdna podmnozina mnoziny realnych Cisel R.
Potom (A; <) je Ciastocne usporiadana mnozina a je aj linearne
usporiadana.
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Hasseho diagram

Definicia
Nech (A; R) je Ciastocne usporiadana mnoZina a nech a, b € A.
Hovorime, Ze prvok b pokryva prvok a, ak a # b a plati:

1. aRb,

2. neexistuje x € A, x # a, X # b taky, Ze a Rx N XRb.

Ciasto¢ne usporiadané mnoziny (A; R) budeme znazorfiovat
pomocou tzv. Hasseho diagramov. Vrcholy odpovedajuce
prvkom mnoziny A umiestnime v rovine tak, ze ak a Rb, tak
vrchol a umiestnime niz8ie ako vrchol b. Vrcholy a, b spojime
Ciarou (hranou) prave vtedy, ak prvok b pokryva prvok a.
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Hasseho diagram

Priklad (a)
Znazornite Hasseho diagram CUM (P(A),C), ak A= {a, b, c}.

Priklad (b)

Zndzornite Hasseho diagram CUM (A, |), ak
A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
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Najvacsi a maximalny prvok
Najmensi a minimalny prvok

Definicia |
Nech (A; R) je Ciastocne usporiadana mnoZina. Prvok a € A sa
nazyva najmensi prvok v (A; R), ak pre kaZdy prvok x € A plati
aRrx.

Prvok a € A sa nazyva minimalny prvok v (A; R), ak neexistuje
prvok x € A, x # a taky, Ze xRa.

y

Definicia

Nech (A; R) je Ciastocne usporiadana mnoZina. Prvok a € A sa
XRa.

Prvok a € A sa nazyva maximalny prvok v (A;R), ak
neexistuje prvok x € A, x # a taky, Ze a Rx.
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Najvacsi a maximalny prvok

Najmensi a minimalny prvok

(maximalnym) prvkom ciastocne usporiadanej mnoziny,
ale naopak to neplati.

@ Ak Ciasto¢ne usporiadana mnozina ma najmensi, resp.
najvacsi prvok, ktory je jediny, tak je zaroven aj jej
minimalnym, resp. maximalnym prvkom.
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