KOMPLEXNE CiSLA[

Pojem komplexného cisla

Vécsine z nas je zname, ze druhd mocnina Iubovolného realneho ¢isla nemdze byt zaporna
(ind¢ povedané: pre kazdé z € R je 22 = 0). Ako by sme mohli ,pokazit“ tito zakladnt
vlastnost redlnych ¢isel? Dosiahneme to pomocou tzv. imaginarnej jednotky (oznacime ju
ako 7 — ide o cosi ,neredlne”, mozeme ju povazovat za jedno z rieseni kvadratickej rovnice
r? +1 = 0, ktord ma zédporny diskriminant), pre ktori plati

7 = —1. (1)
Tato definicia imaginarnej jednotky je zaloZena na jej druhej mocnine:
1 =1-1.

Rovnako je definovana aj druha mocnina Ilubovolnej redlnej premennej. Tu ale 7 nie je premennad,
ale symbol s ,nerealnou vlastnostou® i? = —1! Aj vyssie mocniny imaginarnej jednotky defi-
nujeme tak ako mocniny redlnej premennej, t. j.

PP =4 i=(=1)-i=—i,

t=P = () i=—i-i=—i"=—(—1) =1

6 = 1,47 = —i a i® = 1. Lahko zistime, Ze pre kazdé

Podobne i®* = 4*-i=1-4=1i. Potom
prirodzené cislo n plati:

i = (2)

"= (3)

kde r je zvysok pri deleni ¢isla n ¢islom 4 (r € {0, 1,2,3}). Napriklad pre n = 2013 jer =1, a
teda

j2013 _ 1

Teraz mdzeme definovat mnozinu komplexnych ¢isel:

Definicia 1 Nech i je imagindrna jednotka. Potom kaZdd usporiadand dvojica (a,b) redlnych
cisel a a b definuje (urcuje) prave jedno komplexné cislo tvaru a + bi. Tomuto zdpisu hovo-
rime algebricky tvar komplexného é&isla| Mnozina vsetkijch komplexngjch cisel sa zvykne
oznacovat pismenom C.

Napriklad dvojica (2, —5) definuje komplexné ¢islo 2+ (—5)7, ktoré budeme zapisovat takto:
2 — 54. Tu su dalsie priklady:

(=7,V/3) — =7+ V/34;
0,—6) — 0+ (—6)¢, resp. — 61;
(0, —6) (—6)

(5,0) — 5+ 04, resp. 5.

'Komplexné ¢&isla sa na mnohych strednych skoldch vynechali z u¢ebnych osnov. Pre §tidium na nagej fakulte
su ale potrebné. Preto vyklad je robeny podrobnejsie ako v inych castiach tejto ucebnej pomdcky.
2V literature sa ¢asto pouziva rovnocenny tvar a + ib.
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Definicia 2 Nech a + bi je komplexné cislo, kde a,b € R. Potom redlne cislo a nazgyvame
redlnou castou a redlne ¢islo b imaginarnou ¢astou komplexného ¢isla. BeZne sa pouziva
toto oznacenie:

a = Re(a+bi) a b = Qm(a+bi).

Napriklad Re(—3++/31) = —3 a Im(—3+/37) = V3 alebo Re(6) = 6 a Im(6) = 0 a tiez
Re(—97) = 0 a Im(—9i) = —9.

Definicia 3 (Rovnost komplexnych ¢&isel) Dve komplexné ¢isla sa rovnaji prave vtedy, ked
sa rovnaju ich redlne a aj imagindrne casti, t.j. pre ai, by, as,by € R je

a1+b1i:a2+b2i < (a1 = Q9 N blzbg).

Nech = € R je Tubovolné redlne ¢islo. Potom plati: x = x + 07, pricom z + 07 je komplexné ¢islo
(jeho imaginéarna cast je rovna nule). Teda kazdé redlne ¢islo je aj komplexnym ¢islom, a preto

R cC.

Gaussova rovina a goniometricky tvar komplexného cisla

Vieme, ze kazdému komplexnému ¢islu z = a + bi v algebrickom tvare zodpovedd prave
jedna usporiadana dvojica (a,b) redlnych ¢isel (priradenie je vzajomne jednoznacné):

a+ ib <— (a,b).

Zvolme v rovine beznu pravouhli stradnicovii ststavu a v nej bod B = [a;b]. Jeho prva
stradnica sa rovna redlnej casti a druhd suradnica imaginarnej ¢asti komplexného ¢isla z (pozri
obr. . Toto priradenie je vzajomne jednoznacné, lebo ku kazdému bodu roviny existuje jediné
komplexné cislo, ktoré je ,vzorom® tohto bodu pri danom priradeni.

y = Qmz
bi-— — g Az =a+tib
X
g |
P |
N

N |

d |
0 @ x=Nez
—bt Z=a—1b

Obr. 1: Gaussova rovina

Bodom osi z je priradend usporiadana dvojica (z,0), ktorej zodpoveda ¢islo x4+ 07 = x, kde
x € R. To ale znamen4, Ze body osi = reprezentujui realne ¢isla. Podobnou tivahou dostaneme,
ze body osi y znazornuju ¢isla typu 0 + yi = yi, kde y € R. To st komplexné ¢isla s nulovou
realnou casfou — hovorime im rydzo imaginarne. Rovine, v ktorej st uvedenym spdsobom
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znazornované komplexné ¢isla, hovorime Gaussova rovina, osi x hovorime realna os a osi y
imagindrna os (oznacujeme ich tiez Re z, resp. Im z).

Casto je vyhodné poznat pojem ,komplexne zdruzené &islo“.

Definicia 4 Komplexne zdruzenym cislom k cislu a + bi, kde a,b € R, nazyvame cislo
a+ (=bi) = a — bi. Zapisujeme to takto

a+bi=a— bi.

Komplexné ¢islo a k nemu komplexne zdruzené ¢islo maju ,,imagindrne casti s opa¢nymi zna-
mienkami“, ich redlne ¢asti st rovnaké (obr. . Napriklad:

—2 —V3i=—2+/3i, 3i=-3i a  —6=—6.

Ak x je redlne ¢islo, tak T = x. Je zrejmé, zZe pre kazdé komplexné ¢islo z plati:

(z) =2
Definicia 5 (Absolitna hodnota komplexného ¢isla) Pod absolitnou hodnotou, resp.
modulom komplexného ¢isla a+bi, kde a,b € R, rozumieme nezdporné redlne cislo /a? + b2.

Zapisujeme to takto:
la + bi| = Va?+ b? (4)

(teda pouzivame oznacenie | - | — rovnako ako pre absolitnu hodnotu redlneho cisla).

Napriklad

5 — 30| = /B2 4+ (—=3)2 =34, |—3+4i|=,/(-3)2+42=5,
|—4i] = /024 (—4)2 =4 a |-3]=/(-3)2+02=3.

Pri urcovani absolitnej hodnoty komplexného cisla sa ¢asto robi takato chyba:

15— 3i] = /52 + (—=3i)2 = V25— 0 = 4.

—_—
chybal

Spravne m4 byt (—3)? a nie (—31)?. Este raz zdoraziiujeme, Ze absoltitna hodnota komplexného

c¢isla z je definovana takto:
|z| = \/(%62)2 + (%2)2.

Vsimnime si, Ze pre z € R je ||, = |z + 0i|, = Va2 + 02 = V22 = |z, (tu C v indexe
oznacuje vypocet absolutnej hodnoty v mnozine komplexnych ¢isel a R v mnozine realnych
¢isel.) Pre redlne x sme dostali rovnaké vysledky!

Pre absolitnu hodnotu komplexného ¢isla platia niektoré pravidla, ktoré st zhodné s pra-
vidlami pre absolitnou hodnotu redlneho ¢isla, napr. |z1] = 0 (dalSie st uvedené vo vete [2)).
Ale pozor! Nerovnosti maji zmysel len vtedy, ked obe strany nerovnosti nadobni-
daju iba realne hodnoty. Napriklad zndma nerovnost < |z| z oboru redlnych ¢isel nema
zmysel v mnozine komplexnych ¢isel. Suvisi to s tym, Ze na mnozine vsetkych komplexnych
Cisel sa nedd zaviest nerovnost (t.j. <, >, < alebo 2) tak, aby mala vSetky vlastnosti, ktoré
ma nerovnost na mnozine realnych ¢isel.

Niektoré vlastnosti Gaussovej roviny:



e body Gaussovej roviny, ktoré znazornuju dve navzajom komplexne zdruzené cisla, su
stmerné podla realnej osi (obr. ;

e absolitna hodnota komplexného &sla z sa rovnd dlzke tsecky Oﬁ , ktorej koncové body
su zaciatok siradnicovej sustavy a bod B znazornujici komplexné ¢islo z (obr. ;

e na kruznici so stredom v zaciatku siradnicovej stustavy s polomerom r lezia“ vsSetky
komplexné cisla, ktorych absolitna hodnota je rovna r.

Vsimnime si, ze kazdé nenulové komplexné ¢islo z jednoznacne urcuje tsecku Oﬁ (diika tejto
tsecky je |z|), ktord zviera s kladnou ¢astou redlnej osi uhol velkosti ¢ € (0;27) (velkost uhla
sa berie v smere proti pohybu hodinovych ruciciek). Cislo ¢ nazyvame argumentom (niekedy
aj amplitidou) komplexného ¢isla z. Je zrejmé, ze ak ¢ je argumentom komplexného ¢isla
z, tak aj vSetky ¢isla typu ¢ + 2km, kde k € Z, st jeho argumentom. V praxi sa pouziva aj ¢
z intervalu (—m; 7). Argument ¢ dostaneme vyriesenim tejto sistavy rovnic (pozri obr. :

b
cos<,0:i a singp = —. (5)
2] ||
Odtial mame a = |z| cosp a b = |z|sin p. Potom pre kazdé nenulové komplexné ¢islo z = a + bi
dostavame:
z=a+bi = (|z|cosp) + (|z] sinp)i = |z|(cos ¢ + isin p).

Zapisu |z|(cos ¢ + isin ) hovorime goniometricky tvar komplexného ¢isla z. Je jedno-
znacne dany absolitnou hodnotou

2] = \/(ﬂfﬁez)Q + (Smz)

a argumentom ¢, ktory je riesenim stustavy — samotny sinus alebo kosinus neurcuju uhol ¢
jednoznacne.

Poznamka 1 Pri praktickom prepise komplexného cisla z tvaru algebrického z = a+bi na tvar
goniometricky mnohych odradza sprivne vyriesenie siustavy @ V' takom pripade odporicame
zndzornit st komplexné cislo v Gaussovej rovine: argument ¢ mozeme ziskal priamo zo zndzor-
nenia (vyskisajte si to napr. na cislach 61, —6, —614, 6, 6+ 67, —6+ 67, —6 — 67 a 6 — 67) alebo
pouzijeme funkciu tangens. V prvom a sturtom kvadrante je sustava @ ekvivalentnd s rovnicou

b
t = . 6
gy =" (6)

Ale vo zvysnijch dvoch kvadrantoch riesenie rovnice (@ nie je poZadovanym arqumentom o —
skuste porozmyslat nad tym, ako suvisi rieSenie uvaZovanej rovnice (@ so spravnou hodnotou
w. Ak sa vam to nepodari, tak si pozrite riesené priklady.

Priklad 1 Zapisme dané komplexné cisla v goniometrickom tvare: a) 3i; b) —1—i; c¢) —4;

d) =14 3i; e)3; f) V12— 2i.



RieSenie.
a) Zrejme |3i| = /02 + 32 = 3 a stistava (5) ma tvar

cos 0 a si 5 1
= - inp=-=1.
773 773
Jej rieSenim je mnozina ¢ = w/2 + 2kw, k € 7. Za argument ¢isla 37 zvolime hodnotu
¢ = /2. Potom

3i=3(cos § +isin 7).

Pozrite si obr. [} zo zndzornenia ¢isla 37 v Gaussovej rovine priamo vidno, ze [3i] = 3 a
©=7/2.
Sm
319

V12 -2

Obr. 2: Komplexné ¢isla z prikladu [1] zo strany [ v Gaussovej rovine

b) Tentoraz |—1—1i| = \/(—1)2 + (—1)? = /2. Komplexné ¢&islo —1 — 4 lezi v Gaussovej rovine
(obr[2) na osi tretieho kvadrantu. Odtial lahko vidno, Ze ¢ = m+7/4 = 57 /4 (pripominame,
ze ¢ je velkost uhla, ktory zviera kladnda cast realnej osi s tiseckou, ktorej koncové body st
zaciatok stiradnicového systému a bod znézornujici ¢islo —1 — 7). Potom

—1 — i = v/2(cos 2 + isin 2F).

Poznamenavame, Ze za argument komplexného ¢isla —1 — 7 sme mohli zvolit hodnotu ¢ =
= —3m/4 (premyslite si to).

c) Cislo —4 lezi v Gaussovej rovine na zapornej Casti redlnej osi (pozri obr. . To znamena,
ze ¢ = 7 a kedze | — 4| = 4, tak

—4 =4(cosm + isinm).

d) Méme |1+ /3i] = \/(—1)2 + (v/3)? = 2. Argument ¢ ziskame vyrieSenim ststavy rovnic
, ktora ma tvar
V3
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(skuste ju vyriesit). Komplexné &islo —1 + v/3¢ lezi v druhom kvadrante Gaussovej roviny
(obr. [2). Uvazujme uhol ¢: pren plati tg¢p = /3 : 1 = /3. Odtial v = 7/3 a teda
o=7— 77/3 = 27 /3. Potom

—1+V/3i =2(cos & + isin &).

Pre ¢&islo 3 je situdcia jednoduchd (pozri obr2): [3| = 3 a ¢ = 0. Takto

3 =3(cos0+ isin0).

Najprv uréime absolitnu hodnotu |12 — 2i| = \/(\/ﬁ)2 + (—2)? = 4. Sustava rovnic {}

ma tvar
V12 V3 , 2 1

COSQOITIT a Sln@:—zz—i.

Ak nemate istotu v jej vyrieseni, tak sa pozrite na znazornenie komplexného ¢isla /12 —
— 24 v Gaussovej rovine (obr.. Lezi vo stvrtom kvadrante a pre vyznaceny uhol 5 plati:
tg B = 2/y/12 = 1/+/3. Odtial 3 = 7/6. Potom pre argument ¢ je ¢ = 2r — 7/6 = 117/6.
Teda

V12 — 2 = 4(cos L + isin 14T,

Tu sme namiesto argumentu ¢ = 117/6 mohli pouzit argument ¢ = —7/6 (podobne ako
v priklade b)) s tymto vysledkom:

V12 — 27 = 4(cos 5 + isin ). O

Poznamka 2 Premyslite si tieto specidlne pripady goniometrickych tvarov:

e ak a je kladné redlne cislo, tak a = a(cos0 + isin0);
e ak a je zdporné redlne cislo, tak a = —a(cosm + isin);
e ak b je kladné redlne cislo, tak bi = b(cos § + isin 7 );

e ak b je zdporné redlne cislo, tak bi = b(cos 2 4 isin 3—“)

(prvé dva pripady sa vztahuji na nenulové redlne cisla a posledné dva pripady na rijdzo imagi-

ndrne cisla).

Poznamka 3 Uvddzame dva postrehy:

1.

2.

Prechod od goniometrického tvaru komplexného cisla na algebricky je jednoduchy: vycislime
hodnoty cos ¢ a sin g a upravime c¢islo |z|(cos ¢ + isin ). Napriklad

6(cos 2T + isin 2T) = 6(_7‘/5 + 2?) = —3V2 + 3V2i.

Zdpisy T(cos T + isin ) a (1—+/3)(cos 2T + isin 3T sii isté komplexné cisla (vyjadrite ich
v algebmckom tvare!), ale nie si v gomometmckom tvare (viete to zdovodnit?).
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Operacie s komplexnymi cislami

Sucet, rozdiel a sticin dvoch komplexnych ¢isel ziskame jednoduchym sposobom: s obidvoma
¢islami ,narabame* ako s vyrazom, ktory obsahuje imaginarnu jednotku . Pri st¢ine vyuzijeme
zékladnu vlastnost imaginarnej jednotky: i = —1.

Napriklad, ak z; = —3 4 57 a 29 = 2 — 81, tak

s+ zm=(—3+50)+(2—8i) = (=34+2)+ 5+ (=8)]i = —1 + (=3)i;

21— 2= (=3+5i)—(2—8i)=(=3—-2)+[5— (=8)]i = =5+ 13i;
212z = (=3 +50) - (2—8i) = —6 + 24i + 107 — 40i* =
= [=6—40-(=1)] + [24 + 10)i = 34 + 34i.

Vsimnime si, ze cielom uvedenych tprav je ziskanie vysledného komplexného ¢isla v algeb-
rickom tvare a + b7, kde a, b € R. Odtial lahko ur¢ime jeho redlnu a imaginarnu cast.
S podielom je to trochu zlozitejsie. Ak delime nenulovym redlnym c¢islom, tak redlnu a
imaginarnu cast vysledku lahko dostaneme ,roztrhnutim zlomku*:
3—5i 3 5,

= - — 1.

8 8 8

Redlna cast vysledku je 3/8 a imaginarna cast je —5/8.
Ak menovatel ma nenulovt imaginarnu cast, tak zlomok vynasobime zlomkom

komplexne zdruzeny menovatel

komplexne zdruzeny menovatel

ktory je rovny jednej — pozri rovnost a):
—24 117 o) (=2 +114) (=3 —4d) »)
—3+4i  (=3+4i) (=3—4i)
—_——

=1

Teraz tpravou b) ,,vynasobime* ziskané dva zlomky — ¢itatel citatelom a menovatel menovate-
Tom. Upravou c¢) zjednodusime citatela a menovatela. Dostaneme zlomok, ktorého menovatel je
realne ¢islo — tu redlnu a imaginarnu cast dostaneme ,roztrhnutim® zlomku:

b 64 8i — 330 — 44i% ¢ (6 +44) + (8 —33)i 50 — 25i

9 —2 i
9 — 162 90— 16-(—1) 25 '

Uvedené priklady mozeme zovSeobecnit:
Veta 1 Ak z1 = a1 + b17 a 20 = as + bai st komplexné cisla v algebrickom tvare, tak:
21 + 9 = (CLl + bll) + (CLQ + bQZ) = (a1 + az) + (bl + bz)i;

21 — R = (a1 + bll) — (CLQ + bQZ) = (CLl - CLQ) + (bl - bg)i;
Z1 Ry = (Cll + bl’L) . (CLQ + bgl) = (a1a2 — ble) + (albg + blag) i;

Re Sm

pre zo # 0 : ﬁ:a1+b1i:a1a2+blb2 bias — a1by .
S = R AN R

Re QSm




Nesnazte sa tieto vzorce zapamétat; pri uvedenych operaciach odporicame postupovat podla
predchadzajucich prikladov. Radsej si zapamétajte tieto skutocnosti:

1. Lahko sa d& dokazat, Ze operacie scCitovania a nasobenia komplexnych ¢isel splnajua ko-
mutativny, asociativny a distributivny zékon.

2. V mnozine komplexnych ¢isel (tak isto ako v mnozine redlnych ¢isel) je jedinym neutral-
nym prvkom vzhladom na

e scitovanie ¢islo 0 (t.]. pre lubovolné z € C plati: 24+ 0 =0+ z = z)

e nasobenie ¢islo 1 (t.]. pre lubovolné z € C plati: z- 1 =1z = z).

3. Pomocou operécii ndsobenia a delenia definujeme (obdobnym spdsobom ako v mnozine
realnych ¢isel) celoc¢iselnt mocninu komplexného ¢isla z™.

Zamyslime sa nad tym, ako sa spravaju vyssie definované operacie v suvislosti s pojmom
komplexne zdruzené ¢islo. Overte si, ze pre kazdé z € C plati:

z2+ZzZ=2 Rez, z2—zZ=2-Qmz-i, a z~2:(3%62)2+(\(‘m1z)2.

Dalej, ak 21 a 2 st komplexné &sla, tak

21 * 29 =71 £ 7o, 21 % =212 a pre z; # 0 je <Zl>221
z9 Z9
V suvislosti s absolitnou hodnotou je teda
2 2 9
2-Z= (ﬂfﬁez) + (%’mz) = |z]°.
Dalej plati:
Veta 2 Ak z1 a zy su komplexné cisla, tak
z z
W)zl = lal-lak b 2 =B e 220
Z9 ‘22‘
) |z1] — |z2] £ |21 £ 22| £ |21 + |22 (trojuholnikovd nerovnost).

Mozno ste si polozili otazku: naco je dobry goniometricky tvar komplexného ¢isla? Nestaci
algebricky tvar? Goniometricky tvar neraz poskytuje jednoduchi interpretaciu tloh v réznych
vednych disciplinach. My si ukazeme, ze pravidla pre vypocet sucinu, podielu a celociselnych
mocnin komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare st ovela jednoduchsie ako v tvare algebric-
kom. Napokon goniometricky tvar nam umozni prostou tvahou ziskat hodnoty n-tej odmocniny
komplexného c¢isla.

Veta 3 Ak 21 = |z1|(cos 1 + isingr) a 2o = |z2|(cos o + isingy) si dve nenulové komplexné
cisla, tak

212 = (|l [zl ) [ cos(prta) + isin(pr+2)] (7)
2= () eostorsa) + isinter—a) ®)
P 2] COS(Y1—P2 1SI{p1—@2)|-
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Je zrejmé, ze pravé strany rovnosti @ a st komplexné ¢isla v goniometrickom tvare.
Podla (|7]) dve komplexné cisla v goniometrickom tvare vynasobime tak, ze vynasobime ich abso-
latne hodnoty a ich argumenty s¢itame. Pri deleni absolitne hodnoty vydelime a od argumentu
delenca odc¢itame argument delitela.

Poznamka 4 Premyslite si geometrické interpretacie rovnosti @ a @ v Gaussovej rovine,
t.j. ako zo zndzornenia komplexnych cisel zy a zo dostaneme obrazy cisel zy-2z9 a z1/2z27

Priklad 2 Nech z = 2(cos T + isin ) a 2o = (cos § + isin%). Urcme redlnu a imagindrnu

cast komplexnyjch cisel: a) z1-z9; b) z1:29; ¢) 22:21.

Riesenie. Cisla z; a zp st zapisané v goniometrickom tvare (Cislo zo mé spravny tvar zp =
B e . o N e
—) 1(cos 3 + isin 3 ), ale v takomto pripade sa z pochopitelnych dévodov nevyzaduje zapis cisla
1).

a) Na zaklade (7)) je
21+ 2y = (2-1)[COS(%+%> + z'sin(7—7r+%)} = 2(cos 2 + isin &) = —24.

Odtial

b) Podla (8) je
21
22

Teda

c¢) Vzhladom na ({§)) je

Z = (%) [cos(g—%”) + isin(%—%“)} = 1(cos =T + isin %) = _i_l
Teda
w2 0 w(2)=g -
Ak z = |z|(cos ¢ + isin p), tak na zdklade (7)) dostaneme
2z = 2" = |z|*(cos 2p + isin 2¢). (9)

Rovnost @D mozeme matematickou indukciou zovseobecnit:

Veta 4 Ak z = |z|(cos o + ising) je nenulové komplexné cislo, tak pre kazZdé prirodzené cislo
n plati

n

2" = |z|"(cosnp + isinnep). (10)
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Rovnost nazyvame Moivreov vzorec.

Umocnenie komplexného ¢isla podla Moivreovho vzorca spo¢iva v umocneni jeho absolitne;j
hodnoty a n-nasobnom zvacseni jeho argumentu.

Je uzitocéné si uvedomit, ze Moivreov vzorec ma v pripade |z| = 1 tvar

2" = (cosp + isinp)" = cosny + isinnep. (11)

Vsimnite si, ze ¢isla (cos + isin @)™ a cosng + isinny z rovnosti (L1)) lezia v Gaussove]
rovine na kruznici so stredom v zaciatku siradnicovej stustavy, ktorej polomer je 1.

Priklad 3 Uréme redlnu a imagindrnu cast komplexného cisla

(= VB )
T e (12

Riesenie. Sedemnastu, siedmu a trinastu mocninu by sme mohli vy¢islit pomocou binomického
rozvoja — to by si vyzadovalo hodne trpezlivosti a pravdepodobne by sme sa v tupravach aj
pomylili. Ovela jednoduchsie to p6jde pomocou Moivreovho vzorca. Ten si vyzaduje zaklady
mocnin v goniometrickom tvare. Presvedcte sa, ze (pomdzte si Gaussovou rovinou):

1 —V/3i = 2(cos 300° + i sin 300°), i —1=1+/2(cos 135° + isin 135°)

a podobne 2 + 2i = 2v/2(cos 45° + isin45°) — tentoraz sme pouzili stupne. Podla Moivreovho
vzorca je:

(1 —V/3i)'7 = [2(cos 300° + i sin 300°)]'7 = 217 [cos(17-300°) 4 7 sin(17-300°)] ,

(i —1)" = [V2(cos 135° 4 i sin 135°)]7 = (v/2)7 [cos(7-135°) + i sin(7-135°)]

(2 +20)'= [2v/2(cos 45° + i sin 45°)] = (2v/2)! [cos(13-45°) + i sin(13-45°)]
Kedze 17 - 300 = 5100, 7 - 135 = 945 a 13 - 45 = 585, tak dané komplexné cislo mozeme
zapisat takto:
(1-v3)'T (i-1)7
217 [cos 5100° + 4 sin 5100°] - (v/2)7 [cos 945° 4 i sin 945°]
B (2v/2)"3 [cos 585° + 4 sin 585

(2+2i)13

z

= (%)

Teraz moézeme pouzit pravidlo pre sucin a pravidlo (8)) pre podiel komplexnych ¢isel v go-
niometrickom tvare. Vzhladom na to, ze

217 . 2 7
<7\/_> =2 a 5100° + 945° — 585° = 5460°

(2\/5)13
mozeme pisaf
() = 2(cos 5460° + i sin 5460°) 2 2(cos 60° + i sin 60°).
Tu sme v rovnosti a) vyuzili periodicitu funkeii cos a sin (5460 — 15 - 360 = 60). Pri pocitani
v radianoch by sme mali
o 3m 364

T T
17- 472 13— =21 =152+ -
7 3+7 1 3 1 127r 5 7T+3
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Vieme, Ze cos 60° = cos 7 = 1/2 a sin60° = sin § = v/3/2, a preto
=21 +i3) =1+ V3i.
Teda Rez=1a Smz = /3.
Nasledujuci priklad je peknou ukézkou pouzitia Moivreovho vzorca a utvrdzuje poznatky
o rovnosti komplexnych ¢isel (je stic¢astou nejednej u¢ebnej pomocky o komplexnych ¢islach):

Priklad 4 Vyjadrime vyrazy cos2¢ a sin 2¢ pomocou vyrazov cos ¢ a sin .

Riesenie. Pre n = 2 ma Moivreov vzorec (|11)) tvar

(cos @ + isinp)? = cos2p + isin2¢p (13)
Re Sm

Ak v dobre zndmom vzorci (a + b)? = a? + 2ab + b* poloZzime a = cosp a b = isinyp, tak

dostaneme
(cosp + isinp)? = cos?p + 2(cos p) - (isinp) + (isinp)? =

= cos?p — sin®p +i2sinp - cos (14)

Re Sm
Vieme, ze dve komplexné ¢isla sa rovnaju prave vtedy, ked sa rovnaju ich realne a imaginarne
Casti, a preto porovnanim redlnych casti vztahov (13)) a (14]) dostaneme

cos 2 = cos?p — sin’yp
a porovnanim imaginarnych casti mame
sin 2¢ = 2sin ¢ cos .

A to st zname vzorce z goniometrie.

Ulohy

1. Uréte redlnu a imaginarnu ¢ast komplexného ¢isla z:

a) z =2 — /3i; [Rez = 2, Smz = —/3]
b) z=2—/3; [Rez =2 — /3, Smz = (]
c) z = /Ti; [Rez =0, Smz = /7]
d) z = — V/3; [Rez = —v/3, Qmz = —1]
e) z =i —\/3; [Rez =1— /3, Smz = 0]
f) 2z = 5% + 4152 [Rez = 2, Smz = 0]
2. Zapiste v algebrickom tvare:
a) (3+2i)(2—1); 8 + i
b) (3 + 3i)(1 —i); [6]
c) (24 30)(4 +1i); [5 + 144]
d) (1412)(3+2i)(2 —1); [7 + 9i]
e) (3 —2i)2-i; 12 + 5i]

11
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) i | [3/2 —1i/2]
e 12t2il N 124: QZZ 21
h) (2 — 3i)(4 + 5i) — 3i* — 11; 9 — 2i]
i) 8 — (2 = v/3i)(V3i +2) + 5% 1+ 5i]
i) 8 — (2 — V3i)(V3i+2)% [—6 — 7/31]
k) 144+ +4 4 + 5 (141
4+ Ti .
1) 21 [2 — 31
m) (i —18) : (2i —1)2; 2 — 3]
W 5y [~18/5— i/5)
0) |20 — 1|+ — 18 — Re(8%); [(v/5 — 18) — i
) 1-4-9 [1+ 3i]
Py i — 3

. Zmézornite v Gaussovej rovine mnozinu vsetkych bodov z € C, pre ktoré plati:

a) Rez = 2-RNez; b) Smz < 2; ¢) Rez =2-Qmz; d) Smz + Rez = |2[; e) |z] = 3
f) 1 <|z41i| = 3; g) |z+1—4i| 25 h) Rez = 2 - Z; i) |z] < 2|z[; J)@?ezQZ
K)[14+z = |1—z2]; €]z 23 A ¢=m/5, kde ¢ je argument ¢isla z.
. Vyjadrite dané komplexné ¢islo v goniometrickom tvare:

a) 1; [1-(cos0+isin0)]
b) —1; [1-(cosm+isinm)]
c) i [1-(cos § +isin7)]
d) —i; [1-(cos 2 + isin )]
e) 1+ [V2(cos T +isin T)]
f) /3 —i; [2(cos 1= 4 i sin LT)]
g) —V/3 +i; [2(cos 2 4 i sin 2F)]
h) 1+ /3i; 2(cos § +isin §)]
i) —1 — /3i; [2(cos 2 + i sin 4F)]
ERS 37\2/%'; [3(cos Z +isin §)]
k)1 — 3y, [1-(cos 2 + isin 2F)]
0) —2v/2 — 24/2i; [4(cos & + isin 27)]
m) —2 — 2i; [2v/2(cos 2T + i sin 2T))]
n)1— /34 [2(cos 5 + isin 2F)]
0)1 —+/3; [(v/3 = 1)(cos 7 + isin )]
p)l+i+d%+i+i8+ 4% [V2(cos T + isinT)]
q) 74; [7(cos § 4 isin §)]
r) —5i; [5(cos 3T + i sin 27)]
s) m; [m(cos0 +isin0)]
t) 8v/3i — 8; [16(cos 2F + i sin 27)]

12



u) —3 + 3i; [3v/2(cos 2 + i sin 2T)]

. Urcte redlnu a imaginarnu cast ¢isla z, ak

a) z=(1+1)° [Rez = —4, Smz = —4]
b) z = (i — V3)% [Rez = —8, Smz = —8/3]
c) z=(v3—1)% [Rez = —64, Sz = 0]
d) z = (1 + /3 [Rez = —8, Smz = —8/3]
e) z = (—1—+/3i)’ [Rez = —16, Smz = 161/3]
f) 2 = (—2v2 — 2V/2i)%. [Rez = 211/2 = 32/2, Qmz = —211/2 = —32/2]
g) z=(V3+1)%; [Rez =0, Smz = —237]
h) z=(1—4)'%( —/3)5 [Rez = —16 384, Imz = 0]
i) z=(i—1)%(1 —/3i)°; [Rez = 1024, Smz = 0]
. 1 —1 24_ o912 oy
J)Z:<1+ 32.> ; [Rez =272, Smz = 0]
AT 1 S —
k) z= 1_2,)% ; [Rez = 1, Smz = 0]
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