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Elementarna konjunkcia a elementarna disjunkcia

Nech p je vyrokova premenna a ¢ € {0,1}. Potom

c_ ) P akc=1,
p= p, akc=0.

Nech py, po, ..., pn SU vyrokové premenné. Elementarna
konjunkcia je formula, ktora ma tvar:

c C
,011 /\pzz/\"‘/\pgn

a elementarna disjunkcia je formula, ktora ma tvar:

Py VPRV eV g
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Normalny konjunktivny a normalny disjunktivny tvar

Hovorime, Ze formula je v disjunktivnom tvare prave vtedy,
ked’ je disjunkciou elementarnych konjunkcii. Hovorime, Ze
formula je v konjunktivhom tvare prave vtedy, ked je
konjunkciou elementarnych disjunkcii.

Hovorime, Ze formula o ma disjunktivny normalny tvar (DNT)
a formula 8 ma konjunktivny normalny tvar (KNT) prave
vtedy, ked « je v normalnom disjunktivnom (resp. 3 je v
konjunktivnom normalnom tvare) tvare a kaZzda elementarna
konjunkcia v « (resp. elementarna disjunkcia v (3) obsahuje
vSetky vyrokové premenné danej formuly.

.
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Boolovské algebry

Boolovska algebra je algebraicky systém B = (L,V, A, , O, 1),
pricom pre fubovolné x,y, z € L plati:

Q xvy=yvx; O xv(yAz) = (xvy)A(xvz);
Q xAy = yAx; Q xvO = x;
Q xA(yAz) = (xAy)Az; Q xAx' = 0Oy
Q xv(yvz) = (xvy)vz; Q xvx'=1;

Q xA(yvz) = (xAy)V(xAz); @ xAl=x.

.
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Boolovské algebry

Nech B je boolovska algebra. Potom pre fubovolné x,y,z € L
plati:

Q xvx =xAx=x; Q xV(xAy) = xVy;

Q xAO = 0; Q xA(xvy) = xAy;

Q xvi=1I; Qxvyy=0&ex=y=0;

QO (X)=x Q xAy=lesx=y=1I;

Q (xvy) = XAy O x—yo

Q (xAy) =x'vy’; (XAYW(X'Ay) = O &

Q xv(xAy) = XA(xvy) = x; (xXVy)AX'vy) = 1. )
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Boolovské funkcie

Nech D = {0,1}. Funkciu f : D" — D nazyvame boolovska
funkcia n premennych.

Kazda boolovska funkcia priradi n-tici nul a jednotiek hodnotu
nula alebo jedna. Existuje 16 r6znych boolovskych funkcii

dvoch premennych:
x|y lh b ||| |k |Ffh [ |[f | ho | A1 | fho | fiz | ha | fis | fie
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1
Jednotlivé funkcie mézeme zapisat takto:

fi=x fs = XAy fo = xvy fiz = XAX’
b=y fe=xAy"  fio=xvy  fa=xvx
h=x" F=xAy  fi=xVvy  fis=(XAY)V(X'Ay)
=y  R=xXAy"  fa=xVvy  fis=(xXAy)V(X'AY)
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Boolovské funkcie

Nech f, g su boolovské funkcie. Potom
@ Spojenie boolovskych funkcii f a g je funkcia
(fvg) (X1, Xo, ..., Xn) = f(Xq, X2, .. ., Xn)VI(X1, X2, . . ., Xn)-
@ Priesek boolovskych funkcii f a g je funkcia
(FAQ) (X1, X2, - .., Xn) = f(X1, X2, ..., Xn)AQ(X1, X2, . . ., Xn)-
@ Komplement k boolovskej funkcii f je funkcia
(X1, X0, ..., Xn) = (f(X1, X2, ..., Xn)).

N

Hovorime, Ze boolovské funkcie n premennych f a g sa
rovnaju, ked f(xy, Xo, ..., Xn) = 9(X1, X2, ..., Xn) pre kazdé
(X1,Xo,...,Xn) € D"

Matematika I. Boolovske funkcie



Realizacia boolovskej funkcie

Kazdej formule a(p1, p2, . . ., pn) Vyrokovej logiky prislicha
tabufka pravdivostnych hodnét. Ta isté4 tabulka hodnét
jednoznacne urcuje aj boolovskul funkciu n premennych.
Oznacujeme ju f, a nazyvame ju pravdivostnou funkciou
formuly o.

Formula o realizuje boolovsku funkciu f prave viedy, ak
f=f,.
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Realizacia boolovskej funkcie

Hovorime, Ze formula », obsahujuca k premennych
p1, P, ..., Pk, je realizaciou boolovskej funkcie f k
premennych, ked pre kaZzdé ohodnotenie u vyrokovych

premennych plati u(y) = f(u(p1), u(p2), - - - u(Px))-

Je zrejmé, Ze dve formuly su (sémanticky) ekvivalentné prave
vtedy, ked su realizaciou tej istej boolovskej funkcie.

@ Ku kaZdej boolovskej funkcii existuje formula, ktora ju
realizuje.

@ KaZdu nenulovu boolovsku funkciu mozno realizovat
formulou « v Uplnom disjunktivnom normalnom tvare.

@ KaZzdu boolovsku funkciu, ktora nie je identicky rovna 1,
moZno realizovat’ formulou § v dplnom konjunktivnom
normalnom tvare. )
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Priklad

Najdite formulu o v DNT a formulu 3 v KNT, ktoré su
realizaciou boolovskej funkcie troch premennych f(x, y, z),
ktora nadobuda hodnotu 0 v bodoch:
(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0).

Riesenie.

| x| y]|z] f(x,y,z) | elem. konjunkcia | elem. disjunkcia |
0/0/|0 1 XANYNZ

0[0]1 0 XVyvz
0[1]0 1 XAy AZ

oj1|1 1 XANYNZ
1100 0 XVyVvz
BE 0 XVyvz
1110 0 XVy\Vz
11111 1 XANYANZ
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Priklad

RieSenie.

| x|y | z] f(x,y,2) | elem. konjunkcia | elem. disjunkcia |
0/0|0 1 XANYNZ

0(0]1 0 XVyvz
0(110 1 XAYNZ

0111 1 XANYyANZ

1100 0 XVyVvz
1101 0 XVyVz
11170 0 XVyVz
11111 1 XANYANZ

C(XAYANZ)V(XAYANZ)V(XAYANZ)V (XANYy AZ)—=DNT
(XVYVZ)AXVYVZ)ANXVYVZ)A(XVYVZz)—KNT

™ 2
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Minimalizacia DNT a KNT

Minimalizujte formuly z predchadzajuceho prikladu. I

Rie&enie vyuZitim znamych tautologii:
(XAYANZ)V(XANYNZ)V(XANYNZ)V(XANYyANZ)H
HIXAZ) A VYIVIYAZ)AXV)IHKXAZ) V(Y Az)=
MDT

(XVYyVZ)YAXVYyVzZ)AXVyVvVZ)AN(XVYyVz)H
HIyVvz)vxAXIAxVZ)V(ZAZ)H(y VZ) A (XY 2)-

MKT
RieSenie pomocou Karnaughovej mapy:
Y z Y z
111 Oofm a1 m 0
d 010 10 4001 o
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Minimalizacia DNT a KNT

Na&jdime minimalny disjunktivny tvar a minimalny konjunktivny
tvar boolovskej funkcie styroch premennych f(p, q, r, s), ktora
nadobuda hodnotu 0 iba v argumentoch
0010,1000,1010,1001,1100,1101,1011.

00 10 °11 o1 00, 107’3‘11 01

ol 1([0]| 11 o 1]0/[1]1

wl0]l[o]l 0 l[0] 100|000
Pq pq -

1 0J] 1110 ] 11 0 ﬁ 111 0

al1 111 ot 1] 111 1

Minimalny konjunktivny tvarje (o g) A (@qVrVvs) A (pVr).
Minimalny disjunktivny tvarje (p A7) vV (@A) V (PAS).
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