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1 FUNKCIA

. . A
1.1 Pojem funkcie d
Nech A4, B — R su dve neprazdne mnoziny a f je pravidlo,
ktor¢ kazdému xe A priraduje prave jeden prvok g H®
f(x) € B. Potom hovorime, Ze f je funkcia (zobrazenie),

ktora zobrazuje mnoZinu A do mnoZiny B. PiSeme
f:4—>B.

—

Mnozinu D(f) = A nazyvame defini¢nym oborom funkcie f .
Cislo f(x) nazyvame hodnotou funkcie f vbode x € 4.

Mnozinu H(f) = { f(x):xe A} nazyvame oborom hodnét funkcie f .
Sposoby zadania funkcie

Funkcia f je urcend, ak je dany jej obor definicie D(f) a pravidlo (predpis) podl'a ktorého je
kazdému c¢islu x € D(f) priradené prave jedno Cislo (funkéna hodnota) f(x). Toto pravidlo
priradenia mdze byt dané r6znymi spdsobmi. Najviac pouzivané sposoby urcenia funkcie su:
analyticky (pomocou vzorca), graficky a pomocou tabul’ky hodnot funkcie.

1.2. Niektoré vilastnosti funkcii vyt

Ohranicené funkcie

v

Funkciu f nazyvame zhora (zdola) ohrani¢enou na f
mnozine M < D(f), ak je zhora (zdola) ohrani¢end mnozina /— _
jej funkénych hodnét f(M) = {f(x):xeM}. N X

Ak funkcia f je ohranicena zhora aj zdola na mnozine M , tak hovorime, Ze je ohranicend na
mnozine M . Ak je M = D(f), nazyvame ju ohranicenou.

Ak méd mnoZina f(M) najvicsi prvok, tak toto Cislo nazyvame najvacSou hodnotou funkcie
f namnozine M aoznacujeme max f(x).
xeM

Ak ma mnoZina f (M) najmensi prvok, tak toto ¢islo nazyvame najmensou hodnotou funkcie
f namnozine M aoznacujeme min f(x).
xeM

Monotonne funkcie

Funkciu f nazyvame rastiicou na mnozine Ac D(f), ak pre
kazdé dva body x,,x, € 4, x, <x,, plati f(x,)< f(x,).

A

x X
1 2 2




Funkciu f nazyvame klesajiicou na mnoZine A — D(f), ak pre kazdé dva body x,,x, € 4,
x; <x,, plati f(x)> f(x,).

Funkciu f nazyvame neklesajicou na mnoZine Ac D(f), ak pre kazdé dva body
X,x, €A, x, <x,,plati f(x,)= f(x,).

Funkciu f nazyvame nerastiicou na mnoZine A — D(f), ak pre kazd¢ dva body x,,x, € 4,
X, <x,, plati f(x)2 f(x,).

y &
Parne a neparne funkcie

Funkcia f sanazyva pdrna, ak plati
1. VxeD(f)=-xeD(f),
2. f()=f(x), VxeD(f).

Graf parnej funkcie je simerny vzhl'adom na os y . _ v

Funkcia f sa nazyva nepdrna, ak plati
l. VxeD(f)=—-xeD(f),

2. fx0)=—f(&).YxeD(f). ;
H(x)
Graf funkcie neparnej je stimerny vzhladom na zaciatok x ' >
suradnicovej sustavy. (-x)!

Periodické funkcie

Funkciu f° nazyvame periodickou, ak existuje také redlne Cislo p > 0, Ze plati
l. VxeD(f)=x—peD(f),x+peD(f),
2. VxeD(f) je f(x+p)=f(x).
Najmensie také ¢islo p  nazyvame
periodou funkcie f .

T hes

e, | b X

1.3 Zlozena funkcia

Funkcia g: 4 — B priraduje kazdému prvku x € 4 prvok u = g(x) e B.
Funkcia f: B — C priraduje kazdému prvku u € B prvok f(u)eC.
Teda kazdému prvku x € 4 je priradeny prave jeden prvok y = f (g(x)) eC.

f
Funkciu f (g(x)) nazyvame zloZenou funkciou z p g B

funkcie g: 4A—> B a f: B— C v tomto poradi. ° @ @

F



Priklad Nech g: <1,2> —-R, g(x)=2x-3=u a f:R>R, f(u)=5u"+2u-3. Mézeme
vytvorit zloZenu funkciu f (g(x)) =502x-3)° +2(2x-3)-3.

1.4 Inverzna funkcia

Nech f:4— B.

Ak pre kazdé x,,x, € 4 také, Ze x, #x, plati f(x,)# f(x,), tak funkciu f nazyvame
prostym zobrazenim.

Ak H(f)= B, hovorime, ze funkcia f je surjektivnym zobrazenim vzhladomna B .

Ak funkcia f je injektivna aj surjektivna funkcia vzhl'adom na B, tak hovorime, Ze funkcia
f je bijektivnym zobrazenim vzhl’adom na B .

Nech f:4—>B je bijekcia. Funkciu f':B—> A4,

f'(y)=x nazyvame inverznou funkciou k funkcii @ m
f: A— B prave vtedy, ked’ f(x)=y.

Grafy dvoch navzajom inverznych funkcii f a f~' s simerné podla priamky y = x.

Ak funkcia f je na definicnom obore rydzo monotdnna, je ¥

zrejme prostd a teda existuje k nej inverzna funkcia f . Tato q

funkcia je tiez rydzo monoténna (ak funkcia f je rastica

(klesajuica), tak funkcia f ' je tieZ rastica (klesajuca)).

Plati: c |-
S @)=x. L
)=y : B =

1.5 Elementarne funkcie

KonStantna funkcia je dana vztahom f(x)=c¢, ceR Grafom konStantnej funkcie je
priamka rovnobeZzna s osou x, teda y =c na R.

Mocninova funkcia s prirodzenym exponentom n €N je dand predpisom f(x)=x". Je
definovand na intervale (—oo,00). Mocninovd funkcia so zapornym celym koeficientom

—n,n € N je dana predpisom f(x)=x".Je definovana na (—0,0) U (0,0).
1
Funkcia n-ta odmocnina (n € N,n>2) je dana predpisom f(x)=4%x =x". Pre n parne je

definovand na intervale <0, + 00), pre n neparne je definovana na intervale (—o0,0).



Exponencialna funkcia je dana predpisom y=a" pre
a>0,a #1. Defini¢ny obor je (—o0,+), obor funkénych
hodnét je interval (0,+0).

Pre a >1 je funkcia y =a” rastica.

Pre 0 < a <1je funkcia y =a" klesajuca.

O=a<1

w W

Logaritmicka funkcia

Pretoze exponencidlna funkcia y=a* pre a>0,a#1 je rydzo y A
monotdénna na intervale (—oo,+0o0), existuje k nej inverznad funkcia,
ktord sa nazyva logaritmickd funkcia so zédkladom a a oznafujeme

ju y=log,x. Je definovana na intervale (0,+00) a ma obor \ a=1

funkénych hodndt (—oo,+00) . >
Pre a >1je funkcia y =log , x rastica. /N{;ﬂ
v

Pre 0 < a <1je funkcia y =log , x klesajlca.

Logaritmus so zdkladom e sa nazyva prirodzeny logaritmus a

oznacujeme ho In x .

Goniometrické funkcie. V rovine R* zvolme stiradnicovi
sustavu [O;u,v] a uvazujme jednotkovi kruznicu u” +v* =1.
Nech bod M lezi na tejto kruznici. Nech x je velkost’ uhla
medzi polpriamkou OM s polpriamkou OA v oblukovej

/l
mlere. Potom moéZzeme definovat’ funkcie y =sin x (v grafe ol cos x T
siva), resp. y =cosx (v grafe modrd) ako druhu, resp. prvi

suradnicu bodu M (na jednotkovej kruznici).

YJI.

I
-7 2 | i 2

. . S
Funkcie tangens, kotangens definujeme pomocou vzorcov tg x =

=Y

| i
| 2
~1

COS X

X
, Cotg x = — .
COsx sm x

Niektoré vlastnosti goniometrickych funkcii

Funkcie sin x,cos x st definované pre kazdé x e R.

sin” x+cos” x =1 pre kazdé xeR.

Funkcia sin x je neparna, funkcia cosx je parna.

Sinus a kosinus su periodické funkcie so zdkladnou periodou 27 .
|sin x| <1,

cosx| <1 pre kazdé¢ x e R.

Funkcia tg x je definovana pre vSetky x € R, pre ktoré¢ x # (2k +1) %, kel.



e Funkcia cotg x je definovana pre vSetky x e R, pre ktoré x #kz , ke Z.
e Cislo 7 je najmensia peridda funkcii tg x, cotg x.
e Funkcie tg x, cotgx sunepamne.

. Pmkﬂ&&xi@k+D%3x¢kﬂ,keZpbﬁgxwmngL

1.6 Defini€ny obor funkcie

Pri hl'adani defini¢ného oboru funkcie je potrebné najcastejsie vziat’ do uvahy, ze:
e menovatel zlomku sa nesmie rovnat’ nule,
e vyraz pod parnou odmocninou musi byt’ nezaporny,
e logaritmicka funkcia je definovana len pre kladny argument,
ak a >1, potom log , x>0 prave vtedy, ak x > 1,

ak 0 <a <1, potom log, x>0 prave vtedy, ak 0 <x <1.

1
Priklad 1  Ndajdime definicny obor funkcie f: y = 2L
x"=5x+6
Riesenie:  Kedze vyraz v menovateli musi byt rézny od nuly, plati

x*=5x+6%0
(x=2)(x=3)%0
x¢2/\x=¢3
Odtial’ vyplyva, ze D(f)=(~0,2)U(2,3)U(3,0) alebo D(f)=R—{2,3}.

Priklad 2 Ndjdime definicny obor funkcie f: y =2 —x—x* .

Riesenie:  Vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezaporny, potom plati
2-x-x"20

x2+x-2<0

(x+2)(x-1)<0

-2
Defini¢ny obor funkcie je D(f)= <— 2,1> .
Priklad 3  Ndjdime definicny obor funkcie f: y =In(4x—38).

Riesenie:  Logaritmus je definovany len pre kladné ¢isla, preto musi byt’
4x—-8>0

x>2

Defini¢ny obor funkcie je D( f ) =(2,0).



. e o : e’
Priklad 4  Ndjdime definicny obor funkcie f: y T
Riesenie:  Z podmienky, ze menovatel’ sa nesmie rovnat’ nule plati
Nx=2#0
a z podmienky, ze vyraz po parnou odmocninou méze byt’ len nezaporny plati
x—220.
Z obidvoch podmienok vyplyva
x>2.

Defini¢ny obor funkcie je D( f ) =(2,0).

Priklad 5  Ndjdime definicny obor funkcie f: y = \/log ;(3x+2) .

Riesenie:  Z podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pre argument logaritmu pri
zaklade a =5 vyplyvaju tieto nerovnice

log;3x+2)20 < 3x+22>1

=

>_

W | =

Defini¢ny obor funkcie je D(f)= <

‘%’C’O)'

Priklad 6  Ndjdime definicny obor funkcie f> y= |log , (3x+2) .
2
Riesenie:

Z podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pre argument logaritmu pri
1 o .
zéklade a = 5 vyplyvaju tieto nerovnice

log, Bx+2)20 < 0<3x+2<1
2
RieSime sustavu nerovnic

3x+2>0 A 3x+2<1

Priklad 7  Ndjdime definicny obor funkcie f: y =25 —x —3log 2

X



Riesenie:  Vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezdporny a stcasne vyraz pod
-2

. ) ) 25-x20 A —>0
logaritmom musi byt kladny, teda plati X ,
x<25 A x<0
prienik tychto intervalov je defini¢ny obor D(f)= (—0,0).
V ulohéch 1 — 38 najdite definicné obory funkcii:
Vysledky:
1 f :2+x R—{Z}
-2
1
2 = R-{2,3
Sy x*—=5x+6 { }
x2=3x+2
3 = R-il
4 xt—=2x+1 {}
4 fiy=+Jx+3 <—3,oo)
5 fiy=Ax?-x-2 (—oo,—1>u<2,oo)
6 fiy=2+x-x* <—1,2>
7 f _ x+1 (1,00)
x—1
8. fiy=—— (~o0,-3)u(-2,%)
x> +5x+6
R (o010 2.0)
X —x-2
10, foy= | (4,00)
x—4
1. f:y= x=3 (—o0,~4) U (3,0)
x+4
12 f:y= S (—o0,—2)U(1,)
' Ve x*+3x+2 ’ ’
1
13, friy=vx?-3x+2+—u-—— ~-1,1)u(2,3)
V34 2x—x* ( > <
4.  f:y=I(x-5) (5,0)
15, fiy=In(x"+4x) (—o0,—4) U (0,0)
16. f:y=log L (l,oo)
x—1
1
17. f:y=long2 (2,oo)

2



18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

fiy= \/logl(x —2x+1)

3

2x -1
= [lo
Siy= gl54—3)6

Fryzer
f y= 2\/x +5x+6

f : y 1Oln(x 4)
24x+2

fiy=" 325

fry=x+3 iz —log(2x—3)
\/§+s‘/ S +In(2x-3)

fiy= +\/4 x?

f: y—%/ —3log(x* +4x+4)
x+2

fiy=log,2x+6)+Vx> —4x+3
f:yzln—x3+\/6x—x2—9
x—

In(3x+21)
x*=3x? +2x
In(3—-2x
f:y=—§ )

Vx +4x-5
_ Ihx-5

fiy=———
x> =5x+6

Sfriy=

10
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2 LIMITA A SPOJITOST FUNKCIE

2.1 Pojem limita funkcie

Hovorime, ze funkcia f(x) md v Cisle a limitu b, ak ku kazdému okoliu O, (b) bodu b
existuje také prstencové okolie Ogs(a) bodu a, ze pre kazdé x e Og(a) plati, ze vsetky
funkcné hodnoty f(x) € O,(b). PiSeme Im f(x)=5b.

xX—a

Nech lm f(x)=b. Potom

X—a
e ak b € R, hovorime, Ze ide o vlastnu limitu,
o ak b e {+w}, hovorime, e ide o nevlastnii limitu.

2.2 Vypocet limity funkcie

Ak a € R", pri vypocte limit plati:
o wtag=o

e qg-0=00
® 00+00=00
® 00-00=00,

0 o , it . e s
ale e 0-00 0—00, 17, 00, 0° st neurtité vyrazy, nevieme urcit’ ich hodnotu.
Q0

Pri pocitani limit postupujeme takto:
e zistime typ neurcitosti (typ limity),
e vhodnou upravou odstranime neurcitost’,
e dosadenim limitu vypocitame.

2
X" —=5x+6
Priklad 1  Vypocitajme lim ——————
TP e ¥ —12x+ 20

. . ) 0
Riesenie:  Po dosadeni x =2 do funkcie zistime, Ze sa jednd o neurcitost’ typu 0’ to
znamena, ze Cislo x =2 je koreiom polynému v Citateli aj v menovateli. V takomto pripade
predelime aj Citatel'a aj menovatel'a vyrazom (x—2), potom
)zc2 —-5x+6 ~tm (x—=2)(x-3) ~m x—3 :—_lzl'
=2 x°—12x+20 2 (x—-2)(x-3) ~2x-10 -8 8

. o, . . 2x* =5
Priklad 2 Vypocitajme lm —— .
x>0 3x" +6x+2
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.. .- . e .y o 7 , .
Riesenie:  Pocitame limitu neurcitosti typu —, kde sa najcastejSie vyuziva uprava ,,delenie
o0

Citatel'a aj menovatel'a x -om s najvys$sou mocninou menovatela®.
V tomto pripade je v menovateli najvy$§ou mocninou x”. Preto

2
2x° -5 2 2-0 2
03xP 4 6x+2 w0y 62 34040 3
x x°
Priklad 3 Vypocitame fim —25 =5
P 3% 1 6212
Riesenie:  Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade,
a menovatel’a funkcie delime x*.
2. 3
fxz—S g X xt _ 0-0
o0 3xt £ 6x+2 wowmy 62 34040
x xt

2x% +10x> +5
Priklad 4 Vypocitajme m ———M——
TP ™ 100x° — 2

ale

Citatel’a

Riesenie:  Tak, ako v oboch predchadzajicich prikladoch, aj tu rieSime limitu funkcie

) 00 .. ) ,
s neurcitostou —, ale Citatel'a a menovatel'a funkcie delime X

o0
23+ 10,5
o 200410 45 T T 04040
3
o 100x° -2 v 100_% 1000
X

V ulohéch 1 — 13 vypocitajte limity funkcii:

Vysledky:
2
1 x2+5 9
x>2x° =13
3
2. dm| T 2
-0 x—4 4
2
3. . x"—4 4
=2 x—2
2
4 ]imx 32x+1 0
x—1 X —Xx
2
5 x“—4x+3 _9

=3 x? —Tx+12
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x* -1 1
6. 7 < 5
>-lx" +6x+5 2
7 x> +2x-8 3
' 2 x2 +4x-12 4
x° +3x% +2x
8. — ——
x>2 x"—x-6 5
3
X +Xx
9 —_ 0
o x* = 3x% 1
4
10 fm 2 Y ©
x>0 ]0x” —=3x +1
2
1. -l L
x—o 2 x" +1 2
3
12, fim ST -1
x>0 ] 4+ x7 +3x
3
13, lm|—S5—-x 0
x—o| x° +1

2.3 Pojem spojitost’ funkcie

Nech f:4—>R anech ae 4. Hovorime, Ze funkcia f:A— R je spojitai v bode a, ak

m f(x) = f(a) .

Funkcia f je spojita, ak je spojitd v kazdom bode defini¢ného oboru.

Nech funkcie f: 4 —> R, g: 4— R siu spojité v bode a € A anech c R . Potom v bode a

su spojité aj funkcie f+g, f—g, ¢ f, f-g, | f| a ak je g(a)#0, tak aj funkcia ! je
g

spojitd v bode a .
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3 DERIVACIA FUNKCIE

3.1 Pojem derivacie a jej zakladné viastnosti

Najprv uvedieme priklady, ktoré viedli k zavedeniu pojmu derivacia funkcie.

Priklad Predpokladajme, Ze pohyb hmotného bodu je popisany funkciou s = f(t), kde t je cas
a s je draha, ktori hmotny bod prejde po priamke od istého zvoleného bodu. Potom

& _ f(to +At)_f(to)

At At
Jje priemerna rychlost pohybujuceho sa bodu po priamke v ¢asovom intervale <to,t0 + At>. Ak

existuje

A —
hmEthf(tO+ t) f(tO):VOER,
-ty At t—t, At

tak v, je okamzitd rychlost pohybujiiceho sa bodu v okamihu t,.

Priklad Nech Q(t) je velkost elektrického naboja, ktory pretiekol vodicom za casovy interval
<t0,t>, kde t, je zaciatocny okamih, od ktorého sledujeme prietok elektrického naboja

vodicom. Potom podiel
A0 _0(-0(,)
At t—t,
nazyvame priemernou intenzitou elektrického prudu na intervale <t0 ,t> . Ak existuje
1)— Q¢
L0006 _ g

>t t—t,

’

tak toto cislo nazyvame okamZitou intenzitou elektrického pridu v okamihu t.

Vzhl'adom na doélezitost’ uvedenych limit zavadzame pre nich oznacenie derivacia funkcie
v bode.

Hovorime, Ze funkcia f md v bode x, € D(f) deriviciu, ak je definovana v okoli bodu x,
a existuje limita

i S0 =fCr)

X—>X() X — xO

Tuto limitu nazyvame derivaciou funkcie f* v bode x, a oznacujeme ju f'(x,).

IAED [df(x)} |

Pre derivéciu funkcie f v bode x, pouZivame aj oznacenia: [ f (x)] X=Xy 5
dx dx

Poznamka Ak limita v definicii derivacie je vlastna, resp. nevlastna, hovorime o vlastnej, resp.
nevlastnej derivéacii. V dalSom texte pod pojmom "derivicia" budeme rozumiet’ vlastnu
derivaciu.
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Dolezity vzt'ah medzi derivaciou funkcie a spojitostou funkcie f v bode x, vyjadruje veta:

Ak funkcia f mad v bode x, derivdciu, tak je v tomto bode spojitd.
Opacné tvrdenie neplati, teda funkcia spojita v bode x,, nemusi mat’ v bode x, derivaciu.

Zavedieme pojem derivacia funkcie na mnozine.

Nech M — A je mnozina vsetkych bodov, v ktorych ma funkcia f: 4 — R derivaciu. Potom
mozeme na mnozine M definovat funkciu g:M — R vztahom g(x)=f'(x), xeM.

daf

Funkciu g nazyvame derivaciou funkcie f na mnozine M a oznacujeme f' alebo s
X

3.2 Vypocet derivacie funkcie

Nech funkcie f (x) a g(x) maji v bode x derivacie f'(x) a g'(x), nech ¢ R . Potom
funkcie ¢- f, f*tg, f-g aak g(x)=0, tak aj funkcia ! maju derivacie v bode x pre
ktor¢ plati: :

o [ s@] =er,

o [f0rem] =r@rg),

o [f-g@] = @20+ /()2 ),

. {ﬂm]:fﬁmwkfwkh)
g(x) [sF

Zakladné vzorce pre vypocet derivacie elementarnych funkcii platné na mnoZine, kde derivacie
existuju:

(c), =0, ceR (sin x)" = cosx
(x‘)Y=ax"", aeR (cosx)' =—sin x
(@Y=a"lna,a>0,a=1 (tgx)' =—
cos” x
() =€ (cotg x)' = —
sin” x

La>0,a#1, xe(0,%0) [£(e()] = £'(e(x)- ')

1
log , )’ =
(log, %) =———

(lnx)'zl, x € (0,00)
x



—_
[*)}

Riesenie:

7 4
f(x)=5-""+2-x3 —0=5x"+=x3 =5x4+§§/x_4.

[SSHIEN]
[SSREEN]

Riesenie:  Funkciu upravime na tvar f (x) =x +e" +5-4"— log, x.

1 2 1

| _“
"(x =l-x3 +e"+5-4" - In4- ! =1x3+ex+5-4x-ln4— =
/()
3 xlh2 3 xln?2

L eisana—t

332 xIn 2

Riesenie:  Funkcia f je v tvare sucinu

’ ’
f'(x)=(e") -sinx+e” - (sin x) =e"sinx+e* cosx =e”(sin x+cosx).

Riesenie:  Funkcia f je v tvare podielu

1) = (cosx) .x—z(cosx).(x)’ _ (sin x)-xz—(cosx)-l _ —xsin xz—cosx |

X X X

Riesenie:  Funkciu vyjadrime v tvare f (x) =(x? +1) 24 potom pouzijeme vzorec pre
derivéciu zloZenej funkcie

1 l—1 ’ 1 _1
F@)=302 4D 2 (P 4 =207 +1) 22x=

x°+1
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RieSenie:  Funkciu upravime na tvar f (x):[sin( x° )]2 aznova pouzijeme vzorec pre
derivéciu zlozenej funkcie

f'lx)=2 sm(xs)]2_1~ [sin(xS)I = 2(sin x*) (cosx”)- (x°) = 2(sin x)(cosx*) 557 =
= 2(sin x”) (cosx>)-5x* =10x*(sin x*)(cosx’) .
Priklad 7  Vypocitajme deriviciu funkcie f (x) =In (1+2x)> .
3
Riesenie:  Funkciu upravime na tvar f (x)= In {(1+ 2x) 2} a znova pouzijeme vzorec pre

derivéciu zlozenej funkcie

!

3 | 5, ! ,
f’(x)[lr{(l+2x)2n :—3-[(1+2x)2] :—3-5(l+2x)2-(1+2x) =
(1+2x) 2 (1+2x) 2
13 5 3
= E5(1+2x)2-2=1+2x.
(1+2x) 2

V tlohéach 1 — 16 zderivujte funkciu f/(x)

Vysledky:
1. flx)=x"=7x* +3x-5 f(x)=5x" —14x+3
2. )=t +5 —x f'(x)zgi/hsxm—l
x
3. f(x)z()c3 —x+1)cosx f’(x)= (3x2 —1)<:osx—(x3 —x+1)sin x
4. f(x)=2"log, x f'(x):2x(ln2-log2x+Lj
xln2
5. fx)=x10"" f'(x)=10"*1-xI10)
_sinx .y (x—=1)cosx —sinx
o rl)= )=t
1 )= fl)=— %5
X Xcos“x X
x> +5x+2 oy 15-2x-10x
R e e

9. f(x) =Insin 2x f’(x) =2cotg2x
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S+4x -23
10. =In "(x)=
)= 32 /) (G+70)(5 +4x)
1. f(x)=y1+21gx £(x)=— 1
COS x\/1+2tgx
2y COS——
12. f(x)z‘/sin— f'(x):—3
: 31/si112—x
3
2
13. f(x)=ltg2x+x+tgx f,(x):tgx+cozs x+1
2 cos” x
1.2
14. £ (x)=sin V1+x? +sin(sin x) f,(x):—xcos lzx + cos x - cos(sin x)
I+ x
4 2 ' 3 2x -2
15. f(x):hl sin x + In( x* —2x) f(x)=4]n sin x - cotg x + — 5
X —zX
x
X | cotg
16.  f(x)=3lnsinZ fx)== —2—
2 ® 3lnsin

3.3 Geometricky vyznam derivacie

e Derivacia f ’(xo) funkcie je smernica k, doty¢nice ku grafu funkcie y=f (x)
v dotykovom bode T1[x,,, ], ¢ize f'(x,)=*k, .
e Rovnica dotyCnice je t: y—y, = f '(xo )(x — xo).

Priklad 1  Ndjdime rovnicu dotycnice ku grafu funkcie f (x) =x*+1
vbode T =[1,2].

RieSenie:  Najprv vypoc€itame y - ovl stradnicu dotykového bodu 7. Kedze bod T je

dotykovy, lezi teda na parabole danej funkciou f (x)=x2 +1, y- ova suradnica je vlastne
funk¢né hodnota f (1) =2.

Bod T =[1,2].

Do rovnice doty¢nice potrebujeme dosadit’ aj smernicu, ¢ize f '(xo) =f '(l) = [2x]x0:l =2.
y—-2=2(x-1)

Rovnica dotyc¢nice ¢ :
2x-y=0
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Vtlohach 1 — 10 najdite rovnicu dotycnice ku grafu funkcie f (x) v dotykovom bode
r [anJ/o]~

Vysledky:

1. fx)=x*—2x 7[1,7] t:x—y—2=0
2. fx)=x*-7x+4 7[1,?] t:5x+y-3=0
3. fx)=x>+9x+2 7[0,?] t:9x—y+2=0
4. fx)=Ax 7[1,7] £:3x—2y—1=0
5. flx)=+2x TB,?} {:2x—2y+1=0
6. f(x)=i+x 7]0,7] t:2x—y+1=0

—X
7. f(x)=2xmx 7[1,2] t:2x—y—2=0
8 Flx)=1nx 7[1,7] tix—y—1=0

X
9. f(x):§+l 7[0,?] t:x=2y+3=0
10.  f(x)=22sinx TE,?} {:4x—2y+4-1=0

3.4 L’'Hospitalovo pravidlo

N e i) P b pise P i) e [l o mssnengs fin 202
XxX—a XxX—a

x—a x—a x—a g'(x)

Potom existuje aj im (x) aplati lim M — it f'(x)

x—a g(x) x—a g(x) x—a g'(x).
T voo -0 o0 u.. . . .
e Pre vypocet limit s neurcitost'ou 0 alebo — pouzijeme uvedené pravidlo priamo.
o0
e Pri neurditostiach ostatnych typov 0-00,00—0,1”,0°,0° je potrebné funkciu upravit

NI 0 0
na neurcitost’ typu 0 alebo —.
o0
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I. Ak pocitame limitu s neurcitostou 0-oo, Cize politame lLm f (x) g(x), upravime ju
x—a

takto:

iim 7()-g()=m 2% atebo i f(x)- g(x)= tim £

xX—>a X—>a 1 xX—>a xX—>a 1
g(x) f(x)
e 0 00
Dostaneme neurcitost’ typu N alebo —.
o0

II. Ak pocitame limitu s neurcitostou oo —oo, teda poCitame lm [f(x)— g(x)] a pritom je
Xx—a
moznd uUprava na spoloéného menovatela, po jej pouziti dostaneme limitu

) 0
s neurcitost'ou 6 .

. In
Priklad 1 Vypocitajme m o8 X
x—0 X
S , N 0 . ‘..
Riesenie:  Po dosadeni x =0 dostaneme neurcity vyraz typu 0’ takZe priamo pouZijeme
L Hospitalovo pravidlo.
- In cos x . (In cosx)' _ i €OSX (=sin x) 0
x—0 X x—0 (x)' x—0 1
2=l

Priklad 2 Vypocitajme lm —5—.
x>0 2x" +1

. e 0 s v , .
RieSenie: 'V tomto pripade je to neurCitost’ typu — a opédt’ pouzijeme L Hospitalovo
o0

pravidlo.

N ) B (x> —1) 2
x—>002x2+1 x—)oo(zx2 +1)’ x—)oo4x+1'

° w .. AW . r .
Teraz po dosadeni dostaneme znova neurcitost’ typu — a opdt’ mdzeme pouzit’ L"Hospitalovo
o0

pravidlo.

2x _ . (2x)
x—oodx+]1 xow (4X+1) X—>®
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Priklad 3 Vypocitajme lm x-Inx.

x—0+

Riesenie:  Pocitame s neurcitost'ou typu 0-(—o0), postupujeme ako v I.

1
) . Ihx ¥ .
Im x-Inx=lm = lim = lim (-x)=0.
x—0+ x—0+ 1 x>0+ l x—0+
X x2

. 1 1
Priklad 4  Vypocitajme lm (—— - J
x>0+ x SIn x

Riesenie:  Pocitame s neurcitost'ou typu oo — oo, postupujeme ako v II.

) 1 1 ) sin x —x ) cosx—1 . —sin x
lim | ————|= lim | ——— |= lim | —————— | = lim — | =
x>0+ X  sSm x x—0+\ xsm x x—0+\ SN X + XCOS X x—0+\ COSX + COSX — XSIn x

=—=0.
2

V tlohach 1 — 22 pomocou L Hospitalovho pravidla vypocitajte limity funkcii:

Vysledky:
2

B 2
ol x” —2x" +2x—1

T L
x—0 X 6

3. fm X 1
x—=lx—1

4. fm 22 L
x=02% —1 In2

5. fim & =3
x—0 X
. 2x—

6. lim S°8 xzcosx 3
x—=0 X 2

7 i SIX —c0Sx 3 ﬁ
o 1-tgx 2

4
3

2. i SO5% 2cos X 1
x—0 X

9 e —2x-1 2

' x>0  sin 3x 3

10. cotgSx 3

T, 2cotg3x 6

2
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e

11. —
.X*)OOxz *

12, fm ¥ 0
x»0+cotgx

13, fm ¥ 0
X—>0 x

14, lim In(cos 2x) 4
x—0+ In(cos 3x) 9

]n(g—x)

15. im —=——<¢ 0
ko igx

6. |1 !
x>l x—1 Ihx 2

17, fim | ~1
—lr\lhx Ihx

18,  lm (Cf’sx—lj 0
x—0+\ SN X X

19, mn[i- 1 j Cw
x>0+ 2x S x

20. lim (l— L j l
=0+ x e* =1 2

21.  lim x%¢™ 0
X—>0

1

22. im x’e* 0

x—0

3.5 Taylorov polyném

Taylorova veta

Nech funkcia f je v istom okoli O(x,) bodu x, (n+1)- krat diferencovatel'na. Potom pre bod
x € O(x,) plati

F(x)= f(xy)+ (x—x0)2 +.. +T—"(x—x))" + R, (x).

(x—xp)

S'(x0)
!

o f"(x0)
1 2!

S (xp)
n!

R, (x) je zvySok a mozno ho vyjadrit’ v Lagrangeovom tvare
(n+1)
f (5) (x_xo)n-H’
(n+1)!
kde & je vhodnym vnitornym bodom intervalu J s koncovymi bodmi x, a x.

R,(x) =
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Polyném

1,0 = £+ L0 e xS0 (e g LG

5 f(k)('xo) (x=x)®,

="
sa nazyva Taylorov polyném funkcie f v bode x,.

Taylorov polyndm mozeme vyuzit’ pri aproximacii (nahradeni) funkecii.

Pouzitim Taylorovej vety pre niektoré elementarne funkcie dostdvame:

X X .X'2 x"
eI+ —+—+-
n 2! n!
) 3 2m-1
Sillxzx—_+__,,_+(_1)m—1x—’
3! 5! (2m-1)!
g = 2m-2
COSle—x—+x__...+(_l)m—1X—'
2! 4! (2m—2)!

Priklad 1  Napisme Taylorov polynom 3. stupna funkcie f (x) =+/x v bode x, =1.

Riesenie: Vypocitame prvu az tretiu derivaciu funkcie:
1 1 3
f!(x) -, fﬂ(x) - _ , fm(x) — )
2x 4y N

Teda f()=1, £ )=, f'0)=—7. 1"(0)=>,

1
4
Po dosadeni dostavame:

2 3
I 1G=D® 3G-) _, 1
4 21 8 3 2

X— 1 2 i 13
I(x)=1+ > (x—l)—g(x—l) +16(x ).

1
Priklad 2 Napisme Taylorov polynom 4. stupna funkcie f (x) =— vbode x,=1.

x3
RieSenie: Vypocitame prva az Stvrtd derivaciu funkcie:
! 3 14 12 m 60 360
S)=== f6)=5, )= )=
X X X X

Teda f(1)=1, f'(1)=-3, f"(1)=12, f"(1)=-60, /" (1)=360.
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Po dosadeni dostavame:

360
4!
=1-3(x=1)+6(x—=1)> =10(x = 1)’ +15(x = 1)*.

T4(x)=1—%(x—l)+%(x—l)2—%(x—1)3+ (x-1*=

V ulohach 23 — 25 napiSte Taylorov polynom n —tého stupiia danej funkcie f* v bode X :
Vysledky:

23. f(x)szz,n:le:l

Ty(x) =1+§(x—1)—$(x—1)2 +%(x—1)3

24, f(x):i,n:4,x0 =2

1 1 1 , 1 s 1 4
T,(x)==——(x-2)+—(x-2)" ——(x=2)* + —(x -2
4(x) 2 4(x )+8(X ) 16(x )+32(x )
25. f(x):]nx,n:4,x0:4

1 1 , 1 ;1 A
T,(x)=hd+—(x-4)——x-4)>+—(x-4)° ——(x—4
4 (%) 1 (x-4) 2 (x—4) ™ (x—4) 1004 (x—4)
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4  APLIKACIE DERIVACIE

Ak st funkcie diferencovatelné, tak mozeme pomocou derivécii lahSie vySetrovat ich
vlastnosti.

4.1 Monotonnost’ funkcie

Nech 7 je otvoreny interval.

Nech Vx € [ existuje derivacia toho istého znamienka. Potom
e ak f'(x)>0,tak f jerasticanal,
e ak f'(x)<0,tak f jeklesajiicana I, y#4

e ak f'(x)=0,tak f je neklesajucana I, v
e ak f'(x)<0,tak f je nerastucana I . \ |
>0 <0 T f20 |
: * | -
kles. X

Na uvedenom obrazku derivécia funkcie je nulové iba v izolovanych bodoch.

4.2 Lokalne extrémy funkcie

Hovorime, Ze funkcia f ma v bode x, € I lokdlne maximum, ak existuje prstencové okolie
0°(x,) bodu x, také, ze pre vietky x € O°(x,) plati f(x)< f(x,).

Hovorime, Ze funkcia f ma v bode x, € I lokdlne minimum, ak existuje prstencové okolie

0°(x,) bodu x, také, ze pre vietky x € O°(x,) plati f(x)> f(x,).
0 0

Hovorime, ze funkcia f ma v bode x, €/ ostré lokdlne maximum, ak existuje prstencové

okolie O°(x,) bodu x, také, ze pre vietky x € O°(x,) plati f(x)< f(x,).
0 0 0

Hovorime, ze funkcia f ma v bode x, €/ ostré lokdlne minimum, ak existuje prstencové

okolie 0°(x,) bodu x, také, Ze pre vietky x € 0°(x,) plati f(x)> f(x,).
Nutna podmienka existencie lokdlneho extrému funkcie
Nech funkcia f ma v bode x, lokalny extrém a nech existuje f'(x,), potom f’(x,)=0.

Bod x, € I nazyvame staciondrnym bodom funkcie f, ak existuje f'(x,) aplati f'(x,)=0.
Spojita funkcia méze mat’ lokalny extrém aj v bode, v ktorom neexistuje derivacia f'.
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Poznamka
e Ak f' pri ,prechode cez bod x,°

3

nemeni znamienko, tak funkcia f nema v bode x,

lokalny extrém.
e Ak f' meni znamienko z + na -, ma funkcia v bode x, lokalne maximum.

e Ak f' meni znamienko z - na +, ma funkcia v bode x, lokalne minimum.

4.3 Konvexnost’ a konkavnost funkcie

Funkcia f:I — R sa nazyva konvexnd, na intervale [/, ak pre kazdua trojicu bodov
x,,X,x, €l taka, ze x, <x<x, je bod [x, f (x)] pod priamkou, ur¢enou bodmi [xl, f (x])],
[x,, 7 (x,)], alebo lezi na tejto priamke.

Funkcia f:7 —> R sa nazyva konkdvna na intervale [, ak pre kazdu trojicu bodov
X, Xx,x, €l taka, ze x, <x<x, je bod [x, f (x)] nad priamkou, ur¢enou bodmi [xl, f (xl)],
[x2 , f(x, )] , alebo lezi na tejto priamke.

Funkcia f:7 — R sa nazyva rydzo konvexnd na intervale I, ak pre kazdu trojicu bodov
x,,Xx,x, €l taka, ze x, <x<x, je bod [x, f (x)] pod priamkou, uré¢enou bodmi [xl, f (xl)],

[x,, /()]

Funkcia f:7 — R sa nazyva rydzo konkdvna na intervale I, ak pre kazdu trojicu bodov
x,,X,x, €l taka, ze x, <x<x, je bod [x, f (x)] nad priamkou, uréenou bodmi [xl, f (x])],

[x2, ()]

Ak funkcia méa druht derivaciu, tak pri skimani konvexnosti, resp. konkavnosti pouzivame
vetu:

Nech funkcia f ma na intervale / druhu derivaciu, ktord nemeni znamienko. Potom
e ak f"(x)>0, tak je funkcia f naintervale / rydzo konvexnd,

e ak f"(x)<0, tak je funkcia f naintervale / rydzo konkdvna,

e ak f"(x) =0, tak je funkcia f naintervale / konvexnd,

o ak f"(x) <0, tak je funkcia f naintervale / konkdvna.

4.4 Inflexny bod

Budeme sledovat’ ¢i sa funkcia pri prechode cez
bod xe I’ ,zmeni“ z konkavnej na konvexnt,
resp. z konvexnej na konkavnu, t. j. ¢i nastava f'<0 I f'<0
,»ohybanie* inflexia grafu funkcie.

=y

a A , b
konvexna
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Bod x € I nazyvame inflexnym bodom funkcie f , ak funkcia f je v nejakom l'avom okoli
bodu x, rydzo konkavna (rydzo konvexnd) a v nejakom pravom okoli bodu x, rydzo
konvexna (rydzo konkavna).

Nutna podmienka existencie inflexného bodu funkcie
Ak bod x, je inflexnym bodom funkcie f a existuje f"(x,),tak f"(x,)=0.

4.5 VysSetrovanie vybranych viastnosti funkcie
Pri vySetrovani monoténnosti a lokalnych extrémov funkcie postupujeme takto:

¢ Al nijdeme defini¢ny obor funkcie,
e A2 vypocitame prvu derivaciu funkcie a na zaklade toho vySetrime monotonnost’ a lokalne
extrémy funkcie,
o na intervaloch, kde je prva derivécia kladna, teda f'(x)> 0, je funkcia f(x) rastica ¥
o na intervaloch, kde je prva derivacia zéporna, teda f '(x) <0, je funkcia f (x) klesajiica \g
o monoténnost’ funkcie sa moze menit’ v bodoch, v ktorych f'(x)=0 alebo v bodoch,
v ktorych f ’(x) neexistuje,
o body, v ktorych f '(x) =0, sa nazyvaju stacionarne body (SB),
o ak na intervale vlI'avo od SB funkcia klesa a vpravo rastie, je v tomto SB extrém — lokélne
minimum, Y SB #
o ak na intervale vlI'avo od SB funkcia rastie a vpravo klesa, je v tomto SB extrém — lokélne
maximum, X SB ¢
e A3 stacionarne body a body, v ktorych neexistuje prva derivacia funkcie rozdelia cely

defini¢ny obor na intervaly, na ktorych budeme zistovat’ znamienko prvej derivacie funkcie,
vSetky informacie zaznacime do tabulky.

2
X

Priklad 1 Vysetrime monotonnost a lokdlne extrémy funkcie f: y =

Riesenie:
V tomto pripade potrebujeme najprv urcit’ definicny obor funkcie (bod Al).

Funkcia je definovana pre vSetky ¢isla x, pre ktoré je menovatel’ x—2 =0, teda x # 2.
Definiény obor funkcie D(f)=(=0,2)U(2,0).

Monotonnost’ funkcie a lokalne extrémy funkcie ur¢ime pomocou prvej derivacie funkcie (bod
A2).

Prva derivdcia funkcie je

[ X ,:2x(x—2)—x2:x2—4x:x(x_4)
e (x—2)* (x-2) (x-2)%

Polozime y' =0 avypocitame SB.
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x(x—4) ~0
(x=2)°
x(x-4)=0

x=0 v x=4

Prva derivacia y' neexistuje v bode nespojitosti prvej derivacie, ¢ize v bode x =2, ktory je
zaroven aj bodom nespojitosti funkcie f (x)

Body x=0 a x=4 rozdelia cely defini¢ny obor funkcie na d’alSie intervaly, kde budeme
zistovat’ znamienko prvej derivacie a na zaklade toho ur¢ime monoténnost’ a lokalne extrémy
funkcie. Ziskané informacie zapiSeme do tabul’ky: (bod A3)

y' + - * - +
Y 2 IMAX| N |*| M |MIN| ¥

Funcia rastie na intervale (—o0,0) U (4,00), klesa na intervale (0,2) U (2,4). V bode x =0 ma
funkcia lokalne maximum a v bode x = 4 ma lokalne minimum.

Pri vySetrovani konvexnosti, konkavnosti a inflexnych bodov funkcie postupujeme takto:

e Al ngjdeme definicny obor funkcie,
e A4 vypocitame druhu derivaciu funkcie ana zaklade toho vySetrime konvexnost,
konkéavnost a inflexné body (IB) funkcie,
o naintervaloch, kde f"'(x)> 0, je funkcia f(x) konvexna U,

o naintervaloch, kde f"'(x)<0, je funkcia f(x) konkédvna N,

o konvexnost’ a konkavnost’ funkcie sa moéze menit’ v bodoch, v ktorych f ”(x)z 0
alebo v bodoch, v ktorych f"'(x) neexistuje,

o body, v ktorych f ”(x): 0 ameni sa v nich konvexnost’ a konkavnost’ sa nazyvaju

inflexné body (IB)
o ak na intervale vlavo od bodu, v ktorom f ”(x)z 0 je funkcia konvexna a vpravo
konkavna, bod nazyvame inflexny bod v IB N

o ak na intervale vlavo od bodu, v ktorom f ”(x): 0 je funkcia konkavna a vpravo
konvexnd, bod nazyvame inflexny bod N IB v
e AS inflexné body abody, v ktorych neexistuje druhd derivacia funkcie rozdelia cely
defini¢ny obor na intervaly, na ktorych budeme zistovat znamienko druhej derivacie
funkcie, vSetky informacie zazna¢ime do tabulky.

3
X

Priklad 2 Vysetrime konvexnost, konkavnost a inflexné body funkcie y = 2(—1)2
X+
Riesenie:

Aj v tomto pripade potrebujeme najprv urcit’ defini¢ny obor funkcie (bod Al).
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Funkcia je definovana pre vietky &isla x, pre ktoré je menovatel' (x+1)> =0, teda x #—1.
Defini¢ny obor funkcie D(f)= (—c0,~1) U (=1, 0).

Konvexnost’, konkavnost’ a inflexné body funkcie ur¢ime pomocou druhej derivacie funkcie
(bod A4). Druhu derivaciu najdeme pomocou prvej derivacie.

Prva derivdcia funkcie je

, X 3P 2+ —x? 2. 2(x 1) X 43x7 X (x+3)
2(x+1)° 4(x+1)* 2x+1P  2(x+1)°

Druha derivécia funkcie je

!

, {x3+3x2J_(3x2+6x)2(x+1)3—(x3+3x2)-2-3(x+1)2_ 3x

2x+1)° 4(x+1)° (e D
Polozime y'=0
3x
(x+ 1)4 -
3x=0
x=0

" neexistuje v bode nespojitosti druhej derivacie, ¢ize v bode x =—1, ¢o je aj bod nespojitosti
funkcie f(x).

Bodx =0 rozdeli cely definicny obor funkcie na d’alSie intervaly, kde budeme zistovat
znamienko druhej derivacie ana zaklade toho ur¢ime konvexnost, konkavnost funkcie
a inflexné body. Ziskané informacie zapiSeme do tabulky: (bod AS).

(Coo,—1) [-1] (=L0) [ 0 [ (0,0)
" _ k - +

<

Y| n N~ [IB| w

Funcia je konkévna na intervale (— oo,—l) U (—1,0), konvexna na intervale (0,o). Bod x =0 je
inflexnym bodom funkcie.

V ulohéch 1 — 22 urcte intervaly rastu, klesania a lokéalne extrémy funkcii:
Vysledky:

1. fl(x)=x* -3x+2 rastie (3/2,)
klesa (—o0,3/2)
lok. min. v x =3/2



10.

flx)= 2x% —3x?

f(x)=x3 +3x? -2

f(x)=2x +6x* +6x+5

f(x)=3x4 —8x% +6x% +2

f(x):x5 —5x* +100

fl)= (=1’

f(x)=02 =1

flx)=2-x*7

rastie (—00,0)U (1,0)
klesa (0,1)

lok. min. v x =1

lok. max. v x =0

rastie (—o0,—2) U (0,)
klesa (- 2,0)

lok. min. v x =0

lok. max. v x = -2

rastie (—o0,—1)U(~1,0)
lok. min. neex
lok. max. neex.

rastie (0,1)u (l,oo)
klesa (— oo,O)

lok. min. v x =0
rastie (—0,0)U (4,)
klesa (0,4)

lok. min. v x =4

lok. max. v x =0

rastie (—oo,1)U (1,00)
lok. min. neex.
lok. max. neex.

rastie (—1,0)u (1)
klesa (—o0,—1)U(0,1)
lok. min. v x = %1
lok. max. v x =0

rastie (— V2 ,O)U (\/5 , oo)
Klesa (~o0,—v2)u(0,v2)

lok. min. v x = i\/i
lok. max.v x=0

rastie (—00,0)U (4,0)

klesa (0,2)w(2,4)
lok. min.v x =4
lok. max. v x=0



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

31

rastie (—3,-2)u(-2,~1)

klesd (—o0,~3)U(~1,0)
lok. min. v x =-3
lok. max. v x=-1

rastie (—o0,—1)U (1, 0)

klesa (—1,0)u(0,1)
lok. min.v x =1
lok. max. v x=-1

rastie (3 1/2, oo)

klesa (—o0,0)U (0, 3\/1/_2)
lok. min. v x = 3\/1/_2

rastie (— 2,2)

klesd (—o0,~2)U(2,)

lok. max. v x =2

rastie (0,1)

klesa (—o0,0)u (1,0)

lok. min. v x =0

rastie (—0,~3)U(~1,0)U(0,00)
klesa (—3,~1)

lok. max. v x = -3

rastie (— oo,O) U (0, oo)
lok. min. neex.

lok. max. neex.

rastie (—o0,—4/3)U(0,0)

klesa (—4/3,0)
lok. max. v x =—4/3



19.

20.

21.

22.

V ulohach 23 — 43 urcte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexné body funkcii:

23.

24.

25.

26.

27.

fx)= :;
1=
)= x2x+1
0=

f(x)=x2 —3x+2

flx)= 2x% —3x?

f(x):x3 +3x2 -2

f(x):2x3+6x2 +6x+5

f(x)=3x*-8x> +6x% +2

32

rastie (0,2) U (2,)
klesd (—o0,~2)u(~2,0)
lok. min. v x =0

rastie (—o0,~1)U(~1,0)
klesa (0,1)u (1,0)

lok. max. v x =0

rastie (—1,1)

klesa (—o0,~1)U (1,0)
lok. min. v x=-1
lok. max. v x =1

rastie (0,00)

klesa (—0,0)
lok. min.v x=0

Vysledky:

U na (—o0,0)
IB neex.

U na (1/2,)
N na (—o0,1/2)
IBv x=1/2

U na (—l,oo)
M na (—oo,—l)
IBv x=-1

U na (—l,oo)
M na (—oo,—l)
IBv x=-1

U na (—o0,1/3)u(l,)
M na (1/3,1)



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

f(x)=x5 —5x* +100

fx)=(x-1’

flx)=2-x%)

Y= (x+2)?

Bv x=1/3, x=1
U na (3,00)

M na (— oo,O)u(O,3)
IBvx=3

U na (1, oo)

M na (—o,)
IBv x=1

\F 2
U na|—oo,— |— |U]|.[—,%©
\F 2
Nna|—. —,.—
IBV)c:i\/2

3

U na (2,00)

M na (- oo,2)
IB neex.

U na (— oo,—2)

M na (— 2,oo)
IB neex.

u na (0,00)

M na (~,0)
IB neex.

U na (—oo,—l)u(O,oo)

M na (-1,0)
IBv x=-1
U na (4,00)

A na (—o0,-2)u(-2,4)
IBv x=4



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

34

U na (=1/2,1)u(l,)
M na (—o0,~1/2)

IBv x=-1/2

U na (O,oo)

M na (—o0,~1)u(-~1,0)
IBv x=0

U na (~,0)

M na (0,)

IB neex.

U na (—oo,—2)

M na (— 2,0)u(0,oo)
Bvx=-2

U na (- 2,2)

M na (—o0,—2)u(2,0)
IB neex.

U na (—oo,—l)u(l,oo)

M na (— 1,1)
IB neex.

U na (—\/E,O)u(\/g,oo)
M na (—oo,—\/g)u(O,\/g)

IBv x=+/3
\/Z\/Z
una |—,—,.—
( 3°\3
\/Z 4
M mna|—o,—,.— |U|.[—,0©
IBV)c:i\/E
3
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5 NEURCITY INTEGRAL

5.1 Primitivna funkcia

Pri zavedeni pojmu derivacie sme uviedli priklad na vypocet okamzitej rychlosti pohybujuceho
sa hmotného bodu po priamke, ak pohyb hmotného bodu je popisany funkciou s = f (t) v

tejto Casti sa budeme zaoberat’ opacnou ulohou, t.j. hladanim zédkona drahy pohybu bodu po
priamke, ak je dand okamzita rychlost’ jeho pohybu ako funkcia ¢asu.

Priklad Nech okamzita rychlost v(t) pohybujiceho sa bodu po priamke je dand rovnicou
d
v(t) =5t —3. Ak poloha bodu v okamziku t je s(t), tak v(t) = d—j Hladame teda funkciu s(t),

d .
pre ktoru plati d—szt—& Tuto podmienku spliia nekonecne mnoho funkcii

s(t) = %tz —3t+C, kde C je lubovolna konstanta.

Funkcia F sa nazyva primitivna funkcia k funkcii f na intervale I, ak pre vSetky x e[ je

F'(x)= f(x).

Nech funkcia F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale / a Ce R, potom aj funkcia
G = F + C je primitivnou funkciou k funkecii f na intervale /.

2
Funkcia F(x)= % je primitivna k funkcii f(x)=x,

2 !
lebo F'(x) = (%] =x= (x)
x2
Takisto aj funkcia F(x)= =~ 6 je primitivna k funkcii flx)=x,

!

b F'(x):(§_6J = 1),

Poznamka Ak teda k danej funkcii f existuje primitivna funkcia F na intervale 7, tak ich
existuje nekonecne vela.

Mnozinu {F +C;Ce R} vSetkych primitivnych funkcii k funkcii f, oznaCujeme symbolom
[ f(x)dx nazgvame neurcity integral. Piseme [ f(x)dx=F(x)+C.

Poznamka Plati [ /'(x)dx = £(x)+ C. [ £(x)dx] = (x)
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Proces hladania primitivnej funkcie k danej funkcii nazyvame integrovanim alebo
integrdaciou funkcie, argument x nazyvame integracnou premennou, konstantu C nazyvame
integracnou konStantou.

5.2 Integrovanie rozkladom a upravou

Nech funkcia f je spojitd na intervale [/, potom k nej na intervale / existuje primitivna
funkcia F .

Integrovanu funkciu sa snazime rozlozit’ na sucet, resp. rozdiel jednoduchs$ich funkecii, priCom
vyuzivame zname algebraické vztahy. Pri integrovani vyuzivame zdkladné vzorce
integrovania.

Veta o linearnosti

Nech k funkciam f a g existuju primitivne funkcie na intervale / a aspon jedna z redlnych
konstant k,k, je rozna od nuly. Potom existuje primitivna funkcia k funkcii &, - f +4k,-g na

intervale / a plati
[l £+, - g(0)] dr =k, [ £(x) dx+, [ g(x) dx.

Niektoré zakladné vzorce integrovania (vzorce platia na intervaloch, na ktorych st funkcie
definované).

jadx=ax+C pre a € R, Isinxdx=—cosx+C,
xa+l

Ix“dx: +C preacR,a+-1, jcosxdx=sinx+C,
a+1

Ildx=ln|x|+C, pre x #0 I —dx=1tgx+C

x cos” x
X

J.axdx=a +C prea>0,a#1, J‘.lz dx =—cotgx+C
a 1Z0)

etdx=e" +C, fxdlenfx +C.

Priklad 3  Vypocitajme I (8x> +2¢* — 3 + %) dx.
X X

RieSenie: j(8x3 +2e" — 3 + i) dx = 8j x3dx+ ZI e"dx— 3]1 dx + 2Ix_4dx =
x x4 X

4 -3
=8 120" x|+ 27X+ C=2x* +2¢" ~3In|x— 2 +C.
4 -3 3x°



37

Priklad 4  Vypocitajme IJ; (x+ «/;) dx

RieSenie: Integracnu funkciu roznasobime a upravime
1 El 1 3 El
I\/;(x+\/x3 )dx = Ixz (x+x2?)dx = I(xle +x2x%)dx = I(xz +x?)dx =
5
3

2 3
=x—+x?+C:§\/x5 +%+C.

>
2
¥ +x+5
Priklad 5  Vypocitajme I— dx .
X
Riesenie: Integracnt funkciu rozdelime na jednoduchsie zlomky a upravime
2 2 2
1
.[Lmdx:j(x—+f+§)dx=J.(x+1+5—)dx=x—+x+5h1|x|+C.
X X x X X 2

Priklad 6  Vypocitajme I(3x —2)? dx.

Riesenie: Integrac¢nt funkciu umocnime a upravime
3 2
[Gx—2)? dx=[(9x? —12x+4)dx:9%—12%+4x+C:3x3 —6x% +4x+C.

2

. o 3x
Priklad 7 Vypoczta]mef 3 dx.
x +7
Riesenie: VSimnime si, Ze integracnd funkcia ma v Citateli vyraz, kory

derivéciou funkcie z menovatela. Preto s vyuzitim vzorca I / (x) dx = ln| f (x)| +C je

f(x)

_[ 3x27dx=1n‘x3+7‘+C.
X~ +

X x\2
Priklad 8  Vypocitajme J‘% dx.

6

S
Riesenie: Iw dxzle[%j +2+(§j }dx[3—+2x+2—+C

je
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5.3 Substitucna metoda

Nech ¢:(a,b)— (a, #) ma spojiti derivaciu. Nech F je primitivna funkcia k funkcii f(¢) na
(a, ). Potom funkcia Flp(x)] je primitivnak f[p(x)]- ¢'(x) na (a,b) a plati

If[(o(x)]-(p’(x)dx:‘ ol)=t |_ [ r@)ar.

@'(x)dx = dt

3

Priklad 9  Vypocitajme integral _[ 3x? e dx.
RieSenie: 'V danom priklade je funkcia (p(x): x*+3 a (p'(x): 3x?. Zavedenim
substiticie dostavame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:
3

x +3=t

3
ISxZ ce¥ Pdx =
3x2 dx=dt

3
:jetdtze’+C:ex BLC.

Priklad 10  Vypocitajme integrdl j 2x(x? +17)° dx.

Riesenie: V danom priklade je funkcia (o(x)z x*+17 a (p’(x): 2x . Zavedenim
substitucie dostavame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:
2 _ 6 2 6
[2x?e19’ar=| ¥ P (g = LoD o
2x dx = dt 6 6

2
Priklad 11 Vypocitajme integral _[x— dx.
V2x® +5
Riesenie: V danom priklade je funkcia go(x) =2x’+5 a (p'(x) = 6x”. Zavedenim
substitucie dostavame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:

, 2x +5=¢
jx—dxz 6x2dx = dt =1jidz=%\/2+0=§\/2x3+5+c.

xldx =—

In(si
Priklad 12  Vypocitajme integral j (s.ln *) cos x dx.
sin x
L , . . . , COs X
Riesenie: V danom priklade je funkcia (p(x) =In(sin x) a ¢ (x) =—.
sin x
Zavedenim substitucie dostdvame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:
. In(sin x) =¢ ) 2, .
In(sin x) t In“(sin x)
cosxdx = =|tdt=—+C=—"""+C.
J sin x S8 dx=dt J 2 2

sin x
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Priklad 13  Vypocitajme integral I x tg(1- xz) dx.

Riesenie: V danom priklade je funkcia (p(x) =1-x* a (p'(x) =—2x. Zavedenim
substitucie dostavame integral z funkcie tg ¢, ktory rozpiSeme na podiel &tt . PiSeme:
cos
l-xt=e ] I si 1 1
sin ¢
xtg(l-x*)dx=|-2xdx=dt |=——|tgtdt=-—|"——dt=—In|cost|+C=—Infcos(l - x*) +C.
I & ) 2Jg 2jcost 2 | | 2 ‘ ( )‘
dt
xdx=—-——
2

5.4 Metoda per partes
Nech funkcie u(x), v(x) majl spojité derivacie na intervale J.
Potom na intervale .J plati Iu(x)v'(x) dx =u(x)v(x)— Iu'(x)v(x) dx.

Pri nasledujtcich typoch integralov pouzivame metddu per partes s nizSie uvedenou vol'bou
funkeii u(x) a v(x):

A Iu(x) V/(xx)dx B Iv'(x)- u(x)dx
J.Pn(x)-ekx dx IP,,(x)-lnxdx
jB,(x)- coskx dx
IPn(x)-sm kxdx, kel

V pripade A polyném P, (x)derivuj eme, ¢im sa zniZuje jeho stupen a integrovana funkcia sa
zjednodusuje.
V pripade B polyném P,(x) integrujeme.

Priklad 14 Vypocitajme integral I(3x—5)-ex dx.
Riesenie:

—3x-5 v=¢F
J.(3x—5)-exdx:u ¥ ree =(3x—5)-ex—3J‘exa’x=(3x—5)-ex—3ex+C.
u'=3 v=e"

Priklad 15 Vypocitajme integral Ixcosxdx.

u=x v =cosx

Riesenie: Ixcosxdx: :xsinx—jsinxdx:xsinx+cosx+C.

u'=1 v=sinx
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Priklad 16 Vypocitajme integral I(xz +2x+17) e"dx.
Riesenie: V priklade pouzijeme metodu per partes dvakrat.

. u=x>+2x+17 v' =¢" X
J.(x +2x+17)e'dx = i =(x +2x+l7)ex—j(2x+2)exdx:

u' =2x+2 v=e

u=2x+2 v=e*

=(x*+2x+17)e" —2x+2)e  +2e" +c=(x>+17) e* +C.
u'=2 v=e"

Priklad 17 Vypocitajme integral j x° In xdx na intervale (0,00).

u=hx v=x p s 6 .
RieSenie: J.xslnxdx= 1 26 = - [Ta=nx-21cC.
X 6

V tlohach 1 — 40 vypocitajte neurcité integraly:

Vysledky:
1. [ —8x+2) dx %x3—4x2+2x+C
2. [a6x® +9x7 —4x—1) dx 4x* 433 —2x? —x+C
5 2 5 6 3 1 2
3. [(5x° +6x* = 7x+12) dx Sx0 420 = x4 1204 C
2
4. J.(lx4+x—+§)dx LxSJrlx3+§x+C
3 2 5 57 6 5
11
5. j(i—i)dx ————Ifx+C
3x?  5x 3x 5
6. j(g—iz+i3)dx 21n|x|+§—L2+c
X x° 3x X 3x
7. J(%—Lg)dx —i5+i7+c
X 8x X 8x

8. J‘(\/x_3+2\/;—31/x_5)dx 2 xSJri x> —§4x9+C



10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

J-(\/_—%) dx

I(%%/x_z+3x2 -\/;) dx

2 Jx
Ll

J.(Sex—\/g-x5 + 3 5
1

—X

j(3 x+3% —2x3) dx
Ix2(2x—3)dx

j x(x +1)(x —2) dx
j(x+3)2 dx
j(x—i)z dx

[GVx-20 ar

6—x
I 2 dx
2 =7x%+5
I 3 dx

1
I(x;)
x°=2x+6
=5
I%/;—2\/;+x2—2

2

dx

%\/x_3—2\/;+C
%%E#2457+C

%ﬁ?—gq;FC

Sex—é 6 3lnl+x C
6 2 |1-x
3\/ 3———x +C
2
—xt-x+cC
l)c4——)c3 x2+C
4

%x3 +3x2 +9x+C

lx3 —2x—l+C
3 X

%vgglréJ;§+12J;+(7

3
EENE

+x+2+C



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

42

lx +x+C
2
l)cz—3x+C

1 1
—x° +5)c2 +x+C

3
1 3
gx +2x+C

ex.zx
1+In2

+C

2¢* —In|x|+C
Infx? =3[+ C
%mh3+q+c
_%mp—xﬂ+c

]11‘3+ex +C

In|ln x|+ C



38.

39.

40.

1
I x(4+1n x) i
jcotgx dx

jtgx dx

Inj4+In x|+ C

Injsin x|+ C

—1n|cosx|+C

V ulohéch 41 — 70 vypocitajte pomocou substitucii neurcité integraly:

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

j(x+3)20dx
j(4x—2)13dx

j (1-x)"dx

j;sdx
(x+17)

I\/mdx
J.\/3x—2 dx

j Jx+D* dx

1
I\/Z—Sx x

I2x(x2 Jr2)3 dx
2 3, 416
J.x (x” +4) dx

J.x-\/x2 +5 dx

Vysledky:

1 21
—x+3)" +C
21( )

%(4%2)14 +C

1

—+C
2(1-x)

1
2(x+17)*

%w/(x+7)3 +C
%w/(3x—2)3 +C
%%/(2“1)7 +C

—%«/2—5x+C

+C

l(x2 +2)4 +C
4

L(x3 +4)7 +C
21

J&x2+5)3 +C

!
3
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Ixz ~6x3+2 dx

X

d
'[V1+x2 ’
J al dx

3\/)cz -2

| ﬁdx
[e ax

| eg dx
[ dx
[5x2 " 2

J.(x+2)ex2+4x+5dx

1
I_e3+lnx dx
X

X
————dx
jcosz(x2 -4)

2
j 2x 3 dx
cos”(2+x7)

J‘ COS X dx

sin ? (1 + sin x)
[om
sin“(1-e")

Ide

X

44

%6\/(x3 +2) +C
Vi+x? +C

Y(x2-2)2 +C

3
4
—%\/4—5x2 +C

le4x +C
4
X

3¢3 +C

2
lel+x + C
2

é6)63_2 +C
3

1 2
ex +4x+5 +C

e3+lnx + C

ltg(xz—4)+c

2

1 3
5tg(2+x )+C
—cotg(l+smn x)+C
cotg(l-e*)+C

lm2x+c
2



67.

68.

69.

70.

_[ dx
x(B+hx)?

J~\/2+1nx

X

dx

dx

jhlx_z
x+/In x

45

llnSerC
5

B 1
3+Inx

%J(2+h1x)3 +C

% ]113x—4\/lnx+C'

+C

V tlohach 71 — 102 vypocitajte pomocou metddy per partes neurcité integraly:

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

[xe* ax
[(x-2)e* ax

j (Bx—1)e* dx

j (2-5x)e”" dx
[xe* ax

j (Bx+1)e> dx
j (1-x)e™ dx

j (2x+3)e§ dx
j (x% +2) e* dx
[(* —4x) " ax

Ixz e dx

Vysledky:

xe* —e* +C
(x=2)e" —e* +C
Bx-1De* =3¢ +C

(2-5x)e* +5e* +C

Laxene Lo s
3 3

(x=De™+e*+C
X X

(8x +12)e4 —32e4 +C

(x? +2) ¥ —2xe* +2¢" +C
(x? —6x+6) " +C

2x( 2

1
—e"(x"=x+)+C
2



82.

83.

&4.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

j(3x—4)sinxdx

I(5x+2) cosx dx
j(x+5)sin 2x dx
I(4x—8)sin 2x dx

j (x —3)cosdx dx

j(2x +3)cos3x dx

X
3—x)sin —d

[B=x)sin - dx
I(2 -2x) cos% dx

j(x2 +1)sin x dx

J.(x2 +2x)cosx dx
Jx*si
x“sin 2x dx

I(xz —x+1)cos3x dx

thxdx

lenxdx
J.lenxdx

J-xln2 x dx

46

(4—-3x)cosx+3smnx+C

(5x+2)sn x+5cosx+C
1 1.
——(x+5)cos2x +—sin 2x+C
2 4
(4—2x)cos2x +sin 2x+C

1 . 1
—(x—-3)sm4x+—cosdx+C
4 16

%(2x+3)sin 3x+§cos3x+C

(2x—6)cos£—4sin£+C
2 2

(8—8x)sin = —32cos >+ C
4 4

—(x2 +1)cosx+2xsin x+2cosx+C

(x2 +2x)sin x +(2x+2)cosx —

—2sinx+C

x2 1 1

——c0S2x+—xsin 2x+—cos2x+C
2 2 4

%(x2 —x+1)sin 3x+

+l(2x—1)cos3x—isin 3x+C
9 27

xhx—x+C

lx31n)c—l)c3 +C
3 9

lxz(lnzx—lnx+l)+c
2 2



98.

99.

100.

101.

102.

Iln(hm x)

X

[xin(x? +3) dx

j(x2+§x)1n(x+1) dx

47

Inx-In(lh x)-hx+C

%(x2 +3)[1n(x2 +3)—1]+c

1 1

——hx——+C
X X
—lhzx—ghx—g+C
X X X

%(x3 +xz)]n(x+1)—éx3 +C
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6 URCITY INTEGRAL
6.1 Definicia uréitého integralu

Majme spojitu a nezapornu funkciu f: <a,b> — R. Rozdelime interval <a,b> na podintervaly

<x0,x1>,<xl,x2>,...<xn_1,xn>,kde a=xy<x <x,<..<x,,<x,=b.

Kazdy takyto systém podintervalov nazveme delenie intervalu <a,b>, body x,,i=12,...,n
nazyvame deliace body delenia intervalu <a,b>. Dizku i -tého &iastoéného intervalu

<xi_1,xi >, i=12,...,n oznaCujeme Ax;, =x, —x, .

Ak pre kazdé prirodzené ¢islo 7 je dané jedno delenie D, intervalu <a,b> , hovorime

o postupnosti deleni intervalu <a,b>.

Cislo ||D|| = max {Axl, Ax,,..., Ax} nazyvame normou delenia D.

2

Postupnost’ {D, }”

., deleni intervalu <a,b> sa nazyva normdlna, ak plati im ||Dn || =0.
n—>00

Nech &;,i=1,2,...,n je 'ubovolny bod z intervalu <xH,xi> . Integrdalnym suctom funkcie f

pre delenie D intervalu <a,b> a pre danu vol'bu Cisel &,¢,,...,&, nazyvame Cislo

S(f.D)= 1 (1) Ay + f(G) Ay +...+ £(G,) Ax, = f(G;) Ax;

— —
0 Xo <1 X1 S X2 Xn-l &n Xnox

Urcitym integrdalom funkcie f na intervale <a,b> nazyvame ¢islo S = lm S( f ,Dn) a

n—>o0
b
oznacujeme ho znakom j f (x)dx. (Ak existuje uvedend limita pre l'ubovolnii normélnu
a

postupnost’ deleni a l'ubovolni volbu bodov ;). Zaroven hovorime, Ze funkcia f je

integrovatel'nd na intervale <a,b> .

Cislo a nazyvame dolna hranica, Cislo b nazyvame hornd hranica urcitého integralu.
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Newtonov-Leibnizov vzorec

Nech funkcia f je integrovatelna na intervale <a,b> a nech ma na intervale <a,b> primitivnu

funkciu F . Potom plati

2
Priklad 1  Vypocitajme integral J.(4x3 +2x)dx.
1

Riesenie:
Integral vypocitame vyuzitim Newton-Leibnizovho vzorca

2 2
I(4x3+2x)dx:[x4+x2] =(24+22)—(14+12):18.
1

1

6.2 Vlastnosti uréitého integralu

b
Ur¢ity integral I f (x)dx sme definovali pre a < b.

a

e Ak je funkcia integrovatel'na na <a,b> , plati:

[ r)ax=—] 1) as
jl. f (x) dx=0

e Ak aspoii jedno z Cisel k,,k, € R je nenulové, plati:
b b b
J. x)+k, - g(x dx:kljf(x) dx+k2_[g(x) dx

e Nech ce (a,b), potom plati:

b

J‘f(x)dx=j.f(x)dx+jzf(x)dx

a
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e Nech f (x) je spojita parna funkcia na intervale <— a,a). Potom

Tf(x)dx:ZTf(x)dx .

e Nech f(x) je spojitd nepdrna funkcia na intervale (—a,a). Potom

Tf(x)dsz.

6.3 Substitucna metoéda

Nech ¢: <a,b> - <a, ,B) ma spojita derivaciu. Nech F je primitivna funkcia k funkcii f (t) na
<a, ﬂ) . Potom funkcia F[p(x)] je primitivna k f[ep(x)]- ¢'(x) na <a,b> a plati

[ Aol )= [ 7).

e
Priklad 2  Vypocitajme integral _[ 3+]nxdx.
X
1
Riesenie:
3+hx=t¢
dx 4 4
e —:dt 2
[ELEVS I Juane| | <837
po a=1->a=3+h1=3| 3 .
b=e—>f=3+lhe=4

™

2
Priklad 3 Vypocitajme integral I(sin * x —3sin x)cos x dx.
0

Riesenie:
sin x =¢
3 cosxdx =dt
j(smzx—3smx)cosxdx— x()x no=0 —j(t2—3t)dt—£—3ﬁ | _l_i__l
) e hEsm=t 3772 732 6
T . T
X, =——t =sin—=1
2 2
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6.4 Metdda per partes

Veta 1.1 Nech funkcie u(x), v(x) maju spojité derivacie na intervale <a,b>. Potom plati

b b
I u(x)-v'(x)dx = [u(x) . v(x)]z — Iu "(x)-v(x)dx .

2
Priklad 4  Vypocitajme integral I(Zx —1) e*"dx.
1

RieSenie:
2 u=2x-1 V, = ezx 2x 2 2 2x 2x 2x
f@x-1eax= o2 =[(2x—l)e } -2 ¢ dx{(zx—l)e _¢
1 l/l’ = 2 V= 2 1 \ 2 2 2
2
et et eF €
=3 (—-=— = e4
2 ( 2 2 )
V tlohach 1 — 12 vypocitajte urcité integraly:
Vysledky:
1 11
1. I(x2+x+1)dx —
0 6
4
1 8
2. (Vx ——=) dx =
[ ;
1 2
3 J~x—5x+6 dx _6
b x—=2
1 x
4. [ 2+
03+e’ 4
z
2
5. I(S—ZsinerSSinzx)cosxdx 3
0
: 3
6. j(l—)c)_3 dx ——
5 8
1 65
7. J.2x(x2 +2)3 dx —
0 4
8 j‘ 1+X2 d 1( 2 )
: xe X —(e” —e
2

0




10.

11.

12.

\V2+Inx

X

dx

D[y ==

I(2 —cosx)4 sin x dx
0

2
J.(3x —1)e" dx
1

e

J-x]nxdx
2

52

22T )

2¢% +e

—e —

h4+1
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7  APLIKACIE URCITEHO INTEGRALU

7.1 Elementarna oblast’

Nech funkcie f:<a,b>—>R, g:<a,b>—>R su spojit¢é a nech pre kazdé xe(a,b) je

g(x)< f(x). Potom mnozinu D= {(x,y) eR*,a<x<h g(x)<y< f(x)} nazyvame
elementdrnou oblastou v R* vzhl'adom na os o (elementarnou oblastou typu [x, y]).

y 1 y=fix)
AT T
D
y=g(x)
0 a b x:

7.2 Geometrické aplikacie urcitého integralu
PloSny obsah rovinnych utvarov

Plosny obsah elementarnej oblasti D typu [x, y] vypocitame podl'a vzorca

P= [L7)- ol

Priklad 1 Vypocitajme obsah casti roviny ohranicenej krivkami y =—x a y =2x— x2.

Riesenie:

Nacrtneme dané krivky a mnoZzinu nimi uréent ozna¢me D. v 4

Aby sme mnoZinu D popisali, potrebujeme vypocitat’
prieseCniky danych kriviek:

2

—x=2x—x"<<x=0vx=3.

Mnozina D je elementarna oblast’ typu [x, y] a preto ju mozeme vyjadrit’ nerovnost’ami:
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0<x<3

—xSySZx—xz.

3 3 372

Pre obsah mnoziny D plati: P = '[(2x —x? - (—x))dx = '[(3x - xz)dx = {gxz - x_} = 2
0 0 2 2
Objem rota¢ného telesa

Majme danu elementarnu oblast’ vzh'adom na os o,

D:{(x,y)eRz, a<x<bh, OSg(x)SySf(x)}.

vy 4 y=ftx)
AT T
D
y=g(x)
7R S

Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou tejto oblasti okolo osi o, , vypocitame podla
vzorca

V= ﬂ'li [fz(x)—gz(x)]dx.

Priklad 2 Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotdaciou oblasti ohranicenej krivkami
y=x2,y=2—x2 okolo osi o, .
Riesenie:
Nacrtneme dané krivky a nimi ohrani¢ent oblast’ ozname
napr. D.

Aby sme mnozinu D popisali, potrebujeme vypocitat’
priese¢niky danych kriviek:

x> =2-x* e x=—lvx=1.

Mnozina D je elementarna oblast’ typu [x, y] a preto ju
mdzeme popisat’ nerovnost'ami:
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Pre objem telesa

1 1 3 1
plati: J/ = 72_[[(2—)62)2 —(xz)z]dx:ﬂ'j(4—4x2) dx=47{x—%} =?ﬁ.
-1 -1 |

2 2 3
vz [(y+2>2—(yzf]dy:nj(yz+4y+4—y4)dy:;{y?+zy2+4y_
-1 -1

V tlohach 1 — 24 vypocitajte obsah ¢asti roviny ohrani¢enej krivkami:

Vysledky:
25
l. y=2x,y=x,x=5 5
3
2. y=5-2x,y=2+x,x=0 5
4
3. y:x2—2x,y:O 3
4, y:x2—2x’y:x 2
2
S. y=6x—x2,y:0 36
6. y=—x2+4x—2,y+x=2 %
1
7. y=x*-3x+10,y=2x+4 <
2 9
8. y=x"+x,y=2x+2 3
2 1
9. y=-Xx +2’y:_3x+4 g
10. y:xz—x—6,y:—x2+5x+l4 %
1. y=x>+2x+10,y=—x>—4x+18 1275
2 2 8
12. y=x"—-x,y=—x"+4+3x 3
13 y=2x —x—2 y=x2+2x+2 125

I
=N

14. y:xz,yzzx

W | =

Y

5
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15

15. xy=4x+y=S5 ?—81n2
16. xy=5y=6—x 12-5mh5
17. y:%,y=6—2x 3—4In2
18. y=x3,y:4x 8

19. y=e',y=0,x=0,x=1 e—1

20.  y=e*,y=e"+2,x=0 2]112—%
21, y=e* -3, y=¢"-1,x=0 21112-%
22, y=2e"+43,y=e*,x=0 33

23. y=3-x,y=x,y=0 %

24. y=x+Ly=7-x,y=0 16

V ulohach 25 — 42 vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi o, oblasti
ohranicenej krivkami:

Vysledky:
25. y=2x,y=x,x=5 1257
26. y=5-2x,y=2+x,x=0 107
27. y=3x+1,y=0,x=0,x=1 T
16
28. =2x—x%,y=0 —
4 4 15
29.  y=x2+42,y=2x>+1 %7[
2 2 2
30. y=x",y=1-x 3 2
31. y=x2+2,y=0,x:—l,x:3 %
12
32. y:6x—x2,y:O %ﬂ'
3
33. :xz, 2 -x —7
y y 10
34. xy=4,x+y=>5 O
4
35. xy=5,y=6—x %7[
36. y=i,y=6—2x iﬂ
X 3
12
37. y:x3,y:4x,x20 5—72'



38.

39.

40.
41.

42.

57

%(e2 -1

5z(1—e™?)

z(e? + 1)

T 16
—(e” =17
4( )

%(3e6 I P
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