Matematika 2 — 12.cvicenie
RNDr. Z. Gibova, PhD.



Zopakujte si:

1. Viazany lokalny extrem je ..0Kally €xtrem tunxcle z = 1.\x,») Nnamnozine L

2. Ak sa da vyjadrit z vazby jednoznacCne niektora premenna, potom hfadame
Viazany extrem ako ... [9R<iiy SAUSIIL TR Ge eSSl eSS :

3. Zapis L (x,y) = f(x,y) + 1 g(x,y) predstavuje ..L.agrangeovu funkciu

4. Ak bod A je stacionarny bod funkcie z = f (x,y), a navyse je A,(4) > 0, potom
funkcia z = f (x,y)
a) nema lokalny extrém v bode A
b) ma sedlovy bod v bode A
— C) ma lokalny extrém v bode A
d) nevieme rozhodnut’ o extréme

5. Nech je dana funkcia z = f (x,y) definovana na M a nech L je mnoZina
vSetkych bodov z M, pre ktoré plati g (x,y) = 0. Potom vazbou nazyvame
a) funkciuz = f(x,y) =0
b) mnozinu M
— C) funkciu g(x,y)=0
d) mnozinu L.

6. Ak pre funkciu z = f (x,y) plati, Ze ma lokalny extrém v bode B, potom v tomto
bode ma lokalne maximum, ak suc¢asne plati......81(4). <0, .



DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE VIAC
PREMENNYCH

Viazane extremy funkcie dvoch premennych

Nech je dana funkcia z = f (x,y) definovana na M a nech L je mnoZina vSetkych bodov z
M, pre ktoré plati g (x,y) = 0.

Viazany lokalny extrém - lokalny extrém funkcie z = f (x,y) na mnozine L

Funkciu g (x,y) = 0 — nazyvame vazba

UrCenie viazanych extrémov:

1. Ak sa da vyjadrit z vazby jednoznacne niektora premenna - dosadime ju do funkcie,
dostaneme funkciu jednej premennej, viazany extrém hladame ako lokalny extrém
funkcie jednej premennej

z”, alebo z”,, > 0 — viazané lokalne minimum
z”’, alebo z”,, < 0 — viazané lokalne maximum



2. Ak sa z vazby neda jednoznacne vyjadrit niektora premenna zostrojime
Lagrangeovu funkciu

Lxy)=fkxy+ig(xy)

Stacionarny bod sa urci zo sustavy

L',=0
L, =0
gx,y) =0

viazany extrém sa urCi ako pri lokalnych extrémoch




Viazané extrémy su lokalne maxima alebo minima funkcie viac premennych, ktoré
nehfadame na celom definichom obore, ale len na podmnoZzZine urCenej jednou
alebo viacerymi podmienkami (vazbami).

Graficky si viazané extrémy
mobzeme predstavit ako
hladanie najvysSieho alebo
ak sa mbzeme pohybovat' len
po vopred urCenej cestiCke
(vazbe).




3D pohlad: Predstavte si plochu z = f(x, y) (napr. dolina). Vazba g(x, y) = 0 je
"stena" alebo valec prechadzajuci cez tuto dolinu. Viazany extrém je najvysSi alebo

Vrstevnice (2D pohlad): Na mape s vrstevnicami funkcie f hladame bod, kde sa
Ciara vazby g prave dotyka (je doty€nicou) niektorej z vrstevnic.

3D Paraboloid with Constraint Plane

Paraboloid

Constraint: x +y =1
@ Solution Point
)

+

b



Pr. 1 — 93/ 7: najdite viazané extrémy funkcie. z=x"+y* —4x+4y+8.ak x+y =0

1. Vyjadrime z vazby niektoru premennu, dosadime ju do funkcie, dostaneme funkciu jednej
premennej

2. Urcéime stacionarne body (derivujeme funkciu podl'a x alebo y) a dame derivaciu rovnu nule, druhu
suradnicu stacionarneho bodu uréime z vazby

3. Vypocitame parcialnu derivaciu druhého radu

4. UrcCime A,(A) = z”, alebo z”, a zistime, Ci funkcia ma viazané lokalne extréemy



Pr.2 =93/ 15: najdite viazané extrémy funkcie.z = 22Xy — 2x° — 4_1?: ,ak x+2y =8



Pr. 3 —93/10: najdite viazané extrémy funkcie. z=46—x> —4y° +2xy,ak x—2y =0

zZ =46 —x%? —4y% + 2xy x—2y=0
x =2y
zZ =146 — (2y)? —4y* +2.2y.y

z =46 — 4y% — 4y? + 4y?

stacionarny bod: A = (0,0)

Z"yy = —8 < 0 - vbode A viazané lokalne maximum



Pr. 4 — 93/ 13: najdite viazané extrémy funkecie.z =x" + y° +3xp+2,ak y—x =0



Pr. 5—93/ 12: najdite viazané extrémy funkcie. z=x" +8y° —6xy+1,ak 2y —x=0

z=x3+8y3—6xy+1 2y—x=0
x =2y
z=2y)+8y3>—-62y.y+1

z=8y3+8y3—12y%+1
z=16y3 —12y%? +1
z'y = 48y* — 24y z', = 48y? — 24y =0
24y(2y —1) =0
24y =0VQR2y—1)=0

1
y1 =0 Y2 = P
=20=0
" = 2 L _ 1
stacionarne body: A = (0,0), A = (1,2) *2 = 4o =

z"yy(A) =96y — 24 = 0 — 24 < 0 - v bode A viazané lokalne maximum

z”,y(B) =96y — 24 = 96.% — 24 > 0 - v bode B viazané lokalne minimum



Pr. 6 — 93/ 22: najdite viazané extrémy funkcie. z=8—-2x—4y, ak Xt + 2y2 =12

1. Z vazby sa neda jednoznac€ne vyjadrit’ niektora premenna zostrojime Lagrangeovu funkciu

Lxy =fxy +1g(xy)

2. Derivujeme Lagrangeovu funkciu podla x ay

3. Uréime stacionarne body zo sustavy L,=0
L'y,=0
gx,y)=0

4. Vypocitame parcialne derivacie druhého radu Lagrangeovej funkcie a ich hodnoty pre stacionarne body

5. Uréime A, (A) a A;(A) pre vSetky stacionarne body a zistime, €i funkcia ma viazané lokalne extréemy
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Pr. 7 — 94 / 28: najdite viazané extrémy funkcie. cm s ak — 4 — =2

X oy R



Pr. 8 — 94 / 24: najdite viazané extrémy funkcie. z=x—2y+3,ak x* + y> =5

Ly =fly)+1g(xy)
L(x,y)=x—2y+3+A(x?+y%-05)

L, =1+ A2x

Ly =-2+ A2y

x*+y%*=5

(z) +() -3

L'y=14+2x=0

2Ax = —1
_—1
X =22
A l=ﬂ: X =
2
B: --=21
2

L'y=-2+A2y =0

2Ax = 2
_1
Y =12



A: §=/1 B: %:A
L7 = A2 1 ~1
L4y =0 0 0
Ly =0 0 0
L7y, = A2 1 1

1 0 )
AZ(A):|O |=1>0 4@=1"n@=1>0
v bode A funkcia ma viazané lokalne minimum
-1 0_ o _
AZ(B)—|O _1|_1>0, A(B)=L1L",,(B)=—-1<0

v bode B funkcia ma viazané lokalne maximum



1

Pr. 9 — 94/ 25: najdite viazané extrémy funkcie. z=y—x+3,ak x> + y? =—



Du: str. 94 /8, 14, 21, 22, 23, 27, 29



Informacie k 2.ZP

20.5.2026 7:30-9:00: miestnost’ P25: §t.sk. D4,D9 (cviCenie utorok 10:50, Varga)
€¢as: 80 minut

sklada sa z dvoch €asti: teoreticka (test 15 bodov)
prakticka (priklady 40 bodov - 7 prikladov)

Okruhy: neurcCity integral — goniometrické funkcie, racionalna, iracionalna
urcity integral — subsitucia, per partes
obsah Casti roviny
objem rotacného telesa
parcialne derivacie prvého radu danej funkcie
lokalne extrémy danej funkcie
viazané extrémy danej funkcie

Opravné zapoctove previerky (1.ZP a 2.ZP): oprava 1.ZP 3.6.2026
oprava 2. ZP 10.6.2026

Prihlasovanie v Moodli na obe od 26.5. - 28.5.2026



