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UvoD
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posluzit’ aj Studentom inych fakult.

Ucebnica je rozdelena do Siestich kapitol, ktoré obsahuju zakladné teoretické poznatky
potrebné k rieSeniu prikladov, vzorové rieSené aj nerieSené ulohy k ucivu preberanému
v predmete Matematika I1.

Cielom tejto ucebnej pomodcky nebolo podat’ uceleny teoreticky prehlad rieSenej
problematiky v predmete Matematika Il, preto je vhodné kombinovat’ pouzivanie tejto ucebnice
s voI'ne dostupnymi e-learningovymi materialmi Katedry matematiky a teoretickej informatiky
FEI TU.

Na zaver d’akujeme prof. RNDr. Jozefovi Dzurinovi, CSc. adoc. RNDr. Miriam
Andrejiovej, za starostlivé precitanie rukopisu a za cenné pripomienky, ktorymi prispeli k
zlepSeniu textu tejto
ucebnice.

Autorky



MATEMATIKA1I

1 POLYNOMY A ALGEBRICKE ROVNICE
1.1 Operacie s polynémami

Polynomy sa scitavaju a odc¢itavaju tak, ze sa sCitaju, resp. od¢itaju koeficienty polynémov pri
rovnakej mocnine premennej X.

Priklad 1 Vypocitajme (X3 —7x? +5x—2) + (5x> —6x+4),
(3 —7x? +5x—2) — (5x* —6x+4).
Riesenie:
(G =7x2 +5x—2) + (5x* —6x+4) = 1+ 0)X° + (<7 +5)x* + (5-6)X +(—2+4) =

=X —2X% —x+2

(x® =7x* +5x—2) — (5x* —6x+4) = (1-0)x> + (-7 =5)x* +[6— (-6)]x + (-2 —4) =
=x3-12x* +11x—6

Polyndmy sa ndsobia ako mnohocleny, teda nasobi sa kazdy ¢len s kazdym.
Priklad 2 Vypocitajme (X* +2x—3)- (X +6)

Riesenie:
(% +2x—3)- (X+6) =X> - X+ X*-6+2X-X+2X-6—3-Xx—3-6 = x> +6x° + 2x* +12x —3x —18 =

= x> +8x?+9x—18
Delenie polynomov si ukdzeme v nasledujicom priklade.
Priklad 3  Vypocitajme (X° —4x* +3x* —2x+5): (x* +3x—2).
Riesenie:
(X° —4x* +3x% —2x+5): (x* +3x—2) = x> — 7x® + 23x — 80
— x> =3x* +2x°

—7x*+2x3 +3x% —2x+5

7x* + 213 —14x°
23x* —11x* —2x +5
—23x° —69x* + 46x

—80x% +44x +5

80x2 + 240x —160
zvySok 284x—-155

Vysledok sa moze zapisat’ aj v tvare, ktory sa pouziva pri rozklade na elementarne zlomky:
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(x° —4x* +3x% —2x+5) 1 (x* +3x=2) = x> = 7x* + 23x - 80 + 2§4X—155 .
X“+3x—2
Priklad 4  Ndjdime kanonicky rozklad polynému x* —9x* v mnozine R aj C.

RieSenie: Polyndm rozlozime na sucin vyberanim spolo¢ného vyrazu pred zatvorku
a pouzitim vztahu a® —b* = (a—b)(a+b).

x* —9x? = x3(x? —9) = x*(x—3)(x +3)
V mnozine R aj v C je vysledok v tvare x* —9x? = x*(x —3)(x +3).

Priklad 5  Ndjdime kanonicky rozklad polynému x° +x? + 4x +4v mnozine R aj C.

Riesenie: V tomto pripade vyuzijeme postupné vyberanie spolocnych vyrazov pred
zatvorku.

X+ X2 +4%+4 = (3 +X°) + (4x+4) = X* (X +1) + 4(x +1) = (X +1)(x* +4)

Vyraz x*+4 vmnozine R nema korene, ale v mnozine C rozlozime x?+4 podla vztahu

a’—b%=(a—-b)(a+h).
X2 +4 =x%—(—4) = (x—2i)(x + 2i)

V mnozine R je vysledok v tvare x* +x% +4x+4 = (x+1)(x* +4).
V mnozine C je vysledok v tvare x° + x? +4x +4 = (X +D)(x — 2i)(x + 2i) .

Priklad 6  Ndjdime kanonicky rozklad polynému x*—2x? —=5x+6 v mnozine R aj C.

Riesenie: Postup vyuzity pri predchadzajucich tllohach sa nedd aplikovat’ v tejto tlohe.

Pri kanonickom rozklade pouzijeme Hornerovu schému. Moznymi korefimi daného polynému st
D(6) {il, +2,+3,+6

D) +1

v Citateli st delitele absolutneho koeficienta, teda ¢isla 6. V menovateli su delitele veduceho

koeficienta polynému, teda ¢isla 1. Postupne budeme overovat, ¢i niektory ¢len danej mnoziny

je koreiom polyndému. Ak je tomu tak, zvySok po deleni (posledné ¢islo v riadku) je rovné 0.

¢isla v tvare

}={il,12,i3,16}. Su to Cisla vtvare zlomku, kde

1{-2[-5]|6
1 1]-1[-6
1{-1(-6/0
3 3 |6
1(2 10

V prvom riadku tabul’ky su koeficienty polynomu usporiadané od najvyssej mocniny.
V kazdom d’alSom riadku, ktorého poslednym c¢islom je nula, su koeficienty o jeden stupeni
nizsieho polynému.
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V mnozine R aj v C je vysledok v tvare x3 —2x* —5x+6 = (x—1)(x —3)(x+2) .

Priklad 7  Ndjdime kanonicky rozklad polynému x* —x*—8x+12 v mnozine R aj C.

Riesenie: Tak, ako v predchadzajtcej tlohe, aj tu vyuzijeme Hornerovu schému, pricom
.. . y o D(12) {J_rl, +2,+3,+4,+6, 112}_
mnozinu  potencidlnych  koreiiov  tvoria  ¢isla = =
D) +1
{£1,+2,£3,+4,+6, +12}.
1/-1]-8] 12
2 2 |2 |-12
111]-6] 0
2 216
1130

Vsetky korene polynomu su realne, teda v R aj v C je vysledok v tvare
X2 —x?—8x+12=(x—2)*(x+3).

Priklad 8  Ndjdime kanonicky rozklad polynému 2x3 +3x? —=11x—6 v mnozine R aj C.

Riesenie: Mnozinu potencialnych korenov tvoria ¢isla v tvare zlomku, kde v Citateli st
delitele absolutneho koeficienta, teda ¢isla -6. V menovateli st delitele vediceho koeficienta

- +1 +2 +3 +
polynomu, teda ¢isla 2. D( 6):{_1’_2’_3’_6}={i1,12,i3,i6,i%,i§}.

D(2) +1, +2 2
2|3]-11]-6
2 4146
2171370
3] 6] -3
2|1] 0

Vsetky korene polynému su realne, tedav R aj v C je vysledok v tvare
2x3 +3x% —11x— 6 = (x — 2)(x + 3)(2x +1).

Priklad 9  Ndjdime kanonicky rozklad polynému x* +2x* +6x? +10x+5 v mnozine R aj
vV mnozine C.

Riesenie: Vzhladom na to, Ze vSetky koeficienty daného polynomu st rovnakého
(kladného) znamienka, v tomto pripade prichddzajii do Gvahy len zdporné korene. MnoZinu
potencialnych korenov tvoria ¢isla v tvare zlomku, kde v citateli su delitele absolttneho
koeficienta, teda ¢isla 5. V menovateli su delitele vediceho koeficienta polynomu, teda Cisla 1.

D(5)_{J_r1,i5}_{_1_5}
po | +x1 J V7
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1/216]10|5
-1 -1[-1{-5(-5

1/1[5|5]0
-1 -110 (-5

10|50

V mnozine R je vysledok v tvare x* +2x3 +6x? +10x+5 = (x +1)?(x* +5) .
V mnozine C je vysledok v tvare x* +2x% +6x2 +10x+5 = (X +1)2 (X +/5i)(x—/51).

V tlohach 1 — 17 vypocitajte:

Vysledky:
1. G +2x% =2x+1): (x* -1) X+2 azvySok —X+3
2. (3 +6x% —6x+7): (x> —x* +x—6) 1 azvysok 7x* —7x+13
3. (4x* +3 = 2x% + X): (x* + x=3) 4x% —x+11 azvySok —13x+33
4. OC +7x3+2x% +5): (3 —2x + 4) x? +9 azvySok —2x*+18x—31
5. (x* +4x% +x% +30x+14) : (] +4x*> = x—4)  x azvySok 2x? +34x+14
6. (x* =3x% +17x-23) : (x* = 7x +6) X azvySok 4x? +11x—23
7. (6x* —12x3 —11x? +17x+4) : (x* —=2x® —=x+ 2) 6x azvysok —5x° +5x+4
8. (x*=2x3 —5x? —=7x+31) : (x> —4x® + X +6) X+2 azvySok 2x? —15x +19

9. (x* +3x®* —6x* +17x+36) : (x* +2x3 —4x® +7x+30) 1 azvysok x® —2x? +10x +6
10.  (5x3+9x?-22x-8): (x> —4x) 5 azvySok 9x?—-2x-8
11, (X =x*+3x* —6x2 —2x—4): (x* =x* +2x% —2x) X azvySok x* —4x? —2x—4

12 (2x*=3x*-10x? +17x-12) : (x> —2x? —5x +6)
2x+1 a zvysok 2x +10x —18

13, (7x*+41x3 +90x% +88x+26) : (x* +5x° +11x% +11x + 4)
7 azvysok 6x° +13x? +11x -2

14, (3x®—15x* +21x° + 4x% —28x +12) : (x* —5x> +8x? —4x)
3x azvySok —3x3 +16x% —28x +12
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15. (X —6x*+5x% +26x% —65x+30) : (x* —3x° —2x2 +12x —8)
x —3 a zvy$ok —2x3 +8x? —21x +6

16.  (5x°+27x* +45x3 +11x% —26x—12) : (x° +6x* +13x> +12x2 + 4x)
5 azvySok —3x* —20x® —49x? — 46x —12

17.  (7x° +14x* +41x3 +72x% +20x—6) : (x* +2x® +6X® +10x +5)
7x azvysok —x3 +2x? —15x -6

V ulohach 18 — 72 urobte kanonicky rozklad polynomu v R aj v C:

Vysledky:
18. x*-7x-6 (X +D)(x+2)(x—23)
19.  xX*-2x*—x+2 (X -1 (x+1)(x—2)
20. X*-6x*+11x-6 (x=1)(x—2)(x—3)
21,  x*-3x*-10x+24 (x—2)(x+3)(x —4)
22.  2x3+3x*—8x+3 (2x-1)(x-1)(x+3)
23, 3¢ +2x3-Tx+2 Bx =1 (x-1)(x+2)
24, 2x3+5x*-6x—-9 (2x—3)(x +1)(x +3)
25. 3 +11x* +12x+4 (Bx+2)(x+1)(x+2)
26.  X*—4x*+5x-2 (x-1)%(x-2)
27. X +5x°+7x+3 (x+1)*(x+3)
28. x*-12x+16 (x—2)%(x+4)
29. xX*+8x?+21x+18 (x+3)%(x+2)
30. X*—-x*+4x-4 (x=1) (x> +4)
(X=2)(x=2i)(x+2i)
3. x®—x?+3x+5 (x+1) (x* —2x+5)
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

x3 +x-10

x> —5x% +8x—6

X3 —6x?+12x—8

X3 +3x% +3x+1

X3 —9x? +27x—27

x* +3x3—7x? - 27x-18
x* —6x3+7x% +6x—8

x* —2x3 —13x* +38x — 24
x*—x3—7x?+13x -6
X+ 73 +17x% +17x+6
x* +3x3 —12x* — 20x + 48

x* —3x% +6x° —12x+8

x* +x% +x% +11x +10

x* —6x3 +13x% —14x +6

x*—2x2 +1
x* —8x% +16

x* —18x° +81

(X+1) (x —1—2i)(x—1+ 2i)
(x—2)(x* +2x+5)
(x—2) (X +1—2i)(x +1+2i)
(x—=3)(x* —2x+2)
(x=3)(X—1—i)(x—1+1i)
(x-2)*

(x+1)*

(x=3)°
(X+D(x+2)(x=3)(x+3)
(x=D(x+D(x-2)(x—4)
(x=1)(x—2)(x—3)(x+4)
(Xx—1)*(x—2)(x+3)
(X+1)*(x+2)(x+3)
(X—2)*(x+4)(x+3)

(x=1)(x—2)(x* +4)
(x=2) (x—2)(x—21)(x+2i)

(x+1) (x +2)(x* —2x +5)

(X+D(x+2)(x—1-2i)(x—1+2i)

(x—1)(x—3)(x* —2x+2)

(X=D(x=3)(x—1-1)(x—1+1)

(x—1)2 (x +1)?
(x—2)?(x+2)?

(x—3)?(x+3)*
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49.

50.

51.

52,

53.

54.

55.

56.

57,

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

X+ 2x* =23 —4x% + x+2

x> —6x* —3x° +88x% — 204x + 144
X° —x* =5x3 + x2 +8x+4

x> —5x* —5x> + 45x* —108

x° —4x* +6x3 —6x% +5x—2

X% +5x% +11x3 + 23x% + 28x +12

x° —2x* —7x3 + 40x? —92x + 80

x> +6x* +7x% —8x% +6x +36

4x° —17x* + 24x3 —13x% + 2x
3x° +17x* —6x° —96x2 +32x
3> —7x  +5x° —x°

2x° +9x* +6x° —81

5x° +32x* + 72x3 + 64x% +16X

3x° —5x* + 7x> —9x + 4

2x° +11x* + 22x3 +18x* -8

5x° — 43x* +117x3 —81x? — 54x

5x° —3x* —52x3 +128x + 48

(x=D*(x+1)*(x+2)
(x=2)*(x=3)*(x+4)
(x+1)°(x-2)°
(x—3)3(x+2)?

(x-1)*(x—2)(x* +1)
(x=D)*(x—2)(x—i)(x +1i)

(x+1)%(x +3)(x* + 4)
(x +2)%(x+3)(x — 2i)(x + 2i)

(x—2)2(x+4)(x* —2x +5)
(x—2)?(x+4)(x —1—2i)(x -1+ 2i)

(x+3)%(x+2)(x* —2x +2)
(X+3)2(x+2)(x—1—i)(x —1+1)

(4x—1)(x —1)*(x - 2)x
(3x —1)(x+4)*(x— 2)x
(3x—1)(x—1)*x?

(2x=3)(x+3)*(x* +3)
(2x —3)(X +3)? (X +/3i)(x — /3i)

(5x + 2)(x + 2)%x

Bx+4)(x—1)?(x* —x+1)

(3x+4)(x —1)*(x -5

(2x —1)(x+2)%(x* +2x+2)
(2x —1)(x+2)* (X +1—i)(Xx+1+1)

(5x + 2)(x —3)°x

(5x + 2)(x +2)*(x — 2)(x —3)
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66.  2x°—7x*—2x3+16x* -9 (2x—3)(x+1)*(x -1 (x—3)

67. 3x°+2x*+3x°-16x*+8 (3x +2)(x —1)*(x* + 2x + 4)
(3X + 2)(x —1)? (X +1—+/3i)(X +1+/3i)

68.  2x°+3x* —12x®—20x? (2x—5)(x+ 2)*x?
69.  3x°—28x* +54x% + 60x? — 25x (3x—1)(x —5)*(x +1)x
70.  3x° +20x* +48x° + 48x* + 16X (3x+2)(x+2)*x
71, 2x° —9x* —2x% +36x% 27 (2x +3)(x —3)?(x —1)(x +1)
72, 2x°-3x*—x*-19x-15 (2x=5)(X+D?(x* —x+3)
1 11. 1 11.
(2x—5)(x+1)2(x—5—gl)(x—z+§|)
1.2 Algebrické rovnice
Priklad 1  Riesme rovnicu x> +x—10=0 v mnoZine R aj C.
Riesenie: Aj Vvtejto tlohe mézeme vyuzit Hornerovu schému. Mnozina potencialnych

korefiov je {+1, +2, +5,+10}.

1(0(1]-10
2 214110
1{2(5] 0

Rovnicu méZeme zapisat’ v tvare (x—2)(x* +2x+5) =0. Jediny realny korefi je x = 2.
V mnozine R je vysledok K = {2}.

Korene polynomu X* +2x+5 su komplexné, vypo&itame ich pomocou kvadratickej rovnice
2
X“+2x+5=0

_ —b++/b®-4ac

1,2 — 2a
L 2% 2°-4.1.5 -2+-16 -2+4i
L2 2-1 2 2

V mnozine C je vysledok v tvare K = {2, —1+ 2i}.
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Priklad 2 Riesme rovnicu X* —x>—8x* —4x—48=0 v mnozine R aj v mnoZine C .

Riesenie: Pouzijeme Hornerovu schému, pricom ako korene overujeme ¢isla z mnoziny
{t1,+2,+£3,+4,+6,+8+12 + 24 + 48],

1(-1(-8] -4 |-48
4 4 112] 16 | 48
1(3(4112| 0
-3 310 [-12
110140

Rovnicu mézeme zapisat’ v tvare (x —4)(x +3)(x* +4) =0. Redlne korene su X, = 4, X, = —3.
V mnozine R je vysledok v tvare K ={-3, 4}.

Polyném x° + 4 mé dva komplexne zdruzené korene % , =*2i (kap. 1.1 Priklad 5).
V mnozine C je vysledok v tvare K = {— 3,4, 2i}.

V Ulohach 1 — 14 rieSte v R rovnice:

Vysledky:
1. x*—x?=0 X, =0, % =1
2. X3 +4x% —x—-4=0 X =1 %X =—1 X, =4
3. X +x3-7x* - x+6=0 % =1 % =-1 X3 =2, X, =—3
4, x> +5x% +8x+4=0 X =2 % =-1
5. X} —3x+2=0 X, =1 X =2
6. x*—1=0 % =1% =-1
7. x> —3x® —4x =0 % =0,% =2, %=-2
8. x> +8x°-9x =0 % =0,% =1 X =-1
9. x* —5x% —8x-12=0 X =—2,% =3
10.  x*+2x%+x+2=0 X =—1, X, =2
11, x*+2x*-4x*+7x+30=0 X =-2, %, =-3

12.  x*+4x®+6x*+8x+8=0 X, =2
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13 x*=x3+2x*-2x=0 X =0,% =1
3 2 1
14. 2X°+3x°-1=0 X, =1 X =3

1.3 Rozklad na elementarne (parcialne) zlomky

Kazdu rydzoracionalnu funkciu vieme rozlozit’ na stcet elementarnych (parcialnych) zlomkov,
ktoré mézu mat’ v mnozine R tieto tvary

A B Cx+D Ex+F
ax+b’ (ax+b)"" ax’+bx+c’ (ax®+bx+c)"’

kde A /B,C,D,E,F,ab,c su redlne cisla, n je prirodzené ¢islo akvadraticky trojclen
ax? +bx+c nema realne korene.
2x%? +3x-23

Priklad 3 RozloZme na parcidlne zlomky funkciu —; 5 vV mnozZine R.
X" —4X°+X+6

L o2x%+3x-23 . .y y , T
Riesenie: Funkcia — 5 je rydzoracionélna (stupenl polynomu v Citateli je nizsi
X" —4X° +X+6
ako stupenl polynému v menovateli).
Polyném v menovateli je potrebné rozlozit’ na sucin koretiovych Cinitel'ov (kanonicky rozklad).

S vyuzitim Hornerovej schémy je X° —4x? + X+ 6 = (X +1)(x — 2)(x — 3)..

. 2x%+3x-23 . o o
Funkciu — 5 mozeme prepisat’ a vytvorit’ parcidlne zlomky.
X" —4X°+X+6

2x* +3x-23 A . B C
(x+D)(x-2)(x-3) x+1 x-2 x-3

Tri nezname koeficienty A, B,C vypocitame dosadzovacou metédou tak, ze do upravenej
rovnice (po odstraneni zlomkov) postupne budeme dosadzovat’ namiesto premennej X tri rozne
(vhodné) ¢isla. Vyuzivame pritom, Ze hodnoty polynomov na I'avej a pravej strane rovnice sa
rovnaju po dosadeni 'ubovol'ného ¢isla za premennti X .

2x*+3x-23 A L. B ¢ /(x+1)(x—2)(X—3)
(+D(x-2)(x-3) x+1 x-2 x-3

2x% +3x—23= A(x - 2)(x=3) + B(x +D)(x = 3) + C(x + D)(x — 2)

x=-1: 2-3-23=A(-1-2)(-1-3)+ B(-1+1)(-1-3) + C(-1+1)(-1-2)
—24=12A
A=-2
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Xx=2: 8+6-23=A(2-2)(2-3)+B(2+1)(2-3)+C(2+1)(2-2)
-9=-3B
B=3

x=3: 18+9-23=A(3-2(3-3)+B(3+1)(3-3)+CE+1)(3-2)
4=4C
c=1

2x° +3x—23 -2 3 1

Rozklad na parcidlne zlomky je = + + .
X+D)(x-2)(x—-3) x+1 x-2 x-3

3
, . ., . xXT=2x+1 ..
Priklad 4  RozloZme na parcidlne zlomky funkciu ————— V mnoZine R.
X"+ X
3
o XT=2x+1 . . ., y , T
Riesenie: Funkcia ————— nie je rydzoracionélna (stupeii polynomu v Citateli nie je

X"+ X
niz8i ako stupeit polyndému v menovateli), takze najprv je potrebné predelit’ Ccitatela
menovatel'om.

-x+1

X2 + X

O =2x+1): (X2 +x)=x—1+

Dalej postupujeme ako v Priklade 1, polynom v menovateli rozlozime na suéin korefiovych
¢initel'ov (kanonicky rozklad).

x>+ X =X(Xx+1)

. , —X+1 . . ., . C A N o
Zvysok po deleni je uz rydzoracionalna funkcia, ktori moézeme prepisat’ a vytvorit
X2+ X

parcialne zlomky.

—x+l = A + B . Koeficienty A, B vypocitame podobne ako v Priklade 1.
X(x+1) x x+1

-x+1 A B
=—4+—— /X(x+1)
X(x+1) x x+1

- X+1=A(x+1) + Bx

x=0: 0+1=A(0+1)+B-0
1= A
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x=-1: 1+1=A(-1+1)+B(-1)

2=-B
B=-2
3 J—
Rozklad na parcialne zlomky je X2—2X+1 =X-1+ 1.2 .
X%+ X X x+1
~-x*+5
Priklad 5  RozloZme na parcidlne zlomky funkciu o xi1 vV mnozZine R.
X=X =X+
—x2+5

Riesenie: Funkcia T 37 xal je rydzoracionalna (stupeni polynomu v Citateli je nizsi

ako stupeinl polynému v menovateli).
Polyndém v menovateli je potrebné rozlozit’ na sucin koreniovych cinitel'ov (kanonicky rozklad).

Postupnym vyberanim pred zatvorku je x° —x? —x+1=(x—1)*(x+1).

—x%+5

3 2

mozeme prepisat’ a vytvorit’ parcialne zlomky.
X" —=x"=x+1

Funkciu

~x*+5 A B C
3_ 2 - 2+ + :
X*=x“=x+1 (x=-1)° x-1 x+1

Tri nezname koeficienty A, B,C vypocitame dosadzovacou metdodou tak, Ze do upravenej

rovnice (po odstraneni zlomkov) postupne budeme dosadzovat’ namiesto premennej X tri rozne
(vhodné) ¢isla. Vyuzivame pritom, Ze hodnoty polynomov na l'avej a pravej strane rovnice sa
rovnaju po dosadeni 'ubovol'ného ¢isla za premennti X .

2
5 X2+5 _ A 5+ B , C (x-1)%(x+1)
X*=x"=x+1 (x-1)° x-1 x+1

— x> +5=A(x+1) + B(x=1)(x +1) + C(x —1)?

x=1: —1+5=A(1+1)+Bl-1)(1+1)+CL-1)>
4=2A
A=2

x=-1: —1+5=A(-1+1) + B(-1-1)(-1+1) + C(-1-1)?
4=14C
c=1
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x:O:O+5:A@+D+Bm—D®+D+C®—D2
5=2-B+1
B=-2

-x%+5 2 2 1

Rozklad na parcialne zlomky je = - + .
P YT v (x-1)? x-1 x+1

2
X =7X
Priklad 6  Rozlozme na parcialne zlomky funkciu > +9 vV mnozine R.

x> —3x2+2x—6

L B -Tx+9 . .y . , e
Riesenie: Funkcia — 5 je rydzoraciondlna (stupeni polynomu v Citateli je nizsi
X" —3X"+2x—-6
ako stupenl polynému v menovateli).

Polyném v menovateli je potrebné rozlozit’ na suc¢in koreniovych cinitel'ov (kanonicky rozklad).
Pouzitim Hornerovej schémy je x> —3x* +2x—6=(x —3)(x* +2).

B -TX+9 , : g
Funkciu — 5 modzeme prepisat’ a vytvorit’ parcidlne zlomky.
X*—3X°+2x—-6

5°-7x+9 A Bx+C
x*-3x*+2x-6 x-3 x*+2

Tri nezname koeficienty A, B,C vypocitame dosadzovacou metodou tak, Ze do upravenej

rovnice (po odstraneni zlomkov) postupne budeme dosadzovat’ namiesto premennej X tri rozne
(vhodné) ¢isla. Vyuzivame pritom, Ze hodnoty polyndémov na l'avej a pravej strane rovnice sa
rovnaju po dosadeni 'ubovolného ¢isla za premennua X.

5°-7x+9 A Bx+C
x*-3x*+2x-6 x-3 x*+2

/(x—3)(x2 +2)

5x? —7x+9=A(X? +2) + (Bx+C)(x—-3)

x=3: 45-21+9=A9+2)+(3B+C)(3-23)
33=11A
A=3

x=0: 9=3(0+2)+(0-B+C)(0-3)
9=6-3C
C=-1

x=1: 5-7+9=3(1+2)+(B-1)(1-3)
7=9-2B+2
B=2
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5x2 —7x+9 3 2x-1
3 2 = T3 '
X°—=3X°+2x—-6 X—-3 Xx°+2

Rozklad na parcialne zlomky je

V tlohéch 1 — 31 rozlozte v R na parcidlne zlomky:

Vysledky:
2x% +10x —18 1 2 3
1. 3 2 T T
X>—2X°—5X+6 Xx-1 x+2 x-3
6x% —22x+18 1 2 3
2. 3 2 + +
X° —6X° +11x—6 x-1 x-2 x-3
4x3 —3x% -18x +1 2 1 1 2
3. 4.3 2 T T
X"+ X"=7TX"—X+6 Xx-1 x+1 x-2 Xx+3
4 x* +4x3 + x> +30x +14 . 6 5 3
' XX +4x% —x—4 X+4 x-1 x+1
. 6x* —12x° —11x° +17x+4 o 2 2 1
' X2 —2x% =X +2 X—2 x-1 x+1
x* —3x% +17x-23 2 3 1
6. X + + -
X2 —7X+6 X—1 Xx—-2 x+3
x* —2x3 —5x® —7x+31 3 1 2
7. 3 5 X+ 2+ + -
X" —4X°+X+6 X+1 x-2 x-3
5x3 +9x% —22x -8 2 3 4
8. 5+=+ +
x3 _ 4x X X—2 X+2
2x* —3x3 —10x? +17x-12 2 3
9. 3 5 2X+1+ - +
X —2X°—-5x+6 Xx-1 x+2 x-3
X2 —2x—4 2x 1
0. ——, X2
X*—x2+4x—4 X*+4 x-1
1 4x> +8x+16 X—2 3
' 3 2 2 +
X +4X° +9X+6 X“+3x+6 x+1
X2 +3x+1 1 2 1
12. — - _
X® +5x° +8x+4 (x+2)° x+2 x+1
13 X2+ X2 —4x+5 1 1
: 3 + =+
X —3Xx+2 (x-1)° x+2
14 4%% +3x+2 1 1 2
: 093 L av? 1 - > T + _
2x°+3x° -1 (x+1)° x+1 2x-1
3x3 +4x°% —26x—36 2 1 3 1
15. o+ L2
x* +3x3 —2x% —-12x -8 (x+2)* x+2 x+1 x-2
6 3 -15xt 4206 +4x® —28x 412 2 3 3 3

x* —5x3 +8x% —4x

X — + -
(x-2)> x-2 x-1
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x° —6x* +5x3 + 26x% —65x +30 5 3 3 2
17. —— x—3— -+ - -
X* —3x° —2x° +12x-8 (x=2)* x-2 x-1 x+2
15X +27x" +45¢° +11x* ~ 26x 12 2 2 2 .2 3
' X2 +6x% +13x3 +12x2 + 4x (x+1)? x+1 (x+2)* x+2 X
19 4% +4x3 —13x% +4x—-12 3 1 1 X
. 5 - +—
X> —3x° —4x X X—2 X+2 x°+1
—3x* —4x3 - 23x%> - 46x +36 4 2 3 1
20. : 3 ——— + +—
x> +8x° —9x X X=1 x+1 x°+9
3
21, X° —9x+2 3 2 - 2x+4
x* —x® —x+1 (x-1)?  x?+x+1
3 2
X° +6X° —6X+7 3 4x -2
22. 1+ +
x2-x%+%x-6 X=2 x%4x+3
2 3x—32 11, oxed
X" —3X° +5X° —5x+2 x-=1 (x-1)° Xx°-x+2
o4 7x° +14x* + 41x3 + 72x° + 20x — 6 3 2 2x—1
. 2 3 5 X — + >+t
X" +2x°+6X°+10x+5 x+1 (x+1)° x°+5
7x* + 41x® + 90%? + 88x + 26 3 3 3x—2
25. y 3 5 7+ - >+t —
X" +5x" +11x“ +11x + 4 Xx+1 (x+1)° x°+3x+4
26 5x* — 7x3 + 20x? +39x + 6 1 3 3x-2
: 5, 4 3 2 - * _ 2t 2
2X7 + X"+ 2x° =11x" +2x+4 2x+1 (x=-1)° x“+2x+4
”7 6x° —2x—16 3 2 X+1
: 7 5 Tt a2
X" —=5x°—-8x-12 X+2 X-3 X +x+2
5 X2 +7x+3 1 1 2
8. 4 3 - T3
X"+ 2X°+X+2 X+2 X+1 x°—x+1
29 x* +3x3 —6x% +17x+36 2 3 1
. 2 3 5 1- + +—
X" +2X°—-4x° +7x+30 X+2 X+3 x°-3x+5
X3 +5%% +4X+2 1 X
30. 4 3 2 2 T2
X" +4x°+6x°+8x+8 (x+2)° x°+2
g X X143 -6x°-2x-4 2 3

x* —x3+2x% - 2x

X x-1 x%+2
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2 NEURCITY INTEGRAL
2.1 Zakladné vzorce integrovania

. Ildx:x+C

a+l

. Jxadx:x

+C,prea=-1,aeR
a+1

. Ildx=ln|x|+C,
X

. jexdx:eX+C,

X

. J'a"dx:a +C,prea>0,a#1,aeR
Ina
. Isinxdx:—cosx+C,
. jcosxdx=sinx+C,
. I —dx=tgx+C,
C0S“ X

-

— dx =—cotg x +C,
sin“ x

o dx=arctgx+C
'[1+x2 g
¢ Iazl zdleafCt9§+C,pre a=0,aeR
+X a a
1 1+x
° dx :_| +C
J1—x2 2 |1-x

a+X
a—x

1
o IaZ_xdeZZIn

+C,prea=0,aeR

dx = arcsin x+C

.jl
J1-x?

dx = arc3|n—+C prea=0,aeR

[

:In‘x+ x?+a?|+C,

J‘ dx
Vx% +a?

. jwdx=|n|f(x)|+c.

f(x)
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2.2 Integrovanie rozkladom a upravou
Integrovanu funkciu sa snazime rozlozit' na sucet, resp. rozdiel jednoduchsich funkcii, pricom
vyuzivame zname algebrické alebo goniometrické vzt'ahy. Pri integrovani vyuzivame zékladné

vzorce integrovania.

Plati veta o linedrnosti:

I[a- f(x)+b-g(x)] dx:aj f(x) dx+bjg(x)dx.

Priklad 1 Vypocitajme I(8X3 +2e* - E + 14) dx.
X X

Riesenie: .[(8x3 roer 3 +£4) dx = 8.[ x3dx + Zjexdx —3.[1 dx + 2_[ X tdx =
X X X
x* X3 4 2
=8-—+2e" -3In|+2=—=+C=2x"+2e* -3In|{-—+C.
-3 3x®
Priklad 2  Vypocitajme J.\/;(X+\/;) dx

Riesenie: Integra¢ntl funkciu roznasobime a upravime
13 3

1 3 1
J'\/;(x+\/F)dx :ng(x+ x2) dx :I(xaxl +x5x5)dx='|‘(xE +x2)dx =

5
2 3 3
XX c=2 e X e
5 3 5 3
2
X2 +X+5
Priklad 3  Vypocitajme J. —dx.
X
Riesenie: Integra¢ntl funkciu rozdelime na jednoduchsSie zlomky a upravime

2 2 ?
J‘X +X+5dX:I(X_+§+§)dx:I(x+1+51)dx:x—+x+5ln|x|+C.
X X X X X 2

Priklad 4  Vypocitajme I(SX —2)%dx.

Riesenie: Integracntl funkciu umocnime a upravime
3 2

j(3x—2)2dx:j(9x2-12x+4)dx:9%-12x7+4x+c ~3x% —6x2 +4x+C.

2

Priklad 5 Vypoc“l'tajmej- 3 dx.

x3+7
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RieSenie: Vsimnime si, ze integra¢na funkcia ma v Citateli vyraz, kory je derivaciou funkcie
Z menovatel’a. Preto s vyuzitim vzorca J-%X)) dx =In|f(x)]+C je
X
2
X
J. 3 dx = In‘x3 +7‘+C :
X*+7
[, 4 -4
X" +2+X
Priklad 6  Vypocitajme I 3 dx.
X
8 4
X°+2x" +1
[, 4 4 N 4 qf
X" +2+X 4 Vix"+1
Riesenie: I—3 dx = I+ dx = I(—S) dx =
X X X

-

x* +1 1 1 1
X5 dX:J.(;+FjdX:|n|X|—m+C

. 2x X\ 2
Priklad 7 Vypocitajme | % dx.

Ss!

X X\ 2 X X " ~

Riesenie: IdeZI E +2+ E dx = 3 +2X+ 2 +C =
6" 3 2 2 3

In= In=
3 2
GRE|
_\3) \2) +2x+C
h2-In3
1+ cos? x
Priklad 8 Vypocitajme | ——— dx.
P J j1+0052x
2 2 2
RieSenie: J—1+COS X dx :I 1+2COS X 5 dx = I—lJrCOSZ X dx ZEJ‘( 12 +1) dx =
1+ cos2x 1+c0os” X—sin“ x 2C0S° X 2Y Ccos” X
=l(tgx+x)+C :
2
V ulohéach 1 — 51 vypocitajte neurcité integraly:
Vysledky:
1. j(5x5+6x2—8x+12) dx §x6+2x3—4x2+12x+C

2. I(x2—8x+2)dx %x3—4x2+2x+C
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

J'(16x3 +9x% —4x—1) dx

2
j(1x4+x—+§) dx
3" "2 5

1 1
Y
I(sz 5X) X

2 3 2
———+—)dx
I(X x2+3x3)

5 7
~ " )dx
Jes—5

I(\/F+2\/;—3L{/E) dx

1
J.(\/__ﬁ) dx
I(%Wﬁ%xz-\/}) dx

2
I

J.(Sex —\/§-x5+1 3X2) dx

j(s X +3% = 2x°) dx
Ix2(2x—3) dx
jx(x +1)(x - 2) dx
[(x+3)" dx
Jix-)7 ox

[3Vx -2 dx

4x* +3x3 —2x° —x+C

g\/FjLﬂ\/F—ﬂWjLC
5 3 3
%x/x_S—Z\/;+C

%%/F+$\/7+C

5 X_ﬁxs §| 1+_X
6 - X

SETPCC S NS

4 In3

lx4—x3+C

2

%x3+3x2 +9x+C

1x3—2x—1+C
3 X

9 2 e +ec
2 5 3
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,
19. I(x2+2x+D3+E4~£-dx ££i9—+hﬂﬂ——1—+c
X x° 7 2x°
6 —X 6
20. sz dx -~ =+
5 5.3
21. Iz——ZE—ide 1x3—7x——5—+C
x3 3 2x°
(x +1)? 2 1
22 '[ X3 dX |n|X|—;—§+C
2_
23, jx—z“de 20x8 ~2Jx% 112dx 4 C
Ix 5 3
3 _ 2_
24. IJ; 2Vx+x 2dx ——ii—+:L+X+E+C
x? A2 Jx X
x(3/x = x3-Vx) 1215/ 25 4 4f a1
25. dx —AXT ——Yx“ +C
J 4x 25 21
2 2
26. jJ1+X +V1-X dx amﬁnx+4ﬂx+ﬁx2+4+c
J1—x4
x? -1 1
27. j dx “x?2-x+C
X+1 2
2_
28. Ii——éﬁigdx 1x2—3x+C
X—2 2
2
29, jx+—2“1dx 1 ixsc
X+1 2
3 4.2
30. dex Ll axic
X% — X 2
3_
31. IX 1dx lx3+1x2+x+C
Xx—-1 3 2
x*—4 1 4
2. [5 de §X +2x+C
X_
eX_2X

33. jex 2% dx

+
1+In2
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

Iex-axdx

ex(z—ﬂ) dx
X

2
fao™+ > +22)dx

1+x

3+e*

1
ijde

J.; dx
X(4+1In x)

I(Scosx—~J§x5+ >) dx
1+x

Itgzx dx

J‘; dx

cos? xsin? x

e*a*
1+Iha

+C

2e* —In|x+C

—X

In10

|J_+x
4J_‘J_ ﬂ

+ x+arctg x+C

5
—Ih——
32

2—X
2+ X

+C

1

2\/_

3+X

Jr +C

mh2—4+c

1In‘x2—3‘+C

2

%mh3+q+c

—§In‘2—x4‘+c
4

mb+eX+C

Infin x| +C

Inj4+1In x|+ C

5§nx—%§x6+3mdgx+c

tgx—x+C

—cotg X+1tg x+C
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50. j(tg X + cotg X) dx Injtg x|+ C

51. Infarcsin x|+ C

1
dx
'[\/1— x2 arcsin x

2.3 Integrovanie substituénou metédou

Integral z funkcie f[p(X)]- @'(x) mézeme zjednodusit’ zavedenim novej premennej t pomocou
vhodnej substiticie ¢(x)=t. Dostavame:

| f[(o(X)]-qD'(x)dx:‘ (p,(;’))(x)zt ‘: [f)dt.

Priklad 1 Vypocitajme integrdl | 2x(x* +17)° dx.

Riesenie: V danom priklade je funkcia ¢(x)=x?+17 a ¢'(x)=2x. Zavedenim substiticie
dostavame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:

2 _ 2 6
X417 =t :(x +17) LC.

J‘2x(x2 +17)5dx =
2x dx = dt 6

o=t
=|t°dt=—+C
6

2
X
Priklad 2 Vypocitajme integral | ——— dx.
j V2x® +5
RieSenie: V danom priklade je funkcia ¢(x)=2x*+5 a ¢@/(x)=6x*. Zavedenim
substitucie dostdvame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:

, 2x3 +5=t
X 2 1,01 1 1 3
% dx=|6x%dx=dt|==[—dt=-t+C==2x3+5+C.
J. J.\/f 3 3

J2x% +5 it 6

x2dx
6

In(arctg x)

dx.
(1+ x?) arctg X

Priklad 3 Vypocitajme integral I

Riesenie: V danom priklade je funkcia ¢@(x)=In(arctg x) a (/)’(X)z t 1 >
arctg X 1+ x

Zavedenim substitiicie dostdvame integral z jednoduchsej funkcie. PiSeme:
In(arctg x) =t ) )
k= 1 1 ~[tar=L e NN,
: > dx = dt 2 2
|arctg X 1+X

C.

J- In(arctg x)
(1+ x?) arctg x
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Priklad 4 Vypocitajme integral | X tg(1-x?) dx.

Riesenie: V danom priklade je funkcia (p(x) =1-x%a (p'(x) = —2X. Zavedenim substittcie

. : . . , o . osint
dostavame integral z funkcie tgt, ktory rozpiseme na podiel Pk Piseme:
Ccos

1-x? =t
[ x tg(1-x?) dx = |- 2xdx = dt z—ljtgtdt:-ljﬂdt=1|n|cost|+cziln\cos(l—xz)\m.
2 27 cost 2 2
dt
xdx=—-—
2

Priklad 5  Vypocitajme integral J.

;dxl
VX2 —6x+20

Riesenie: Ak polyném v menovateli upravime na Stvorec a zavedieme vhodnu substituciu,

dx
mozeme pouZit’ vzorec '[— =In ‘X ++/x? +a?|+C. Piseme:
Vx? +a?
1 1 X—3=t 1 (5 a
X = | ——=dx = = —dt=|n‘t+ t2+11‘+C=
I\/x2—6x+20 J.w/(x—3)2+11 dx = dt '[\/t2+11

= |n‘x—3+,/(x—3)2 +11‘+c = In‘x—3+\/x2 —6x+20‘+C.

V ulohach 1 — 62 vypocitajte neurcité integraly:

Vysledky:
1
1. x + 3)2dx —(x+3)?t+C
Jx+3) - (x+3)
1
2. 4x — 2)3dx = (4x-2)*+cC
[(ax-2) £ (4x-2)
_ 1
3. 1—x)3dx —— _4C
j( ) 2(1- x)?
PR B B
(x+17) 2(x+17)
5. I\/x+7dx %wl(x +7)% +C

6. J.\/3x—2 dx %w/(Bx—Z)?’ +C
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

j 3(2x+1)* dx

1
I\/2—5x o

IZx(x2 + 2)3 dx

[x2-0C+4)° dx
[x-/x? +5 dx
InyTIEdX
sz-de

X
d
I 1+ x? ’

J X dx

$x? -2

S —
j\/4—5x2 "

JX-S\/X+2 dx

x-1

I ™

_[ X’ dx
x® -4

%%/(2“1)7 +C

—%«/Z—SX +C

2 4
(x“+2) LC
4

i(x3+4)7 +C
21

1 (x?+5)%+C
3

gSw/(x2+2)4 +C
%6,/(x3+2)7 +C

W+C

%?’,/(xz—z)2 +C

—%\/4—5x2+c
~Ajg-3x+cC
3
13
24(1-x)**  23(1-x)%
3 1

+ - +C
22(1-x)??  211-x)*

%arctg x}+C

;%/(x +2) —%%/(x 24 4cC

gﬁ/(x 118 —3(x+12 +C

x3+\/x6—4‘+C

1
ZIn
3
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23. I 21 dx Earctg(?’—xj+c
9x“ +4 6 2
1 1 . [ 2X
24, ——dx —arcsin (—} +C
I\/9—4x2 2 3
1 1 . 1
25. —_dx —arcsm(x+—j+C
I\/8—6x—9x2 3 3
26. I;dx In‘x+2+\/(x+2)2+1‘+c
VX% +4x+5
27. Ie“ dx le4X +C
4
X X
28. je3 dx 33 +C
1+x2 1 1+x2
29. J.xe dx Ee +C
2 X322 S5 3.2
30. J.5X e dx ge +C
31 J‘(X+2)ex2+4x+5dx %ex2+4x+5 +C
1+ﬁ
2. | € dx 263X 4 ¢
Jx
eX X
33. dx In(4+e”)+C
j4+ex
34. j 1 X——1In(3*+1)+C
3*+1 In3
4% 1
35. dx —arctg4”* +C
'[1+42X na.
X
36. I dx iarcsin 3*+C
1_9X In3
37. J'In—xdx Th2ysc
X 2
4
38, j'” X dx Lnsxsc
X
dx 1
39. j—z _
X(3+Inx) 3+In x
J2+In|x
40. j4||dx %1/(2+In|x|)3 +C
X
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41. J'Inx_zdx 2 —4JInx+C
X~+/In x 3
In x 2 3
42. —— X —2J1-Inx+—=y(@-Inx)*+C
J.x'\/l— In x 3
43 J'le3+lnx dx e3+|I’1X +C
X
44 Iln X In x-1 d le|n2X—1+C
X 2
45. j cotg(2x +1)dx %In|sin(2x +1)|+C
46. J.sin3 X cOS X dx Landxac
2 1 3
47. jcos Xsin x dx —gcos Xx+C
sin X 2 1
48 — +C
J.\/cos X 3 Jcos® x
COS X -
49, 3¥/sin x +C
J‘\/sm X
50. Iww sin x—arctgsin x+C
1+sin“ X
2
51. J'ecoszx sin 2x dx —e® XiC
52. J.de 2tg(x> +1)+C
cos? (x3 +1)
53. I%dx In‘3+sin2x‘+c
3+sin“x
3
sin X — cOos X 4 . -
54, ——(cosx+sin x)4 +C
J.'\/cosx+sm 3
55. j%dx e
tg XIn “ sin x In sin x
56. J.X_Lagxdx 1|n(1+ X2)—1arctg2X+C
1+ X 2 2
e /arctg e*
57. _[ g gwl(arctg e’)’ +C
1+ e 3
arctg x
58. '[e +x|n(x +1)+1 eamtgx+1|n2(x2+1)+arctg x+C
1+ x° 4
59. jexcotgex dx In‘ ine*|+C
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60. I varctg Xd %%/arctg4 X +C

1+ x?
=3
arcsin 2 x arcsin ° x
61. dx AN o
Ile G 3
62. J'de sinihx+C
X

2.4 Integrovanie metédou per partes

Nech funkcie u, v maju spojité derivacie na intervale J. Potom

Ju() V/(x)dx = u(x)-v(x)— ju x)-v(x)dx

Pri nasledujucich typoch integralov pouzivame metodu per partes s niz§ie uvedenou vol'bou
funkeii u(x) a v(x):

A _[u x)-v/( x)dx B_[v’ x)-u(x)dx
IP(X IP(X )-In x dx
I P, (x)- coskx dx _[P (x)-arcsin x (resp. arccos x) dx
_[ P,(x)-sinkxdx, keZ jP (x)-arctg x (resp. arccotg X) dx

V pripade A polyném P, (x)derivujeme, &im sa znizuje jeho stupei a integrovana funkcia sa
zjednodusuje.
V pripade B polynom P, (x) integrujeme.

Priklad 1 Vypocitajme integral IX cosx dx.

L u=Xx V' =cosx
Riesenie: I XCOS XdX =

, _ =xsinx—Isinxdx=xsinx+cosx+C.
u'=1l v=sinx

Priklad 2 Vypocitajme integral I(XZ +2x+17) e*dx.
Riesenie: V priklade pouzijeme metddu per partes dvakrat.

U=x>+2x+17 v' =¢e*

j(x2+2x+17)exdx: :(x2+2x+17)eX—I(2x+2)ede:

u' =2x+2 v=e'

u=2x+2 v' =g’
= =(x* +2x+17) e* —(2x+2)e* +2e* +¢c = (x> +17) e* +C.

u'=2 V=g
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Priklad 3  Vypocitajme integral jxs In xdx na intervale (O, ).
u=lhx vV=x| 5 6 6
Riesenie: Ixslnxdx: 1 X6 :X—Inx—jx—dx:x—lnx—X—+C.
u' == V=" 6 6 6 36
X 6
Priklad 4  Vypocitajme integral jarcsin xdx.
Riesenie: V priklade pouzijeme najskor metodu per partes a potom substitu¢nti metodu.
u=arcsin x v'=1 1-x2 =t
. . X
arcsin xdx =| 1 = xarcsin X — dx = =
J. u = > =X J- /1_X2 XdX=_$
1-x 2
. 1,dt . . \/—2
xarcsin X+EIW=X8I’CSIH x+\/f+c=xarcsm X++41-x° +C.
Priklad 5  Vypocitajme integral jex cosx dx .
Riesenie: V priklade pouzijeme dvakrat metdodu per partes a potom hladany integral

vyjadrime zo ziskanej rovnice.

u=e* Vv’ =cosx . ) u=e* v’ =sinx
jexcosxdx: _ :exsmx—jexsmxdx: =
u'=e* v=sinx u'=e* v=-cosx
e”sin x+e” cosx—'[eX cos x dx
Ak ozna¢ime .[ex cosx dx = | , dostavame rovnicu:
| =e*(sin x+cosx)— |
Teda
eX
I :?(Sin X+ C0SX),
e’ .
jexcosx dx:?(sm X+Cc0sX)+C.
V tlohach 1 — 48 vypocitajte neurcité integraly:
Vysledky:
1. J.xex dx xe* —e*+C
2. j(x—z)ex dx (x—2)e* —e* +C
3. j(3x—1)ex dx (3x—1e* -3e* +C

4, [(2—5x)e” dx (2—5x)e* +5e* +C
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Ixezxdx

[3x+1)e™ dx

Ja-xe™ ax

| (2x+3)e3 dx
[ +2) e dx
J(x* —4x) e dx
[ x? e*dx

[ x?edx

[ xsin x dx

[ 3x—4ysin x dx

[ (Bx+2)cos x dx
[ (x+5)sin 2x dx
_[(4x—8)sin 2x dx

[ (4x—3)cosax dx
[ (2x+3)cos3x dx
X
3- —d
( X)sin - dx

j(2—2x)cos§ dx

_[(xz +1)sin x dx

Lye Lo c
2 4

1(3x+1)e3x e
3 3

(x-De *+e " +C

(8x+12)e* —32e* +C
(X* +2) e —2xe* +2e* +C

(X*—6x+6) e +C
Loy —x+%)+C

2

—e*(x* +2x+2)+C
—Xcosx+sin x+C
(4—3x)cosx+3sin x+C

(5x+2)sin x+5cosx+C
1 1.
—=(Xx+5)cos2x+=sin 2x+C
2 4
(4—2x)cos2x+sin 2x+C

l(4x—3)sin 4x+lcos4x+C
4 4
1 . 2
=(2x+3)sin 3x+—=cos3x+C
3 9
(2x—6)cos§—4sin Xic

2 2

(8—8x)sin X _32c0s2+C
4 4

— (x* +1)cos X + 2xsin x+2cosx+C
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23. j(xz + 2X)cosx dx (X? +2x)sin X+ (2x+2) cosx—2sin x+C
5 . x? 1 X .
24, _[x sin 2x dx (-—+=)cos2x+—=sin 2x +C
2 4 2
25. J'(x2 +6Xx+3)cos2x dx %(x2 +6X +3)sin 2x +
1 1.
+E(X+3)COSZX_ZSIHZX+C
26. .flnxdx XInx—-x+C
2
27. _[xlnxdx %(2Inx—1)+c
x? x?
28. X—=1)In x dx — —X)Ihx-—+x+C
[x-9 (5= x==,
3 2 In
29. j(x2+2x+1)lnxdx (x+1)3lnx—x——x7— _ ¥ C
30. szlnxdx =x3ihx-=x3+C
2 1 2f2 1
31. jxln X dx =X|Ih“x—Inx+=|+C
2 2
32, [xin(x*+3) dx %(x2+3)[ln(x2+3)—1]+c
3 2 3 2
x> x5 1 X X5 X
33. X% +X) In(x +1) dx = Ih(x+1)-=—-=—+Z+C
j( Jin(x+1) (326]()9126
34, jln(x+\/1+x2)dx XIn(X+~+1+x%) —x* +1+C
35. Iln—zxdx —llnx—l+c
X X X
2
36. Ilnzxdx —llnzx—glnx—g+c
X X X X
37. j'”—xdx 2Jx(Inx—2)+C
Jx
2 2 1 3 2 1 3
38 [| X +<x|In(x+1)dx ~(C+xM)In(x+1)-=x*+C
3 3 9
x a’
39. I xa'dx,a =1 ——(xlna-1)+C
In“a
40. Iarctg X dx X arctg X —%In(l+ x*)+C
1, X
41. Ix arctg X dx E(X +1)arctg X_§+C
2
42. _[(Zx +1) arctg x dx (x2 + X)arctg X — X—M+arctgx+c
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57,

58.

59.

szarctg X dx

I(4X3 +2X)arctg X dx

j arctg /x dx

jarccotg X dx

I(XZ + % xj arccotgx dx
Iarcsin x dx

j xarcsin x dx

j3x2 arcsin x dx

jarccos X dx

_f(l— 3x?)arccos x dx

j arcsin \/7 dx
X+1

J.e&dx

IMMX
X

dx

J-In(sm X) dx
sin © x

fcosln x dx

Xe
e

J.earcsinxdx

x° X2
g ACEX =Tty “in(1+x%) +C

4,2 x*
(X" + X )arcth—?_FC

xarctg/X — /X + arctgy/x +C

X arccotg X+ — In(1+X )+C

2 2
%(X3 +x? +1)arccotgx+%+§_w+c

3 6

xarcsin x+ﬁ+c
2
(X——l)arcsin s+ X1-x2+c
2 4 4
2y3

xarccos X — 1 x2 +C
1-x%)?
Jaxy o

(x —x*®)arccos x — ;

. X
xarcsin ol VX +arctgyx +C
X +

2xe’* —2e* 1C

In x(In|In x|-1)+C

—cotg X(L+In(sin x)) —x+C
1 .
Ex(sm In x+cosin x)+C

e'(—)+C
(1+x)

(X+\/1—x)+c
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2.5 Integrovanie racionalnych funkcii

Funkciu f (X) = M nazyvame racionalnou funkciou.

Qn (%)
Ak n>m, hovorime, Ze funkcia f (X) je nerydzoracionalna funkecia.
Ak n < m, hovorime, Ze funkcia f(x) je rydzoraciondlna funkcia.
Kazdi rydzo raciondlnu funkciu mozno rozlozit' na sucet elementdrnych zlomkov. Neurcity
integral z takejto funkcie pocitame tak, Zze ju rozlozime na sucet elementarnych zlomkov a tie
potom integrujeme.

Kazda nerydzoracionalnu funkciu mézeme vyjadrit ako sucet polynému a rydzoracionalnej
funkcie. Teda neurcity integral z takejto funkcie pocitame tak, Ze funkciu najprv predelime (kap.

1.1) a potom pocitame integral z polynému a elementarnych zlomkov.

Integrovanie niektorych elementarnych zlomkov:

. J‘ 1 X:—I :lln|ax+b|+C.
ax+b a‘ax+b

dx.

Priklad 1 Vypocitajme integral j 2
3X—

Riesenie: I = —I dX =— In |3X - 2| +C.
3X— 2 3
ax+b=t
. I__l__x= L— —————T—+C= ! —+C pre
(ax +b)" adx=dt| al—-n)t" a(l-n)(ax+bh)
k#l, X#«a.
Priklad 2 Vypocitajme integral | ——————dx.
ypocttay 8 I (2x + 7)
2X+7=t -
Resonie: [t P Ll B 1
(2x+7) 2dx=dt | 27t - —4(2x+7)
. I 5 ox = dx > pre p? —4q <0 pouZijeme substiticiu X + Py
X“+ px+q (x+£f+q—9f 2
2 4
. 1 1 t p?
a integra¢ny dx = —arctg—+C, kde a? =g——.
Integracny vzorec _[ Y a 0] a q 4
P
X+~
dx 1 P
Dostavame | —— = —=arctg +C.
Ix2+px+q Ja Ja
Priklad 3 Vypocitajme integral I— dx.

X“+x+1
Riesenie: Najprv vyraz v menovateli upravime na Stvorec.
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[HE S S S
X* +x+1 (X+1)z+§
2" 4
Dalej pouzijeme substitiiciu X+1=t a integracny vzorec j TR dx=1arctg£+C, kde
2 a” +t a a
a2 =3
4
1 1 x+1—t 1
I dx = dx = 2 =I—dt arctg —
2
Xl (X+1)2+§ dx = dt 43 £ £
2 4 4 2 2
1
2(x+->)
2 +C—i +1+C.

2X
= —arctg ——— = arctg ———
BT BB

Mx + N — o
I4dx_—ln‘x2+px+q‘+ 2_ . arctg 2_.C pre p?-4q<0.
X“+ px+q / p? p?
: 4 * 4
Priklad 4 Vypocitajme integral I—dx.
X“+X+2
Riesenie: quidx = J‘%dx = I 22X 1 dx —I ! dx
X“+X+2 X"+ X+2 X"+ X+2 X" +X+2

1)
f(x)

Pouzitim vzorca I dx = In| f (X)| +C dostdvame:

J- 2x+1

_ dx:ln‘x2+x+2‘+C.
X*+X+2

Pri vypocte druhého integralu pouzijeme Gpravu na Stvorec a substitu¢nti metodu.

1
J';dx I;dx=x+§:t=‘|‘#dt=iarctg (x+ )+C

XT+x+2 (x —) o dx = dt el V7 V7
4 4
Teda
Iidx:ln‘x2+x+2‘ arctg — (X + )+C
X2+ X+2 J7 \/_
Priklad 5 Vypocitajme integral J 2x° +2 dx
IPOC & x*—2x3 4 2x% —2x+1

Riesenie: Pomocou rozkladu danej racionalnej funkcie na elementarne zlomky dostavame
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3
I Z 32X +22 dx:j 5 X+ de+j X2+1 dx =
X" —2X" +2x° =2x+1 (x—l) x-1 X“+1
(x—l) x-1 x? +1 X“+1
Xx—-1=t ! -
j% = j dt_jt‘zdt_—Jrc_—1 c-—t.c
(x=2) dx =dt 1 t x—1

F'(x)
f(x)

jxi_ldx+%szzjldx = In|x—]4+%ln‘x2 +ﬂ.

Pouzitim vzorca | dx = In|f (X)| +C dostavame

dx=arctgx+C.
I1+ x? d
Teda
2x% +2 2 1,
dx =-— +In|x -4+ =In(x* +1) +arctgx + C.
J.x“—2x3+2x2—2x+1 x-1 X1 2 ( ) s
X' +2x° +x+3
Priklad 6  Vypocitajme integral I 3 dx
X*+1
Rieienie: Funkcia je nerydzoracionalna, preto najprv predelime citatel'a menovatel'om.
4 3
IX +2)3( +X+3dx:j(x+2+ 31 jdx
X" +1 X +1
Rydzoracionalnu funkciu rozloZime na parcialne zlomky.
1 1 2
[ =[-8 . 3 34
x> +1 X +1 X —x+1
1

J'idx:lln|x+ﬂ+c

X+1 3

a2

3— __J- 2x—4 ___J‘ 2x-1 J- _

X — x+1 -x+1 x? —x+1 (x _7)

:—lln‘xz —X+1‘+ﬁarctg 2x—1 +C
6 3

V3
Teda
4 3 2 —
IX +2)3( +XJrgdx:X—+2x+lln|x+]4—lln‘x2—x+]4+£arctg 2x—-1 +C.
x*+1 2 3 6 3 V3



& MATEMATIKA1I

V tlohach 1 — 39 vypocitajte neurcité integraly:

Vysledky:
2
X® 42X
1. I;dx |ng+c
X(x+1)(x +2) x+1
5—X (x 1)?
2. Ixz—ldx |X+]4 ‘C
4x+2
3 dx In|(x+2)(x—4)°|+C
'[XZ —2x-8 ‘( ) ) ‘
IX+7
4 dx In|(x—3)*(x+4)°*|+C
J‘X2+x—12 ‘( )" ( ) ‘
AN X—2
5. jzx—ldx . |2+C
X®—=7x+10 (x—5)
6 _fﬂdx | 2°]
' X? +9x+ 20 (x+5)°
7 I4X+—8X8d P =27
| X" —4x X+2
8. IX—_lde 2|nXL2_i+C
(X+D(x+2) X+1| x+2

2_
9. J' 6Xx° —22x+18

(x-D)(x* 5x+6) I(x~D(x~2)* (=37 +C

10 IM X -3+ 3?
' (x+2)(x* -9) N
1, [ 22 g X2 2 o
X -3 X
X? +4x -2 5
13. J.de X2 _}_{_C
2
14, [ g a4+ 2 +C
X* +2X° + X w1
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2 2
15 Ixs ldx X +1+C
X + X X
2_
16. Iw X |n‘(x—1)(x2+2)2‘+C
(x=1(x* +2)
2
17. 13)3( *0 gy |nX2\/X2+3‘+C
X* +3X
3 2
18, (X2+1) dx X—+4x—ln|x|+8ln|x—]]+C
X2 — X 2
3 g2 ~1)?
19 J~2X X2 3X+6dx X2—X+|n (X 1)3 +C
x? -1 (x+1)
3 2 Ay 2
20 JX +:2”X 3x-17 o X—+2x+In‘(x—3)4(X+4)3‘+C
x?+x-12 2
) 5
21 X3S x+n[UFD L
X“ +9x+20 (x+5)
4 _ 2 2(x-2)°
29 _[X -3|-8X 8dX X_+|nM+C
X —4x 2 (x+2)
23 —x* +12x+21 _X+|nw+c
- (x+2)(x* -9) X+2
4 g3 2 _ 2
24, IX oX :4X 2+3X 9dx X__2x—§—2In|x—3|+C
x® —3x 2 X
e TR
9x* —24x +16 9x—12 3
3, 0x? _ 29y _
26, [ ZXBg 5x + 2In[x| +3In|x — 2| + 4In|x + 2| + C
X" —4x
1 2 2x-1
27. dx RoceT gt
Ix2—x+1 BB
1 2 2x+1
28, dx JFacte— = +C
Ix2+x+2 ﬁarcg V7
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1 2 2x+1
29. dx —arctg——+C
J.x2+x+1 J3 ¢ V3
30. J. 5 ! dx arctg(x—1)+C
XS —2X+2
1 1 x—1
31. dx —arctg——+C
J.x2—2x+5 2 s 2
1 1 1,1, V3 2x -1
32. dx =In|x+1—=In|x* — x+1 + —arct, +C
Sen gkrd-g | . 3 8T 3
3 _ 2
33. IX +2x 1 N X +1 c
X(x? +1) X
34. _[ - 12 dx In|x|—£|n‘x2+X+1‘—£arctg2x+1+C
x°+x2+X 2 3 J3
x* +1 x? 1
35. dx Z+x+Inx-=1-=In(x* +1) —arctgx + C
J.x3—x2+x—1 2 X1 2 ( ) —arctg
36. J' - 2X dx —lln|x+]J—§In|x+5|+gln|x+3|+c
X®+9x° +23x+15 8 8 4
4
37. I : X +1 ~dx 1+L+In|x|+llnx—_l+c
X“(Xx=1)(x+1) X X+1 2 |x+1
X2 +3X+2 ) 2 2x+1
38. = “dx X+In[x°+x+2——=arctg—=—+C
J.x2+x+2 ‘ ‘ N ARG
2_ —
39. I 5 X 2X2+1 X garctgX—l—larctg(x—l)+C
(X =2x+2)(x° —2x+5) 3 2 3
2.6 Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii

1 1
jR X, (ax+b)", (ax+b)*,

o (@x+b) [dx, kde kg Ky, k

1

, su prirodzené Cisla

rie§ime pomocou substiticie ax+b=t*, pricom k je najmensi spolo¢ny nasobok &isel

ki, Koyoei Ky
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Priklad 1 Vypocitajme integral J

X+\/_

Riesenie: Integral rie§ime pouZitim substiticie x =t°®, &im prevedieme iracionalnu funkciu
na racionalnu a ti nasledne zjednodusime.

3/x
.[ dx =
X+ 8/x°

2
:6(%—t+|n|t+]4)+c :3W—6§/§+6In‘W+q+C.

X =t°

dx:6t5o|t=j : tdt_q_dt‘ﬁf(t 1+—)dt—

o +t°

Priklad 2 Vypocitajme integral j

\/_

Riesenie: Integral rieSime pouZitim substitucie 3x—4=t3, &im prevedieme iracionalnu
funkciu na racionalnu a ti nasledne zjednodusime.

3x—4=t°
t* +4
3dx = 3t>dt )
5X — 2 3 ) 1¢, 4 1, t° t?
X = |y — 12 = | —>—+t%dt== [ (5t* +14t)dt==(5—+14—)+C =
I3’—3x—4 dx = t2dt f " Bf( ) 3( c 2)
t* +4
X =
3

%(t5 +7t%)+C :%(3\/(3x—4)5 +73/(3x-4)?)+C.

1 1 1
= J-R X, IS kl, S kz,-n, S dx, kde kj, k,,---,k, st prirodzené ¢isla,
cx+d cx+d cx+d

a, b, ¢, d su realne ¢isla aplati ad —bc =0, mdzeme riesit pomocou substiticie

ax+b . L
ot d =t*, pri¢om k je najmensi spolo&ny nasobok &isel ki, Kyyooi Ky
+
1+x 1
Priklad 3  Vypocitajme integral Iw’ 5 dx
1-x 1—x)(1+x)
I U D S S . L,
RieSenie: Integral rieSime pouzitim substiticie —— =t°, ¢im prevedieme iracionalnu

funkciu na racionalnu, ktoru v d’alSom kroku zjednodusime.
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1+_X:t2
1-x
1+X 1 t2 -1
f sox=| x=— =
1-x (1-x)@+x) t°+1
dx—L
(t* +1)?
1 4t 1¢t2+1 1 1. 1
=t dt==|——dt==|(1+t?)dt="t——+C =
I j t? 2I( ) 2 2t

2 _ 2 _1\? (t2 +1)2 2
L S AU
t>+1 t? +1
=1\/1+x 1\/1_X+C.
2V1-x 2V1+x

I—, a=0 rieSime tak, ze vyraz pod odmocninou upravime na Stvorec
vax? +bx+c

a vhodnou substituciou potom vyuZzijeme jeden z integraénych vzorcov:

1
o aka>0 j dt=|n‘t+\/t2+a‘+C,
/2
ak a<0 [——— dt_arcsm +C
\/7

o

1
Priklad 4  Vypocitajme integral | ————dx
j\/2x2—x+3
1
1 dx X——=t
RiesSenie: == 4 =
.f,/zx X+ J_If ESE \/EI\/( _1)2 23 | 4x—dt
2 2 4
1 dt 1 [, 23 1 1 [, x 3
=—|—="Fh{t+,[t*+—|+C=—<hx-=+ X" —=+—=|+C.
ﬁj 2,23 V2 16 V2o 4 2
16

Priklad 5 Vypocitajme integral j

;dx
N3 —2x—5x2

1
dx X+—==t
= 5 =
J.\/3 2x—5x%° 5 '[/ ‘/_I ;2—(x+;)2 dx = dt

1 5t
arcsm +C=—ar csm + C.
5w F

25

Riesenie:
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X
. j”—) dx, a # 0 pocitame pomocou tzv. Ostrogradského metddy (metdda

vax® +bx+c

neurcitych koeficientov)

Q,,(x)-Vax? +bx+c +kI

I&dxz L
vax? +bx+c Jax? +bx+c

14 . . 7 4 ’ 2 v 4 . 7
Uvedent rovnost’ zderivujeme a vynasobime vyrazom +ax“ +bx+c, ¢im sa zbavime integralov
a odmocnin. Metddou porovndvania koeficientov vypocitame koeficienty nezndmeho polynému

Q,_1(x) a koeficient k .

Priklad 6

2
X
Vypocitajme integral j# dx
2x° —4x+1

Riesenie: Dany integral budeme riesit’ pomocou metody neurcitych koeficientov.

dx = (AX+B)v/2x* —4x+1+ kI

NG dx
'[\/2x2—4x+1 N2x% —4x+1

Derivovanim oboch strén dostavame

_Am (Ax+B)(4x— 4) k

2x% —4x+1 202X —ax+1  N2x' —dxel
Vynasobenim oboch stran vyrazom /2x* —4x+1 mame

X% = A(2x* —4x+1) + (Ax+B)(2x—2) + k .
Porovnanim koeficientov na oboch stranach rovnice vypocitame

A=tg=2 k=2
4 4 4

vypocitame Gpravou na §tvorec, podobne ako v Priklade 4. Potom

X — 1+‘/x 2x+1
2
X— 1+‘/x —2x+l
2

, dx
Integral Jm

In +C.

'[\/ZX —4x+1 \/_

Teda

dx = ( X+ )\/2x —4x+1 +—In

+C.

J‘\/2x —-4x+1

Priklad 7 Vypocitajme [\X* +4dx.

Riesenie. Dany integral budeme riesit pomocou metddy neurcitych koeficientov.

Dostavame

2
X2 +4dx= [ 4 dx = (Ax+B)Vx* +4 +k
AR N by

1
dx
VX% +4
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Derivovanim oboch stran dostavame
X% +4 2X 1

= AVX® +4 + (Ax+B) +k .
VX2 +4 Wxl+4  NXP+4

Vynéasobenim oboch stran vyrazom +x% +4 dostivame
X2 + 4= A(X? +4) + (Ax+ B)x +k,
1-x2+0-x+4=2A-x* +B-x+ (4A+k).

Porovnanim koeficientov na oboch stranach vypocitame

2A=1= A:%, B =0, 4:4A+k:4:4.%+k:>k:2.

dX:In‘X+\/X2+4‘+C podla vzorca ‘X+ x?+a%|+C ,

| ! j——i——dx=m
VX2 +4 Vx?+a?

potom

2
X2 +4dx=[— 4 dx = (Ax+B)vVx* +4 +k
[t j

=%x\/x2 +4+2In‘x+\/x2 +4‘+C.

1
dx =
VX% +4

V tlohach 1 — 47 vypocitajte neurcité integraly:

Vysledky:
1-x 1++1-X
1. dx 2J1- X —In/————|+C
J‘ X 1-41-x

X 1 1
2. dx ZJ@x+1)° —-=42x+1+C
j\/2x+1 6 2

3, j3XX_+11 dx g?\’/(x 11" —3/(x+1)? +C

4, jj;(i %3\/(3x—2)5 +§3J(3x—2)2 +C
5. IJ%?Idx 2J¥I‘—|i+j§§:

6. Iﬁdx 2Jx —44/x +4nfx +1+C
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

| Ux

N

J. V2x—-1
3—+/2X—

J‘ VY3x+4
1+3/3x+4

J-4x+5\/ﬁ
3/(x +2)?

i &

J‘\/_(1+«/_)

dx
x+8/x°

J‘\/_l
TP

I\/L\/—w_
x+8/x"

I (x-D¥x+1
Xx—1+¥x+1

X2

dx

J(5x+ 2)V5x+ de

‘[ 1 : /l—XdX
@-x)" Vi+x

J‘l X+2dx
xVx—l

6In‘W‘—6In‘W+4+C

%(1—2x)—3\/2x—1—9ln‘\/2x—1—3‘+c

%(3x+4)—%§/(3x+4)2 +i/3x+4-|n\i/3x+4+4+c

33(x+2)* +68/(x+2)° —243/x+2+C
x—2ﬁ+2ln‘&+q+c

4In‘\/;+]+—2\/;+c
g%/?—?a?\’/;+3ln‘?{/;+ﬂ+c
3%/;—6§/§+6In‘§/;+1‘+c

6

2_%.c
¥x Ux

3R/x +12%/x —12arctgx + C

4 2
3L—‘?L——I nit - ]4+—In‘t +t+2‘

4 2

27 2t+1

arct +C, kdet=%x+1

T g( ﬁj

2 M( (5x+2)-4- 4 j+c
125 +2
1+—X+C

1-x

4 x+2 |\/x+2 Jx— 1|
——arctg +C
V2 ‘\/x+ 2 ++/x ‘
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

j;dx

VX% +4x+5

I 2 dx

NAX? —8x+12

1
—_dx
J‘\/xz +10x -5
IR
V2x% —5x +3

1
—_dx
J.\/5—2x—3x2

1

I ™

I;dx
N

j;dx
J8—6x-9x*

I;dx
J5x? +3x+2

j;dx
V2+3x-2x2

J’de
VX +4x+5

J 3x—-2 dx
VX% —2x+4

J'de
VX -2x+3

J' 2X+5 dx

Vx? +10x-5

In x+2+\/x2+4x+5‘+C

In|x —1++/x2 —2x+4|+C

In|x —1++/x? —2x+3|+C

In|X +5++/%? +10x—5‘+C

5 2 5 3
X=X = 2x 42
4 2 2

1 . 3x+1
—=arcsin

V3

L x—1+1/x2—2x+1
2

x+1+‘/(x+1)2+§

2 2 4

J2
1 arcsin( X + 1) +C
3 3

ih’]

+C
V2

+C

+C

In +C

J5

1 . 4x-3
——arcsin

NG

+C

iIn}10x+3+2\/§\/5x2 +3x+2‘+C

\/x2+4x+5+5ln‘x+2+\/x2+4x+5‘+C

3\/x2—2x+4+|n‘x—1+\/x2—2x+4‘+C

—\/x2—2x+3+2ln‘x—1+\/x2—2x+3‘+C

24/ X2 +1Ox—5—5|n‘x+5+\/x2 +10x—5‘+C
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2
36. J‘X—Jrsdx (£x+3)\/x2—4x+1+2—7ln‘x—2+\/x2—4x+1‘+C
VX2 —4x+1 2 2
x> +4 1 9
37. —_— X Z(x=3)Vx* +2x+ ——In‘x+1+\/x2+2x+2‘+c
j\/x2+2x+2 2 2
4x* — X
38 [ X _dx (2x—13)\/x2+4x+5+16|n‘x+2+\/x2+4x+5‘+C
‘[\/x2+4x+5
2_
39. jwdx x\/xz—2x+4+ln‘x—1+\/x2—2x+4‘+C
VX2 =2x+4
2
40. jLZXJFldx (3x+z)\/x2—2x+3+3|n‘x—1+\/x2—2x+3‘+c
Vx2 —2x+3 2 2
—2x? —20x+30 5 5
a. | X (=x—5)V/x +le—5+5OIn‘x+5+\/x +10x—5‘+C
VX% +10x -5
2 2 —
42. jx—4dx (———)\/3x +6X— 5——Inx 1+ me +C
3x* +6x—5 3
x* —x+1 2., 5. 1
43, — X (EXP =X+ VXP+2X+2+
‘[\/x2+2x+2 6 6 6
+%In‘x+1+\/x2+2x+2‘+c
3
44, [———x L 22 +3x+3)V5x —6x+3+C
5x* —6x+3 30
x° +2
45, ( x2——) X +1+2ln‘x+ x* + ‘+C
46. I\/x2—2x—1dx (———)\/x —2X— In‘x 1++/x? —2x— ‘+C
47. J\/3+ 2X — x> dx (E—E)\/3+2x—x2 + 2arcsin %1+C

2.7 Integrovanie trigonometrickych funkcii

Niektoré integraly z trigonometrickych funkcii pocitame vyuzitim vztahov, ktoré platia medzi
goniometrickymi funkciami. NajcastejSie pouzivame:
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" 1-cos 2x 2 1+ cos 2x
= sin X:T, cos X:T

" sin 2X=2sin XCOSX, COS2X =C0S> X —sin? X

= sin xcosy:%[sin(x+ y) +sin(x—y)]
1
" COSXCOSY = E[cos(x +y)+cos(x—Y)]

= sinxsiny= %[cos(x— y) —cos(x + )]

Priklad 1  Vypocitajme integral Isin 23x dx.

Riesenie: Ism 3x dx = jm _ %J'(l_ c0s6x) dx = %(X 3 S|n66xJ c

Priklad 2  Vypocitajme integral J. sin 7xsin 8x dx.

, . _rl L _ 1) sinl5x
Riesenie. Ism 7xsin 8x dx = j > [cos(— x) - cos(15x)]dx > [sm T }+C .

Integral typu:
IR(Sin X)- cosxdx vypocitame pomocou substitiicie t =Sin X.

I R(COS X)- sin xdx vypocitame pomocou substiticie t = COSX .

V obidvoch pripadoch spominand substitucia prevedie integrovant funkciu na racionalnu.
Priklad 3 Vypocitajme integral '[
COS X

X
a
COS X

Riesenie: Integrovant funkciu si najprv rozSirime ,,vhodnou* jednotkou v tvare

pouZijeme znamy vzt'ah sin?x +cos? x =1. Dostavame:
COS X COS X
j = x=[——"—dx.
COS X cos’ x 1-sin“x

Integrovana funkcia je teraz v tvare j R(Sin X)- cosxdx, preto pouzijeme substiticiu t =sin X.
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1+sin x
1-sin x

1+t
1-t

+C:£m
2

1-t2 2

_[ dx _J-cosx dx:.[ COS X

= 5 — +C
COS X C0oSs” X 1-sin‘x

cos xdx = dt N

sinx=t dt 1
-

. .[ R(sin* x, cos® x)dx moZeme poditat pomocou substiticie t=tgx aplati

2
sinzx:t—z, coszx:iz, dx = dt2.
+1 1+t 1+t

Niekedy je vyhodnejsie pouZit vzorce €0s”X= % (1+cos2x), sin’x= % (1—cos 2x)

a vyhnt sa substitucii.

Priklad 4 Vypocitajme integral J %
sin® xcos*“ X
Riesenie:
tg x=t
2
sin2x=1 o
+ 2y\2
sin” xcos® X |cos® X =—— t th ot 3t
1+t
dx — dt2
1+t
=— 13 —i+tgx+C.
3tg°x  tg X
. e ., (l+1tg X
Priklad 5 Vypocitajme integral I dx.
1-1g x
Riesenie: Integral vypocitame substitliciou tg X =t .
tg x=t
[ gt |= [0 T L dt= -t S+ ) +C =
1-tg X dx = 5 1-t 1+t 1-t 1+t 2
1+t
V1+tg®x
-n¥"2 2. ¢
|1—tg X|
. j R(sin x,cosx)dxX rieime substiticiou t=1g~ aplati sin x=—2L cosx—_—2
' B P 1+t 1+t
dx — 2dt2.
1+t

dx
8—4sin X +7cos X

Priklad 6 Vypocitajme integral J
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Riesenie:
tg—= =t
sin X = 5
J‘ dx _ 1+t :J 1 2dt :J' 2 _
8—4sinx+7cosx | o 1-t) T 2t _1-t 14" Tt -8t+15
1412 1+t>  1+t?
dx = 2dt2
1+t
X
tg-—-5
:j#dtzj{i—i}dtzlng+C=ln 2_|.c.
(t—3)(t-5) t-5 t-3 t X
tg - -3
2
V ulohach 1 — 63 vypocitajte neurcité integraly:
Vysledky:
1. J’cos2 x dx §+ 3|n42x +C
2. Isinzxdx 5—5'”2X+c
2 4
3. _[sin 3xsin 5x dx sin 2x _sin 8x +C
4 16
4. jsin 2Xc0s4xdx C0s 2X - cos 6x +C
4 12
5. jcosxcos3xdx 5|n84x sin 2x +C
6. J'sin Xsin 2xsin 3x dx —Ecos 2X —icos 4X + icos 6x+C
8 16 24
7. J'sin Zcoszdx —6cosi—§cosB+C
3 4 12 7 12
8. _fsin 2 xcos? x dx 1(x— Sl 4X) +C
8 4
9 J';dx Lpleosx=y 1
' sin xcos? X 2 |cosx+1 cosx
3
10. J‘cos2 xsin xdx _S X ¢
3
sin®x  sin’x

11.

I sin * x cos®xdx

+C

5 7
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12 .[ sin X dx lln cosx—1 LC
' cos?x—4cosX+3 2 |cosx—3
13. j(3—23in X +3sin % x) cos x dx 3sin x —sin? x +sin®x+C
14. I cosX In‘sin x+\/sin2x—4‘+C
Nsin? x—
15. I sin X —In‘cosx+\/coszx+3‘+c
vJeos? x+3
COS X 1 sin x+4
16. arct +C
Isin2x+85inx+26 J10 J V10
17. [ dx 1 ¢
' sin’ x 6sin © x
18. ISTA dx In‘sinzx—6‘+c
sin“x—6
19. ILZ)_(dX sin x—cosx+C
COS X —Sin X
20. ICF)S 2X dx —cotgx—2x+C
sin % x
21. .[Sln_ X=5 o5 x dx In|sin x|+i+C
sin? x sin X
22. Jcosx\/2+sin X dx %w/(2+sin x)® +C
COS X 0 +4+sin x
23, j |“/_ 4 | +C
sin 2 x +8sin x+ 6 ZJ_ ‘\/_ 4 —sin x‘
_ 5
24, J(Z—cosx)“sin X dx @+C
25. I . s X —larctg —COSX_2+C
Ccos“ X —4cos x+13 3 3
26. I% dx —In‘l—SinZX‘+C
1-sin“Xx
H 2
27. IM dx cos X+3cosx+9|n|cosx—3|+C
6 — 2C0s X
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

_ 2
fm sin 2xdx

3+ Cos X

dx

J~ sin 3 x
1+ cosx

j cos® x dx

I cos® x dx

Icotg X-Insin x dx

Itgx-ln cos x dx

5—sin x
J'Tcosxdx
sin“x-1

J- 2C0S X dx

sin?x-9
I Zilnx dx
cos“ x-9

J‘ COS X dx

1-sin?x
J- sin x
(1-cosx)®

I 2+4sin X
sin? x—2sin x—8

I —cosx—1
cos® X —7¢os X +10

I 2cos x+13
cos? X +9cos x + 20

I sin X

v2sin x+1

Cos X dx

cos X dx

sin x dx

sin x dx

%cos3 X —3cos’®x+C

2
COS“ X
—cosx+C

sin 3 x

sin X — +C

) 2 . 1.
sin X —=sin®x+=sin®x+C
3 5
In?sin x
2

+C

In? cos x
2

+C

(sin x —1)?
(sin x +1)°

sin x—3
sinx+3

1
ZIn
3

+C

CoSX—3
cosx+3

1
—ZIn
3

+C

1+sin x
1—sin x

1
ZIn
2

+C

1t
2(1—cosx)?

In‘(sin X + 2)(sin x — 4)3‘ +C

(cos x —5)?
COSX—2

+C

(cos x +5)°

+C
(cos x + 4)°

%J(Zsin x+1)° —%\/Zsin X+1+C
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

J-smx 1

Ysin x+1

I 3sin x+1
3/3sin x—2

I\/cosx+1

COS X

Cos X dx

cos x dx

sin x dx

sin x dx

1
'[ vJcos X +4/cos x

I sin 3 x
2+ COSX

dx

dx
sin X

J~ sin 2x dx

1+sin? x

I dx
4 —3sin? x

I dx
sin® X +3cos® X+ 2

Icos4 X

—— dx
sin °® x

dx
I- 2 2
sin “ X +3c0s“ X

I dx
1—3sin xcos x —2¢os? x

jtg3xdx
I dx
cos” xsin? x

dx
IS—Scosx

EV@mx+nﬁ4W@mx+nz+c

%i/(?,sin X —2)° +g§/(3sin x-2)*+C

1++cosx+1
1-+vcosx+1

—2JcosX+1+Ihf—————

— 2-Jcosx + 44/cos x —4In‘4\/cosx +]4+C

cos? x

—2cosx +3Injcosx+2|+C

1-cosx
1+ cosx

+C

|
5

In(1+sin® x)+C

—arctg 19X +C
2 2

L arctg
Ne] f

|\/_+3 219 x|
‘\/_ 3+2tgx‘

2
tg—X+In|cosx|+C

3

tg°® x

tg X+ —2cotg2x+C

| [-2tg)
—In—)2(+C
4 1+2t9—

2
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58. J' - dx 1In4tgi—7 +C
4sin x—7cosx—7 4 2
59 J‘1+S!nX+C°SXdX —2In|tg 3|+ 2In tgi—q—x+c
1-sin X —cos X 2 2
X
Stg_-+4
60. IL garctg—2 +C
5+4sin x 3 3
o1, [ Oresnx g 2 intg X+ 374192 %) |+
sin x(4 +3cosx) 7 2 2
X
tg—
12 2
+—arctg—=+C
7
X
3tg—+1
dx 1 2
62. —arctg—~4%=——+C
I5+sin X + COS X NCRR PN 5
63. j dx - 1arctg(tg§+1) +C
2(cosx + 2sin x + 3) 2 2

2.8 Integrovanie exponencialnych funkcii

V tejto kapitole ukdZeme, ako sa pocitaju integraly s exponencidlnymi funkciami.
IR(eX) dx vypogitame pomocou substitiicie e* =t .

X

e
Priklad 1  Vypocitajme integral '[ ——dx.
Ve -4

Riesenie:
JLdX: e =t zjizln‘t+\/t2—4‘+0:m ex+\/e2X—4‘+C.
Je* —4 e*dx = dt Jt2 —4

Po pouZiti substitlicie sme dostali integral, ktory patri medzi integracné vzorce.

1

dx.
e*+2

Priklad 2 Vypocitajme integral '[

Riesenie:
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Podobne ako v predchadzajicom priklade, pouzijeme rovnaku substituciu, kde je ale vyhodné
premennu X zo substitucie najprv vyjadrit’ a potom derivovat’. Po substiticii dostaneme integral
z rydzoracionalnej funkcie, kde vyuzijeme rozklad na parcidlne zlomky a néasledné

integrovanie.

1 e =
j dx=| x=Int
e*+2 1
dx==dt
t
=In ¢ +C.
e*+2

2 ygt=Lif- I+ 2+c=
2 2

V ulohach 1 — 9 vypocitajte neurcité integraly:

2e”

1. Jezx _gdx
., 5—e”
2. je 7 dx
3 _[ 282X +13e”
' e?* +9e* +20
e3x
4, dx
Iex +1
e4x _e2x
5. I o 1o dx
6. j 4
e*+2
1
7. Iex — dx
8. j L dx
(e*-3)(e*-2)
1
Q. —————dx
Iezx +2e*+1

Vysledky:

1
ZIn
3

e* -3

+C
e’ +3

(e* -1)?
(e*+1)3

(e* +4)°

+C
(e* +5)°

1
e _eX 4
2

ex+4+c

1 15

—e2X+—In‘e2X—16‘+C
2 2
2x—2lnex+2‘+C
—1x+llnex—7‘+c
7 7
3/ .x
1 L YE 3+C
veX -2
x—IneX+1‘+ +C
e +1
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3 URCITY INTEGRAL

3.1 Newton —Leibnizov vzorec

Nech funkcia f je integrovatel'na na intervale <a,b> anech ma na intervale <a,b> primitivnu
funkciu F . Potom plati

iu@dx=F@y-F@y

Rozdiel F(b) — F(a) sa zvykne oznacovat’ tiez znakom [F(x)]g .

2x-3

Priklad 1 Vypocitajme integral '[—3 dx.
X —

0
Riesenie:
2 2
J»2x—33dx = J'(2+_ 3 3)dx = [2x+3|n|x-3|]g =(4+3In1)—(0+3In3)=4-3In3.

_ X —

0 0

3.2 Integrovanie substituénou metédou

Nech funkcia f je spojita na intervale | e<a,b> anech funkcia ¢ ma spojiti derivaciu na

ohrani¢enom uzavretom intervale J € <a, ﬂ) a zobrazuje interval | do J . Potom plati

b B
[ fgax=[ flp®]' @t

Priklad 1  Vypocitajme integral _[ 1+)|(n X dx.
Riesenie: 1
1+Inx=t
e dx 2 272
R X gy Pl =jtdt={t—} _p 1.3
1 X X, =1—>t =1+In1=1+0=1| 1 2, 2 2
X, =e—>t,=1+lhe=1+1=2

2
Priklad 2 Vypocitajme integrdl J. (sin > x — 3sin x) cos x dx.
0

Riesenie:
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sin x =t

cosx dx = dt 1

(sin ® x —3sin x)cosxdx =x, =0 —»t, =sin0=0 :J’(t2 —3t)dt :[5_3_
0

ot— |3

X, :E—>t1=sinE:1
2 2

3.3 Integrovanie metdédou per partes

Nech funkcie u, v st spojito diferencovatel'né na intervale <a,b>. Potom plati
_[u(x) V'(x)dx = [u(x) v(x) Iu (X)-v(x)dx.

2
Priklad 1  Vypocitajme integral I(ZX —-1) e*dx.
1

Riesenie:
2 u=2x-1v' =e* 2x 72 2 2x 2x 2x 2
I(Zx—l)ezxdx: e :{(Zx—l)e } —Zj € dx :{(2x—1)e _€ } =
1 u’ = 2 V= 2 1 1 2 2 2 1
2 .
4 4 2 2
PG
2 2 2
V3
Priklad 2 Vypocitajme integral I xarctgx dx.
0
Riesenie:
7 u=arctgx Vv'=x ) PRI
X 1
fxarctgx dx = 1 x2 | =| —arctgx ——j
u' = = 2 o 291
1+ 2
2 V3 f 2 V3
= X—arctgx —1 ! >)dx = X—arctgx—5+larctgx arctg\/_—£+ 1arctg\/_—
2 o 2% 14 x? 2 2 2 o
_,m_ V3
3 2

V ulohach 1 — 40 vypocitajte urité integraly:

Vysledky:
) 1
1. J —dx -In2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1
I(xz +X+1) dx
0

’ 1
a’j(\/—_ﬁ) dx
T(W+J§)dx

0

1

X2 —5x+6
-[ X—2

dx

2
[ —
1 X7 +3x+2

dx
X* +4x+5

—n

0

X~+/1— X2 dx

Oy | 3 O ey

3

j(1—x)-3 dx

2

1

J.Zx(x2 +2)° dx
0

1

jxe“x2 dx

0

tJ2+1Inx
R
1

(3—2sin x + 3sin ? x) cos x dx

4-3In3

arctg4 —arctg?2

1
3

%(ez—e)

%(ﬁ—ﬁ)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(2 —cosx)*sin x dx

O a

B ——N
=
+
(@}
o
w

cos xsin 2 x dx

O eV | 3

31
5
T
6
2In2-1
4 —2arctg 2
—+1
4-m
3
2
o T
4
1
3
8
5
In 3+4/10
2++/5
1, 1+¢€?
_n—
2 (l+e)?
2_op2te
3
2
3
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

3
I|1—3x|dx

Xsin x dx

Ot |3

2
I(Sx—l)ex dx
1

jxlnxdx

N

sin < x

B ———w|a
>
o
>

2
Ixe‘xdx
0

2

J'x In x dx
1

1
Ix3ezxdx

1
_[arccos X dx

—2X— 8

S 4x+2
[ o8

2e +e
lez—ln 4+1
4

T Tt 1, 3
———+—+=In=

3J3 4 2 2
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4 POUZITIE URCITEHO INTEGRALU

4.1 Plosny obsah rovinnych utvarov

Nech funkcie f :<a, b> —->R, ¢ :<a, b> — R st spojité a nech pre kazdé Xxe <a, b> je
f(x)<g(x). Potom mnozinu D= {(X, y)e R?,a<x<b, g(x)g y< f(x)} nazyvame

elementdrna oblast’ v R? vzhP’adom na os 0, (elementarna oblast’ typu [X, y])

v A y=1(x)
AT T
D
y=g(x)
0 a b x‘;

Nech funkcie @ :(c,d) >R, ¥:(c,d) —> R s spojité a nech pre kazdé¢ y e (c,d) je
Y(y) < O(y). Potom mnozinu Q = {(X, y)e R? c<y<d, ‘P(y)g X< CD(y)}

nazyvame elementdrna oblast' v R> vzhladom na os 0, (elementarna oblast’ typu [y, X])

¥ Jr
d

X = ‘P())

x=®(y)

>
L=
X

0

b
PloSny obsah elementéarnej oblasti D sa pocita podl'a vzorca P = .[ [f (x)- g(x)]dx.

a

d
PloSny obsah elementéarnej oblasti Q sa pocita podl'a vzorca P = J.[CD(y)— ‘P(y)]dy.

c

Priklad 1 Vypocitajme obsah casti roviny ohranicenej priamkou y =—X a parabolou

y=2X—Xx°.
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Riesenie: Nacrtneme dané krivky a mnozinu nimi uré¢enti ozna¢me napr. M.

v 4

Aby sme mnozinu M popisali, potrebujeme vypocitat’ priesecniky danych kriviek:
—Xx=2X-X* = (x=0)v(x=3).

Mnozina M je elementdrna oblast’ typu [X, y] a preto ju mozZeme popisat’ nerovnostami:
0<x<3

—Xx<y<2x—x°
3
Pre obsah mnoziny M plati: P(M ) = J.[(ZX -x%) - (—X)]dx = % .
0
Priklad 2 Vypocitajte obsah casti roviny M ohranicenej krivkami
M :x?+y% =8 y?=2x, x>0.

Riesenie:

Mnozina M je sumerna podl'a 0, , preto staci vypocitat’ obsah polovice plochy, napr. pre y>0.
Ozna¢ime tato mnozinu M, a potom plati P(M )= 2P(M, ).
Vypocitajme priesecniky danych kriviek:
X° +y? =8Ay?=2x.
Spoloéné body su: [2,2] a [2,-2].
Mnozina M, je elementarna oblast’ typu [y, X], preto ju popiSeme nerovnost’ami:
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IA
IN

y<2

2

IN
IA

0

2
y
Z <X 88—
> y

2
Pre obsah mnoziny M, plati P(M, )= | (/8- y? —y7)dy, kde

O ey N

y =~/8cost
, dyz—\/§sintdt z : :
2 3 2 . Cafer 2y 40 ofl—cOS2t
!w/S—y dy_y1=0—>t1=g —1\/8—8005 t(—\/§smt)dt_8;[sm tdt_8;[ - dt=
T 2 4 4
y2:2_)t2=Z
:4{t_5|n22t 2_ 1o

4

2 372
y_dyzl y_ :ﬁ
2 2| 3 0 3

O ey N

‘ 2 4 2
P(M,)=[ (8- —y7) dy=m+2-2=m+
0

Teda obsah danej mnoziny M je:

4
P(M):ZP(Ml):2n+§.

Priklad 3 Vypocitajme obsah casti roviny M ohranicenej grafom funkcie y=x3—2x? —3x
na intervale (—15)a osou o, .

Riesenie: Nacrtneme graf funkcie, ktord na osi 0, prechadza bodmi —1,0,3.

MnoZina M nie je elementarna oblast’, aby sme ju popisali nerovnostami musime ju rozdelit’ na
3 elementarne oblasti:

M,;:-1<x<0, 0<y<x®—2x*—3x
M,: 0<x<3, x*-2x*-3x<y<0
M,: 3<x<5 0<y<x®-2x>-3x.
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Pre obsah Casti roviny M plati:
P(M)=P(M,)+P(M)+P(Ms),
0

7
kde P(M,)= J;(x3 —2x° -3x)dx = >

: 45
P(Mz)zj(—x3 +2x% +3X) dx ="
0

5
P(Mg):j(x3—2x2—3x)dx:%.
3

Vysledok:
P(M)= B M _dr
12 4 3 2
V tlohach 1 — 45 vypocitajte obsah Casti roviny ohrani¢enej danymi krivkami.

Vysledky:

N
o1

1. y=2X,y=XXx=5
2. y=3-XYy=XYy=0
3. y=5-2X,y=2+x,x=0

4, X=y% y=x-2
5. y=6x—x°,y=0
6. y=x?-2x,y=0

7. y=x—2X y=X

8. Y=X2+X Y=2X+2

9. y=—X*+2,y=-3x+4
10.  y=x*-3x+10,y=2x+4
11, y=x% y?=x

12, x+y=2 y=—x*+4x-2

N|©O© Wk ok ok N[O oW~ 8 N[O N w J>|©N|

w
N
w

13. y=x*—x—6,y=—x*+5x+14

|
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14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,
25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

y=x2—X, y=—x*+3x
y=2x2—x—-2,y=x*+2X+2

Xy=4,X+y=5

Xy=5y=6-X
4

y=—,y=6-2X
X

y=x%, y=4x

y=Inx, y=In?x

y=¢e*,y=0,x=0,x=1
y=e?, y=¢e+2,x=0
y=e*_3 y=e"-1x=0
y=2e"+3 y=e x=0
y:eﬂy:}3x=2x=3
X
X
y=e2,y=2,x=2

x:O,x:%,y:O,y:xe2X

y=mwhmx:ay:g
y=X, y=X+sin?x,x=0,x=m
y=3-%X,y=Xy=0

y=x+1Ly=7-xy=0

[Ey
5wl
(S}

— -8h2
12 -5In5
3-4In2

2Ir12—l
2

2Ir12—l
2

3In3

2
e —e’+Ihs
3

2e+4In2-8

1 1

4 2e

—1+m4
2

2
3
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37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

44,

45.

4.2 Objem rotacného telesa

X=y% X+y-6=0
X=y? x—-3y—4=0
y2=x+1 x+2y—-2=0
X=y?>-2,x—y—-4=0

y=x+1(y-1)°=x
8

y=—,y=2X,y=6
X
8 X
:—’ :—’ :5
y x y > y
6 X
:—, :—’ :3
y X y 5 y

y=Ihx,y=0,y=¢,x=0

Nech A je elementirna oblast’ (krivodiary lichobeznik) A:a < x<b,0< g(x)<y< f(x), kde

f, g st spojité nezaporné funkcie na intervale <a,b>.

Rotaciou krivoéiareho lichobeznika A v priestore R® s osami X, y, z, okolo x - ovej osi vznikne
rotacné teleso, ktorého objem V vypocitame pomocou vzorca

b
V §pecialnom pripade, ak g(x)=0plati V = TCI f2(x)dx.

v = nf[12(x)- 2] .

v 4 y=1x)
AT T
D
y=g(x)
0 N b x




67

FEI
Priklad 1 Vypocitajme objem telesa, ktoré vzmikne rotdaciou danej elementdarnej oblasti
Aokolo o, . A: y=—X, y=sin x, x> 0.
T
Riesenie: Nakreslime a popiSeme elementarnu oblast’ A.
¥ i
_2x
e
1
[ =sinx
= ! -
s 0 T X
2
A 0<x<Z
2
—<y<sinx
V(A)= ni[f ?(x)—g%(x)|dx = nj‘ sin x—(ﬁ)2 dx = n_z[(l—M—A'—xz)dx =
4 0 T 5 2 2 n?
_Ix sin2x 4x* |z A
2 4 3P 12

Priklad 2 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou danej elementarnej oblasti
Aokoloo,. A:y=e,y=0,x=0,x=2.
Nakreslime a popiSeme elementarnu oblast’ A

Riesenie:
yA

N\
y=e

A: 0<x<2

O<y<e™

2 ) 2 , _2x 1 l
V(A)= e ) dx=mnle dx = = =——|.
B R B )
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Priklad 3 Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotdaciou danej oblasti A okolo o,

2
X2 _ X
Ary=—,y="—.
y 2 y 2
Riesenie: Nakreslime a popiSeme oblast’ A.
yA X
2

)\

1
N

’/§
R R
bl 4

Dand mnozina A nie je elementdrna oblast, ale pre X 2> 0dostdvame elementarnu oblast
(ozna¢me A ), ktorG mdzeme popisat’ nerovnostami:
A, 0<x<1

2
X X
2 <yl
2 y 2

Rotaciou elementarnej oblasti A okolo 0, dostavame teleso, ktorého objem je polovica objemu
daného telesa. Preto:

V(A)=2v(A)= 27c'1[ [@jz —[X—;ﬂ dx =2nj(X7: —’%dx - 2{%-2—21 -

0 0

V tlohéch 1 — 30 vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou danej elementarnej oblasti
okolo o, .

Vysledky:

1. y=2X,y=XX=5 1257

2. y=5-2X,y=2+x,x=0 107

3. y=3x+1y=0,x=0,x=1 n
16

4. =2x—x%,y=0 0

y y 15“

5. y=x>+2,y=2x*+1 %n

6. y=x%y=1-x %JEn
1532

7. =x°+2,y=0,x=-1 x=3
y +2,y 5 "
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.
24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

y=6x—x%y=0

y:Xz’ y2:X
Xy=4,Xx+y=5
Xy=5y=6-Xx

y:iy:6—2x
X

y=x3,y=4x,x>0

y=€e",y=0x=0x=1

y:e_%,yzo,x:o,x:lo
y:eg,yze,x=0
yzeg,y=2,x=2
y=e* y=1x=4

y=¢, y:l,x=2,x=3
X

y=eX, y=x+1x=2

y=3-X,y=X%Yy=0

y=x+1Ly=7-xy=0
x=4,y*=x

X=6,x=y>-3

y:§,y=2x,y=6
X

oOx N|Xx

. 1
= s =O’ = —

y=sinx x=0y=>

y=+xsinx,y=0, xe(0,m)

X +y?=8y>=2x,x>0,y>0

5n(l—e?)
n(e? +1)

n(e? +8In2-12)
T, 16

~ (e -17

4( )

%@&—3&-3

749 +3¢7%)
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V tlohach 31 - 40 vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi 0, oblasti

ohranic¢enej krivkami:

Vysledky:
31. y=3-X,y=X%Yy=0 %n
32. x=4,y*=x 26
5
33, y=x-2y’°=x %n
34, x=y% x+y-6=0 %n
35. x=y? x-3y—4=0 250 1t
36 =x+1 (y-1?=x -
S == 15
37. y:§,y:2x,y:6 gn
X 3
8 X 684
38, _Sy-%Xy_s5 684
y x y > y 5 T
39, y=2 y=Xy_3 28810
X 6
40. y=Ihxy=0y=e x=0 g(eze—l)

4.3 Dizka krivky

Ak krivka C je grafom f :(a,b) - R, ktora ma spojiti derivaciu, tak pre jej dizku | plati
b
= [V1+[f'(0]? dx.
a
x on

Priklad 1 Vypocitajme dizku danej krivky C: y =Insin x, x <§, 3 >

COS X

Riesenie: Kedze f(x)=Insinx, f'(x)= Sx Po dosadeni do vztahu pre vypocet dizky
krivky dostavame:
cosx =t
2 2 2 —sin xdx = dt 1
3 2 3 H 3 H 2
COS* X 1 sinx sin x 1 dt
I=|,1+ dx= | ——dx=[—FS—dx=x =T == | = =
J; sin? x ° sin X sin X -T[l—coszx =3 ~h 2 J.ll—t2
3 3 3 o 1 2
X, =— —>t,=—=
3 2
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1+t

1

= 1In— ? =1In3.
2 |1-t|| 1
2

V tlohach 1 — 11 vypoéitajte dizku danej krivky.

Vysledky:
X —X
1. c:y=¢ +2e ,xe(0,3) 1(e3—e‘3)
2
2. ciy=X X ycua D o2
4 2 4
3. C:y=1-Incosx, xe O,E> Int93—1t
4 8
4, C:y=1-Insinx, xe <E E> In/3
3 2
5. C:y=2Vx,xe(0,2) %(19\/5—1)
1 2\/6+5
6. C:y=2Jx,xe(1,2 J6 -2+
y < > \/_+3
e +1 16
7. C:y=lIn ,Xe(ln2,In5 In—
y e’ -1 ol ) 5
8. C:y=In(1- x)XE<—l 1> 2In3-1
2 2
9. C:y=¢e",xe(01) 1+e2+lln1+— iive ﬁ——l 1+\/_
2 1-1+¢? 2 1-

10.  C:y=arcsin X+'\/1—X2,X€<O,%> V2(/6 -2)

. 12 2
1. C:iy=+vx-x° xe(Z,2)  “—(\2-1
y=vX-—X +arcsin /x X€<3 3> \/5( )

4.4 Plosny obsah rotacnej plochy

Plosny obsah rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou grafu spojito diferencovatelnej, nezdporne;j
funkcie f: <a, b> — R, okolo osi X sa poc¢ita pomocou vzorca

S= 27:? f(x) 1+ [f'(x)]? dx.
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Priklad 1 Vypocitajme obsah rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou danej krivky C okolo

osi o,, C: y=X3,X€<0,§>.

Riesenie:

Po dosadeni do vzt'ahu dostavame:

wn
|I
o'-—.oo\m

y &
y=x°
2 X
3
1+9x* =t
3 dt E 25
Xdx=15 T n|2.21° 98n
31+ (3x)%dx = 27cjx V1+9x*dx = 36 =—_[\/fdt:— —t2| =—.
X, =0 >t =1 18 ¢ 18|13 |, 729
X —E t §
3 7% 9

V tlohach 1 — 7 vypocitajte obsah rotacnej plochy, ktord vznikne rotaciou danej krivky okolo osi

0]

X"

1. C:y%=2x, X€<0,g>

2. C:y:\/;,x6<1,2>

3. C:9x=y? xe(0,3)

4. Cix*+y’=4,y>0,xe(-11)

5. C:y=v9-x* x€(0,2)

6. C:y=sinx, xe(0,)

7. C:y=e7xe(01)

Vysledky:

14
3

3(27 ~5.5)

g(zlﬂ ~27)
8n

127

21(v2 +In 43+ 24/2)
—e?+1 1+\/e 1, /5.4 1+\/—

eZ
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5 NEVLASTNY INTEGRAL

5.1 Integral z funkcie na neohrani¢éenom intervale

Nech funkcia f je integrovate'na na kazdom kone¢nom intervale <a,b>. Potom, ak existuje

vlastna limita IIm _[ dX hovorime, Ze integral j dX existuje (konverguje).

a

Ak limita IIm j dX neexistuje alebo je nevlastna, hovorime, ze integrdl J. dX neexistuje
a

(diverguje).

Teda

b

[ £0)dx =1lim [ f(x)dx.

b—0
a

Nech funkcia f je integrovatena na kazdom kone¢nom intervale <a,b>. Potom, ak existuje

b b
vlastna limita lim J f( )dX hovorime, Ze integrdl I dX existuje (konverguje).
a—>—o0
b
Ak limita lim I x)dx neexistuje alebo je nevlastna, hovorime, Ze integrdl I x)dx
a—>—o

—00

neexistuje (dlvergu1e).

Teda

b

j.f(x)dx= lim | f(x)dx.

a——o
a

Nevlastny integral na intervale (— 00, 00) pocitame nasledovne:

T f(x)dx = T f(x)dx +T f(x)dx

Priklad 1  Vypocitajme nevlastny integral j dX ak existuje.

1 x4
Riesenie: IX +1d = lim IX +1
1 b—)oo
b
1 1 1 1 1
Vypocéitame uréity integral =|(=+=)dx=|Inxl-———| =hb-——+=.
¥p y integ I(X ) [|| 3x31 2 3
© 3
Potom JX +1dx_llm x +1dx_llm(lnc—i+—) 0,
)( beool X b—w 3C

1
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Kedze limita je nevlastna, dany integral diverguje (neexistuje).
Tarctg® x o
Priklad 2  Vypocitajme neviastny integral I 1 g —dx , ak existuje.
2o 1+x
Riesenie: Dany integral rozpiSeme na sucet dvoch integralov, kde a € R je 'ubovol'na
konstanta:
Tarctg® x tarctg®x . Tarctg® x
j g2 dx=j 92 dx+J. 92 dx.
< 1+x = 1+x - 1+X
Vypocitame jednotlivé nevlastné integraly:
arctg x =t
dx arctg a
a 2 a 2 arctga 3
arctg” x . rarctg” x =dt : .|t
j 92 dx:llmj g2 dx = 1+x° = lim J' t?dt = lim | — =
. 1+ X b——o0 ! 1+ X b—>—o0 b b——oo
” X, =b—>t =arctghb arctg arctgb
X, =a—1, =arctg a

arctg’a arctg’b

arctg® a . n

LRSS 3 )T 3 T
© 2 b 2 3 3
Iarctg 2X dx = lim Jarctg 2X dx = T arctg” a
2 1+X boos 14X 24 3
© 2 3 3 3 3 3
Teda Iarctg X dx = arctg® a + T + o arctg® a _

S 14x’ 3 24 24 3 127

, o e e 1 .
Priklad 3 Vypocitajte obsah casti roviny ohranicenej krivkou y = 5, 0sami 0, a o, .
+ X

Riesenie: Nacrtneme Cast’ roviny ohrani¢enej danymi krivkami:

Obsah mnoziny mozeme vypocitat’ takto:

© b
P:j Lok —tim [L
0

. i
dx = lim (arctg b—0) = —.
1+ X2 baw01+ X2 b»oo( g ) 2
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V tlohdch 1 — 11 vypocitajte nevlastné integraly, ak existuju.

Vysledky:
3 2 37
1. = +=)%dx —
J; (x 2 6
-0,5
’ 1 T
2 dx —
_'[C X2 +x+1 V3
3. [e > dx E
0 3
tn : :
4. I—de diverguje
5 X
5. _[sin X dx diverguje
0
6. | L 1
5 (X=2)
1
7. [y e-1
1 X
T 1
8 dx T
-[O X* +2X+2
9. I izsm —dx 1
5 X X
10, [—1—dx 1
5 XIn < x In 2
11. _[ xe ™ dx L
: 2
12.  Vypocitajte obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami:
X
y=e 3,x=0,y=0, pre x>0. 3
13.  Vypocitajte obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami:
y:%,yzo, pre x>1. 1
14.  Vypocitajte obsah Casti roviny ohrani¢enej krivkami:

y=e*,x=0,y=0, pre x>0. 1
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5.2 Integral z neohrani¢enej funkcie

Nech je funkcia f definovana na ohrani¢enom intervale <a,b) a nech v kazdom intervale

X
(b—5,b)b—a>5>0 je neohranidend. Nech pre kazdé xe <a,b) existuje j f(t)dt. Ak

X b
existuje vlastna limita lim Jf(x) dx hovorime, Ze If(x) dx konverguje apiseme
X—>
a

b X
j f(x)dx = lim | f(x)dx anazyvame ho nevlastnym integralom funkcie f na intervale (a, b).
a

x—b—
a

b
Podobne definujeme integral z funkcie f neohrani¢enej v bode a : .[ dx = lim I f(x) dx.

X—>a+
a X

T

2
Priklad 1 Vypocitajme nevlastny integral J'tg x dx, ak existuje.
0

.. : . . T o,
RieSenie: Funkcia tg x je na okoli bodu > neohranicena, preto:

wxdx—hmj@xdx—Mank%A]—Im( In|cos x| +1) = oo.

X—>—— X—>——
2 0 2

O eV | 3

Nevlastny integral diverguje.

1
1-2x
Priklad 2 Vypocitajme neviastny integral J.

o VX —X?

je neohrani¢end na okoli oboch krajnych bodov intervalu

dx, ak existuje.

- . 1-2x
Riesenie: Funkcia f(X)z

Vx—x2
<0,l>, preto vyberieme l'ubovolné cCislo zintervalu aintegral rozlozime na sucet dvoch

nevlastnych integralov.

X — X c—0+

1 1
f 12X dx:CLan 122X i~ tim fovx—x ] lim (2‘/————2\/0 ¢?)=1
0 c
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X — XZ c—>1- X — X2 c—>1-

1 c

[=2 ax= lim [=2% dx=lim [2\/x—x2]°lzlirr11 (@Je—c? -2 %-%):-1
1 3 col-

2

1-2

x

dx=1-1=0.

2

O ey =

V tlohach 1 — 8 vypocitajte nevlastné integraly, ak existuju.

Vysledky:
01
1. I—de diverguje
9 X
1
2 I X dx 1
0 V1—X?
21
3. .[— dx diverguje
5 X
—
4 _[x $dx 6
-1
1
5 J. ! dx E
0 V1—X? 2
-
0 eXZ
6. I 5 dx diverguje
5 X
1
7 _[In Xax -1
0

oo
P C— N
>

o

>
w | oo
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6. DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE VIAC PREMENNYCH

6.1 Funkcia dvoch premennych

Funkcia dvoch premennych je predpis f, ktory kazdému X = [x, y]e M c E, priradi prave
jedno z e R, piSeme z = f(X) alebo z= f(x,y). Mnozinu M nazyvame definicnym oborom
funkcie f, oznacujeme D(f).

Priklad 1  Ndjdime definicny obor funkcie z =In(9—x* — y?).

Riesenie: Funkcia z je definovana pre body [x, y] spiftajuce podmienku 9—x% - y2 >0,

Gize x*+y? <9. Defini¢ny obor funkcie je teda vnutro kruhu so stredom v bode [0, 0]
a polomerom » =3.

Vysledky:
1 z=§+y D(f):{[x,y]eR;x¢3}
- X
2y—x* €
2. z= - D(f):{[x,y]eR;x;t—7/\y¢l}
x+7 y-1
3. szzl_l—ﬁ D(f)z{[x,y]eR;x;til/\x;é—?ﬁ}
4, z= hnx 22 > D(f):{[x,y]eR;x;ty/\x.y;éO}
X—)y x"+y
3- X
5. 2= 2TV D(f)={[x.y]e R |x| =]y}
X =y
1+x—y2 .
6. = Es D(f)=1{[x.y]e R x* +y* 5]

7. z=,y—x+5 D(f):{[x,y]eR;ny—S}
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8. z=+y? —x D(f):{xyeRx<y}
0. z=ifyr -y D) ={lx >}
10, z=+16—x>— > D(f):{xyeRx +y7 <16}
1. z=x2 1) —1+4x%+5 D(f) ={[x.y]e R x> +y* =1]
12. z=\/)c2+y2—4+\/9—xz—y2 D(f)={xy eR 4<x*+y <9}
13. z:# D(f):{[xy]eR y>2- x}
14. z=2"2 D(f):{[x,y]eR;y<x2}

x*—y
15, z=—°" 4 D(f)=1{[x,y]e R x e (- 4,4

T (fr]e R xe (-44)
16. z=IQ2+3xy)+e™” D(f)z{[x,y €R; y>—33}

X
17. z=In(xy—-4)+ 4 D(f):{[xy]eR y>4/\x¢ 2}
x+2

18,  z=xh(2-x*—)?) D(f) ={[x.y]e R x> +y* <12}
19. z=In(x*+e’)+y—x+1 D(f):{x,y]eR;ny—l}
20. Z:xlny—y]nx+\/g/ D(f)= {[x,y]eR;x>O/\y>O}

6.2 Parcialne derivacie funkcie dvoch premennych

Majme funkciu z = f(x,y) definovanu v okoli bodu 4 = [a1 , a2].
Parcidlnou derivdaciou prvého rddu funkcie z= f(x,y) podla premennej x v bode A4
S @)= flay, ay) , oznacujeme [8fj _IAD = f1(A4) =z (A).
ox ), ox
Parcidlnou derivdaciou prvého rdadu funkcie z= f(x,y) podla premennej y v bode A4

nazyvame limitu lim S(@, y) = f(ay, 6y) afj _T = f1(A) =z, (4).
y—ap y—a, ay A ay

nazyvame limitu hm
X—a X — al

OZI’IaCUJ €me [

* Pri pocitani parcidlnej derivacie podl'a premennej x, s premennou y pracujeme ako
s konstantou. Funkciu dvoch premennych potom derivujeme ako funkciu s jednou
premennou x .
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* Pri pocitani parcidlnej derivacie podla premennej y, s premennou x pracujeme ako

s konstantou. Funkciu dvoch premennych potom derivujeme ako funkciu s jednou
premennou y .

* Pri derivovani vyuzivame vzorce pre derivacie elementarnych funkcii a vSetky pravidla
derivovania ako pri funkcii jednej premenne;.

Priklad 2 Ndjdime parcidlne derivdcie prvého rddu funkcie z =3xy + y +xye™” .
Riesenie: zl =3-2x-y+0+1-ye™ = 6xy+ ye

2/ =3x" 14+14+x-(1-e” +y-e” -5) =3x" +x(e”” +5ye™)
¥ Y Y

Priklad 3  Ndjdime parcidlne derivicie druhého radu funkcie z =2x> — y*x+I(3xy).
Riesenie: Najprv najdeme prvé parcidlne derivécie prvého radu podl'a oboch premennych.
1

1
Zl=6x" -y’ +—3y=6x" -y’ +—
3xy X

z! = —2yx+L3x = —2yx+l
’ 3xy y

Prvé parcidlne derivacie nasledne znova zderivujeme podl'a oboch premennych.

ZI ’ :Z” — 6x2_ 2+l ’ :12)(,'— 1
(x)x xXx ( y x 2
X X

1\ " 1 '
(z1), =25 =(6x" =y +2), =2y
AN " 1 '
(Zy)x :Zyx(_zyx—i_;)x =—2y
1 1

(z'y)'y :z;'y =(2yx+-), =2x-—
Yy Yy

Priklad 4  Ndjdime parcidalne derivacie prvého radu funkcie z=xysn(2x+3y) v bode

Riesenie: Najprv najdeme prvé parcialne derivacie podl'a oboch premennych.
zl =y sin(2x+3y)+2xy cos(2x +3y)
z\, =xsin(2 x +3y) +3xy cos(2x +3y)

Do ziskanych derivécii dosadime stradnice bodu 4.

2], =[ysin2 x +3y) + 2xy cos(2x +3y)], = 0-sin(2 -%+3-0)+2-%-0-cos(2-%+3-0):0
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[z'y]A :[xsin(2x+3y)+3xy cos(2x+3y)]A :%-sin(z .%+3.0)+3.%.0.005(2.%+3,0):

w . T VA
=—sin —=—
472 4

Priklad 5  Ndjdime rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie z = arctgz v bode
X

A=[1,1,?].
Riesenie: Nech je funkcia z spojita a diferencovatel'na v okoli bodu 4 = [xo » Yo ,zo]. Potom

rovnica dotykovej roviny p ku grafu tejto funkcie v bode 4 je:

p: z—zy =z (A(x—x,)+ 2, (A —y,)

a rovnica normaly n ku grafu tejto funkcie v bode A4 je:
n: x=x,+z (A)-t
Y=Y +Z;(A)'t

z=z,-t, teR

Hodnoty parcialnych derivécii v bode 4 = [1, L, z, ] = {1, 1, arctg y—o} = {l, 1, arctg H = [l, 1, %}
Xo
su:
, 1 y 1 1 1
| =) )
1+(yj 1+(j
L X y 1
S — (lj _ 1 (1)_1
yig ™ 2 x - 2 1 - 2
1+(yJ 1+(1j
i X 4 1
. . .. T 1 1 i T
Rovnica dotykovej roviny je: p: =z 3 = —E(x -1+ E(y —1), pouprave x —y +2z— By =0.
n: x=l—-—t
n: x=I1-t
Rovnica normaly je: y=1+ Et alebo po tprave y=1+t
Vd
Zzz—f, teR Z—Z—zt, teR
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V ulohach 1 — 30 urcte parcialne derivacie prvého radu funkcie.

1. z=2x"+4y° —15x*y +x°

2. z=5xlny—2ylnx+\/x—y

3. z=2yx*(5" +3xy)

4, z=(—cosx+2In y)tg y+3e™)

5. z=(2x+5y)sin3x
6. Z:x+y

3—x

2 2
7 :xz yz

X" +y

2 X

2 Z=2y xT e

x+7 y-1
9 z= 21 Y

x -1 x+3

Vysledky:

zl =4x— 30xy+ p°
zy =

=12y% —15x% +3x)?

z, —5]ny—2—+

X 2\/—
5x

zl===-2Ihx+

Ty 2Jx—y

z! =4y’ x(5” +3xy) +6y*x
'y—6y x2(57 +3x1)+2°x*(5” In 5+ 3x)

z! =sin x(tg y +3e’*) + (—cosx + 2 In y)15¢™

z), = %(tgy+3€5x)+(—cosx+2h‘1 »—5

cos” y
z! =2sin3x+3(2x + 5y)cos3x
;—5sm3x

2 = y+32

(3-x)
z' = !
7 3-x
2
Z, = 24xy2 2
(x"+y%)
2
Z'y= 24X§/2
(x"+y7)
, _—2y—x2—14x e’
zZ, = 5 -
(x+7) y-1
, 2 e’
z! = +
x+7  (y-1)?
ro_ —2x _ y
(x?-1)? (x+3)?
, 1
Z =

Yox+3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

l+x—y°
x> +y* -5

z=,4y—=Tx+5

z=+/3y* +8x-2

z=4/16-4y7 +7x°

z=316+4y> —7x°

_Y_
. _1 . lnx_ A
O L C e
o In x 4y

Y=y (24
Z; _ 2)6()/‘—3) +262x+3y

(xZ_y2)2
2 2
Z;:_X( —Zi_y 2)62y+3e2x+3y
A ¢

2 —x? +y? =2x+2x)* -5

' (x* +y* =5)?
. —2yx2 +8y—2xy
(x? +y2 -5)?

y

, =7

T Ay —Tx+s

, 2
z =

g N4y =Tx+5

, 4

L ——
V3y2 +8x-2
: 3y

oo V3y2 +8x-2

. 21x?

x 2 3
2\J16-4y% +7x

r _4y

T 16-492 4748

z

z

, —21x?
©33(16+4y7 —7x%)
r_ 8y

T 33f0614y% 700

z

z

83
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. 6(20x* —y)
* 5
17. Z=‘{/(3y+8x5 —2xy)? 4‘{/3y+8x —2xy
7 = 3(3—2)6)
g 4‘{/3)/+8x5 —2xy
’ _4
—4x
18. Z:]n(yz _4x+8) Yy ,
' Y
Zy :2—
vy —4x+8
, 18x
242 Zx T 2, 22
19 z =arctg > Ty 81+ (x"+y7)
| 9 r 18y
Y81+ (xt +y?)?
; :%_‘_26%)/
+
20. z:hfl(2+3xy)+62x—y Xy
Z’ = 3x —_ 2x7y
Y 243xy
g =2 Y
21 Z=]n(xy—4)+i Xy—4 (x+2)2
. x+2 , X 1
z\ =
xy—4 x+2
2.2
Z =1n(12—xy—x2y2)+12xy$2yz
22. z=xIn(12—xy—x*y?) 2 3 —Xy—x"y
' —-x"=2yx
Sy Ty 22
12—xy—x"y
23, z=(4x" +2y)sin xy z, =8uxsin xy+ (4x”y +2y”) cosxy
| z), = 2sin xy+ (4x° +2yx)cos xy
g S5x—4
24 2 =3xpe z! =3y(1+5x)e”
z,, =3x(1—4y)e’™ ¥
4
25 z = (2x_y3)ex)’ z, = (2 + 2xy—y )e)‘y

z

!
X
’
X

=(-3y* +2x* —xy’)e”
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' = y3_'xy
: BNCEEONEEE
26. =2 XV YT INE Y
x*—y Z, _3xy2+2x2—y—4x3y
T2y -y
e’ 16y —x)
e T —16Wxr-16
27. Z=—
x> -16 o xe”
ToUx? =16
’ 1 5 -1 X
x zi=—el +yx’  +y Iy
28. z=e’ +xV +y" 4 .
Z’y:;—;Cey+xylnx+xyxl
S 2y
(x+y)2sin? 2
—~ X+
29. z=cotgx J 5 Y
+
Xty Z;: X
(x+y)?sin? > =Y
xX+y
i 1
£ Sm'y " X X
2yxsin y ysin —cos—
30.  z=xsny+htg> yooY
y L _ _Xcosy x
Y 2 xsiny yzsinﬁcosi

Y Y

V tlohéch 1 — 6 urcte rovnicu dotykovej roviny p anormaly n ku grafu funkcie z = f(x,y) v

bode 4.

31, z=2x"—-4y*, A=[2,1,7]

32 z=(y-x-2)%, A=[L17]

33, z=4l4-x*—y?, A=[3,17]

Vysledky:

p:8x—8y—z—-4=0
n:x=2+8,y=1-8,z=4—-¢t, teR

p:4x—-4y—-z+4=0
n:x=1+4t,y=1-4t,z=4—-t, teR

p:3x+y+2z-14=0
n:x=34+3t,y=1+t,z=2+2t, teR
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p:3x+4y-5z=0
34. =x?+y?, A=[3,4,2
z=4x"+y [3,4,7] nix=3+3 y=4+4t,z=5-5, teR

x—-nmy+z=0
35, z=sinY, A=[z,17] P '
y n:x=rx+t,y=1l-nt,z=t, teR

p:\/zx+2\/5y—2z+\/5(l—%):0

36.  z=eYsinx, A:[%,O,?] n:x=%+\/5z,y:2\/5t,

V2

z=——-2t, teR
2

6.3 Lokalne extrémy funkcie dvoch premennych

Hovorime, ze funkcia z = f(x,y) ma v bode 4= [al , az] lokdlne maximum, ak pre kazdy bod
X, X # A zokoliabodu 4 plati f(X)< f(A).

Hovorime, ze funkcia z= f(x,y) ma v bode 4= [al , az] lokdlne minimum, ak pre kazdy bod
X, X # A zokoliabodu A4 plati f(X) = f(A).

Bod, v ktorom parcialne derivécie prvého radu st rovné nule, nazyvame staciondrny bod.

Stacionarne body a body, v ktorych parcidlne derivacie prvého raddu neexistuju, sa nazyvaju
kritické body.

Funkcia moZe mat’ lokalny extrém len v kritickom bode.
Postacujuca podmienka existencie lokdlneho extrému:

Nech bod 4 je stacionarnym bodom funkcie z = f(x,)) anech ma funkcia v okoli bodu 4
spojité parcialne derivacie prvého a druhého radu. Nech determinant

2o (A) 25, (A)

AD=r a2 )

Potom, ak A,(A4) =z" (A4) #0, ma funkcia z = f(x,y) vbode A4 lokalny extrém, a to
o lokdlne minimum, ak stcasne plati A;(A) =z}, (4)>0,

o lokdlne maximum, ak sucasne plati A;(A4) =z},.(4)<0.

Ak A,(A4) <0, tak funkcia z = f(x,y) nema v bode 4 extrém (bod 4 sa nazyva sedlovy bod).
Ak A, (A4) =0, tak o lokdlnom extréme pomocou uvedenej vety nevieme rozhodnut’.
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Priklad 6  Ndjdime lokdlne extrémy funkcie z =2x" +y°> +3x* =3y —12x—4.

Riesenie: K urceniu stacionarnych bodov potrebujeme najst’ parcidlne derivacie prvého radu
funkcie.

z =6x> +6x—12

!
X
ro_ 2
z, =3y" -3.
Stacionarne body néjdeme rieSenim sustavy rovnic

=0 6x° +6x—12=0
=0 37 -3=0

’
Zx

’
Zy

Stacionarne body s 4 =[1,1],B=[1,-1],C =[-2,1], D =[-2,—1].

Stradnice stacionarnych bodov dosadime do parcidlnych derivécii druhého radu funkcie.
2t = (6x7 +6x-12), =12x+6 ;" (4)=18 z' (B)=18 z'.(C)=-18

21 = (6x7 +6x—12), =0 (=0 I (B)=0  z/(C)=0
zl, =(3y*=3), =0 Z(4)=0 z(B)=0  z (C)=0
2", = (3> ~3), =6y 23, (4)=6 i, (B)y=-6 2z, (C)=6
z' (D)=-18
21 (D)=0
z2,(D)=0
2, (D)=-6

18 0
Pre stacionarny bod A plati A,(A) =‘O 6‘ =108>0AA,(4)=18>0= vbode 4 je lokalne

minimum.

18
Pre stacionarny bod B plati A,(B) = ‘ 0 6‘ =-108<0 = vbode B nie je extrém, bod B je

sedlovy bod.

- 0
Pre stacionarny bod C plati A, (C) =‘ 0 6‘ =—-108 <0 = vbode C nie je extrém, bod C je

sedlovy bod.

- 0
Pre stacionarny bod D plati AZ(D):‘ 0 6‘:108>0/\A1(D):—18<0:> vbode D je

lokalne maximum.
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V tlohédch 1 — 57 néjdite lokélne extrémy funkcie.

10.
1.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

z=4-x"—y°
z=—x>—-y>+10
z=x"+y" =2
z=5+x"+)’

z=2-x" -y’ —4x
z=8-x>-3"+6y
z=3+x>+y" —2x
z=x"+y>+10y -5
z=1-x" -y +6x+2y
z=x"+y" —4x+4y+8
z=x"—y> +2x-2y-1
z=y>—x" +3x-5y+4
z=(x—-1)"+4y’
z=x"+(y+3)* -3
z=(x-2) +(y+1)*> +4
z=8—(x+2)2 —y2
z=—x"—(y—4)° -2
z=T7—(x+1)* - (y-2)°
z=x"+y> +xy+5x—5y+3
z=x"+y" +xy—4y+10x -2
z=x"+y" —4xy—6y
z=x"+y> +6xy+16x
z=24—x> -y’ +xy+36y
z=46—x" —4y° +2xy
z=x"+10y° +5xy+8x—40y

z=x"+) —18xy+2

Vysledky:

lok. max. v [0,0]
lok. max. v [0,0]
lok. min. v [0,0]
lok. min. v [0,0]
lok. max. v [-2,0]
lok. max. v [0,3]
lok. min. v [1,0]
lok. min. v [0,— 5]
lok. max. v [3,1]
lok. min. v [2,—2]
nema extrém
nema extrém

lok. min. v [1,0]
lok. min. v [0,—3]
lok. min. v [2,—1]
lok. max. v [-2,0]
lok. max. v [0,4]
lok. max. v [-1,2]
lok. min. v [-5,5]
lok. min. v [-8, 6]
nema extrém
nema extrém

lok. max. v [12,24]
lok. max. v [0,0]
lok. min. v [-24,8]

lok. min. v [6,6]
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

z=x"+8y’ —6xy—4
z=x"+° +3xp+2

z=x" 4+ —6xp+9x+5y+2

z=xX"+y  +3x°y—y

z=2x° +y3 +3x2 —12x-3y+1

z=—x" -8y +6xy+12

z=x"+y’ —3xp+4
z=—x"+y’ +9xy—10

z=-2x"+2)° +6xy+48
z=-2x"+2y° +3xy-5

z=3x" +3y" +9xy+48

z=9" +3x>y—18x—30y

z=x"+3xy" =51x—24y

z=2x"+y’x—216x+5

z=x"+y* —2x7 +4xy-2y°
z=x"+2y% +4xy

z=e"(x+y> +2y)

z=e” (x* +4x+2y)

lok. min. v [1,—]

lok. max. v [—1,—1]

lok. min. v [4,%

V3

lok. min. v [O,T]

J3

lok. max. v [0,— T]

lok. min. v [1,1]
lok. max. v [-2,—1]

lok. max. v [1,%]

lok. min. v [1,1]
lok. min. v [-3,3]

lok. min. v [-1,1]
lok. min. v [—l,l]
22

lok. max. v [—-1,1]

lok. min. v [1,3]

lok. max. v [—1,—3]

lok. min. v [4,1]

lok. max. v [4,—1]

lok. min. v [6,0]

lok. max. v [—6,0]

lok. min. v [2,—+/2] a [-/2,4/2]

lok. min. v [L,—1] a [-1,1]

lok. min. v [%,—1]

lok. min. v [-2, %]
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X

45. z=e2(x+y?) lok. min. v [-2,0]
46. z=e"" (x> -2y%) lok. max. v [-4,—2]
x+ 2 . 1 9

47. z=e"(x"+y+1) lok. mln.V[E,—Z]
48. z=y\/;—y2—x+6y lok. max. v [4,4]
49.  z=3x>-2x\y+y—8x+2 lok. min. v [2,4]
50. z=5xy+ 25 + 8 lok. min. v [é,i]

X )
51. z=xy—z—i lok. min. v [—-1,— 2]

Xy

1 4 :
52. Z=X+y+—+— lok. min. v [1,2]

Xy

lok. max. v [-1,—2]

53, z=y+S4% lok. min. v [4,2]
x oy
54, z=xy+hx+)’ nema extrém
55. z=2x"+y —In(xy") lok. min. v [E,l] a [5,—1]
56. z:3log%+2log y+log (12 -x—-y) lok. max. v [6,4]
X .y
57. z:2an+h15+ln(l6—x—y) lok. max. v [8,4]

6.4 Viazané extrémy funkcie dvoch premennych

Nech funkcia z = f(x,y) je definovand na mnozine M a mnozinu L nech tvoria vSetky body z
M , ktoré vyhovuju rovnici g(x,y)=0. Lokélne extrémy funkcie z = f(x,y) na mnoZine L
nazyvame viazanymi lokdlnymi extrémami a podmienku g(x,y) =0, ktord urcuje mnozinu L,
nazyvame véizbou.

Pri hl'adani viazanych extrémov mozu nastat’ dva pripady:

e ak sa zvizby g(x,y)=0 dé& jednoznacne vyjadrit niektora premennd, dosadime ju do
funkcie z = f(x,y), dostaneme funkciu jednej premennej a viazany extrém danej funkcie
hl'adame ako lokélny extrém funkcie jednej premenne;,
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e ak sa zvizby g(x,y)=0 nedd jednozna¢ne vyjadrit Ziadna premennd, zostrojime
Lagrangeovu funkciu

L(x,y)=f(x,y)+/1-g(x,y), AeR.

Stacionarne body Lagrangeovej funkcie ndjdeme rieSenim sustavy rovnic

L. =0
L,=0
g(x,y)=0.

Zavery pre existenciu viazaného lokdlneho extrému st rovnaké ako pri lokdlnych extrémoch.

Avsak, ak Lagrangeova funkcia nema lokdlny extrém, o existencii viazané¢ho extrému funkcie
z= f(x,y) nevieme povedat ni¢. V takomto pripade musime viazany extrém funkcie

z = f(x,y) hladat’ inym sposobom.

Ak Lagrangeova funkcia L(x,y) ma extrém, tak tento extrém je extrémom aj pre funkciu
z= f(x,y) (naopak to neplati).

Priklad 1  Ndjdime viazané extrémy funkcie z =3+ x> + y* —2x s vizbou 2x—y =3.

RieSenie: Z funkcie g(x,y)=0 (2x—y—-3=0) predstavujucej vidzbu, modzeme
jednoznacéne vyjadrit’ ktorukol'vek premennt, napriklad y =2x—3. Takto vyjadrent premennu
dosadime do funkcie a ziskame funkciu s jednou premennou

z=3+x"+(2x—3)> —2x =5x" —14x +12.

Vypocitame prvi derivaciu
z'=10x—14

poloZime ju rovnu nule a ndjdeme stacionarne body.
10x—-14 =0.

RieSenim rovnice dostaneme x-ovu suradnicu stacionarneho bodu, y-ovl stradnicu
. N ., ) 7 1
stacionarneho bodu dostaneme z vizby. Stacionarny bod je 4 = [g,— g].

Potom uré¢ime hodnotu druhej derivacie funkcie v bode 4.

z"=10>0

Pretoze druh4 derivacia je konstantna a kladna, funkcia z =3+ x> + y*> —2x s viizbou 2x—y =3

" 7 1. . . , ..
ma v stacionarnom bode 4 = [g,— g] viazané lokalne minimum.
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Priklad 2 Ndjdime viazané extrémy funkcie z =x+2y, ak x?+ y2 =5.

Riesenie: Z funkcie g(x,y)=0 (x°+y°—-5=0) predstavujucej vizbu, nemdzeme
jednoznacne vyjadrit’ ziadnu z dvoch premennych, zostrojime Lagrangeovu funkciu

L(x,y)=x+2y+A(x* +y°—=5), LeR

a pomocou prvych parcialnych derivacii h'adame jej stacionarne body.

L =1+2)x
L; =2+2\y
RieSime sustavu rovnic
L =0 1+22x =0
L; =0 - 2420y =0
g(x,»)=0 X +y°=5=0

Ak z prvej rovnice vyjadrime x, z druhej y a dosadime ich do tretej rovnice, dostaneme

1 1
+—=-5=0.
422 P

e : : 1 < L
RieSenim danej rovnice dostaneme A, , = iE a ur¢ime stacionarne body.

Pre A, =% je A:[—l,—2],pre Ay =—%je B:[I,Z].

Vypocitame parcidlne derivacie druhého radu a ur¢ime ich hodnoty v stacionarnych bodoch.

L' =22 L' (4)=1 L" (B)=-1
L =0 L' (4)=0 L (B)=0
Ll =0 LI (4)=0 L'(B)=0
L' =2x L (A)=1 L' (B)=—1

Pre stacionarny bod 4 dostavame: D, (4) =

0
1‘:1>o A D(4)=1>0 = vbode4 je

viazané lokalne minimum.
. |

0
=1>0 A D,(B)=-1<0 = vbode Bje

Pre stacionarny bod B dostavame: D, (B) = 1‘

viazané lokalne maximum.
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V tlohéch 1 — 31 ngjdite viazané extrémy funkcie.

1. z=xy,ak x+y=1

2. z=eY,ak x+y=2

3. z=4-x" -y’ ak x+y=0

4. z=3+x"+y" —2x,ak x—y=1
5. z=x"+y* +4y+1,ak x—y=2

6. z=4-x" -y’ -2x,ak y—x=1

7. z=x"+y" —4x+4y+8,ak x+y=0

8. z=1-x"—y>+6x+2y,ak x—3y=0

9. z=x"+y’ +xy+5x-5y+3,ak y—x=10
10. z=46—x"—4y” +2xy,ak x—2y =0

11. z=x"+)" —18xy+2,ak x—y=0

12 z=x"+8y’ —6xy+1,ak 2y—x=0

13. z=x"+y +3xy+2,ak y—x=0

14. z=x"+y +xp,ak y+x=4

15. z=2xy—2x" -4y’ ,ak x+2y=8

16. z=2x"+y" —xy,ak 2x+y =38

Vysledky:

lok. max

lok. max

lok. max

lok. min.

lok. min.

lok. max

lok. min.

lok. max

lok. min.

lok. max

lok. min.

lok. max

lok. min.

lok. max

lok. max

lok. min.

lok. min.

lok. max.

lok. min.

v L]
v [0,0]
v [1,0]
v [0,-2]
v [-1,0]
v [2,-2]
v [3.1]
v [-5.5]
v [0,0]
v [6,6]

v [0,0]
1

A [1,5]

.v [0,0]

v [-1L—1]

v [0,0]
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3 3 2 . 11
17. z=x"+y +2x"y-3y,ak x—y =0 lok.mm.v[z,g]
lok. max. v [—l ——]
. . >’
3 3 . 2 2
18. z=—x" =Ty +6xy+12 ak x+y =0 lok. min. v [E,—E]
lok. max. v [0,0]
19.  z=x"4+2y"+4xy,ak y—x=0 lok. min. v [0,0]
20.  z=x"4+2y"+4xy,ak y+x=0 lok. min. v [-1,1] a [1,—1]
lok. max. v [0,0]
2. z=x+2y,ak x> +y° =5 lok. max. v [1,2]
lok. min. v [-1,— 2]
22, z=8-2x-4y,ak x’+2y* =12 lok. min. v [2,2]
lok. max. v [-2,—2]
23. z=16-10x-24y,ak x* +y> =169 lok. min. v [5,12]
lok. max. v [-5,—12]
24, z=x-2y+3,ak x> +y° =5 lok. min. v [-1,2]
lok. max. v [1,—2]
2 2 1 .
25. z=y—x+3,ak x" +y :5 lok. min. v [— ~3
lok. max. v [—l,l
22
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

z=x+y,ak x’ +y’> =1

z=x+3y,ak x>+’ =10

1
z=-3+2x+4y,ak 2x* + y* :E

z=5-6x—4y,ak 3x* +2y* =5

lok. min. v [—Q,— Q]
2 2
lok. max. v [Q,Q]
2 2
lok. min. v [—-1,—-3]
lok. max. v [1,3]
lok. min. v [-1,—1]
lok. max. v [1,1]
lok. min. v [1,1]
lok. max. v [-1,—1]
lok. min. v [—l,—z]
6 3
lok. max. v [l —]
. Vi
lok. min. v [1,1]

lok. max. v [—1,—1]
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