Kapitola 1

Zakladne pojmy

1.1 Zaklady matematickej logiky

Vyrok je gramaticka veta, ktora je pravdivé, alebo nepravdiva. O jej pravdivosti
vieme jednoznacne rozhodnut. Vyrok musi byt oznamovacia veta.

Kazdému vyroku vieme priradit jeho pravdivostni hodnotu. Ak je vyrok prav-
divy, priradime mu hodnotu 1 a ak je nepravdivy, hodnotu 0. Z vyrokov vieme
vytvarat nové vyroky pomocou logickych spojok medzi ktoré patri negacia, kon-
junkcia, disjunkcia, implikicia a ekvivalencia. Takto vytvoreny vyrok nazyvame
zloZzeny vyrok.

Nech A, B st vyroky, potom pre oznacenie logickych spojok pouzivame nésledujtce
oznacenia:

1. NEGACIA: —A, A, A’ (éitame: Nie je pravda, ze A.) Negovany vyrok nado-
bida opa¢nu pravdivostni hodnotu, ako vyrok povodny.

2. KONJUNKCIA: A A B (Citame: A a B.)
3. DISJUNKCIA: AV B (Citame: A alebo B.)
4. IMPLIKACIA: A= B (éitame: Ak A, tak B. resp. Ked A, potom B.)

5. EKVIVALENCIA: A< B (éitame: A prave vtedy, ked B. resp. A vtedy a
len vtedy, ked B).

Pri tvoreni novych matematickych vyrokov je doélezité upozornit na dva fakty:

e V hovorovej re¢i chadpeme spojku alebo vo vyluc¢ovacom zmysle, no v mate-
matike sa chépe disjunkcia v nevylu¢ovacom zmysle. Napr. vetu - ,, Zajtra o
13:00 budem doma, alebo v praci.” - chapeme tak, ze moze nastat len prave
jedna z moznosti. Nemdzeme byt na oboch miestach sticasne. Jedna sa teda o
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vyrok pravdivy, ak plati prave jeden z elementérnych vyrokov. V matematike
sa vSak spojka alebo chape v nevyluc¢ovacom zmysle. To znamené, ze pred-
pokladame, ze moézu nastat aj oba elementarne vyroky stucasne. Disjunkciu v
matematike teda povazujeme za pravdivi, ak je aspon jeden z elementarnych
vyrokov pravdivy.

e Matematika chape implikiciu doslova. To znamené, Ze sa jedna o vyrok prav-
divy v pripade, ak:

— platia oba vyroky A aj B sucasne, alebo

— ak vyrok A neplati. V tomto pripade hovorime, ze implikicia plati tri-

vialne.
Ako priklad si vezmime vetu - ,, Ak bude zajtra pekné pocasie, p6jdem na
taru.” - O situacii, ked zajtra pekne pocasie nebude, nehovorime ni¢. Ak

nastala situécia, ze pekné pocasie nie je, trividlne predpokladame, Ze sme
neklamali a vyrok je pravdivy.

Nech A, B st vyroky a nech A = B. Pre symbol implikicie vieme pouzit niekol'ko
vyrazov. Dany vyrok mozeme precitat nasledovne:

1. A implikuje B, alebo

2. B vyplyva z A, alebo

3. A je postacujica podmienka pre vyrok B, alebo
4. B je nutna podmienka pre A.

Vyrok, ktory je vzdy pravdivy nazyvame tautolégia. Vyrok, ktory je vzdy neprav-
divy nazyvame kontradikcia. Ak existuje aspon jedna moznost, kedy je vyrok
pravdivy hovorime, Ze vyrok je splnitel'ny.

Dalsou moznostou ako vytvarat nové vyroky su kvantifikatory. Pozname dva zé-
kladne kvantifikatory:

1. Symbol 3 nazyvame existen¢ny kvantifikator (¢itame: existuje).
2. Symbol V nazyvame vSeobecny kvantifikitor (¢itame: pre vsetky).

V praci dalej budeme pouzivat aj Specidlny typ existenéného kvantifikitora. Jedna
sa o symbol 3!, ktory ¢itame ako existuje prave jeden. Poznamenajme, Ze negaciou
existen¢ného kvantifikatora ziskame kvantifikitor vSeobecny a naopak.

Nech A, B a nech A = B je implikacia dvoch elementéarnych vyrokov. Nazvime
vetu A = B, veta v8eobecna. Potom vetu:
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1. B' = A’ nazyvame veta obmenena.
2. B = A nazyvame veta obratena.
3. AN B’ nazyvame negacia vety.
Veta vSeobecna a veta obmenené nadobidaju rovnaké pravdivostné hodnoty.

Definicia 1.1 Nech A je vijrok a nech mnozZina M je neprdzdnou mnozZinou vij-
rokov. MnoZinu vyrokov M nazyvame splnitelnd prdve vtedy, ked existuje také
ohodnotenie vijrokov, pri ktorom je pravdivy kaZdy vyrok z mnoziny M. Ak mno-
Zina vyrokov M nie je splnitelnd, nazijva sa nesplnitelnd. Hovorime, Ze

vyrok A vyplyva z mnoZiny vyrokov M (A je sémantickym désledkom M ) prave
vtedy, ked A je pravdivy pri kaZdom ohodnotent vijrokouvijch premennijch, pri ktorom
je pravdivy kazdy viyrok z mnoZiny M.

1.1.1 Ulohy

1. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich viet st vyroky. Ak sa jedna o vyrok, roz-
hodnite, ¢i je pravdivy, alebo nepravdivy.

(b) Cislo 20 je nepérne
(c) Dnes je piatok.

(d) Pocitaj!

(e) g =

(f

A, B je os tsecky AB.
2. Utvorte negécie nasledujtcich vyrokov:

(a) Cislo 3 je prvodislo.
(b) 3 < 5.
(c) T=2.



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

(d) Nie vsetky ¢isla st kladné.
(e) Cislo 75 je delitelné &islom 15.
(f) Vltava je dlhsia ako Dunaj.

3. Vyjadrite symbolmi logiky. Pre vetu - Pride matka. - pouzite symbol M a
pre vetu - Pride otec. - pouzite symbol O.

(a) Ak pride otec, tak nepride matka.
(b) Pride aspon jeden z rodicov.
)
)

(c

(d) Pride préave jeden z rodic¢ov.

Pride najviac jeden z rodicov.

4. Dané st vyroky: Kreslim (K). Pisem (P). Tancujem (T). Symbolicky zapiste
nésledujuce zlozené vyroky:

(a) Ked spievam, nekreslim.
(

)
b) NepiSem, alebo netancujem, prave vtedy, ked kreslim.
(c) Netancujem, piSem.
)

(d) Ak nespievam a nekreslim, piSem.

5. Nech A, B st vyroky. A : Cislo konéf nulou. B : Cislo je parne. Utvorte
vyroky:

(a) A= B.
(b) A= B
(c) B= A.
(d) B' = A'.

a rozhodnite, ktory vyrok je pravdivy a ktory je nepravdivy.

6. Jozo povedal: ,, Ak dopoludnia napisem dobre pisomku z matematiky, vecer
pojdem do kina. ” St Styri moznosti:

(a) Jozo napisal pisomku dobre, vecer Siel do kina.
(b) JoZo napisal pisomku dobre, vecer nesiel do kina.
(c) Jozo nenapisal pisomku dobre, vecer Siel do kina.

(d) JoZo nenapisal pisomku dobre, vecer nesiel do kina.
V ktorych pripadoch dodrzal Jozo slovo?

7. V dielni st tri stroje, ktoré pracuju na zaklade tychto troch podmienok:
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10.

11.

12.

(a) Ak pracuje prvy stroj, pracuje aj druhy stroj.
(b) Pracuje druhy, alebo treti stroj.
(c) Ak nepracuje prvy stroj, nepracuje ani treti stroj.

Rozhodnite, aké st moznosti pre pracu tychto troch strojov.

Zistite pravdivost zlozeného vyroku: ,, Dnes je pondelok, alebo sa hra futbal.”,
ak v ¢ase vypovedania vyroku :

(a) je pondelok aj sa hra futbal.
(b
(c

(d) je streda a futbal sa nehré.

je pondelok a futbal sa nehra.
nie je pondelok a futbal sa hra.

)
)
)
)

Nech M, B, P, R ozna¢uju vyroky: Murujem (M ). Beténujem (B). Polievam
(P). Rozmyslam (R). Symbolicky zapiste nasledujtce zlozené vyroky:

a) Ked murujem, nepolievam.

()
(b)
)
)

Nepolievam prave vtedy, ked murujem alebo beténujem.

(c

(d) Ak rozmyslam a polievam, tak betéonujem.

Nebetonujem, murujem.

Dvaja studenti ¢akaji na troch spoluziakov (Ivan, Peter a Monika), ktori
st na skuske. Prvy hovori: ,, Ak skasku urobi Ivan a Peter, urcite ju urobi
aj Monika.” Druhy hovori: ,, Ja si zase myslim, ze ak sktsku urobi Ivan a
Monika nie, tak Peter sktisku nespravi.” Tvrdia obaja to isté?

Olinka tvrdi: ,, Ked pijem kavu, dam si aj ¢okoladu. Ak nejem kolac¢, nejem
ani cokoladu.” Vyplyva z uvedenych tvrdeni, ze:

(a) Ak Olinka je kola¢, tak nepije kavu?

(b) Ak pije kavu, tak je aj kolac?
Tri obchody s otvorené podla tychto pravidiel: Otvoreny je prvy obchod,
alebo druhy nie je otvoreny. Ked nie je otvoreny treti, prvy tieZ nie je otvo-
reny, ale druhy je. Ak nie je pravda, Ze je otvoreny prvy, alebo treti, tak je
urcite otvoreny druhy. Rozhodnite, ktory z nasledujtcich vyrokov vyplyva z
uvedenych pravidiel.

(a) Ak je treti obchod otvoreny a druhy nie, tak prvy je otvoreny.

(b) Ak je otvoreny druhy obchod, st otvorené aj zvysné dva.
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(c) Ak nie je otvoreny prvy, ani druhy obchod, tak je otvoreny obchod treti.

13. Urcte predpoklady a tvrdenia nasledujtcich viet:

(
(

a) Sudin dvoch po sebe néasledujicich parnych ¢isel je delitelny ¢islom 8.

(c) Pre pravouhly trojuholnik so stranami a, b, ¢ plati: a® + b* = 2.

(d) V trojuholniku je kazda strana mensia ako sucet a vicsia ako rozdiel
ostatnych dvoch stréan.

)

b) Ked v trojuholniku je jeden uhol pravy, ostatné dva st ostré.
)
)

14. Zistite, ktoré z predpokladov st nutnymi a ktoré postacujicimi podmien-
kami:

(a) Suc¢in dvoch ¢isel sa rovna nule, ak aspon jeden z ¢initelov sa rovna
nule.

(b) Ak celé ¢islo konéi ¢islicou 5, tak celé ¢islo je delitelné ¢islom 5.
15. Napiste v symbolickej forme (pomocou znakov logickych spojok):

(a) Nielen A, ale aj B.

(b) A anie B.

(c

(d) Ani A, ani B.

Hoci nie A, predsa B.

(e) Nie je pravda, ze A a sucasne aj B.
(f) Alebo nie A, alebo nie B.
g) Nie je pravda, ze A alebo B.

)

)

)

)

)

()

(h) Alebo nie A, alebo B.
(i) B predpokladajuc, ze A.

(j) Nie A, ak nie B.

(k) Ak A, tak nie B.

(1) Nie je pravda, ze ak A, tak aj B.

(m) Ak A, tak B, ale ak nie A, tak nie B.
(n) Ak A, tak nie B, ale ak nie A, tak B.

16. Utvorte negacie nasledujucich vyrokov:

(a) Niektoré Zeny, maju rySavé vlasy.

(b) Vsetky banany su zlté.
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Kazdy student sa usilovne uci.
V kazdom roc¢niku FEI je student, ktory je usilovny.

V nasej kniznici je kniha, ktord ma na kazdej strane tlacovi chybu.

)
)
)
f) Vsetky skoly v nasom okrese maju nekvalifikovaného ucitela.
) V niektorej rodine su vSetci jej ¢lenovia vodiéi.
) Kazdému sa niekedy nie¢o nepadi.

)

Vsetky Skoly v naSom okrese maju triedu, v ktorej si vSetci Studenti
usilovni.

(j) Existuje kniznica, ktorej v8etky knihy maju na niektorej strane tlacovi
chybu.

(k) Je nemocnica, v ktorej kazda sestricka este nejakého pacienta nevidela.

(1) Existuje galaxia, v ktorej ma kazda slne¢né sustava planétu, ktorej
vSetky satelity su vacsie ako nas mesiac.

(m) V niektorych knizniciach st v kazdom oddeleni nejaké knihy, ktoré maju
na kazdej strane tlacovii chybu.

17. Utvorte negécie nasledujtcich vyrokov:

Dana rovnica ma aspon dva realne korene.
Najviac styria ziaci ziskali vyznamenania.

Aspon jeden ziak riesi olympiadu.

V tejto zahrade je aspon dvadsat jabloni.

Kazdy den je dovod na radost.

Nebol ani doma, ani v praci.

)

)

)

)

)

)

g) Dnes stihnem aj pracu, aj zabavu.

) Bol som tam aspon raz.

) Kazdé celé ¢islo je su¢inom dvoch prvocisel.

) Niekto z nas tam nebol.

) Nikdy nikto ni¢ nevie.
) Kazdy trojuholnik mé aspon jednu vpisant kruznicu.
)

Kazdy trojuholnik mé prave jednu vpisani kruznicu.
18. Utvorte negacie nasledujicich vyrokov:

(a) (Ja €R) (a*+1<0),
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1.2 Matematicky doékaz

Axiéma je vyrok, ktory povazujeme za pravdivy. Nedokazujeme ho.

Platnost (pravdivost) matematickych viet sa overuje (dokazuje) pomocou definicii,
axiom a uz dokdzanych viet. Budeme rozlisovat 5 typov matematického dékazu a
to:

1. dokaz priamo,

2. dokaz nepriamo,

3. dokaz sporom,

4. dokaz matemnatickou indukciou,

5. dokaz rozborom vSetkych moznosti.

Doékaz priamo: Nech A = B je vyrok. Vytvarame postupnost vyrokov A, Ao,
Az, A kde A= A = Ay = A3 = - = A, = B. Vyroky A; = A;.4, pre
i€{l1,2,3,...,n—1} st bud axiémy, definicie, alebo uz dokazané vety. Ak veta nie
je v tvare implikacie, ¢asto ju vieme na tvar implikicie preformulovat. Napriklad
vetu - Druh& mocnina prirodzeného, nepérneho ¢isla je prirodzené, neparne ¢islo.
- vieme preformulovat na vetu - Ak n € N je neparne, tak n? € N a je neparne.

Priklad 1.1 Dokdzte ndsledujice tvrdenie priamo: Druhd mocnina prirodzeného,
nepdrneho c¢isla je prirodzené, nepdrne c¢islo.

Danii vetu preformulujeme tak, aby sme dostali tvrdenie v tvare implikdcie. Do-
stavame tordenie: (Vn € N) : n je nepdrne = n? je nepdrne. Zacneme vytvdrat
postupnost virokov:

e A= A(0):n €N je nepdirne <

e A(1):n=2k+1,keNU{0} &

e A2):n*=(2k+1)* ke NU{0} &

o A(3):n? =4k +4k+1,keNU{0} &

o A(4):n*=2(2k* +2k)+ 1,k e NU{0} &
o A(B):n?=20+1,1=2k*+2k e NU{0} &

e A(6) : n? je nepdrne cislo = B
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Doékaz nepriamo: Nech A = B je vyrok. Z vyroku vytvorime obmenenu vetu
v tvare B’ = A’. Tuto vetu dokazujeme priamo. Vyuzijeme fakt, Ze pravdivostné
hodnoty oboch viet st rovnakeé.

Priklad 1.2 Dokdzte ndsledujiice tvrdenie nepriamo: Ak n? je prirodzené, pdrne
cislo, tak aj n je prirodzené, pdrne cislo.

Nagprv si vytvorime matematicky zdpis daného tvrdenia: (Vn € N) : n? je pdrne
= n je pdrne. Ndsledne z daného tvrdenia vytvorime obmeneni vetu : (¥n € N) : n
je nepdrne = n? je nepdrne. Dostdvame rovnaké turdenie ako v predchddzajicom
priklade, ktoré dokazujeme rovnako - priamo.

Dokaz sporom: Nech A = B je vyrok. Z vyroku vytvorime negovany vyrok v
tvare A A B’. Tento vyrok dokazujeme priamo. Na rozdiel od dékazu priamo, na
konci déjdeme k sporu, teda k tvrdeniu o ktorom vieme rozhodnit, Ze urcite nie
je pravdivé. To znamend, ze dokazovana negacia vety neplati a teda musi platit
povodna veta.

Priklad 1.3 Dokdzte nasledujice turdenie sporom: Druhd mocnina pdrneho ¢isla
je ¢islo pdrne.

Najprv si vytvorime matematicky zdpis daného tvrdenia: (Vn € N) : n je pdrne
= n? je nepdrne. Ndsledne z daného tvrdenia vytvorime negdciu vety : (In € N) :

n je pdarne A n? je nepdrne. Toto tvrdenie dokazujeme priamo. T.j. vytvdrame
postupnost vyrokouv:

e A= A(0):n €N je pirne <

e A(l):n=2k,keN&

e A2):n?*=(2k)*keN&

e AB):n?*=4k>keN&

o A(4):n*=2(2k*),keN&
o AB):n?=21=2k*cN&

o A(6) : n? je pdrne ¢islo = B', ¢o je v spore s dokazovanou veta. Negdcia vety
neplati, plati povodne turdenie.

Doékaz matematickou indukciou (MI) je metéda dokazovania matematickych
viet a tvrdeni, ktorda sa pouziva, ak chceme ukézat, Zze dané tvrdenie plati pre
vSetky prirodzené ¢isla, pripadne int, dopredu dant nekone¢nii postupnost. Pred-
pokladajme, Ze chceme dokéazat platnost vyroku A(n) pre kazdé n € N také, ze
n > ng. Dokaz matematickou indukciou pozostava z dvoch casti:
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1. Dokazeme platnost tvrdenia pre n = 1, resp. pre najmensi prvok z uvazovanej
mnoziny n = ng. Toto nazyvame _baza indukcie. Z prvého kroku vyplyva, ze
existuje aspon jedno také n = ng, pre ktoré tvrdenie plati.

2. Ak existuje aspon jedno také n. mozeme predpokladat, Ze tvrdenie A(n) plati
pre Vn < k. Toto nazyvame indukény predpoklad (IP).

3. Ukazeme, Ze z platnosti tvrdenia pre n = k (IP) vyplyva platnost tvrdenia
pre n = k+ 1. Na tuto ¢ast dokazovania mozeme pouzit uz iné typy dokazov.

T.j. Pre kazdé n € N plati: z indukéného predpokladu - platnosti A(n) dokazeme,
ze plati aj A(n + 1). Tym je tvrdenie A(n) dokdzané. Dostavame: Ak plati A(1)
tak plati aj A(2), ak plati A(2) tak plati aj A(3) , ..., a teda A(n) plati Vn € N.

Priklad 1.4 Dokdzte ndsledujice tvrdenie matematickou indukciou: Siucet prvych

n po sebe idiucich prirodzengjch cisel je rovny cislu %
1. Nechn =1, potom 1 = @ =1 ... turdenie plati pre najmensie n.

2. Predpokladdme, Ze veta plati pre vsetky n,n < k. Je potrebné dokdzat, Ze
plati aj pren =k + 1:
E(k+1)+2k+1) (k+1)(k+2)

k+1) = =
+(+1) ) )

k(k+1)

424k (h+) = =

o je tordenie V (k4 1).

Dokaz rozborom vietkych moznosti: Tento sposob dokazu je Gastokrat zdlhavy,
komplikovany a u matematikov nie velmi obltubeny.

Poznamenajme, Ze ak je veta v tvare implikacie A < B, tak ju dokazujeme v dvoch
Castiach: A = B a zaroven B = A.

1.2.1 Ulohy

1. K nésledujicim vetam napiSte obmenené, obratené vety a negicie.

(a) Ak je trojuholnik ABC' pravouhly, tak pren plati Pytagorova veta.

(b) Pre kazdé celé ¢islo x plati: Ak je ¢islo z delitelné deviatimi, tak je
delitelné troma.

(c) (Vx €R) (Vy € R) : 2|z A2ly = 2|(x +y)
(d) (VzeR) (VyeR): (z>0Ay>0)=2y >0
(e) VzeR) (VyeR): ((z>0Ay>0)V(x<0Ay<0)=ay>0
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(f) VxeR) (VyeR): (ay=0Ax#0)=y=0
(g) Ak sac¢in dvoch ¢isel je parny, tak nie si obidve ¢isla neparne.

(h) Ak funkcia f ma v kazdom bode intervalu (a,b) kladnt derivaciu, tak
funkcia f je na intervale (a,b) rastuca.

2. Dokazte nasledujice tvrdenia:

(&) VT+VT>14+7T—T

(b) V11 ++/10 < 1++/11 —+/10
(¢) VV8+vV6 <2+ V86
(

d (VxE]R).H4§1
(e) (Vz,y € R): —1<i2§<1
(f) Sucin dvoch neparnych ¢isel je nepéarne ¢islo.

)

)

)

)

)

)

(g) Sucet dvoch parnych ¢isel je parne &islo.

(h) Sucet dvoch neparnych &isel je parne &islo.

(i) Sucet parneho a neparneho ¢isla je neparne ¢islo.
)
)
)
)
)

(j

(k) Sucin dvoch Tubovolnych parnych ¢isel je delitelny Styrmi.

Sucin dvoch po sebe idtucich prirodzenych &isel je vzdy delitelny dvoma.

(1) Ake ¢ AUB=x¢ ANz ¢ B.
(m) Ake ¢ ANB=ac¢ AV ¢ B.

(n) Kvadratickd rovnica az? +bx + ¢ = 0, kde a # 0 mé aspoii jeden realny
koren rovny 0 prave vtedy, ked ¢ = 0.

(o) (Vz,y € R) : 2? + y* > 2xy.

(p) Sucet kladného realneho ¢isla a jeho prevratenej hodnoty nie je mensi
ako 2. Je mozné, aby sa rovnal dvom?

(q) Ak celé &islo x nie je delitelné troma, tak 22 — 1 je delitelné troma.
3. Pomocou matematickej indukcie dokazte néasledujtice tvrdenia pre Vn € R:

(a) 14345+--+2n—1)=

w)P+22+y+~~+n2:@ﬂn+ngn+1y

(¢) P4+32+5>+---+(2n—1)* = gn(2n — 1)(2n + 1).

(d) 1-2+2-3+3-4+---+n(n+1)=3nn+1)(n+2).
)
)
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e Tttt e T e
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no

2 n(n+1)
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f Tttt 2n—1)(2n+1) — 20@2n+1)"
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1 1 1 1 _ n(n+3)
(2) 123 taga T 3as T F nn+)(n+2)  An+1)(n+2)"
(h) 11)(2%t 4 31n=2).
(i) 30[(74"tt — 7).
(j) 48[(7*" — 1)

1.3 Dirichletov princip

Dirichletov princip (niekedy tieZ oznacovany ako zasuvkovy princip, priehradkovy
princip alebo princip holubnikov) je matematické tvrdenie z teérie mnozin, pri-
padne kombinatoriky. Na rozdiel od typov dokazov v predchadzajicej kapitole
nam tento princip dava iba odpoved ANO/NIE. Nedava konkrétne riesenie.

Veta 1.1 (Jednoducha verzia) Nech n,k € N. Ak n je pocet holubov a k je
pocet klietok, pricom k < n, tak po rozmiestneni vsetkijch holubov do klietok si
aspon v jednej klietke aspon dva holuby.

Veta 1.2 (V8eobecna verzia) Nech n,m € N. Ak je viac ako mn holubov roz-
delenyjch do n klietok, tak aspon v jednej klietke je viac ako m holubov.

Veta 1.3 (Zlozitejsia verzia) Nech f je funkcia z konecnej mnoZiny X do ko-
necnej mnoZiny Y (f : X — Y). Nech |X| =n, |Y| = m a k = [2]. Potom
existuje aspon k hodndt ay,as, . ..,ar € X takych, Ze f(a1) = f(ag) = -+ = f(ax).

Dokaz. Nech f : X = Y, |[X| =n, [Y| = mak = [2]. Oznatme Y =
{y1,y1, .-, Ym}. Dokaz vykoname sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie vety nie
je pravdivé. To znamen4, ze pre kazdé i = 1,2, 3, ..., m existuje najviac ak (k—1)
prvkov z € X takych, ze f(z) = y;. To ale znamena, ze defini¢ny obor hodnot
funkcie f obsahuje najviac ak m(k — 1) hodnot, teda | X| < m(k —1).

Z predpokladu k =[] vyplyva, Ze k —1 < . Potom

m(k—1)<m£:n,
m
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¢o je v spore s tym, Ze | X| = n. Pravdivé je teda pdovodné tvrdenie a teda existuje
asponn k hodnoét xq,xs, ...,z takych, ze

f(@r) = flaz) = = flag).

O

Priklad 1.5 Konferencie sa zicastnilo 70 delegdtov, ktori hovoria 11 réznymi ja-
zykmi. Jednym jazykom hovori najviac 15 delegatov. Organizacny vybor rozhodol,
Ze za oficidalny bude povaZovat taky jazyk, ktorym hovori najmenej 5 delegdtov.
Dokdzte, Ze na konferencii boli aspon 3 oficidlne jazyky.

KedZe delegdtov je 70 a hovoria 11 jazykmi, iste jednym jazykom hovori nie meney,
ako 5 delegdtov. Teda existuje jeden oficidlny jazyk, nazvime ho jazyk A. Jazykom
A hovort najviac 15 delegdtov, t.j., ostatngmi 10 jazykmi hovori aspon 55 delegd-
tov. Medzi tymito 10 jazykmi sa musi ndjst jazyk (oznacme ho B), ktorym hovori
najmenej 5 delegdtov. To je druhy oficidlny jazyk. Jazykom B hovori najviac 15
delegdtov, teda dalsimi 9 jazykmi hovori aspon 40 delegdatov. Zasa podla Dirichle-
tovho principu mozZno spomedzi tyjchto 9 jazykov vybratl jeden oficidlny. FExistenciu
Styroch oficidalnych jazykov nie je mozné dokdzat.

1.3.1 Ulohy

1. V pivnici mame 4 fTaSe ¢erveného a 2 bieleho vina. Prisli hostia a priali si
Cervené vino ochutnat. BohuZzial flaSe st tmavé, bez oznacenia a v pivnici
je tma. Kolko flia§8 musime vziat, aby medzi nimi bola aspon jedna flasa
¢erveného vina? (A ak by sme cheeli aspon dve flase ¢erveného vina?)

2. Do obchodu priviezli 25 debniéiek jablk troch druhov (v debnigke bol vzdy
len jeden druh). D4 sa tam urcite najst 9 debniciek toho istého druhu?

3. Neporiadny student ma v zasuvke pat parov roznych ponoziek. Kolko kusov
ponoziek musi po tme vybrat, aby si bol isty, Ze medzi nimi budu dve rovnakej
farby.

4. Na skole je 1000 ziakov a 30 tried. D4 sa dokézat, ze aspon v jednej triede
bude aspon 34 ziakov?

5. V triede je 33 ziakov. Jeden ziak urobil v diktate 15 chyb. Nikto nemal viac.
Maju aspon traja ziaci taky isty pocet chyb? A Styria Ziaci?

6. V zasuvke je 10 ¢ervenych, 8 zelenych, 8 modrych a 4 zlté pastelky. Pastelky
vyberame so zatvorenymi ocami. Kolko ich musime vziat, aby medzi nimi

boli
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) aspon Styri tej istej farby?
(b) aspon jedna z kazdej farby?
(c) aspoii Sest modrych?

Za 23 dni mame prijimacie skusky a chceme eSte prepocitat 93 tloh. Dopliite
spravne vyrok: ,, Musime v aspon jeden den vyriesit aspon ... tloh."

Kol'ko musi byt v skupine Tudi, aby sme mohli povedat, Ze aspon dvaja

(a) sa narodili v rovnakom dni v tyzdni.
(b) sa narodili v rovnakom mesiaci.

(¢) maju narodeniny v rovnakom dni v roku?

Moézeme povedat, Ze na svete su aspon dvaja Iudia, ¢o se narodili v tej istej
minuite? (Predpokladajme, Ze nikto nie je starsi ako 120 rokov.) A v tej iste]
sekunde?

Kol'ko musi byt v skupine I'udi, aby sme mohli uréite tvrdit, Ze v niektorom
mesiaci v roku ma aspon pat z nich narodeniny?

Hadzeme dvoma kockami. Kolkokrat treba hodit, aby sme mali zarucené, ze
dvakrat padol rovnaky sicet na kockach?

Kol'kokrat treba hodit troma kockami, aby aspon Styrikrat padol ten isty
sucet.

Kol'kokrat treba hodit dvoma kockami, aby trikrat padla té ista dvojica ¢isel.

Na konferencii sa ztucastnilo 40 delegatov, z 13 krajin. Dokazte, ze delegécia
aspon jednej krajiny mala aspon troch ¢lenov.

Konferencie sa zucastnilo 70 delegatov, ktori hovoria 11 réznymi jazykmi.
Jednym jazykom hovori najviac 15 delegatov. Organizac¢ny vybor rozhodol,
ze za oficidlny bude povazovat ten jazyk, ktorym hovori najmenej 5 delegétov.
Dokazte, ze na konferencii boli aspon 3 oficidlne jazyky.

V pravidelnom dvadsatuholniku je 9 vrcholov vyznacenych zlatou farbou.
Dokéazte, ze aspon tri z nich tvoria rovnoramenny trojuholnik.

V rovine je danych 17 bodov. Z nich Ziadne tri nelezia na tej istej priamke.
Body st spojené tseckami zltej, Gervenej a modrej farby. Dokazte, ze tak
vznikne aspoii jeden ,jednofarebny trojuholnik“ (t.j. jeho strany su usecky
rovnakej farby).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Méame §tvorec so stranou dlzky 10 metrov. V fiom je 101 bodov. Dokazte, ze
existuje trojuholnik s obsahom 1 m?, v ktorom st dva body.

V kocke s hranou 19 cm je 1332 bodov. Dokazte, Ze st medzi nimi aspon 2
body, ktoré majia vzdialenost mensiu nez 3.

Vecer pred dazdom nam do chalupy nalietalo vela komarov. Spocitali sme
tie, ¢o sa usadili na posteli s rozmermi 180cm x 90cm. Bolo ich 145. Bolo
by aspon teoreticky mozné, aby sme jednou ranou s placackou s rozmermi
15cm x 15c¢m zasiahli aspon tri z nich?

V priestore je 9 bodov s celo¢iselnymi stiradnicami. Dokéazte, ze vieme z
nich vybrat aspon 2 body tak, ze stred nimi urc¢enej tisecky mé celociselné
sdiradnice.

Dokazte, ze zo 100 prirodzenych ¢isel vieme vzdy vybrat niekolko takych, ze
ich sucet je delitelny 100.

Je danych n + 2 I'ubovolInych kladnych celych ¢isel. Dokazte, Ze medzi nimi
existuju dve, ktorych rozdiel je delitelny ¢islom 2n, alebo dve, ktorych sucet
je delitelny ¢islom 2n.

V rovine vyberame niekolko bodov s celo¢iselnymi suradnicami. Spojime ich
useCkami a uréime stredy tychto useciek. Kolko musime vziat bodov, aby
aspon jeden stred tsecky mal celo¢iselné siradnice?

Dokazte, ze z 50 Iubovolne zvolenych navzajom réznych prvocisel vieme vzdy
vybrat 13 prvocisel tak, Ze rozdiel kazdych dvoch je delitelny piatimi.

Dokazte, ze ku kazdému prirodzenému ¢islu n existuja prirodzené ¢isla r # s
také, ze 3" — 3° je delitelné ¢islom n.

Cestovna kancelaria skimala podmienky Siestich miest a zistila, ze kazdé dve
z nich maji medzi sebou bud autobusové alebo vlakové spojenie (ale nikdy
nie obe). Mézeme z toho usudit, Ze aspon tri z tychto miest s vzajomne
prepojené rovnakym druhej dopravy?

Dokéazte, ze v kazdej skupine Siestich Tudi st bud aspon traja Iudia, ktori sa
navzajom poznaju, alebo aspon traja Iudia, ktori sa navzajom nepoznaju.

Dokazte, ze v kazdej skupine aspon dvoch Tudi existuju aspon dvaja ludia,
ktori maju rovnaky pocet znamych v danej skupine.

Majme 20 navzajom rozne prepojenych procesorov. Ukézte, Ze aspon dva
procesory st spojené s rovnakym poc¢tom inych.
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1.4 Algoritmy

Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost jednoduchych a jednozna¢nych
krokov, ktoré nas dovedie k ziadanému rieSeniu konkrétneho problému.
Ziada sa, aby algoritmus mal tieto vlastnosti:

e clementarnost — algoritmus sa sklada z jednoduchych (elementarnych) kro-
kov, ktoré su pre vykonavatela (pocita¢, ¢lovek) zrozumitelné.

e determinovanost (jednoznacnost) — kazdy krok algoritmu musi byt jedno-
znacne a presne definovany, v kazdej situacii musi byt uplne zrejmé, ¢o a ako
sa ma vykonat.

e konecnost — vykonavanie procesu opisaného algoritmom skonéi vzdy po ko-
necnom pocte krokov.

e rezultativnost — postup vedie po konetnom pocte krokov k vyrieseniu tulohy
a pre rovnaké vstupy déva vzdy rovnaké vysledky.

o efektivnost — algoritmus mé zabezpecit rieSenie problému, v ¢o najkratSom
Case pouzitim ¢o najmensieho poc¢tu prostriedkov.

e hromadnost — ma byt pouzitelny na cela triedu (vstupnych) pripadov tlohy
svojho typu.

Zapis algoritmu méa mat tieto vlastnosti:

e jednoznacnost, pouzitim pseudokdédu. Ten musi byt jasny a presny. Pouzi-
vame Standardné klacové slova (WHILE, DO, FOR, ELSE;, ...).

e blokova struktira (viditelnost z dialky)
e 1 veta = 1 riadok

e kratke mené premennych

Ulohu na zostrojenie algoritmu riesiaceho dany problém mozno riegit spravidla
mnohymi réoznymi spésobmi. Aby sme si z viacerych spravne fungujtcich algorit-
mov mohli vybrat ten najlepsi, potrebujeme mat nejaké kritérium, podl'a ktorého
by sme mohli algoritmy porovnavat. Algoritmy je mozné hodnotit z réznych hla-
disk, napriklad podla toho, aké I'ahké je pre nas takyto algoritmus napisat. Kri-
téria, ktoré sa obycajne pouzivaji pri hodnoteni kvality algoritmov, sa nazyvaja
¢asova a pamétova zlozitost (alebo tiez efektivita) algoritmov.

Pamitovi zlozitost algoritmu definujeme ako zavislost paméitovych naro-
kov algoritmu na velkosti rieSeného problému. Vyjadrujeme ju ako pocet premen-
nych, resp. paméatovych miest, ktoré algoritmus pri vypocte so zvolenymi vstup-
nymi tdajmi potrebuje. Pamétova zlozitost algoritmu A je teda funkciou, ktora
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vel'kosti vstupnych udajov priraduje potrebny pocet paméatovych miest, ktoré bude
algoritmus A pri vypocte s tymito udajmi vyuzivat.

Casovu zlozitost algoritmu moézeme definovat ako zavislost casovych né-
rokov algoritmu na velkosti konkrétneho rieSeného problému alebo konkrétnych
vstupnych udajov. Neudédvame ju vSak v Ziadnych beznych ¢asovych jednotkéch,
pretoze skutoéna doba vypoctu programu realizujiceho navrhnuty algoritmus za-
visi tiez na mnozstve Cisto technickych parametrov, ako je napriklad rychlost pro-
cesora pouzitého pocitaca, zatial ¢o my chceme charakterizovat rychlost prace al-
goritmu samého. Budeme preto ¢asovi zlozitost vyjadrovat poc¢tom elementarnych
operéacif.

Budeme hovorit, ze algoritmus vyriesi dant konkrétnu tlohu U v ¢ase T, ak
na jej vyrieSenie potrebuje T elementarnych krokov. Za dlzku tlohy budeme po-
vazovat mnozstvo vstupnych dat prislusnej tlohy. S istym zjednodusenim mozno
za mnozstvo dat povazovat pocet ¢isel, ktorymi je tloha charakterizovana (bez
ohl'adu na ich velkost). Tak napriklad graf mozno zadat n vrcholmi a m hranami,
preto dlzka kazdej tilohy o grafe bude (n +m). V grafovych Struktirach budeme
oby¢ajne braf za dlzku tlohy (n+m) aj ked pojde o ohodnotené grafové struktiry.
Funkcia T'(n) vyjadruje horna hranicu po¢tu krokov algoritmu pre najhorsi pripad
tlohy s dizkou n. Nie je teda prilis dolezité, aké ma algoritmus ¢asové naroky pre
malé hodnoty velkosti vstupnych udajov, pretoze malé udaje bude takmer vzdy
mozné algoritmicky spracovat v rozumnom case. Podstatné je, ako sa chova fun-
kcia vyjadrujtca ¢asovi zlozitost algoritmov pre rasttice hodnoty. Hovorime preto
niekedy aj o asymptotickej ¢asovej zlozitosti. Casova zlozitost algoritmu byva oby-
¢ajne rastucou funkciou. Z dvoch algoritmov budeme teda za ¢asovo vyhodnejsi a
efektivnejsi povazovat ten, ktorého funkcia casovej zlozitosti s rastiicou hodnotou
rastie pomalsie.

Definicia 1.2 Nech g(n), h(n) si dve kladné funkcie definované na mnoZine pri-
rodzenych cisel. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a hovorit, Ze funkcia h(n)
asymptoticky dominugje funkcii g(n), ok ezistuje konstanta k € N a prirodzené
¢islo ng € Ny také, zZe g(n) < k- h(n) pre ¥Yn > ng. Hovorime, Ze algoritmus A
md zloZitost O(f(n)), ak pre hornyg odhad T'(n) poctu krokov algoritmu A a ilohu
dlzky n plati T(n) = O(f(n)). Skrdtene hovorime o O(f(n)) algoritme. Specidlne
ak f(n) < n* pre nejaké konstantné k € N hovorime, Ze A je polynomidlny al-
goritmus. Hovorime, Ze problém md zloZitost nanajvys O(f(n)), ak prefi existuje
O(f(n)) algoritmus.

Nech je dany problém P; so vstupnymi datrami D;. Tento problém pretrasnsfor-
mujeme na iny problém P, tak, ze vstupné data D, prerobime na vstupné data D,
problému P,. Ak rieSenie Ry, problému P, vieme prerobit na rieSenie R; problému
Py, tak hovorime o vhodnej transformacii. Ak prerobenie vyzaduje polynomialny
¢as, hovorime o polynomiélnej transformacii.
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Ak existuje polynomidlny algoritmus rieSenia tulohy P, potom existuje aj poly-
nomialny algoritmus pre tlohu P;. Naopak to vS8ak nemusi platit. Ak existuje
polynomiélny algoritmus pre Pj, polynomialna redukovatelnost P; na P eSte ni¢
nehovori o zlozitosti problému P,. Ak st vsak problémy Py, P, polynomialne ekvi-
valentné, existencia polynomialneho algoritmu pre jeden implikuje existenciu po-
lynomiélneho algoritmu pre druhy. Ked uZ existuje polynomialny algoritmus pre
dany problém, potom jeho zlozitost zriedkakedy presiahne O(n®).

Definicia 1.3 Howvorime, Ze problém P je NP—tazZky, ak ilohu pre ktori existuje
polynomidlny algoritmus mozno polynomidlne redukovat na P. Hovorime, Ze prob-
lém P je NP-lahky, ak problém P mozZno polynomidlne redukovat na ilohu pre
ktoru existuje polynomidlny algoritmus. Hovorime, Ze problém P je NP—uplnyj,
ak platia obe implikdcie.

Doteraz sa podarilo pre stovky tloh dokazat, ze st NP-uplne. Pre dalSie sa po-
darilo dokézat, ze si NP-tazké. Pre ziadnu NP-tazku tlohu sa doteraz nepodarilo
néajst polynomiélny algoritmus. Nepodarilo sa vSak ani dokézat, Ze polynomiélny
algoritmus pre ne neexistuje. Najdenie takého algoritmu pre jedint zo stoviek
NP-ekvivalentnych tloh by znamenalo existenciu polynomiédlneho algoritmu pre
vSetky ostatné. VSeobecne sa neveri, Ze by sa to mohlo niekomu podarit, preto si
na NP-zlozitosti niektorych tiloh zalozené napr. aj niektoré kryptografické systémy.

VzhIadom na to, Ze mnohé tdlohy si NP-tazké, vznikaju tzv. aproximacné algo-
ritmy a heuristiky. V praxi ndm totiz castokrat staci, aby sme dostali dobré riese-
nie, ktoré, aj ked nebude prave optimélne, bude blizko optimélnemu. Mnohokrat
nam staci vykonat malti zmenu v zadani a problém dokazeme riesit v polynomiél-
nom ¢ase. Vo vSeobecnosti mozno heuristiky rozdelit na vytvarajice a zlepsujice.
Vytvarajica heuristika postupne vytvara riesenie tak, Ze zacne najjednoduchsim
objektom (najcastejsie prazdnou mnozinou vrcholov), a potom tento objekt roz-
siruje podla nejakého pravidla, ktoré dava nadej, Zze vysledny objekt bude blizko
optimalnemu. Najjednoduchsim pravidlom je rozsirit objekt o prvok (v teorii gra-
fov najcastejsie o vrchol alebo hranu), ktorym sa dosiahne najlepsia kriteridlna
funkcia rozsireného objektu. Takito metédu nazyvame pazravou metoédou —
greedy algorithm. Zlepsujtce heuristiky vychadzaji z existujiceho pripustného
rieSenia a snazia sa z neho jednoduchymi operaciami dostat iné blizke tzv. su-
sedné rieSenie s lepsou hodnotou kriteridlnej funkcie. Tak pokracuji dovtedy, kym
nedospeju k takému rieseniu, ktoré uz nema ziadne lepsSie susedné riesenie. Téato
metoda sa nazyva metoda prehl'adavania okoli — neighborhood search. Me-
todu prehladévania okoli mozno kombinovat s pravdepodobnostnou metodou tak,
Ze ju spustime na niekol’ko nahodne vytvorenych Startovacich rieSeni a za vysledok
berieme to najlepsie z najdenych lokdlnych optimélnych rieseni.

Castokrat sa vzniknuté algoritmy daj eSte vylepsovat a zrychlovat. Medzi za-
kladne sposoby zrychlovania algoritmov patri:
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prepocitanie vysledkov a ich uloZenie do paméte
vypocet hodnot na zaklade predchadzajucich vypoctov
vyuzitie predchédzajicich hodnot

predspracovanie vysledku

odstranenie rekurzie

odstranenie opakujtcich sa vypoctov



