Matematika 3 — 1.cvicenie

RNDr. Z. Gibova, PhD.



Cviciaca: RNDr. Z. Gibova, PhD.

zuzana.gibova@tuke.sk

Bozeny Nemcovej 32, 6. poschodie, €.k.: 614
Konzultacie: utorok 9:30 — 11:00, v iny defi po dohode mailom

- cviCenia (povinné, max. dovolené tri ospravedinené absencie), prednasky (link na
stranke KMTI — VyucCba — aktualne predmety — Matematika Il - Oznamy)

Prenasajuci: prof. RNDr. Jozef Dzurina, CSc.

Minimalne poziadavky na ziskanie zapoctu:

2 zapoctové pisomky — ziskat v sucte aspon 21 bodov zo 40 bodov
1ZP — po prebrati nekonecCnych Ciselnych radov

PiSu sa mimo cviCenia.

Odporucame prist na predtermin — lahsie priklady.

Vsetky materialy z prednasok (len ak na prednaske nadpoloviény pocet
pripojenych studentov), ale aj du z cvi€enia na stranke KMTI

Literatura k cviceniam
« GrinCova, Petrillova: MATEMATIKA Il v prikladoch (FEI)



Faktorial

Faktorial €isla n je rovny sucinu vSetkych prirodzenych Cisel, ktoré su mensie
alebo rovné Cislu n. Faktorial zapisujeme pomocou vykriCnika.

plati: pren>1 nn=nn-1n-2)......3.2.1
ol=1
Napr. : 8!=8.7.6.5.4.3.2.1
(2n)!=2n(2n—-1)(2n—2) .........3.2.1
m+2))!=n+2)n+1)nn—-1)......3.2.1
m-D'=mn-1)n-2)(n—-3)......3.21

s — , _ J3_ 31 1
Faktorial vieme rozpisat podla potreby: napr.: S T Ta3 2

3)!

Napr.: pri uprave vyrazu
menovatefom: (n + 3)(n + 2)(n + 1)n!

, rozpiSeme Citatela po n!, aby sme ho vykratili s

n+3)! (n+3))(n+2)(n+ 1)n!
n! - nl

=nm+3)(n+2)(n+1)



Pr. 1 -1.1: Upravte vyraz (n+6)! n!
n+4)! (n-2)!

Pr. 2 — 1.2: Upravte vyraz 2n+1)! (n+5)!
(2n)! "(n+ 3)!




Pr. 3 —1.3: Upravte vyraz

(n+ 3)!
n(n+1)

[(m+3)(n+2)]

(n+3)! (n+3)(n+2)(n+Dn!_
nn+1) (s 1) B

(n+3)(n+2)



Pr.4—1.4: Upravte vyraz ~ (n* —4) n! N n!
(n+ 2)! n—-3)!(n-2)




Pr. 5 -1.5: Upravte vyraz

(2n —1)! n!
3.2n)! "(n-—2)!

(2n—1)! nl
3.2n)! "(n-=2)!

DG: priklady 1.6 -1.11

2n>1)!

3.2m) =D’

nn—1Dn>=2)!
(< 2)! B



Limita postupnosti

Postupnost’ ¢isel - oznacujeme {a,},-1 ,kde a,, je n — ty Clen
Napr.: {n+2};_, =1{3,4,5,..... }

Limita postupnosti — je realne Cislo a, ak pre kazdé ¢ > 0, € € R, existuje ny € N,
ze pre kazdén > ny plati |a, —a| < e, tja—e<a,<a+¢

Zapis limity !El_ﬂ a,=a

Je to Cislo a € R, Ze pre lubovolne zvolené malé &, vzdy najdeme taky index n,, od
ktorého budu vsetky Cleny postupnosti lezat' v paseoda—edoa + ¢

(0] v . v
vopr: (207 Mhea odr, - o vity
n+lin=1 1-e e wes RS Cleny danej postupnosti
. vpaseod1l—edo1+¢
an
lim— =1 g

n—=® g+ 1

1 2 3 45 6 7 & 9101112131415 1617 1819 20
"l] «— n




Pri vypocte limity:
a) ak po dosadeni za n dostaneme neurcitost’ g delime Citatefa aj menovatela
najvyssou mocninou v menovateli (ak v Citateli a menovateli polyndmy)

Plati: ©0.00 =00, —00.—00 =00, —00.00 = —00, (.00 =00
0 + 00 = 00, —00 — 00 = —0O, 0+ Cc =0, \/oo = 00
lim — =0, lim —k=0,limn=oo
n—-oo N n—-oo N n—o0o

b) dosadime, ak neuréitost’ 1*°, pouzijeme pri Uprave jeden zo vzorcov

1 " K\
lim<1+—> — pt1 lim(1+—) =ek, keR



Pr. 1 — 2.1: Vypocitajte limitu postupnosti

Pr. 2 — 2.2: lypocCitajte limitu postupnosti

y n? +2n
im
n-oo  3n?2

. n*+2ne | 2 1 1
lim = llm—2= lim —=—
n—0o 3n2 n—oo 3 Tl_ n—oo

n—>0o

An® —5n+ 2

2n% + 3

[ ]



Pr. 3 — 2.3: Vypocitajte limitu postupnosti I 3n* —7n%2 + 10
1m
n—oo n—1

2 —
Pr. 4 — 2.4: Viypoditajte limitu postupnosti  im ~— " 10
n—oo 4n5 4 nZ



Pr. 5 — 2.6: Vypocitajte limitu postupnosti

y 3n° + 8
nl—r>rgon2—4n+5

3n°

y 3n°>+ 8 " nZ y 3n3
m— = — =00

nl—r>r<}on2—4n+5 oo n2 o 1

n2

Il 818




Pr. 6 — 2.8 : Vypocitajte limitu postupnosti

Pr. 7 —2.9: Vypocitajte limitu postupnosti

Pr. 8 — 2.11: Vypocitajte limitu postupnosti

lim

lim

n—>oco

lim

n—-0o

) 1
2n + 2

n+1\"
n+ 2

2 n
1+
WM< n+3>

-



Pr. 9 — 2.10: Vypocitajte limitu postupnosti

n—1
im 1
im |1+
lim 1 W( _
n
=0 3.lim =1 = 1111—{%0%
lIim [33]n+1 = e n-ooontl —p n
n—-00

Du: priklady 2.5, 2.7, 2.12 - 2.14




Rozklad racionalnej funkcie na
elementarne (parcialne) zlomky

Py, (x)

Qm(x)

Funkciu f(x) = nazyvame racionalnou funkciou, kde n, m - stuprie

polynéomov.
Ak n < m je funkcia f (x) rydzoracionalna. Vieme ju rozlozit' na sucet parcialnych

zlomkov, ak ma jednoduché korene (jednonasobné) ich tvar bude

— a — koren polynému

_ 2 2x _ A B
Napr.. f(x) T x2-4x+3  (x-3)(x-1)  (x-3) + (x—1)




Pr. 1 — 3.1: Rozlozte na parcialne zlomky nasledujuce vyrazy:

1
m+1)(n+2)




Pr. 2 — 3.2: Rozlozte na parcialne zlomky nasledujuce vyrazy:

14 [ 2 2
(n+3)(n—4) n—4 n+3
14 A B -2 2

=S + =
m+3)(n—4) n+3 n-—4 13 _a
14 =A(n—4)+ B(n+ 3)

n=4: 14=B(4+3) n=-3 14=A(-3-4)
14 = B7 14 = —74
2=8B —2=A4



Pr. 3 — 3.3: Rozlozte na parcialne zlomky nasledujuce vyrazy:

-2
n3d —n

-2 -2

n3-n  n(n-1)(n+1)

Du: priklady 3.3 dokoncit- 3.7
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  pre   𝒏 ≥ 𝟏                 𝒏 ! = 𝒏  ( 𝒏 − 𝟏 )  ( 𝒏 − 𝟐 ) … … … 𝟑 . 𝟐 . 𝟏


  𝟎 ! = 𝟏


  8 ! = 8 .   7 .   6 .   5 .   4 .   3 .   2   . 1


  ( 2 n ) ! = 2 n  ( 2 n − 1 )  ( 2 n − 2 ) … … … 3 . 2 . 1


  ( n + 2 ) ! =  ( n + 2 )  ( n + 1 ) n ( n − 1 ) … … … 3 . 2 . 1


  ( n − 1 ) ! =  ( n − 1 )  ( n − 2 ) ( n − 3 ) … … … 3 . 2 . 1


    3 !  5 ! =   3 !  5 . 4 . 3 ! =  1  5 . 4


     ( n + 3 ) !  n !


  n !


   ( n + 3 )  ( n + 2 )  ( n + 1 ) n !


     ( n + 3 ) !  n ! =    ( n + 3 )  ( n + 2 )  ( n + 1 ) n !  n ! =  ( n + 3 )  ( n + 2 )  ( n + 1 )


     ( n + 6 ) !   ( n + 4 ) ! −   n !   ( n − 2 ) !


     ( 2 n + 1 ) !   ( 2 n ) ! .    ( n + 5 ) !   ( n + 3 ) !


     ( n + 3 ) !  n !  ( n + 1 )                                                                                   [  ( n + 3 )  ( n + 2 )  ]


     ( n + 3 ) !  n !  ( n + 1 ) =


     ( n + 3 )  ( n + 2 )  ( n + 1 ) n !  n !  ( n + 1 ) =


   ( n + 3 )  ( n + 2 )


     (  n 2 − 4 )   n !   ( n + 2 ) ! +   n !   ( n − 3 ) ! ( n − 2 )


     ( 2 n − 1 ) !  3 .  ( 2 n ) ! .   n !   ( n − 2 ) !                                                                              [    1 6  ( n − 1 )  ]


     ( 2 n − 1 ) !  3 .  ( 2 n ) ! .   n !   ( n − 2 ) ! =


     ( 2 n − 1 ) !  3 .  ( 2 n )  ( 2 n − 1 ) ! .   n ( n − 1 ) ( n − 2 ) !   ( n − 2 ) ! =


   1 6  ( n − 1 )


     {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞


   𝒂 𝒏   je   n − t ý   č len


     { n + 2 }  n = 1 ∞ =  { 3 ,   4 ,   5 , … . . }


  𝒂


  𝜀 > 0 ,   𝜀 ∈ R ,   existuje    n 0 ∈ N ,  


    n > n 0


   |  𝒂 𝒏 − 𝒂 | < 𝜺


  𝒂 − 𝜺 <  𝒂 𝒏 < 𝒂 + 𝜺


  𝒂 ∈ R ,


  𝜺


   n 0


  𝒂 − 𝜺


  𝒂 + 𝜺


     {  n  n + 1 }  n = 1 ∞


  ← a


   n 0 = 7


  𝟏 − 𝜺


  𝟏 + 𝜺


   ∞ ∞


  ∞ . ∞ = ∞ ,       − ∞ . − ∞ = ∞ ,       − ∞ . ∞ = − ∞ ,         c . ∞ = ∞


                                ∞ + ∞ = ∞ ,     − ∞ − ∞ = − ∞ ,     ∞ + c = ∞   ,      ∞ = ∞


       lim  n → ∞   ⁡   1 n = 0 ,    lim  n → ∞   ⁡   1   n k = 0 ,    lim  n → ∞ ⁡  n = ∞


   𝟏 ∞


     lim  n → ∞ ⁡     ( 1 ±  1 n ) n =  e  ± 1


     lim  n → ∞ ⁡     ( 1 +  k n ) n =  e k


  k ∈ R


      lim ⁡ ⁡    n → ∞ ⁡    4  n 2 − 5 n + 2  2  n 2 + 3


     lim    n → ∞ ⁡     n 2 + 2 n  3  n 2                                                                                                          [    1 3  ]


     lim    n → ∞ ⁡     n 2 + 2 n  3  n 2 =


     lim    n → ∞ ⁡       n 2   n 2  3    n 2   n 2 =


   ∞ ∞


     lim    n → ∞ ⁡   1 3 =  1 3


      lim ⁡    n → ∞ ⁡    3  n 4 − 7  n 2 + 10  n − 1


     lim    n → ∞ ⁡     n 2 + 3 n − 10  4  n 5 +  n 2


     lim    n → ∞ ⁡      3 n 5 + 8   n 2 − 4 n + 5                                                                                                   [   ∞  ]


     lim    n → ∞ ⁡      3 n 5 + 8   n 2 − 4 n + 5 =


     lim    n → ∞ ⁡        3 n 5   n 2     n 2   n 2 =


     lim    n → ∞ ⁡      3 n 3 1 = ∞


   ∞ ∞


     lim    n → ∞ ⁡     ( 1 +  2  n + 3 ) n


     lim    n → ∞ ⁡     ( 1 −  1  2 n + 2 )  2 n


     lim    n → ∞ ⁡     (   n + 1  n + 2 ) n


     lim    n → ∞ ⁡     ( 1 +  3  n + 1 )  n − 1                                                                                            [    e 3  ]


     lim    n → ∞ ⁡     ( 1 +  3  n + 1 )  n − 1     n + 1  n + 1 =


   1 ∞


     lim    n → ∞ ⁡     ( 1 +  3  n + 1 )  n − 1 =


     lim    n → ∞ ⁡     [    ( 1 +  3  n + 1 )  n + 1 ]    n − 1  n + 1 =


     lim    n → ∞ ⁡     [  e 3 ]    n − 1  n + 1 =


   e  3   .     lim    n → ∞     n − 1  n + 1 =


   e  3 .  lim    n → ∞      n n   n n =


   e  3 .  lim    n → ∞ 1 =


   e 3


  𝒇  ( 𝒙 ) =    𝑷 𝒏 ( 𝒙 )   𝑸 𝒎 ( 𝒙 )


   A  x − 𝛼


  𝛼 −


  f  ( x ) =   2 x   x 2 − 4 x + 3 =


    2 x  ( x − 3 ) ( x − 1 ) =


   A  ( x − 3 ) +  B  ( x − 1 )


   1  ( n + 1 ) ( n + 2 )


   14  ( n + 3 ) ( n − 4 )                                                                              [    2  n − 4 −  2  n + 3   ]


   14  ( n + 3 ) ( n − 4 ) =  A  n + 3 +  B  n − 4


  14 = A ( n − 4 ) + B ( n + 3 )


  n = 4


  14 = B ( 4 + 3 )


                                14 = B 7


  2 = B


  n = − 3


  14 = A ( − 3 − 4 )


                                      14 = − 7


  − 2 = A


  =   − 2  n + 3 +  2  n − 4


    − 2   n 3 − n    


    − 2   n 3 − n =


    − 2  n ( n − 1 ) ( n + 1 )

