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1. NEKONECNE CISELNE RADY (NCR)

1.3 Kritéria konvergencie radu

Cauchyho integralne kritérium

Nech pre radi la,| existuje spojita funkcia f(x) nerastiica na (K, «) a nech pre
kazdé n > K:;Z;) = |a,]

Ak

1. [, f(x)dx < oo, tak je rad absolutne konvergentny.

2. f;o f(x)dx = oo, tak je rad divergentny.

(o) a
Uprava nevlastného integralu pomocou vztahu j fl)dx = lim J f(x)dx
K K



Leibnizovo kritérium

Nech z(—1)n+1an je rad so striedavymi znamienkami. Nech postupnost’ {a, },

n-1

je nerastuca. Potom radZ(—l)”“an je konvergentny prave vtedy, ak lim a,, = 0.

n—oo
n-1

Odhad suctu radu: [s, — s| < ap41

Pouzitie: rad, kde je (-1) umocnena na vyraz s n

T L '.:I.- b
" (2n)

Zi—l]”wﬁi:lﬁ i [_:lﬁ;! —II_

n=1 -




Pr. 1 — 24/ 131: Uréte konvergenciu NCR:

.:‘L =

3 : :
Z —— diverguje

n—3 VI~ T =

Cauchyho integralne kritérium — viac pozri priklad 2



8

Pr. 2: Uréte konvergenciu NCR:

n=1

Pouzijeme Cauchyho integralne kritérium, pre dany rad hfadame funkciu, ktora bude spojita a
nerastuca na intervale (K, «), ktorej konvergenciu budeme rieSit, ak bude funkcia konvergentna
bude aj rad konvergentny

1
x2+1

1. Zvolime funkciu f(x) - dostaneme ju z predpisu pre rad, kde n nahradime x: f(x) =

2. Overime, ze funkcia je spojita a nerastuca na intervale (K, ) — funkcia je spojita v bodoch,
kde je definovana, urCime jej definiCny obor, v nasom pripade je interval (K, co) dany
hranicami radu (n od 1 do =) teda (1, o)

a) podmienka pre D(f): x>+ 1# 0 - x%? # —1 - D(f) = R - funkcia je spojita aj na (1, «)
b) funkcia je nerastuca na danom intervale, ak f"(x) < 0

f(x) = e 21+21’;2 < 0 pre vsetky x z D(f) to plati — funkcia je nerastuca na (1, )

3. Polozime |a,| = f(n) prekazdén = K

lan| = f(n) =

— pre kazdén > 1



4. Overime konvergenciu funkcie — po€itame nevlastny integral

(0.e] [o'e) 1 a 1
—[ f(x)dx = j dx = lim dx = lim [arctg x]fll
K 1 +

x? 1 a—oo Jq x%2+1 a— oo

T
4

N

T
lim (arctg a — arctg 1) = arctgoo — arctg 1 = 5=

a—oo

¢ T
arc o0 = —
5% =75

1
sz m 1dx = arctgx
artg 1 :%

L 2+ 1 dx = 2 < oo — konverguje — konverguje aj rad



Pr. 3: Uréte konvergenciu NCR a urobte odhad suétu radu: (=D"
4n —1

n=1

Je to rad so striedavymi znamienkami, pouzijeme Leibnizovo kritérium

1. Ur€ime postupnost {a, },-, - porovhame predpis radu Z;’{’zl(—l)”?l_l z0 vSeobecnym
predpisom pre rad so striedavymi znamienkami ).;> {(—1)"a,

(0.e] 1 ”
{an}n=1 - {4,’1 _ 1}n=1

2. Overime, ze postupnost' je nerastuca - postupnost je nerastuca, ak plati a,, > a,,;1

pri overovani postupujeme nasledovne:
prekazdé xzD(f) plat n<n+1 /4 stale zaCiname tymto krokom

im<4n+1) /-1

4n — 1 < 4(n+ 1) — 1 upravujeme, kym nedostaneme a,, na [avej strane

1 1
>
4n-1 4n+3

- a, > a,,1 — postupnost je nerastuca

, 1 1
Poznamka.n<n+1 ale = >—
n n+1



3. Zistime konvergenciu radu pomocou limity lim a,
n—>0o

lim a,, = lim

= — = 0 - rad so striedavymi znamienkami konverguje
n—oo n-o4n —1 00

Poznamka: ak lim a, # 0 — rad so striedavymi znamienkami diverguje

n—>00

4. UrCime odhad suctu radu |s,, — s| < a, 41

— Odhad suctu radu pomocou s; sa od
skuto¢ného suctu s lisi o 0,67.



Pr. 4: Uréte konvergenciu NCR:

Nl G Dl

nZ
n=1

Je to rad so striedavymi znamienkami, pouzijeme Leibnizovo kritérium



Pr. 5-25/143: — Uréte konvergenciu NCR:

i )"(n + 2) r L ds .
1m da, = L,dIverguje
D lim a, =1, ]

Je to rad so striedavymi znamienkami, pouzijeme Leibnizovo kritérium

Ack _n+1+1_1+ 1
pomocka: a, = ————= —



Pr. 6 — 25/ 145: — Uréte konvergenciu NCR:

oo n 1
E o1 lim a, = 0, konverguje
2n —

n—s oo
n=1

Je to rad so striedavymi znamienkami, pouzijeme Leibnizovo kritérium

(0] 1 ”
{an}n=1 - {zn _ 1}n=1

prekazdé x zD(f) plati: n<n+1 /.2
2n<2(n+1) /-1
2n—1<2(n+1)-1

1 - 1
2n—1 2n+1

- a, > a,,1 — postupnost je nerastuca

lima, = lim

— = 0 - rad so striedavymi znamienkami konverguje
n—oo n—-o 2N — 1 (0.0)



Du: 24 / 125, 128, 130, 135, 25/ 141, 142, 144, 147
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  𝒇  ( 𝒙 )


   ⟨ 𝑲 , ∞ )


    𝒏 ≥ 𝑲 : 𝒇  ( 𝒏 ) =  |  𝒂 𝒏 |


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x < ∞ ,


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x = ∞ ,


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞   |  𝒂 𝒏 |


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x =    lim  a → ∞ ⁡    ∫ K a  f  ( x ) d x


       {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞


     lim  n → ∞ ⁡   a n = 0 .


   |  s n − s | <  a  n + 1


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞    (   − 𝟏 )   𝒏 + 𝟏 𝒂 𝒏


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞    (   − 𝟏 )   𝒏 + 𝟏 𝒂 𝒏


    ∑  n = 1 ∞   1   n 2 + 1


   ⟨ K , ∞ )


  f  ( x ) =  1   x 2 + 1


   ⟨ K , ∞ )


   ⟨ K , ∞ )  


  ∞ )


   ⟨ 𝟏 , ∞ )


   x 2 + 1 ≠ 0 →


   x 2 ≠ − 1   → D  ( f ) = R →


   ⟨ 1 , ∞ )


  f ´  ( x ) < 0


    f ´  ( x ) =   − 1 . 2 x      ( x 2 + 1 ) 2 < 0


  →


   ⟨ 1 , ∞ )


   |  a n | = f  ( n )   pre   ka ž d é   n ≥ K


   |  a n | = f  ( n ) =  1   n 2 + 1 pre   ka ž d é   n ≥ 1


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x =   ∫ 1 ∞   1   x 2 + 1 d x =    lim  a → ∞ ⁡    ∫ 1 a   1   x 2 + 1 d x =  lim  a → ∞    [ arctg   x ] 1 a


   lim  a → ∞  ( arctg   a − arctg   1 ) =  arctg ⁡  ∞ − arctg   1 =  𝜋 2 −  𝜋 4 =  𝜋 4


   arctg ⁡  ∞ =  𝜋 2    


  artg   1 =


   𝜋 4


   ∫   1   x 2 + 1 d x =  arctg ⁡ x


    ∫ 1 ∞   1   x 2 + 1 d x =  𝜋 4 < ∞ → konverguje   → 𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞   𝐚 𝐣   𝐫 𝐚 𝐝


    ∑  n = 1 ∞      ( − 1 ) n  4 n − 1


       {  a n }  n = 1 ∞


    ∑  n = 1 ∞    ( − 1 ) n  1  4 n − 1  


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞    ( − 𝟏 ) 𝒏  𝒂 𝒏


     {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞ =      {  1  4 n − 1 }  𝒏 = 𝟏 ∞


   𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏


  pre   ka ž d é   x   z   D  ( f )   plat í :   𝒏 < 𝒏 + 𝟏           / . 4


  4 n < 4  ( n + 1 )     / − 1


  4 n − 1 < 4  ( n + 1 ) − 1    


   a n


   1  4 n − 1 >  1  4 n + 3 →  𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏 → postupnos ť   je   nerast ú ca


  𝒏 < 𝒏 + 𝟏       ale      𝟏 𝒏 >  𝟏  𝒏 + 𝟏


     lim  n → ∞ ⁡   a n


     lim  n → ∞ ⁡   a n =    lim  n → ∞ ⁡   1  4 n − 1 =  1 ∞ = 0 → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞


     lim  n → ∞ ⁡   a n ≠ 0


  → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐝 𝐢 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞


   |  s n − s | <  a  n + 1


   s 3 = −  1 3 +  1 7 −  1 11 =   − 65 231 = − 0 , 28


   a 4 =  1 15 = 0 , 6  7 ¯


   |  s 3 − s | <  a 4


   s 3


  0 , 6  7 ¯ .


    ∑  n = 1 ∞      ( − 1 )  n − 1   n 2


    𝒑 𝒐 𝒎 ô 𝒄 𝒌 𝒂 :   𝒂 𝒏 =   𝒏 + 𝟏 + 𝟏  𝒏 + 𝟏 = 𝟏 +  𝟏  𝒏 + 𝟏


     {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞ =      {  1  2 n − 1 }  𝒏 = 𝟏 ∞


  pre   ka ž d é   x   z   D  ( f )   plat í :           𝒏 < 𝒏 + 𝟏           / . 𝟐


  2 n < 2  ( n + 1 )     / − 1


  2 n − 1 < 2  ( n + 1 ) − 1  


   1  2 n − 1 >  1  2 n + 1 →  𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏 → postupnos ť   je   nerast ú ca


      𝒍 𝒊 𝒎  𝒏 → ∞ ⁡   𝒂 𝒏 =    lim  n → ∞ ⁡   1  2 n − 1 =  1 ∞ = 0 → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞

