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Cauchyho integrálne kritérium

Nech pre rad            existuje spojitá funkcia 𝒇 𝒙  nerastúca na ۦ𝑲, ∞) a nech pre

každé 𝒏 ≥ 𝑲: 𝒇 𝒏 = 𝒂𝒏

Ak

𝐾׬ .1

∞
𝑓 𝑥 d𝑥 < ∞, tak je rad absolútne konvergentný.

𝐾׬ .2

∞
𝑓 𝑥 d𝑥 = ∞, tak je rad divergentný.

Úprava nevlastného integrálu pomocou vzťahu

 

෍

𝒏→𝟏

∞

𝒂𝒏

න
𝐾

∞

𝑓 𝑥 d𝑥 = lim
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1.3 Kritéria konvergencie radu 

1. NEKONEČNÉ ČÍSELNÉ RADY (NČR)
 



Leibnizovo kritérium

Nech                         je rad so striedavými znamienkami. Nech postupnosť 𝒂𝒏 𝒏=𝟏
∞

je nerastúca. Potom rad                     je konvergentný práve vtedy, ak lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 .

Odhad súčtu rádu:  𝑠𝑛 − 𝑠 < 𝑎𝑛+1

Použitie: rad, kde je  (-1) umocnená na výraz s n

 

෍

𝒏→𝟏

∞

(−𝟏)𝒏+𝟏𝒂𝒏

෍

𝒏→𝟏

∞
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Pr. 1 – 24 / 131: Určte konvergenciu NČR: 

Cauchyho integrálne kritérium – viac pozri príklad 2  



Pr. 2: Určte konvergenciu NČR: 
෍

𝑛=1

∞
1

𝑛2 + 1

Použijeme Cauchyho integrálne kritérium, pre daný rad hľadáme funkciu, ktorá bude spojitá a 

nerastúca na intervale ۦ𝐾, ∞), ktorej konvergenciu budeme riešiť, ak bude funkcia konvergentná 

bude aj rad konvergentný

1. Zvolíme funkciu f(x) - dostaneme ju z predpisu pre rad, kde n nahradíme x:  𝑓 𝑥 =
1

𝑥2+1

2. Overíme, že funkcia je spojitá a nerastúca na intervale ۦ𝐾, ∞) – funkcia je spojitá v bodoch, 

kde je definovaná, určíme jej definičný obor, v našom prípade je interval ۦ𝐾, ∞) daný 

hranicami radu (n od 1 do ∞) teda 𝟏ۦ, ∞)

       a)  podmienka pre D(f):   𝑥2 + 1 ≠ 0 → 𝑥2 ≠ −1 → 𝐷 𝑓 = 𝑅 → funkcia je spojitá aj na 1ۦ, ∞)
       b) funkcia je nerastúca na danom intervale, ak 𝑓´ 𝑥 < 0

                            𝑓´ 𝑥 =
−1.2𝑥

(𝑥2+1)2 < 0  pre všetky x z D(f) to platí → funkcia je nerastúca na 1ۦ, ∞) 

3. Položíme 𝑎𝑛 = 𝑓 𝑛  pre každé 𝑛 ≥ 𝐾

𝑎𝑛 = 𝑓 𝑛 =
1

𝑛2 + 1
pre každé 𝑛 ≥ 1



4.   Overíme konvergenciu funkcie – počítame nevlastný integrál 
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4
< ∞ → konverguje → 𝐤𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐮𝐣𝐞 𝐚𝐣 𝐫𝐚𝐝



Pr. 3: Určte konvergenciu NČR a urobte odhad súčtu radu: 

Je to rad so striedavými znamienkami, použijeme Leibnizovo kritérium

෍

𝑛=1

∞
(−1)𝑛

4𝑛 − 1

1. Určíme postupnosť 𝑎𝑛 𝑛=1
∞  - porovnáme predpis radu σ𝑛=1

∞ (−1)𝑛 1

4𝑛−1
 zo všeobecným   

predpisom pre rad so striedavými znamienkami  σ𝒏→𝟏
∞ (−𝟏)𝒏𝒂𝒏

𝒂𝒏 𝒏=𝟏
∞ =

1

4𝑛 − 1 𝒏=𝟏

∞

2. Overíme, že postupnosť je nerastúca - postupnosť je nerastúca, ak platí 𝒂𝒏 > 𝒂𝒏+𝟏 

    pri overovaní postupujeme nasledovne: 

              pre každé 𝑥 z 𝐷 𝑓  platí:  𝒏 < 𝒏 + 𝟏 /.4     stále začíname týmto krokom

                                                4𝑛 < 4 𝑛 + 1  /−1

                                         4𝑛 − 1 < 4 𝑛 + 1 − 1 upravujeme, kým nedostaneme 𝑎𝑛 na ľavej strane

1

4𝑛−1
>

1

4𝑛+3
→ 𝒂𝒏 > 𝒂𝒏+𝟏 → postupnosť je nerastúca

    

   Poznámka: 𝒏 < 𝒏 + 𝟏 ale 
𝟏

𝒏
>

𝟏

𝒏+𝟏



3. Zistíme konvergenciu radu pomocou limity lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

1

4𝑛 − 1
=

1

∞
= 0 → rad so striedavými znamienkami 𝐤𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐮𝐣𝐞

Poznámka: ak lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 ≠ 0 → rad so striedavými znamienkami 𝐝𝐢𝐯𝐞𝐫𝐠𝐮𝐣𝐞

4. Určíme odhad súčtu radu  𝑠𝑛 − 𝑠 < 𝑎𝑛+1  

𝑠3 = −
1

3
+

1

7
−

1

11
=

−65

231
= −0,28

𝑎4 =
1

15
= 0,67

𝑠3 − 𝑠 < 𝑎4 

Odhad súčtu radu pomocou 𝑠3 sa od 

skutočného súčtu s líši o 0,67.  



Pr. 4: Určte konvergenciu NČR: 

Je to rad so striedavými znamienkami, použijeme Leibnizovo kritérium
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Pr. 5 – 25 / 143:  – Určte konvergenciu NČR: 

Je to rad so striedavými znamienkami, použijeme Leibnizovo kritérium

𝒑𝒐𝒎ô𝒄𝒌𝒂:  𝒂𝒏 =
𝒏 + 𝟏 + 𝟏

𝒏 + 𝟏
= 𝟏 +

𝟏

𝒏 + 𝟏



Pr. 6 – 25 / 145:  – Určte konvergenciu NČR: 

Je to rad so striedavými znamienkami, použijeme Leibnizovo kritérium

𝒂𝒏 𝒏=𝟏
∞ =

1

2𝑛 − 1 𝒏=𝟏

∞

pre každé 𝑥 z 𝐷 𝑓  platí:  𝒏 < 𝒏 + 𝟏 /. 𝟐

                                        2𝑛 < 2 𝑛 + 1  /−1

                                 2𝑛 − 1 < 2 𝑛 + 1 − 1 

1

2𝑛 − 1
>

1

2𝑛 + 1
→ 𝒂𝒏 > 𝒂𝒏+𝟏 → postupnosť je nerastúca

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒂𝒏 = lim
𝑛→∞

1

2𝑛 − 1
=

1

∞
= 0 → rad so striedavými znamienkami 𝐤𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐮𝐣𝐞



Dú: 24 / 125, 128, 130, 135, 25 / 141, 142, 144, 147
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  𝒇  ( 𝒙 )


   ⟨ 𝑲 , ∞ )


    𝒏 ≥ 𝑲 : 𝒇  ( 𝒏 ) =  |  𝒂 𝒏 |


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x < ∞ ,


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x = ∞ ,


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞   |  𝒂 𝒏 |


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x =    lim  a → ∞ ⁡    ∫ K a  f  ( x ) d x


       {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞


     lim  n → ∞ ⁡   a n = 0 .


   |  s n − s | <  a  n + 1


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞    (   − 𝟏 )   𝒏 + 𝟏 𝒂 𝒏


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞    (   − 𝟏 )   𝒏 + 𝟏 𝒂 𝒏


    ∑  n = 1 ∞   1   n 2 + 1


   ⟨ K , ∞ )


  f  ( x ) =  1   x 2 + 1


   ⟨ K , ∞ )


   ⟨ K , ∞ )  


  ∞ )


   ⟨ 𝟏 , ∞ )


   x 2 + 1 ≠ 0 →


   x 2 ≠ − 1   → D  ( f ) = R →


   ⟨ 1 , ∞ )


  f ´  ( x ) < 0


    f ´  ( x ) =   − 1 . 2 x      ( x 2 + 1 ) 2 < 0


  →


   ⟨ 1 , ∞ )


   |  a n | = f  ( n )   pre   ka ž d é   n ≥ K


   |  a n | = f  ( n ) =  1   n 2 + 1 pre   ka ž d é   n ≥ 1


    ∫ K ∞  f  ( x ) d x =   ∫ 1 ∞   1   x 2 + 1 d x =    lim  a → ∞ ⁡    ∫ 1 a   1   x 2 + 1 d x =  lim  a → ∞    [ arctg   x ] 1 a


   lim  a → ∞  ( arctg   a − arctg   1 ) =  arctg ⁡  ∞ − arctg   1 =  𝜋 2 −  𝜋 4 =  𝜋 4


   arctg ⁡  ∞ =  𝜋 2    


  artg   1 =


   𝜋 4


   ∫   1   x 2 + 1 d x =  arctg ⁡ x


    ∫ 1 ∞   1   x 2 + 1 d x =  𝜋 4 < ∞ → konverguje   → 𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞   𝐚 𝐣   𝐫 𝐚 𝐝


    ∑  n = 1 ∞      ( − 1 ) n  4 n − 1


       {  a n }  n = 1 ∞


    ∑  n = 1 ∞    ( − 1 ) n  1  4 n − 1  


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞    ( − 𝟏 ) 𝒏  𝒂 𝒏


     {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞ =      {  1  4 n − 1 }  𝒏 = 𝟏 ∞


   𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏


  pre   ka ž d é   x   z   D  ( f )   plat í :   𝒏 < 𝒏 + 𝟏           / . 4


  4 n < 4  ( n + 1 )     / − 1


  4 n − 1 < 4  ( n + 1 ) − 1    


   a n


   1  4 n − 1 >  1  4 n + 3 →  𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏 → postupnos ť   je   nerast ú ca


  𝒏 < 𝒏 + 𝟏       ale      𝟏 𝒏 >  𝟏  𝒏 + 𝟏


     lim  n → ∞ ⁡   a n


     lim  n → ∞ ⁡   a n =    lim  n → ∞ ⁡   1  4 n − 1 =  1 ∞ = 0 → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞


     lim  n → ∞ ⁡   a n ≠ 0


  → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐝 𝐢 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞


   |  s n − s | <  a  n + 1


   s 3 = −  1 3 +  1 7 −  1 11 =   − 65 231 = − 0 , 28


   a 4 =  1 15 = 0 , 6  7 ¯


   |  s 3 − s | <  a 4


   s 3


  0 , 6  7 ¯ .


    ∑  n = 1 ∞      ( − 1 )  n − 1   n 2


    𝒑 𝒐 𝒎 ô 𝒄 𝒌 𝒂 :   𝒂 𝒏 =   𝒏 + 𝟏 + 𝟏  𝒏 + 𝟏 = 𝟏 +  𝟏  𝒏 + 𝟏


     {  𝒂 𝒏 }  𝒏 = 𝟏 ∞ =      {  1  2 n − 1 }  𝒏 = 𝟏 ∞


  pre   ka ž d é   x   z   D  ( f )   plat í :           𝒏 < 𝒏 + 𝟏           / . 𝟐


  2 n < 2  ( n + 1 )     / − 1


  2 n − 1 < 2  ( n + 1 ) − 1  


   1  2 n − 1 >  1  2 n + 1 →  𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏 → postupnos ť   je   nerast ú ca


      𝒍 𝒊 𝒎  𝒏 → ∞ ⁡   𝒂 𝒏 =    lim  n → ∞ ⁡   1  2 n − 1 =  1 ∞ = 0 → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞

