Matematika 3 — 5.cvicenie

RNDr. Z. Gibova, PhD.



1. NEKONECNE CISELNE RADY (NCR)

2. Mocninovy rad

Rad z a,(x — a)™ nazyvame mocninovy rad so stredom v bode a.

n-1

Pre kazdy mocninovy rad nastava jeden z pripadov:

* rad konverguje len vbode x =a - p = 0,

* rad konverguje pre Vx ER — p = oo,

*3p >0, ze na intervale (a — p; a + p) dany rad konverguje
a na mnozine R/(a — p; a + p) dany rad diverguije.

p - polomer konvergencie

(a — p; a + p) -interval konvergencie IK

(a—p; a+p),(a—p,a+p) (a—p, a+ p)-oborkonvergencie OK (dostaneme z IK, ked
vySetrime konvergenciu v krajnych bodoch intervalu)
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Ak existuje limita lim

n—>00

= A alebo lim %/|a,| = A tak pre polomer konvergencie MR:

n—>0o
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e p=ooprei=0



Pr. 1: UrCte stred mocninového radu, polomer a interval konvergencie
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1. Urcit’ stred mocninového radu a — porovnanim zadania prikladu so vSeobecnym
vyjadrenim mocninového radu )7 ; a,(x —a)", stred je a =3

2. Vypocet A pre uréenie polomeru konvergencie pomocou D’Alambertovho kritéria
il 3lebo Cauchyho odmocninového kritéria 2 = lim Y/|a,|
n—>0oo
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n—->o0o
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n—oo 3.3(n+2)(n+1)!n! - n—oo 3(n+2) T3 n—oo (N+2) 3

3. Uréit’ polomer konvergencie g — méze nastat’ jedna z moznosti
. p=%pre0</1<oo prenééprl’pad—>p=%=3
3

e p=0 pred=o0
e p=wpredl=0



4. Uréit interval konvergencie (IK) - méze nastat’ jedna z moznosti

- akp= % interval konvergencie |IK =(a — p,a + p) na tomto intervale rad konverguje

 p =0 konverguje v strede MR IK ={a}
« p = o interval konvergencie |K =(—o0, c0)

pre nas pripad - IK=(a—p,a+p) =(3—-3,3+3) =(0,6)



Pr. 2: UrcCte stred mocninového radu, polomer a interval konvergencie
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Pr. 3: Urcte stred mocninového radu, polomer a interval konvergencie
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lim (n4+1) (n4+1)n — lim (n4+1) (n +1) 1
n—oo \3n%+5 3n%+5)  nooo \3n%+5 3n%+5 3
1
3

IK=(a—p,a+p)=(0-3,0+3)=(-3,3)



Pr. 4 — 31/ 177: Urcte stred mocninového radu, polomer a interval konvergencie
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Pr. 5 — 31/ 186: UrcCte stred mocninového radu, polomer a interval konvergencie
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Pr. 6 — 31/ 181: Urcte stred mocninového radu, polomer a interval konvergencie



Pr. 7 — 34 ] 206: UrcCte stred mocninového radu, polomer a obor konvergencie

Zﬁ(f— l)n <02)

a=1 ’an:2n—1 1
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2n—1

IK=(a—p,a+p)=(1-1,14+1) =(0,2)

Pre ziskanie oboru konvergencie overime konvergenciu radu v krajnych bodoch IK:

1. do zadanie radu dosadime prvy krajny bod x = 0, upravime a overime konvergenciu
vzniknutého Ciselného radu

Yn=15—7 (X =)= Ypog 57— (0= 1)"= Yo 5— 1( 1)™ - rad so striedavymi znamienkami

Na overenie jeho konvergencie pouzime Lebnizovo kritérium



Lebnizovo kritérium
prekazdé xzD(f) platt n<n+1 /.2

2n<2(n+1) /-1
2n—1<2(n+1) -1

1 S 1
2n—1 2n+1

- a, > a,,q1 — postupnost je nerastuca

1
lima, = lim = — = 0 - rad so striedavymi znamienkami konverguje
n—oo n—oo Zn — 1 (00
l

mocninovy rad konverguje v x =0

2. do zadanie radu dosadime druhy krajny bod x = 2, upravime a overime konvergenciu
vzniknutého Ciselného radu

Zn 15n— 1( x_l)n Zn 1

1
= Y.n—1—— — harmonicky rad, z tedrie vieme, zZe diverguje
n=l2n-1
\)
mocninovy rad diverguje v x = 2

2n

3. Obor konvergencie (OK) dostaneme z intervalu konvergencie, v krajnom bode v ktorom
mocninovy rad konverguje zmenime zatvorku ( na (

OK = (0,2)



Pr. 8 — 34 /] 212: Urcte stred mocninového radu, polomer a obor konvergencie
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Pri vypocCte postupujte podla predchadzajuceho prikladu



Du: str. 31 /1172 -174, 176, 185; str. 34 / 205, 213, 261, 217, 220
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  𝒂


  x = a → 𝜌 = 0


  ∀ x ∈ R → 𝜌 = ∞


  ∃   𝜌 > 0 ,


  ( a − 𝜌 ;   a + 𝜌 )  


  R / ( a − 𝜌 ;   a + 𝜌 )  


  𝝆


  ( 𝒂 − 𝝆 ;   𝒂 + 𝝆 )


   ⟨ 𝒂 − 𝝆 ;   𝒂 + 𝝆 )


   ⟨ 𝒂 − 𝝆 ,    𝒂 + 𝝆 ⟩ ,   ( 𝒂 − 𝝆 ,  𝒂 + 𝝆 ⟩


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞   𝒂 𝒏   ( 𝒙 − 𝒂 ) 𝒏


     lim  n → ∞ ⁡   |    a  n + 1   a n | = 𝜆


     lim  n → ∞ ⁡    |  a n | n = 𝜆


  𝜌 =  1 𝜆


  0 < 𝜆 < ∞


  𝜌 = 0


  𝜆 = ∞


  𝜌 = ∞  


  𝜆 = 0


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞   𝒂 𝒏   ( 𝒙 − 𝒂 ) 𝒏


  𝝀


    𝝀 =  lim  𝒏 → ∞ ⁡   |    𝒂  𝒏 + 𝟏   𝒂 𝒏 |


    𝝀 =  lim  𝒏 → ∞ ⁡    |  𝒂 𝒏 | n


   a n =


    n !   3 n  ( n + 1 ) !


    𝜆 =  lim  n → ∞ ⁡   |    a  n + 1   a n | =    lim  n → ∞ ⁡   |     ( n + 1 ) !   3  n + 1  ( n + 1 + 1 ) !    n !   3 n  ( n + 1 ) ! | =    lim  n → ∞ ⁡    ( n + 1 ) !  3 n  ( n + 1 ) !   3  n + 1  ( n + 1 + 1 ) ! n ! =


    =  lim  n → ∞ ⁡    ( n + 1 ) !  3 n  ( n + 1 ) n !   3 n . 3  ( n + 2 ) ( n + 1 ) ! n ! =


     lim  n → ∞ ⁡     ( n + 1 )  3  ( n + 2 ) =    1 3  lim  n → ∞ ⁡     ( n + 1 )   ( n + 2 ) =  1 3


  𝝔  


  𝜌 =  1 𝜆


  0 < 𝜆 < ∞


  →


  𝜌 =  1   1 3 = 3


  𝜌 = 0


  𝜆 = ∞


  𝜌 = ∞  


  𝜆 = 0


    ∑  n = 1 ∞    n !   3 n  ( n + 1 ) !   ( x − 3 ) n


  𝜌 =  1 𝜆


  ( a − 𝜌 ,   a + 𝜌 )


  𝜌 = 0


   { a }


  𝜌 = ∞


  ( − ∞ , ∞ )


  →


   ( a − 𝜌 ,   a + 𝜌 ) =


   ( 3 − 3 ,   3 + 3 ) = ( 0 , 6 )


   𝒂 𝒏 =    n 2   4 n


    ∑  n = 1 ∞     n 2   4 n   ( x + 2 ) n


   𝒂 𝒏 =    (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 )  n + 1   𝝀 =  lim  𝒏 → ∞ ⁡    |  𝒂 𝒏 | n =    lim  𝒏 → ∞ ⁡    |    (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 )  n + 1 | n =    lim  𝒏 → ∞ ⁡     (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 )    n + 1 n   =


     lim  𝒏 → ∞ ⁡     (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 )   n n    (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 )   1 n =    lim  𝒏 → ∞ ⁡     (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 ) 1    (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 ) 0 =  1 3


    ∑  n = 1 ∞     (    n 4 + 1    3 n 4 + 5 )  n + 1  x n


  𝜌 =  1   1 3 = 3


   ( a − 𝜌 ,   a + 𝜌 ) =


   ( 0 − 3 ,   0 + 3 ) = ( − 3 , 3 )


   𝒂 𝒏 =    5 n n               𝝀 =  lim  𝒏 → ∞ ⁡    |  𝒂 𝒏 | n =   𝝀 =  lim  𝒏 → ∞ ⁡    |    5 n n | n =   … … .


     lim  𝒏 → ∞ ⁡   n n = 1


   𝒂 𝒏 =  n n


   𝒂 𝒏 =    n k  𝒏 !


   𝒂 𝒏 =  𝟏  𝟐 𝒏 − 𝟏


    𝜆 =  lim  n → ∞ ⁡   |    a  n + 1   a n | =    lim  n → ∞ ⁡   |    1  2  ( n + 1 ) − 1   1  2 n − 1 | =    lim  n → ∞ ⁡    2 n − 1  2 n + 1 = 1


  𝜌 =  1 1 = 1


   ( a − 𝜌 ,   a + 𝜌 ) =


   ( 1 − 1 ,   1 + 1 ) = ( 0 , 2 )


    ∑  n = 1 ∞   1  2 n − 1   ( 𝒙 − 1 ) n =


    ∑  n = 1 ∞   1  2 n − 1   ( 𝟎 − 1 ) n =   ∑  n = 1 ∞   1  2 n − 1    ( − 1 ) n → rad   so   striedav ý mi   znamienkami


   


    pre   ka ž d é   x   z   D  ( f )   plat í :   𝒏 < 𝒏 + 𝟏           / . 𝟐


  2 n < 2  ( n + 1 )     / − 1


  2 n − 1 < 2  ( n + 1 ) − 1  


   1  2 n − 1 >  1  2 n + 1 →  𝒂 𝒏 >  𝒂  𝒏 + 𝟏 → postupnos ť   je   nerast ú ca


      𝒍 𝒊 𝒎  𝒏 → ∞ ⁡   𝒂 𝒏 =    lim  n → ∞ ⁡   1  2 n − 1 =  1 ∞ = 0 → rad   so   striedav ý mi     znamienkami   𝐤 𝐨 𝐧 𝐯 𝐞 𝐫 𝐠 𝐮 𝐣 𝐞


  ↓


    ∑  n = 1 ∞   1  2 n − 1   (         𝒙 − 1 ) n =


    ∑  n = 1 ∞   1  2 n − 1   ( 𝟐 − 1 ) n =   ∑  n = 1 ∞   1  2 n − 1 → harmonick ý   rad ,   z   te ó rie   vieme ,   ž e   diverguje


  ↓


   (   n a    ⟨


  =  ⟨ 𝟎 , 𝟐 )


   𝒂 𝒏 =    (  𝟐 𝟑 ) 𝒏  𝟏 𝒏

