Matematika 3 — 6.cvicenie

RNDr. Z. Gibova, PhD.



2.1 Taylorov rad funkcie

Nech funkcia f(x) ma v bode a derivacie vSetkych radov. Mocninovy rad
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nazyvame Taylorov rad (TR) funkcie so stredom v bode a.

Rozvoj niektorych funkcii do TR so stredom v bode a = 0:
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Pr. 1: Pomocou zakladnych mocninovych radov urcCte Taylorov rad danej funkcie so

stredom v bode a = 0 a vypocitajte integral |
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0

2n+1
1. Nahradit’ x vyrazom x? vo vztahu sinx = }_, (D" (Zn+1)!
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2. Napisat’ rozvoj pre par prvych élenov
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3. Pomocou TR pre danu funkciu riesit’ integral
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Pr. 2 - 37 | 227: Pomocou zakladnych mocninovych radov urcte Taylorov rad dane;
funkcie so stredom v bode a = 0 a vypocitajte integral )
jezx dx
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3. Diferencialne rovnice

Diferencialnou rovnicou n — tého radu nazyvame rovnicu F(x,y,y,y”, .....y™) = 0
pricom y = y(x) je neznama funkcia.

Riesenim diferencialnej rovnice F(x, vy.,y’, .. ..y(")) = 0 na intervale I nazyvame
kazdu n — krat diferencovatelnu funkciu y = ¢@(x) , x € I, pre ktoru plati

F(x; 9(x),¢'(%), .., 0™ (x))(x) = 0

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice n—tého radu mézeme napisat v tvare
y = @(x,¢1,Cp e ... cn), kde , cq, ¢y ... ... c, SU nezavislé konstanty.

Ak za jednotlivé konstanty c,, c, ... ... ¢, dosadime konkrétne Cisla, hovorime o
partikularnom rieSeni diferencialnej rovnice.



3.1 Diferencialne rovnice prveho radu so separovatelnymi
premennymi

Diferencialna rovnica tvaru
Y(y)dy = o(x)dx

kde funkcie @ (x), ¥(y) su spojité na intervale I, sa nazyva diferencialna rovnica so
separovanymi premennymi.

Diferencialnu rovnicu so separovanymi premennymi formalne rieSime:

[voray = [ o ax
(za predpokladu, Ze tieto integraly existuju).

Riesenie danegj diferencialnej rovnice mézeme vyjadrit’:
» v explicitnom tvare - y(x) je jednoznacne vyjadrené
« vimplicitnom tvare - y(x) nie je mozné jednoznacCne vyjadrit’

pomocné vzorce: [peY =y elnx —

elnx+c — olnx ¢ — 4 pC — § ~  Q2X+C — 52X ,C — 2%



Pr. 1: Rieste diferencialnu rovnicu 2x

1+x%)y =
( Y =17,
gy, dy 2N .- 2x
1. Nahradit’' y = (1+x2)y = 1y
d
G

2. Separovat’ premenné (oddelime y, dy na jednu stranu a x, dx na druhu, tak aby dy a dx boli v
Citateli)

(1+4y)dy = X dx

1+x2
3. Upravené strany integrovat’ (Uprava pomocou per partes, substitucia alebo obycCajny integral)

o 2x fre) 4.
JA+4n)dy = [—=dx ff(x) dx =In|f(x)| + C

2
y+Z+c =l +x% +c

2
vSeobecné rieSenie: Yy + y? = ln|1 + x2| +C C=c—c



Pr. 2: RieSte diferencialnu rovnicu yy” = x.cosx

1. Nahradit’ y’ = % yy = x.cosx

dy_XCOS.X
ydx_ '

2. Separovat’ premenné (oddelime y, dy na jednu stranu a x, dx na druhu, tak aby dy a dx boli v
Citateli)
ydy = x.cosx dx

3. Upravené strany integrovat’ (Uprava pomocou per partes, substitucia alebo obycCajny integral)

Jydy = [ x.cosxdx per partes:

e _ jx.cosxdx:x.sinx—j1.sinxdx:x.sinx+cosx+C
7+c1=x.smx+cosx+cz

Uu=x vV =cosx

2 ’ c
: u'=1 wv=sinx
y?zx.smx+cosx+C C=c—

y =+2(x.sinx + cosx + C) v$eobecné riesenie



Pr. 3 —47 | 9: Rieste diferencialnu rovnicu
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Pr. 4 — 47 | 15: N3jdite metddou separacie premennych partikularne rieSenie rovnice,
ktoré splna danu zaciatocnu podmienku

Yy siny cosx — cosy sinx = ( COSY = CCOS T

Upravit na tvar sin y cos x dy = cos y sin x dx a potom separovat.



Pr. 5 — 47 | 40: N3ajdite metddou separacie premennych partikularne rieSenie rovnice,
ktoré splna danu zaciatocnu podmienku (1+e®)yy = e, y(0) = v2Tn2

1. Nahradity =2 (1+eX)yZ=e*

2. Separovat’ premenné (oddelime y, dy na jednu stranu a x, dx na druhu, tak aby dy a dx boli v

Citateli)
ex

ydy=1+exdx

3. Upravené strany integrovat’ (Uprava pomocou per partes, substitucia alebo pbycajny integral)

1+e*

Jydy = [ ——dx

2
y?+c1 =1In|1+e*| + ¢,
2
y? = In|1 + e*| + C vSeobecné rieSenie rovnice

4. Dosadit’ pociatoéné podmienky a vypoéitat C y =+v2In2,x=0

(V2 1n 2)?

. =In|1+e° +C

21ln2
2

=In2+C->C=0




5. Dosadit’ C do vSeobecného rieSenia rovnice
2
y?=ln|1+ex|+C
y? y?
= In|1 +e*[+0- SR In|1 + e*| partikularne rieSenie



Pr. 6 — 47 | 38: Najdite metddou separacie premennych partikularne rieSenie rovnice,
ktoré splna danu zaciatocnu podmienku



Pr. 7 : N3jdite metddou separacie premennych partikularne rieSenie rovnice,
ktoré splna danu zaciatocnu podmienku

(x?2 —3)y" =cos?y.2x y(2) = g



Du: 47, 48 /10, 14, 20, 28, 34, 39
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  𝒂


  𝒂


  𝒂 = 𝟎 :


    ∑  𝒏 → 𝟏 ∞     𝒇   ( 𝒏 ) ( 𝒂 )  𝒏 !   ( 𝒙 − 𝒂 ) 𝒏 = 𝒇  ( 𝒂 ) +


    𝒇 ´   ( 𝒂 )  𝟏 !    ( 𝒙 − 𝒂 ) +   𝒇 ´ ´   ( 𝒂 )  𝟐 ! ( 𝒙 − 𝒂 ) 𝟐 + … +      𝒇  ( 𝒏 )   ( 𝒂 )  𝒏 ! ( 𝒙 − 𝒂 ) 𝒏


   e x =   ∑  n = 0 n     x n  n !                 x ∈ R


  ln   ( x + 1 ) =   ∑  n = 1 n    ( − 1 )  n + 1      x n n             x ∈  ⟨ − 1 ,  1 ⟩


  sin   x =   ∑  n = 0 n    ( − 1 ) n      x  2 n + 1   ( 2 n + 1 ) !             x ∈ R


  cos   x =   ∑  n = 0 n    ( − 1 )  n      x  2 n   ( 2 n ) !             x ∈ R


  𝒙


   𝒙 𝟐  


  𝐬 𝐢 𝐧   𝒙 =   ∑  𝒏 = 𝟎 𝒏       ( − 𝟏 ) 𝒏      𝒙  𝟐 𝒏 + 𝟏   ( 𝟐 𝒏 + 𝟏 ) !        


  𝐬 𝐢 𝐧    𝒙 𝟐 =   ∑  n = 0 n    ( − 1 ) n         ( x 2 )  2 n + 1   ( 2 n + 1 ) ! =   ∑  𝒏 = 𝟎 𝒏    ( − 𝟏 ) 𝒏      𝒙  𝟒 𝒏 + 𝟐   ( 𝟐 𝒏 + 𝟏 ) !          


  sin    x 2 =    ( − 1 ) 0      x  4 . 0 + 2   ( 2 . 0 + 1 ) ! +   ( − 1 ) 1      x  4 . 1 + 2   ( 2 . 1 + 1 ) ! +   ( − 1 ) 2      x  4 . 2 + 2   ( 2 . 2 + 1 ) ! +   ( − 1 ) 3      x  4 . 3 + 2   ( 2 . 3 + 1 ) ! + … . .


  sin    x 2 =      x 2   ( 1 ) ! −      x 6   ( 3 ) ! +      x 10   ( 5 ) ! −      x 14   ( 7 ) ! + … . .


    ∫ 0 1   sin 2 x   d x


    ∫ 0 1   sin 2 x   d x =   ∫ 0 1   (    x 2   ( 1 ) ! −      x 6   ( 3 ) ! +      x 10   ( 5 ) ! −      x 14   ( 7 ) ! + … ) d x =    [    x 3 3 −      x 7  7 .  ( 3 ) ! +      x 11  11 .  ( 5 ) ! −      x 15  15  ( 7 ) ! + … ] 0 1


  =  [    1 3 3 −      1 7  7 .  ( 3 ) ! +      1 11  11 .  ( 5 ) ! −      1 15  15 .  ( 7 ) ! + … ] − 0 ≈ 0 , 3103


    ∫ 0 1   e  2 x   d x


  𝑭 ( 𝒙 ,   𝒚 ,   𝒚 ´ ,   𝒚 ´ ´ ,   … . .  𝒚   ( 𝒏 ) ) = 𝟎


  y   =   y ( x )  


  𝑭  ( 𝒙 ,   𝒚 ,   𝒚 ´ ,   𝒚 ´ ´ ,   … . .    𝒚   ( 𝒏 ) ) = 𝟎


  I


  𝒚   =   𝝋 ( 𝒙 )


  x ∈ I


  𝑭 ( 𝒙 ;    ( 𝒙 ) ,    ‘ ( 𝒙 ) ,   … ,       ( 𝒏 ) ( 𝒙 ) ) ( 𝒙 )   =   𝟎


  y   =   𝜑 ( x ,    c 1 ,  c 2 … …  c n ) ,  


  ,    c 1 ,  c 2 … …  c n  


   c 1 ,  c 2 … …  c n  


  𝝍 ( 𝒚 )   𝐝 𝒚   =   𝝋 ( 𝒙 )   𝐝 𝒙


  𝜑 ( x )


  𝜓 ( y )


  I


   ∫  𝝍 ( 𝒚 )   𝐝 𝒚   =    ∫  𝝋 ( 𝒙 )   𝐝 𝒙


  𝒚


  𝒙


  𝒚


  𝒙


   e   ln ⁡ x + c =  e   ln ⁡ x .  e c = x .


   e c = x . c


   e  2 x + c =  e  2 x .  e c =  e  2 x . c


     ln ⁡ e y = y


   e   ln ⁡ x = x


  𝒚 ´ =   𝐝 𝒚  𝐝 𝒙


   ( 1 +  x 2 ) 𝒚 ´ =   2 x  1 + 4 y


   ( 1 +  x 2 )   𝐝 𝒚  𝐝 𝒙 =   2 x  1 + 4 y


   ( 1 + 4 y ) d y =   2 x  1 +  x 2 d x


   ∫   ( 1 + 4 y ) d y =  ∫    2 x  1 +  x 2 d x                      


   ∫    f   ´ ( x )  f ( x ) d x =  ln ⁡   | f ( x ) | + C


  y +    y 2 2 +  c 1 =  ln ⁡   | 1 +  x 2 | +  c 2


  𝒚 +    𝒚 𝟐 𝟐 =   𝒍 𝒏 ⁡   | 𝟏 +  𝒙 𝟐 | + 𝑪


  C =  c 2 −  c 1


   ( 1 +  x 2 ) y ´ =   2 x  1 + 4 y


  𝒚 ´ =   𝐝 𝒚  𝐝 𝒙


  y 𝒚 ´ = x .  cos ⁡ x


  y   𝐝 𝒚  𝐝 𝒙 = x .  cos ⁡ x


  y d y = x .  cos ⁡ x d x


   ∫  y d y =  ∫  x .  cos ⁡ x d x


     y 2 2 +  c 1 = x .  sin ⁡  x +  cos ⁡  x +  c 2


     y 2 2 = x .  sin ⁡  x +  cos ⁡ x + C


  C =  c 2 −  c 1


  𝒚 =  𝟐 ( 𝒙 .   𝒔 𝒊 𝒏 ⁡  𝒙 +   𝒄 𝒐 𝒔 ⁡ 𝒙 + 𝑪 )


  y y ´ = x .  cos ⁡ x


   ∫  x .  cos ⁡  x   d x = x .  sin ⁡ x −  ∫  1 .  sin ⁡  x   d x = x .  sin ⁡  x +  cos ⁡  x + C


   |    u = x  v ´ =  cos ⁡ x   u ´ = 1  v =  sin ⁡ x |


  sin   y   cos   x   d y =  cos ⁡  y  sin ⁡  x   d x  


  𝒚 ´ =   𝐝 𝒚  𝐝 𝒙                     ( 1 +  e x ) y   d y  d x =  e x


  y   d y =    e x  1 +  e x d x


   ∫  y d y =  ∫    1 +  e x   e x d x


     y 2 2 +  c 1 =  ln ⁡   | 1 +  e x | +  c 2


     y 2 2 =  ln ⁡   | 1 +  e x | + C


  y =  2  ln ⁡ 2 ,   x = 0


      (  2  ln ⁡ 2 ) 2 2 =  ln ⁡   | 1 +  e 0 | + C


    2  ln ⁡ 2 2 =  ln ⁡ 2 + C → C = 0


     y 2 2 =  ln ⁡   | 1 +  e x | + C


     y 2 2 =  ln ⁡   | 1 +  e x | + 0 →    𝒚 𝟐 𝟐 =   𝐥 𝐧 ⁡   | 𝟏 +  𝒆 𝒙 |


   (  x 2 − 3 ) y ´ =   c o s 2 y . 2 x


  y  ( 2 ) =  𝜋 3

