
Fuzzy relácie a princíp rozšírenia 3.1 Fuzzy relácie
3.2 Princíp rozšírenia

Relácie a inverzné relácie
Nech X ,Y sú l’ubovol’né množiny. Binárna relácia R z X do Y je
akákol’vek podmnožina kartézskeho súčinu X × Y . Vo vzt’ahu k
relácii R ⊆ X × Y označujeme X ako množinu vzorov a Y ako
množinu obrazov. Inverzná relácia k R je relácia R−1 z Y do X

R−1 =
{
(y , x) ∈ Y × X : (x , y) ∈ R

}
.

- ostrej relácii R ⊆ X × Y odpovedá funkcia príslušnosti
µR : X × Y → {0,1} pričom

µR(x , y) =

{
1 pre (x , y) ∈ R,

0 inak.

- inverzná relácia R−1 ⊆ Y × X má funkciu príslušnosti

µR−1(y , x) = µR(x , y)
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Zložená relácia
Nech X ,Y ,Z sú l’ubovol’né množiny. Zložená relácia z relácií
R ⊆ X × Y a S ⊆ Y × Z je relácia R ◦ S z X do Z s predpisom

R ◦ S =
{
(x , z) ∈ X × Z : (∃y ∈ Y : (x , y) ∈ R, (y , z) ∈ S)

}
.

Zložené zobrazenie resp. zložená funkcia
Nech f : X → Y a g : Y → Z sú l’ubovol’né zobrazenia
(funkcie). Zobrazenie (funkcia) f ◦ g sa nazýva zloženým
zobrazením (funkciou) resp. kompozíciou z X do Z s
predpisom f ◦ g(x) = g(f (x)), t. j. najprv sa aplikuje f , potom g.

Identické zobrazenie resp. identická funkcia
Nech X je l’ubovol’ná množina. Zobrazenie (funkcia) φ : X → X
sa nazýva identickým zobrazením (funkciou) resp. identitou ak

∀x ∈ X : φ(x) = x .
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Fuzzy relácia
Nech X ,Y sú l’ubovol’né množiny. Fuzzy relácia R z X do Y je
l’ubovol’ná fuzzy množina R ∈ F(X × Y ), t. j. je daná funkciou
príslušnosti

µR : X × Y → ⟨0,1⟩.

Hodnota µR(x , y) vyjadruje stupeň, v akom je prvok x v relácii s
prvkom y .

- ostrá relácia je špeciálnym prípadom fuzzy relácie, ked’ µR
nadobúda len hodnoty 0 a 1
- inverzná fuzzy relácia R−1 ∈ F(Y ×X ) má funkciu príslušnosti

µR−1(y , x) = µR(x , y)
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Zložená fuzzy relácia

Nech R ∈ F(X × Y ), S ∈ F(Y × Z ) sú fuzzy relácie a ∧
.

je
fuzzy konjunkcia. Zložená fuzzy relácia R ◦ S ∈ F(X × Z ) je
daná funkciou príslušnosti

µR◦S(x , z) = sup
y∈Y

µR(x , y) ∧
.
µS(y , z).

- pre ∧
.
= min hovoríme o sup-min kompozícii, pre súčin o

sup-súčin kompozícii
- pre ostré relácie R,S dostaneme zloženú reláciu
z predchádzajúceho slajdu (nezávisle od vol’by ∧

.
)

- pre fuzzy relácie výsledok od vol’by fuzzy konjunkcie závisí
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Kroneckerova delta
Na množine X relácii rovnosti E = {(x , x) : x ∈ X} odpovedá
funkcia príslušnosti

µE(x , y) = σ(x , y) =

{
1 pre x = y ,
0 pre x ̸= y .

- relácia rovnosti je neutrálnym prvkom skladania: pre
R ⊆ X × Y platí

EX ◦ R = R = R ◦ EY ,

kde EX , EY sú relácie rovnosti na X , resp. Y
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- základnou myšlienkou princípu rozšírenia je umožňit’
aplikovanie funkcií a operácií na fuzzy množinách

zobrazenie je binárna relácia R ⊆ X × Y , pre ktorú platí:

pre každý prvok z X existuje práve jeden prvok

y = f (x) ∈ Y taký, že (x , y) ∈ R

na zobrazenie f : X → Y sa tým môžeme pozerat’ ako na
reláciu R ⊆ X × Y s uvedenou vlastnost’ou
zápis (x , y) ∈ R je ekvivalentný s y = f (x)
taktiež R =

{
(x , f (x)) : x ∈ X

}
, hovoríme, že R je grafom

zobrazenia f
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Rozšírenie binárnych relácií
Nech R ⊆ X × Y je l’ubovol’ná relácia (nemusí byt’ zobrazenie).
Zobrazenie r : P(X ) → P(Y ), ktoré každej množine A ⊆ X
priradí množinu B ⊆ Y podl’a predpisu

r(A) =
{

y ∈ Y : (∃x ∈ A : (x , y) ∈ R)
}

nazývame rozšírením relácie R. Analogicky zobrazenie
r−1 : P(Y ) → P(X ) definované vzt’ahom

r−1(B) =
{

x ∈ X : (∃y ∈ B : (x , y) ∈ R)
}

nazývame rozšírením relácie R−1.

- rozšírenia r a r−1 nemusia byt’ vzájomne inverzné, a tým
r ◦ r−1 alebo r−1 ◦ r nemusí byt’ identita
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Vlastnosti rozšírení
Nech R ⊆ X × Y je l’ubovol’ná relácia a A,A1,A2 ⊆ X . Potom

r(∅) = ∅,
A1 ⊆ A2 ⇒ r(A1) ⊆ r(A2),
r(A1 ∪ A2) = r(A1) ∪ r(A2),
r(A1 ∩ A2) ⊆ r(A1) ∩ r(A2), rovnost’ vo všeobecnosti
neplatí.

Analogické vlastnosti má aj rozšírenie r−1.

Rozšírenie zloženej relácie
Pre relácie R ⊆ X × Y , S ⊆ Y × Z s rozšíreniami r , s je
rozšírením relácie R ◦ S zobrazenie r ◦ s, t. j. A 7→ s(r(A)).
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Kedy sú r ◦ r−1 a r−1 ◦ r identitami
Nech R ⊆ X × Y je l’ubovol’ná relácia. Potom

r ◦ r−1 = idP(X) práve vtedy, ked’ R ◦ R−1 = EX , t. j. každý
prvok x ∈ X má aspoň jeden obraz a obrazy rôznych
prvkov sú disjunktné,
r−1 ◦ r = idP(Y ) práve vtedy, ked’ R−1 ◦ R = EY , t. j. každý
prvok y ∈ Y má aspoň jeden vzor a každý jeho vzor má
jediný obraz y .

Špeciálne pre zobrazenie f : X → Y

A ⊆ r−1(r(A)) a r(r−1(B)) ⊆ B pre všetky A ⊆ X , B ⊆ Y ,
r ◦ r−1 je identita práve vtedy, ked’ f je injektívne,
r−1 ◦ r je identita práve vtedy, ked’ f je surjektívne.
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Rozšírenie binárnych relácií na fuzzy množiny
Nech R ⊆ X × Y je ostrá relácia a ∧

.
je fuzzy konjunkcia.

Zobrazenie r : F(X ) → F(Y ), ktoré každej fuzzy množine
A ∈ F(X ) priradí fuzzy množinu r(A) ∈ F(Y ) s funkciou
príslušnosti

µr(A)(y) = sup
x∈X

µR(x , y) ∧
.
µA(x)

nazývame rozšírením relácie R. Analogicky zobrazenie
r−1 : F(Y ) → F(X ) definované vzt’ahom

µr−1(B)(x) = sup
y∈Y

µR(x , y) ∧
.
µB(y)

nazývame rozšírením relácie R−1.

- na vol’be fuzzy konjunkcie ∧
.

nezáleží pre ostrú reláciu R, lebo
0 ∧

.
a = 0 a 1 ∧

.
a = a
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Princíp rozšírenia pre zobrazenie

Nech f : X → Y je zobrazenie a A ∈ F(X ). Obraz fuzzy
množiny A je fuzzy množina f (A) ∈ F(Y ) s funkciou
príslušnosti

µf (A)(y) = sup
{
µA(x) : x ∈ X , f (x) = y

}
,

pričom sup ∅ = 0. Vzor fuzzy množiny B ∈ F(Y ) je fuzzy
množina f−1(B) ∈ F(X ) s funkciou príslušnosti

µf−1(B)(x) = µB(f (x)).

- ide o špeciálny prípad predchádzajúceho slajdu, ked’ R je
grafom zobrazenia f
- ak má y viac vzorov, berieme najväčšiu z ich príslušností; ak
nemá žiadny vzor, je µf (A)(y) = 0
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Princíp rozšírenia pre zobrazenia viacerých premenných

Nech f : X1 × · · · × Xn → Y je zobrazenie a Ai ∈ F(Xi) pre
i = 1, . . . ,n. Obraz fuzzy množín A1, . . . ,An je fuzzy množina
f (A1, . . . ,An) ∈ F(Y ) s funkciou príslušnosti

µf (A1,...,An)(y) = sup
(x1,...,xn)

f (x1,...,xn)=y

min
{
µA1(x1), . . . , µAn(xn)

}
,

pričom sup ∅ = 0.

- pre n = 1 dostávame princíp rozšírenia z predchádzajúceho
slajdu
- takto sa na fuzzy množiny prenášajú binárne operácie, napr.
súčet A1 ⊕ A2 pre f (x1, x2) = x1 + x2, čo je základom fuzzy
aritmetiky
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