Taylorova veta

Ukazali sme, Ze niekedy funkciu f modzeme lokalne aproximovat’ pomocou linearnej funkcie

£ = (%) + F/(%)(X=%,)
Tuto ulohu zovSeobecnime.
Predpokladajme, Ze funkcia f ma v bodex, R derivaciu f ™ (x, ). Hladajme taky polyném T,
stupnia najviac n

Tn(X) =a +a1(x_xo) +a2(x—x0)2 +...+an(x—xo)” ,
aby T, ¢o najlepsie aproximoval funkciu f v okoli bodu x,. Budeme teda pozadovat’ splnenie
podmienok

T.9x,) = f9(x,), k=03....,n, kde f O(x,) = f(x, ).
Postupnym derivovanim polyndmiy a dosadeninx = x, dostaneme

_ (%)

8 =— 2 k=0l..n (@=1).

Definicia 4.6Polyn6m

f (n)(lxo) (X=%)" =

T, 0= £0) +-02 (=3 100 (k=) ..

n £ (k)
=3 oo

sa nazyvd aylorov polynom funkcief v bodex, .

Vzorec

nof K
F0=T,00+R 00 = 3 =2 (x-)" +R (0

sa nazyva Taylorov vzorec a fundeﬁ(x) =f(x)-T,(x , YO D(f) je zvySok.
Poznamka Pre X, =0 sa Taylorov vzorec nazyWaclaurinov vzorec

Poznamka Ak polozime h=x-x, a f “(x,)h* =d*f(x,,h), tak

f(xo+h)=Z%dkf(xo,h)+Rn(xo,h).

Veta 4.12 (Taylorova veta)Nech funkcia /' je v istom okoli O(x, ) bodu x, (n+1)- krat
diferencovatel'na. Potom pre bod x[J O(XO) plati

(n)
F(x) = f (%) + (X°)(x X,) + ‘X")(x K)ot () R ().

ZvySok R, mozno vyjadrit’ v Lagrangeovom tvare:



N e
R = (6 %0)

kde ¢ je vhodnym vnutornym bodom intervalu J s koncovymi boda x, t.j.

E=x,+3(X—%,), 30(0)).

Pouzitim Taylorovej vety pre XLUR a3 [ (01) dostaneme

n n+l

X X X X o
e =1l+—+—+.. +—+ €
1 2 N (n+1)!
Teda
. X X° X"
e =1+ + .+,
1r 2 n!
3 X5 2m—1 2m+1
SINX=X——+"—+. .. +(-D™" + (-1 ™ cos@x)
3 5 (2m-1)! @m+1)!’
Teda
3 5 2m—1
siny=x-2+X — (="
3l 5 Cm-n"
2 4 2m-2 2m
cmm:1—§—+§—+“.( nmt X +(-1) " sin@x) .
2 4 (2m-2)! 2m)!
Teda
2 4 2m=-2
cosx=1-+X — 42

20 4 Qm=-2)!



