Pojem derivacie a jej zakladné vlastnosti
Najprv uvedieme priklady, ktoré viedli k zavedeniu pojmu derivécia funkcie.

Priklad Predpokladajme, ze pohyb hmotného bodu je popisany funkciou s = f(t), kde t je cas a s
je draha, ktoru hmotny bod prejde po priamke od istého zvoleného bodu. Potom
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je priemernd rychlost pohybujuceho sa bodu po priamke v casovom intervale <to,t0 +At>. Ak
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tak v, je okamzita rychlost pohybujiiceho sa bodu v okamihu t.

Priklad Nech Q(t) je velkost elektrického naboja, ktory pretiekol vodicom za casovy interval
<to,t>, kde t, je zaciatocny okamih, od ktorého sledujeme prietok elektrického naboja vodicom.

Potom podiel
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nazyvame priemernou intenzitou elektrického prudu na intervale <t0 ,t> . Ak existuje
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tak toto cislo nazyvame okamzitou intenzitou elektrického prudu v okamihu t.

Priklad Ak existuje lim EACINACTY) =keR,

XX X — xo
tak existuje dotycnica ku grafu funkcie y = f(x) v bode (x,, f(x,)), ktora ma rovnicu
y=f(x)=k(x-x,).
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Vzhl'adom na dolezitost’ uvedenych limit zavddzame pre nich oznacenie derivacia funkcie v bode.



Definicia 4.1 Hovorime, Ze funkcia f ma v bode x, € D(f) derivdciu, ak je definovana v
okoli bodu x, a existuje limita
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Tuto limitu nazyvame derivdciou funkcie f v bode x, a oznacujeme ju f'(x,).

’
Pre derivaciu funkcie f v bode x, pouZivame aj oznacenia: [ f (x)] x=Xp 5

dx dx

Ak je dana funkcia definovand vzorcom y = f(x), tak jej derivaciu v bode x, oznaCujeme tiez

df (x,) {df(x)} |

¥'(x,) . Ak v definicii derivacie polozime x = x, + &, dostaneme
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Poznamka Ak limita v definicii derivacie je vlastna, resp. nevlastnd, hovorime o vlastnej, resp.
nevlastnej derivacii. V d’alSom texte pod pojmom "derivacia" budeme rozumiet’ vlastnu derivaciu.

Doélezity vzt'ah medzi derivaciou funkcie a spojitostou funkcie f v bode x, vyjadruje veta:

Veta 4.1 Ak funkcia  md v bode x, derivdciu, tak je v tomto bode spojita.

Opacné tvrdenie neplati, teda funkcia spojita v bode x,, nemusi mat’ v bode x, derivaciu.
Zavedieme si pojem derivacia funkcie na mnozZine.

Definicia 4.2 Nech M — 4 je mnozina vSetkych bodov, v ktorych méd funkcia f:4—>R
derivaciu. Potom mdzeme na mnozine M definovat’ funkciu g: M — R vztahom g(x)= f'(x),

daf

x € M . Funkciu g nazyvame derivaciou funkcie f na mnozine M a oznaCujeme f' alebo ——.
X
Podobne ako sme pri limitdch zaviedli jednostranné limity, obdobne definujeme jednostranné

derivacie funkcie.

Definicia 4.3 Hovorime, Ze funkcia f md v bode x, € R derivdciu zlava, ak je definovana
v istom 'avom okoli bodu x, a existuje

T S(xg +h)— f(x,) , (resp. lim S(xX) = f(x,)
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resp. derivdciu sprava, ak je definovand v istom pravom okoli bodu x, a existuje
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Tieto limity nazyvame derivaciou zl'ava, resp. sprava funkcie f v bode x, a oznaCujeme ich
obycajne f'(x,), resp. f/(x,). f'(x,), f!(x,) nazyvame jednostrannymi derivaciami funkcie f

v bode x, .

Poznamka Ak funkcia f ma v bode x, derivaciu zl'ava, resp. sprava, tak je v bode x, spojita

zlava, resp. sprava.

Veta 4.2 Funkcia f ma v bode x, (obojstrannu) derivaciu f'(x,) prave vtedy, ak ma v bode
x, derivaciu zlava f'(x,), derivaciu sprava f/(x,) a plati f'(x,)=f/(x,) (ak x, je
vnutornym bodom D( f)).

Ak f'(x,)# f(x,), tak neexistuje derivacia f'(x,). Napriklad spojita funkcia f(x)=|x| ma v

bode 0 derivaciu zlava f'(0) = —1 a derivaciu sprava f(0) =1, teda neexistuje f'(0).

Definicia 4.4 Hovorime, ze funkcia f ma na uzavretom intervale <a,b> derivaciu ', ak funkcia
f maé na intervale (a,b) derivaciu, v bode a derivaciu sprava a v bode b derivaciu zl'ava.

Hovorime, Ze funkcia f je hladka na intervale <a,b>, ak jej derivacia f' je spojita na <a,b>.



