Postupnosti

Definicia 3.9 Funkciu f :N — R nazyvamepostupnost’ou redlnych cisel a prvok a, = f(n)
nazyvame n - ty ¢len postupnosti.

b ~ 7 v v . 00
Pre postupnost’ pouzivame tieZ oznacenie (an )n=1'

Definicia 3.10 Postupnost’ (an):’:1

{an yn0 N} zhora, resp. zdola ohranicend. Postupnost’, ktora je ohrani¢ena zdola aj zhora sa nazyva

sa nazyvazhora, resp. zdola ohranicend, ak je mnozina

ohranicena.

Definicia 3.11 Postupnost’ (an);":l sa nazyvaneklesajlica resp nerastiuca ak a, <a,,,, resp.
a, = a,,, pre kazdé nOON. Postupnost’ (a,)’_, sa nazyvaastica,resp.klesajica akla, < a,,,,
resp.a, >a,,, pre kazdé nN.

Postupnosti: rastice, klesajuce, neklesajuce, nerastlice nazyvame moriR&&thee a klesajuce
postupnosti sa nazyvaju rydzo monotoénne.

Mnozina N ma jediny hromadny boeb, preto ma zmysel hovorit’ o limite postupnosti iba v tomto
bode.

Definicia 3.12 lima, =b prave vtedy, ked’ ku kazdému O, (b) existuje takén, JN, Ze pre

n- oo

vSetkynON, n>n, platia, 0O, (b). ZapiSeme to takto:
lima, =b - (0O, (b)) (Ch, ON)(OnON,n>n,):a, 0O, (b).
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Definicia 3.13Nech (a, )::1 je postupnost’ realnych cisel. Ked’ lima, =b0OR, hovorime, Ze

n- o

postupnost’ (an ):zl je konvergentna V opa¢nom pripade (t.j. ked lima, = bD{—O0,00} alebo

ked’ lima, neexistuje) hovorime, Ze postupnost’ (a, )::1 je divergentna

X0




Veta 3.17Ak je postupnost’ (an )::1 konvergentna, tak je ohrani¢ena.

Veta 3.18 Neklesajuca postupnost, ktora je zhora ohraniCend, je konvergentnd. Nerastica
postupnost’, ktora je zdola ohrani¢ena, je konvergentna.

Veta 3.19Nech (a, )°n°:1 a (b, ) su konvergentné postupnosti. Ndoh a, =alOR

n—- oo

alimb, =b0R. Potom plati:

n- o

Iim(an+bn):a+b, lim(a, -b,)=a-b, lim(a,b,)=ab,
nmb—_%, limla,|=[al, lim(a,)* = a* (k02),

ak majl vyrazya +b,a—b, a.b,%,ak v R zmysel.

Délezitou postupnostou je postupnost’ (& ( )n ., kdea, = B.+ H
ng

Dé sa ukdzat, ze tato postupnost’ je rastica, zhora ohrani¢ena a vzhl'adom na poslednu vetu ma
limitu. Oznadime ju e. Teda

imA+ 2 - e~ 27182818,
n~ef]  nQ

Nechk OR, potom

imB+ 10 =1,
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Priklad Vypocitajme ||mB—ET
ypocitame imbe=— L

RieSenieNajskor vyriesime jednoduchsiu ulohu. Vypocitame
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kde kOR je kladné. Urobime substittciu
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Tedan=km. Ak n - o, tak ajm - oo . Dostavame
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Teraz uz l'ahko vyrieSime dant ulohu. Plati
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Z prislusnych viet o limitach funkcii dostavame:

Definicia 3.14Nech (an ):=1 je postupnost’ realnych cisel a (nk ):;1 je 'ubovolna rastica postupnost’
prirodzenych cisel. Postupnost’ (ank )::1 sa nazyvaybrand postupnost’ Z pOStupnOSt(an )::1-

oo .

Veta 3.20Nech (an ):=1 je postupnost’ a (ank ) e z nej vybrana postupnost. Ak lima, =alR’,

k=1 J -

tak ajlima, =alR’.
koo K
Veta 3.21Z kazdej ohranicenej postupnosti sa da vybrat’ konvergentné postupnost’.

Definicia 3.15 Postupnost’ (an )::1 nazyvamecauchyovskou postupnost’ou, ak k T'ubovolnému
€ >0 existuje takén, LIN, ze pre vSetky dvojice n,mUON, n>n,,m>n, plati |a, —a, <& tj.
ak

(I]s >O)(Eho EIN)(Dn,mEI N,n>n,,m> no):|an -a,kke.

Veta 3.22Postupnost’ (an ):=1 je konvergentna prave vtedy, ked’ je cauchyovska.

Pri dokazoch niektorych viet bude vyhodnejsie vyjadrit’ limitu, resp. spojitost’ funkcie v "jazyku"
postupnosti (Heineho definicie):

« Funkcia f : A~ R mav bodealdR" limitu bOR", prave vtedy, ked a je hromadnym
bodom mnoziny A a pre kazdi postupnost (Xn )::1, x, O A—{a} (n =12, )
limx, =al lim f(x,)=b.

* Funkciaf: A - R je spojitd v bodea] A, prave vtedy, ked’ pre kazda postupnost’ (xn)
plati, x, DA (n=1,2,...)limx, =a 0O lim f(x,) = f(a).
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