Definicia uréitého integralu

Majme spojitl a nezaporna funkcfu <a,b> - R. Nech v rovine je dana pravouhla suradnicova

sustava. Nech 4 = {[x, y] OR’:a<x<b0<y< f(x)} je mnozina bodov tejto roviny (tzv.
krivoc€iary lichobeznik). Majme za tillohu vypocitat’ obsah tohoto lichobeznika. Mdzeme postupovat’
takto:

Rozdelime interva(a,b) na podintervalyx,,x, ),(x,,x,),...(x, . x, ), kde

a=x,<x <x,<..<x,_x,—b.
Kazdy takyto systém intervalov nazveme delenie intervalu<a,b>, body x,,i —1,2,...,n nazyvame
deliace bodydelenia interval(u,b). Dizku i-t¢ho &iastoéného intervalu (x,_,x,),i=12,...,n

oznacujeme Ax; =x, —x,_.

Ak pre kazdé prirodzené ¢islo n je dané jedno deleni®, intervalu <a,b>, hovorime opostupnosti

deleniintervalu(a,b).

Cislo |D| = max{Ax,,Ar, ..., Ax, } nazyvamenormou deleniaD.
=0.

Postupnost {D,}”, delent intervalua,b) je norméalna, ak platilim|D,

Nech&,,i =12,...,n je lubovolny bod z intervalu(x,_,, x, ).

Integrdlnym sictom funkcief pre delenieD intervalu (a,b) a pre dana volbu ¢&isel &.¢,.....¢,

nazyvame ¢islo

S(f,D):= £(E A, + £(E, ), +.+ £(E, ), = Zf(f,-)Ax,- -
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Nechm, je infimum aM, supremum funkciénai - tom ¢iasto¢nom intervale (x,_,,x,) deleniaD.

Dolnym integralnym suctom funkcie f pre delenid intervalu <a,b> nazyvame ¢islo

S(f.D)=mAx, +myAx, +..+m, A, = imiAxi .

i=1

Hornym integralnym suctom funkcie f pre delenid intervalu <a,b> nazyvame ¢islo



S(f,D):= M Ax, + M,Ax, +..+ M Ax, = iMiAxi .
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Dolny integralny sucet. Horny integralny stcet.

Ak Sje obsah uvazovaného krivociareho lichobeznika, tak plati
s(r.0)<s<S(r.0), s(r.p)<s(f.p)<5(r.D).

Da sa ukazat, Ze ak existuje prave jedno &islo S ktoré spiia dani nerovnost’ pre Fubovolné delenie
D intervalu <a,b> , tak toto ¢islo nazveme urcitym integralom funkcie f na intervale<a,b> .

V niektorych ulohach predpoklad spojitosti a nezapornosti funkcie nemusi byt’ splneny.

konvergentna.

Definicia 7.1 Nech funkciaf je definovana a ohrani¢ena na(a,b>. Funkciaf je integrovatel'na na
intervale <a,b>, ak pre kazd@i normalnu postupnost’ {Dn}:’:1 deleni intervalu (a,b) je postupnost’

{S(f ,D, )}::1 integralnych suétov funkcie f pre delenie D, a Tubovolné volby Cdisiel ¢,

Urcitym integrdalom funkcief na intervale <a,b> nazyvame ¢islo § =1lim S (f, Dn) a oznacujeme

b
ho znakorrJ’f(x)dx.

n—o

Cislo a nazyvamedolna hranica, &islo b nazyvamenorna hranicauréitého integralu.

Riemannov integral

Poznamka Nazov urcity integral zaviedol Leibnizov Zziak Jacob Bernoulli. Znak J' je

Stylizované pismen® ako zaciato¢né pismeno slova Summa, ktoré pouzival Leibniz. Suctova
definiciu integralu uviedol A. Cauchy v r. 1821 pre spojité funkcie ai@n&nn v r. 1853 i pre
nespojité funkcie. Preto sa tento integral ¢asto nazyva Riemannov integral alebo Cauchy —

Newtonov - Leibnizov vzorec

Veta 7.1(Newtonov - Leibnizov vzorec) Nech funkcidf je integrovatel'n na intervale (a,b)

b
a nech ma na intervaléa,b) primitivnu funkciuF. Potom pIatJ’f(x)dx = F(b)— F(a).

Rozdiel F (b)— F (a) sa zvykne oznaCovat’ tiez znakom [F (x)]i :







