Geometrické aplikacie urcitého integralu

Definicia 8.1 Nech funkcie f:(ab)- R, y A

g :<a, b> - R st spojité a nech pre kazdé x[J (a, b)
je f(x) < g(x). Potom mnozinu ‘/N/-:
D={(x y)OR? a<x<b, g(x)< y< f(x)} D :
nazyvame elementdrna oblast’ v R* vzhPadom na m
0s 0, (elementarna oblast’ typu [X, y] ). ' g
a B x

Definicia 8.2Nech funkcieg, : (c,d) - R, y A P1(y)

@, :<C,d> - R st spojité a nech pre kazdé y [ (C,d) je d1--‘oeseasas -

(pl(y) <@, (y) Potom mnozinu Q

2

Q={xy)IR* csy<d a(y)<x< gy}

nazyvameelementdrna oblast’ v R® vzhl’adom na os & o i

0, (elementarna oblast’ typu [X, y] ). [~
>
X

1 PlosSny obsah rovinnych utvarov

b
Plosny obsah elementarnej obld38a pocita podl'a vzorca P = I [f (x)- g(x)]dx.

d
PlosSny obsah elementarnej obl&3#a pocita podl'a vzorca P = I [(p2 (y) - (pl(y)]dy.

Vistej krajine tak slabo platili matematikov, Ze profesorovi matematiky na technickej univerzite
neostdavalo nic iné iba sa zamestnat’ v istej firme ako robotnik. KedZe firma chcela prosperovat, tak
ponuikla ,,robotnikom ““ moznost zvysenia odbornosti, po ktorom by nasledovalo zvySenie zarohku.
Profesor matematiky si na hodine podriemkaval, az ho zaskocila otdazka ucitela, ako by vypocital
plochu kruhu. Rozospaty profesor si nespomenul ihned’ na vzorec, ale spomenul si na postup, ako
vypocitat’ plosny obsah rovinného obrazca. Napisal si parametrické rovnice kruznice, spomenul si

na vzorec pre vypocet plochy a dostal hodnotu —1r?. Zo vsetkych lavic sa od , robotniko
ozvalo:,, Musis zmenit' hranice integrovania! “.

<

Nechf je nezaporna spojita funkcia na intervéheb), ktora je dangarametrickymi rovnicami

x:¢(t), y:w(t), tD(a,B), kde funkcia¢ ma spojitu derivaciu ré6znu od nuly na intervale



(a,B). Potom ploSny obsahP krivo¢iareho lichobeznika A pocitame podl'a vzorca

P :j’w(t]gb (t)dt

Nech p = f(¢) je rovnica krivky vpolarnych stradniciach

kde f je nezaporna spojita funkcia na interve =f(g)

<0{, B>, B —a < 2. Rovinny utvar ohrani¢eny polpriamkami

¢=a,¢=p akrivkou p=1f(p), ¢0(a,B) nazveme o

"krivociary vysek". Je to mnozina -
F p

={(x y)OR?, x = pcosp, y = psing, ¢ O{(a,B), 0<p< f(o).

B B
Plo$ny obsah mnoziny K sa pocita pomocou vzorca P = %J’ f? (¢)d¢ = %J' pZdg .

e Dl3ka krivky
Ak krivka C je grafom f : <a, b> ~ R, ktora ma spojitt derivaciu, tak pre jej dizku s plati

s:Jb’\/1+[f '(x)]? dx.

Nech C je  jednoducha  hladka  krivka  urend  parametrickymi  rovnicami
X = ¢( ) y = L/J(t), tQd <0{ B > . Potom pre jej dizku plati vzorec

5= N[¢(t +ly @ at,

B
ktory stru¢ne zapisujeme takto S =J' X'? +y'?dt.

Ak je krivka dana v polamych suradniciagh=g(¢), ¢ O{(a,B),0<a < B < 2m, kde funkciag
ma spojita derivaciu, moézeme krivku C popisat’ parametrickymi rovnicami

x = g(t)cost, y = g(t)sint, t=¢ O{a,B).

Ak pouzijeme vzorec pre vypodet dizky krivky danej parametricky, dostaneme

B
= p’2+p2d¢.

Podobne ako v rovine mozeme poéitat’ dizku priestorovej krivky.

Dizku priestorovej krivky C danej parametrickymi rovnicami=¢(t), y=y(t) z=x(),
B
tO <0( B > mozeme pocitat’ podl'a vzorca S =J' X2 +y'?+7%dt.



e Objem rotacného telesa
Majme v rovine(o; x, y) krivociary lichobeznik A, kde f

je spojitda nezaporna funkcia na intervale(a,b).

Rotaciou krivoéiareho lichobeznika, v priestore R® s
osamix, Yy, Z okolo x - ovej osi vznikne rota¢né teleso,
ktorého objenV vypocitame pomocou vzorca

n b
V =lim an (&) ax =mf f 2(x)dx,
Nn— oo = 4
ktory strucne zapisujeme takto

b
V= rrI y2 (x)dx.

Ak funkcia f je dana parametrickymi rovnicamk:qb(t), y:t,U(t), tD(a,B), kde ¢ je
nezaporna spojita funkcia a funkcga ma spojiti nenulovt derivaciu, tak pre objem rotaéného
telesa plati vzorec

V= n}wz(t)

¢'(t)dt.

e Plosny obsah rotacnej plochy

Plosny obsah rotacnej plochy, ktord vznikne rotaciou grafu spojito diferencovatelnej, nezdpornej

b
funkcie f :(a,b) — R, okolo osix sa potita pomocou vzorca S= ZITJ' f (x)/1+ [f '(X)]2 dx.

s
Ak je krivka dana parametricky, tS :I(,U(t)\/[¢'(t)]2 +[w @) dt.



